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SOUS-GROUPES DENSES DES GROUPES
DE LIE NILPOTENTS

PAR E. MACIAS-VIRG6S

0. Introduction

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Un rseau de G
est un sous-groupe discret F0 qui est uniforme, c’est-?-dire tel que G/Fo soit
compact.
Un r6sultat bien connu de Mal’cev [Ma] 6tablit que G possde un tel

r6seau si et seulement si son algbre de Lie g admet des constantes de
structure rationnelles par rapport h une certaine base; on dit alors que G est
rationnel. Tout groupe ab61ien est rationnel; des exemples de groupes non
rationnels sont donn6s dans [Ma] et [Sch].
Le but de ce travail est d’examiner la situation suivante, qui appara]t, par

exemple, dans l’6tude des feuilletages transversalement de Lie h feuilles
denses sur une vari6t6 compacte [Mo]:

QUESTION. Soit F un sous-groupe dense de G. Est-il toujours possible de
trouver un r6seau de G qui soit contenu dans F?

Lorsque G est rationnel il semblerait en principe possible de d6former
n’importe quel r6seau jusqu’ le rendre contenu dans le sous-groupe F fix6
auparavant.

C’est par exemple ce qui se passe pour Rn, ota l’on sait qu’un sous-groupe
discret est uniforme si et seulement s’il contient n vecteurs R-lin6airement
ind6pendants; nous g6n6ralisons ce r6sultat ? une classe plus large d’exten-
sions centrales de R2 qui inclut en particulier le groupe d’Heisenberg
n3 c SL(3, R).

Mais, de faon assez surprenante, le r6sultat n’est plus vrai en g6n6ral
m,me pour les extensions centrales de R3. En effet, au 3 nous montrons que
dans le groupe de Lie H5 des matrices

1 x Yl Y2
X2 X3

1 0
1
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de SL(4, R), il existe un sous-groupe dense de type fini F, de rang F 18, qui
ne peut contenir aucun r6seau de G.
Nous avons besoin pour cela du critre cohomologique suivant, dont la

d6monstration occupe le {}2:
A tout groupe discret nilpotent, de type fini, sans torsion, on peut associer

un groupe de Lie rationnel M(F) dont F est un r6seau; M(F) est appel6e la
compl6tion r6elle de Mal’cev de F.
Notons

m(i)’m(F) g

le morphisme d’algbres de Lie associ6 l’extension M(i): M(F) G de
l’inclusion i: F c G. Si F contient un r6seau de G, alors le morphisme induit
en cohomologie

m( i)*" H(tg) H( m(r))

doit 8tre injectif.
Si l’on essaie de trouver directement un exemple o?a re(i)* n’est pas

injectif, un calcul direct semble hors de question. L’id6e est alors de con-
struire une extension interm6diaire N entre M(F) et G, et de l’interpr6ter
comme une classe dans H2() qui est une obstruction l’injectivit6.

L’auteur veut remercier G. Hector et D. Tanr6 pour l’aide et l’int6rSt
qu’ils ont port6s ce travail, et le referee pour ses remarques.

1. Existence de rseaux

Soit Gun groupe de Lie nilpotent 1-connexe d’algbre de Lie 9, et soit F
un sous-groupe dense de G.

Soit G GO z G z G 1 la suite centrale descendante d6finie
par Gk+l= [G, Gk]; le degr6 de nilpotence de G est s; son centre Z(G)
v6rifie Z(G) G. La suite descendante de F c G v6rifiant Fk Gk pour
tout k, F est nilpotent.

LEMME 1. De la densitd de F dans G, on ddduit"
(a) F a mme degrd de nilpotence que G et son centre Z(F) est Z(G) c F.
(b) Si Z(G) G alors Z(F) est dense dam Z(G).

Remarque. Lorsque G est contenu strictement dans Z(G), on n’a pas en
g6n6ral la densit6 de Z(F) dans Z(G); on peut construire un tel exemple
dans le groupe d’Heisenberg g6n6ralis6 n3 x R.

Preuve. [F, F] est dense dans [G, G] par continuit6 de [x, y] xyx-ly -1
(mais en g6n6ral [F, F] est strictement plus petit que [G, G] N F).
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Le m,me raisonnement donne, par r6currence, la densit6 de Fk dans Gk

pour tout k. En cons6quence le degr6 de nilpotence de F doit encore tre s;
donc Z(F) Fs.
On voit aussi facilement que Z(G)h F Z(F); en effet, si ynh

pour tout n alors gh --hg pour g lim 3’n"
Finalement, si G Z(G)on a

r c z(r) z(o) n r c z(o)
et F est dense dans G, d’oh la densit6 de Z(F) dans Z(G). Q.E.D.

PROPOSITION 2. Si G est ablien, alors F contient un rseau de G.

Preuve. G est isomorphe Rn. Comme F est dense, on peut choisir
3’1,...,3’ F tels que (3’1,...,3’) soit une R-base de R; le contraire
signifierait que F est contenu dans un certain sous-espace vectoriel (ferm6)
de dimension strictement plus petite que n. Le groupe additif F0 c F
engendr6 par les 3’1,..., 3’ ( coefficients dans Z) est un r6seau de Rn.

Q.E.D.

Pour un groupe de Lie nilpotent 1-connexe quelconque G, il faut rem-
placer la notion d’ind6pendance lin6aire par celle de rang"
Un sous-groupe F0 de type fini est de rang r si l’on peut trouver un

systme de g6n6rateurs (3,1,. 3’r) tel que

pour j > i.

F0 est alors un r6seau de G si et seulement s’il est discret et de rang 6gal
dim G [Ra].

PROPOSITION 3. Soit G un groupe de Lie nilpotent 1-connexe qui est une
extension centrale de R2, et soit F un sous-groupe dense de G. Alors:

(a) F contient un sous-groupe Fo de rang gal dim G;
(b) Si Z(F) est dense dans Z(G), alors Fo est un rseau de G.

Preuve. La suite exacte d’homotopie de l’extension

P
R2O K--* G- 0

montre que le noyau K Z(G) est aussi 1-connexe, donc isomorphe R.
En fait, si G n’est pas ab61ien on doit avoir K Z(G).

1. F 6tant dense dans G, p(F) est dense dans R2 et doit contenir un
certain r6seau F Z2 engendr6 par Xl, x2. Choisissons 3’1, 3’2 F tels que
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P(’Yi) ---Xi’ il existe z Z(F) Z(G) tq F, qui ne d6pend pas du choix des
’i, pour lequel 2,22,12,1 z), 1.

2. Supposons d’abord Z(F) dense dans Z(G). On peut alors trouver une
base (Zl,..., z,) de R" telle que i(zi) F pour tout j. En plus, si z : 1o on
peut supposer que z i(zl); en effet, si 0 : z Etlz, t R, il existe par
exemple t 0, donc Z 1/tl(Z q> ltjZj), de faon que (z, Z2,... Zn)
soit toujours un systme de R-g6n6rateurs pour R".
Le sous-groupe F0 engendr6 par (i(zl),...,i(zn) Yl, Y2) a alors un rang

6gal n + 2 dim G et il est contenu dans F.

3. F0 sera le r6seau cherch6 dSs qu’on aura prouv6 qu’il est discret;
puisqu’il est d6nombrable il suffira de savoir qu’il est ferm6. Or, si on a une
suite

oh z est une combinaison h coefficients entiers des z1,... Zn, on obtiendra
par p une suite

axl + bx2} -, p( g )

dans le r6seau F0+= p(F0). En cons6quence a
grand, et

p( g) ax + bx2,

d’oh

a, b b pour v assez

Z a,b a
v/1 2/ -"> g z ’1/2

b avecz Z(G).

Z

Mais comme {z} z’ est une suite dans un r6seau de R, on doit avoir
z pour v assez grand. Cela montre que g appartient h F0.

4. En g6n6ral, si le dernier terme non nul G de la suite centrale
descendante est strictement plus petit que le centre Z(G), choisissons une
d6composition en somme directe 6 6s + a + m avec 6 + a Z(6). On a
alors une d6composition de G comme produit direct G H A, oh A est
isomorphe au groupe ab61ien 1-connexe Z(G)/G, et H est nilpotent 1-con-
nexe de m.me degr6 de nilpotence que G, mais avec Z(H)= Hs= G
comme on le v6rifie ais6ment. De plus, Z(G) est le produit direct G A.
On notera PH, PA les projections de G H A sur chacun des facteurs;

PH(F), PA(F) sont alors des sous-groupes denses de H et A respectivement.
Si Z(F) n’est pas dense dans Z(G), on a quand mme une suite exacte.

0 - Z(H) H R2 -* 0,
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off p/(F) est un sous-groupe dense de H. L’6galit6 Z(H) H implique la
densit6 de Z(p/c(F))= G N p/4(F)dans Z(H)= H.

Consid6rons maintenant le sous-groupe dense F* p/(F) PA(F) de G.
On a

z(r*) Z(G) r* (G x) r* (G a p (r)

Z(pn(r))

donc Z(F*) est dense dans Z(G) Z(H) A.
En cons6quence, il existe d’apr& la partie 2 un certain sous-groupe

0 (ZI’ Z2’’’’, Zn,’)/1, T2),

n dim G, de rang n + 2, qui est contenu dans F*. Or, z F* signifie
qu’il existe des a A tels que zia F. En particulier zia Z(G) F
Z(F); de m.me, on peut choisir les Yi dans F parce que p(F*) =-p(F). Donc,
le sous-groupe F0 (ziai, yj) a toujours un rang 6gal h n + 2 et il est
contenu dans F (mais il n’est pas necessairement discret). Q.E.D.

Comme nous le verrons plus loin, la m6thode utilis6e dans la d6monstra-
tion pr6c6dente ne s’adapte pas aux extensions centrales de R3. Nous allons
d’abord 6tablir un crit6re cohomologique pour d6cider si un sous-groupe
dense peut contenir un r6seau de G.

2. La completion de Mal’cev

Bien que quelques unes des consid6rations de ce paragraphe se g6n6rali-
sent ais6ment, nous nous bornerons ici au cas off F est un sous-groupe dense
de type fini d’un groupe de Lie G nilpotent 1-connexe. I1 existe alors un
groupe de Lie M(F) nilpotent 1-connexe qui contient un r6seau isomorphe
F [Ma]. Cette complgtion de Mal’cev M(F) est unique, isomorphisme
pr6s, et v6rifie la propri6t6 suivante: tout morphisme de groupes b: F N,
avec N un groupe de Lie nilpotent 1-connexe, admet une seule extension
M(b): M(F) --. N en homomorphisme de groupes de Lie.
Nous allons consid6rer, en particulier, l’homomorphisme M(i): M(F) G,

extension de l’inclusion i: F c G. Par passage aux algibres de Lie, on obtient
un morphisme re(i): re(F) g qui donne en cohomologie re(i)*: H(g)
H(m(F)).

L’algb.bre de Lie g 6tant unimodulaire, la dualit6 de Poincar6 sur H(g)
entraine:

LEMME 4. Soit [to] un g#ne’rateur de nn({t)= R, n dim G. Alors
[m(i)*(to)] est non nulle dans H(m(F)) si et seulement si re(i)* est injective.
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PROPOSITION 5. Soit F un sous-groupe dense de type fini d’un groupe de
Lie G nilpotent 1-connexe. Si re(i)* n’est pas injective alors F ne contient
aucun rdseau de G.

Preuve. Soit F0 c Fun r6seau de G. Si M(i0): G M(F0) -o M(F) est
l’extension de l’inclusion F0 c M(F), alors M(i)M(io) id par unicit6, donc
m(i0)*m(i)* id et re(i)* est injective. Q.E.D.

Nous allons consid6rer maintenant la suite exacte courte de cinq termes

d2
0 "-’> Hi(g) Hi(F) -- E20’1 H2() -- H(F) (1)

associ6e au morphisme surjectif re(i): re(F) g d’algbres de Lie, dont le
noyau sera not6 . Elle provient de la suite spectrale de Hochschild-Serre,
E’q= HP(g;Hq()), qui converge vers H(m(F)). En particulier E2’1=
Hl(t)g est l’ensemble des invariants par Faction de g.
D’aprs Van Est [VE], H(g) est isomorphe la cohomologie continue

Hoo(G) du groupe de Lie nilpotent 1-connexe G. La cohomologie H(m(F)) de
l’algbre de Lie de la compl6tion de Mal’cev de F est pr6cis6ment la
cohomologie de De Rham de la nilvari6t6 compacte M(F)/F [No], c’est-h-dire
la cohomologie H(F) du groupe discret F, parce que M(F) est contractile.
De mme H(g) H(G/Fo) H(Fo) si F0 est un r6seau de G.

D’abord, re(i)1" HI(g) -- Hi(F) correspond h H(G) H(F), qui asso-
cie h chaque morphisme G --, R de groupes de Lie sa restriction h F; il est
injectif h cause de la densit6 de F. Par contre, la non injectivit6 de re(i)2"
H2(g) H2(F) sera 6quivalente h l’existence d’extensions non triviales, en
groupes de Lie, de G par R, dont la restriction h F donne l’extension triviale
FR.
Notons K Ker M(i) le groupe de Lie simplement connexe dont l’algbre

de Lie est . Alors H() est le dual de /[, ] et correspond aux mor-
phismes b: -o R d’algbres de Lie, ou de faon 6quivalente aux mor-
phismes de groupes de Lie : K -o R avec d b.

LEMME 6. Si t E20’1 Hl([)g alors Ker b est un ideal de re(F).

Preuve. L’action de g surf est donn6e par X*Y [X*, Y], off m(i)(X*)
X; ainsi un morphisme b: f- R d’algbres de Lie est invariant si et

seulement si b[X*, Y] 0, X* re(F), Y f, c’est-h-dire [re(F), ] c
Ker b. Q.E.D.

Par exemple, Hi(F) E2’ fait correspondre chaque homomorphisme
de groupes discrets f: F R la restriction t K de M(f): M(F) R. Re-
marquons que si f provient d’un morphisme G R, alors M(f) f M(i),
donc M(f)(K) O.
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Etudions maintenant d2" E20’1 -- H2(g). Soit b E2’1; si b 4 0 alors b
est surjectif, /Ker b R, et dE(t) H2(g) est la classe qui repr6sente
l’extension

0 R m(F)/Ker 4 g 0.

De faon explicite, d2(b) est repr6sent6e par le cocycle d2(X,Y)--
t[X*, Y*]hor O1 hot note la partie horizontale pour une d6composition
quelconque re(F) Wen espaces vectoriels, et X*, Y* se projettent par
re(i) sur X, Y respectivement.
En termes de groupes de Lie, on aura l’extension

0 R M(r)/Ker --, G 1, d b,

le Lemme pr6c6dent montrant que Ker est un sous-groupe de Lie normai
dans M(F). Remarquons que si est la restriction h K de M(f), f: F R,
alors

[X*] (m(i)(X*), m(f)(X*))

d6finit un isomorphisme entre m(F)/Ker 4 et l’extension triviale R.

PROPOSITION 7. Soit

ext’0 RNG 1

une extension, lment de HooE(G)= H2(g). Les conditions suivantes sont
e’quivalentes

(a) ext Im dE;
(b) N contient F comme sous-groupe, et la restriction de A F est idr;
(c) M(i): M(F) - G se factorise par A

Preuve. L’6quivalence de (b) et (c) est imm6diate ? partir de la propri6t6
universelle de la compl6tion de Mal’cev.

D’autre part, toute extension d2 M(F)/Ker se factorise parce que
Ker c K Ker M(i), donc (a) = (c).

I1 reste montrer (c) (a). Or, si l’on a h: M(F) N avec M(i) A h,
alors la restriction de h ? K donne " K- R, dont le noyau est Ker h.
L’isomorphisme M(F)/Ker h G montre que l’extension donn6e est dEt:I).

Q.E.D.
L’exactitude de la suite (1) implique alors:

COROLLAIRE. rrt(i)2: H2(g) --, H2(m(F)) est injectif si et seulement si toute
extension vrifiant les hypothdses de la Proposition 7 est triviale.
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Remarque. On peut g6n6raliser le critb.re cohomologique de la Proposi-
tion 5 au cas non nilpotent en consid6rant un sous-groupe compact maximale
K de G, de fajon que G/K est contractile. D’aprb.s Van Est on aura
Hoo(G) H(g, K), la cohomologie du complexe des formes to Ag* telles
que ixto O, Lxto 0 pour tout X , l’algb.bre de Lie de K.

L’inclusion F c G induit un morphisme H(G) --. H(F) entre leurs coho-
mologies comme groupes discrets ( coefficients dans R). L’inclusion des
cochMnes continues dans le complexe de toutes les cochMnes induit une
fl.che Hoo(G) H(G). On obtient alors par composition un morphisme
k*: H(, K) n(r) [BW].
Pour expliciter k* au niveau des complexes de cochanes on d6finit

=fa(1 3tn

oh A(T1,..., Yn) est un certain n-simplexe singulier sur G/K qu’on associe, ?a
l’aide d’une contraction, ? chaque (Ya,..., Yn) Fn; h ce sujet, une discus-
sion d6taill6e apparMt dans [Du]. Lorsque G est nilpotent 1-connexe et F de
type fini, on v6rifie ais6ment que k* --re(i)* si l’on prend F(exp(x), t)=
exp(tx) comme contraction dans M(F) et G.

3. L’exemple

Soit G un groupe de Lie nilpotent 1-connexe, avec Z(G) [G, G] et de
degr6 de nilpotence s 1. Un tel groupe est alors une extension centrale de
G/Z(G)---Rm. Etant donn6s tes r6sultats du 1, nous allons consid6rer
maintenant le cas m 3, oft un argument 616mentaire montre que dim Z(G)
>2.
L’exemple le plus simple.est alors le groupe de Lie H5 des matrices

triangulaires coefficients r6els

1 x Yl Y2
X2 X3

1 0
1

dont l’algb.bre de Lie g admet une base g (X1, X2, X3, Y1, Y2) avec
[X1, X2] Y1, [X1, X3] Y2 et tous les autres crochets nuls.
Le groupe de Lie H5 est rationnel, parce qu’il contient le r6seau H5 N

SL(4, Z) form6 des matrices coefficients entiers. N6anmoins, nous allons
construire un sous-groupe dense et de type fini F de H5, qui ne peut contenir
aucun r6seau de H5. Au lieu de d6crire F directement, nous profiterons des
r6sultats pr6c6dents pour en simplifier la d6finition.
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PROPOSITION 8. Pour G H5 il existe:
mUn groupe de Lie N, nilpotent 1-connexe d’algdbre de Lie 11;
mun sous-groupe de type fini F de N;
--et un morphisme surjectif de groupes de Lie A: N - G, tels que:

(a) F tq Ker A 1, et F est dense dans N, et
(b) le morphisme A*: H() - H(n) induit en cohomologie n’est pas injectif.

COROLLAIRE. Le sous-groupe dense de type fini A(F) -= F du groupe de Lie
G H5 ne contient aucun r#seau de G.

Preuve du Corollaire. On utilisera la Proposition 5. Consid6rons la
compl6tion de Mal’cev M(F) de F -= A(F); l’unicit6 du morphisme induit par
les inclusions prouve qu’il y a un diagramme commutatif

M(r) M(A(r))

N

et que par cons6qu,e,nt H() H(m(A(F))) n’est pas injectif puisqu’il se
factorise en H() H(rt) --, H(m(A(F))) et A* n’est pas injectif.
La densit6 de A(F) dans G d6coule de celle de F dans N et de la

surjectivit6 de A. Q.E.D.

Remarque. En fait, d’aprs la Proposition 7 nous savons que l’existence
de N est une obstruction t l’injectiviti6 de re(i)*.

Preuve de la Proposition 8. Soit N c SL(6, R) le groupe nilpotent 1-
connexe de dimension 6 form6 des matrices coefficients r6els

1 U 0 0 U U2

0 0 U2 U3

1 U2 0 U3

1 0 U3

1 0
1

dont l’algbre de Lie est 1l (Ux, U2, U3, Vx, V2, V3) avec [Ux, U2] V1,

U31 V3.
Fixons une lois pour toutes un nombre r6el transcendant a, et notons

(1, anl,...,ank) cR
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l’ensemble des combinaisons lin6aires coefficients dans Z des puissances
entires 1, an1,..., ank. Les ani, n :/: 0, n’6tant pas rationnels, on obtient
ainsi des sous-groupes denses de R.

Soit F F le sous-groupe de N form6 des matrices dont les coefficients
v6rifient

U (1, a5)
U2 (1, a2)
U3 (1, a3)

D6finissons enfin l’homomorphisme A A,, par les relations

Xl U + tU3

X2 U2 + OU3

X3 U3

Yl U1 -" aU2 aU3 + aU3(U2 -I- "OlU3)
Y2 /32 -I- 1/20tU3U 3.

Nous laissons au lecteur les v6rifications correspondantes, la condition
F Ker A 1 6tant assur6e par le caractbre non alg6brique de a. I1 est
aussi facile de trouver un syst6me fini de g6n6rateurs pour F, dont le rang est
18.
Pour finir, nous montrons que A* n’est pas injectif.
L’algbbre de Lie de Nest form6e des matrices A Id, A N, c’est--dire

z6ros sur la diagonale, et exp: rt- N est d6finie par exp(A)= Id + A +
A2/2. Des consid6rations analogues sont valables pour G. On en d6duit que
le morphisme dA. rt - associ6 A est donn6 par:

dA(U1) --X

dA(V) =X
dA(U3) g

3 d- o(X q- g2)

da(Vl) Y1
da(V) Y + Y
da(Vz) -Y1.

Consid6rons les duales g* (Xl, X2, X3, Yl, Y2) et n*
rE, v3). L’image par A* du g6n6rateur de HS(g) est alors

A*(X A X2 A X3 A Yl A Y2)
U A U2 A U3 A U A U2 -+- OU A U2 A U3 A U2 A U3

-d(u/x /x /x v3) ad(u3/x ^ ^ )
qui repr6sente la classe nulle dans HS(n).

(Ul U2 U3 UI

Q.E.D.
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