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SOUS-GROUPES DENSES DES GROUPES
DE LIE NILPOTENTS

PAR E. MAciAs-VIRGSs

0. Introduction

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Un réseau de G
est un sous-groupe discret Iy qui est uniforme, c’est-a-dire tel que G /T, soit
compact.

Un résultat bien connu de Mal’cev [Ma] établit que G posséde un tel
réseau si et seulement si son algébre de Lie g admet des constantes de
structure rationnelles par rapport a une certaine base; on dit alors que G est
rationnel. Tout groupe abélien est rationnel; des exemples de groupes non
rationnels sont donnés dans [Ma] et [Sch].

Le but de ce travail est d’examiner la situation suivante, qui apparait, par
exemple, dans I’étude des feuilletages transversalement de Lie a feuilles
denses sur une variété compacte [Mo]:

QuesTioN. Soit I' un sous-groupe dense de G. Est-il toujours possible de
trouver un réseau de G qui soit contenu dans I'?

Lorsque G est rationnel il semblerait en principe possible de déformer
n’importe quel réseau jusqu’a le rendre contenu dans le sous-groupe I' fixé
auparavant.

C’est par exemple ce qui se passe pour R”, o 'on sait qu’un sous-groupe
discret est uniforme si et seulement s’il contient n vecteurs R-linéairement
indépendants; nous généralisons ce résultat a une classe plus large d’exten-
sions centrales de R? qui inclut en particulier le groupe d’Heisenberg
H,; c SL(3,R).

Mais, de fagon assez surprenante, le résultat n’est plus vrai en général
méme pour les extensions centrales de R3. En effet, au §3 nous montrons que
dans le groupe de Lie H; des matrices
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608 E. MACIAS-VIRGOS

de SL(4, R), il existe un sous-groupe dense de type fini I, de rang I' = 18, qui
ne peut contenir aucun réseau de G.

Nous avons besoin pour cela du critére cohomologique suivant, dont la
démonstration occupe le §2:

A tout groupe discret nilpotent, de type fini, sans torsion, on peut associer
un groupe de Lie rationnel M(T") dont T est un réseau; M(T') est appelée la
complétion réelle de Mal’cev de T'.

Notons

m(i): m(T') » ¢

le morphisme d’algebres de Lie associé a I'extension M(i): M(I") » G de
Pinclusion i: " € G. Si T" contient un réseau de G, alors le morphisme induit
en cohomologie

m(i)*: H(g) — H(m(T))

doit étre injectif.

Si l'on essaie de trouver directement un exemple ou m(i)* n’est pas
injectif, un calcul direct semble hors de question. L’idée est alors de con-
struire une extension intermédiaire N entre M(I") et G, et de l'interpréter
comme une classe dans H2(g) qui est une obstruction a I'injectivité.

L’auteur veut remercier G. Hector et D. Tanré pour l'aide et l'intérét
qu’ils ont portés a ce travail, et le referee pour ses remarques.

1. Existence de réseaux

Soit G un groupe de Lie nilpotent 1-connexe d’algebre de Lie g, et soit T’
un sous-groupe dense de G.

Soit G=G°>G!> -+ D G*>1 la suite centrale descendante définie
par G**! =[G, G¥]; le degré de nilpotence de G est s; son centre Z(G)
vérifie Z(G) D G°. La suite descendante de I' ¢ G vérifiant T'* ¢ G* pour
tout k, I est nilpotent.

LemmMmEe 1. De la densité de T dans G, on déduit:
(a) T a méme degré de nilpotence que G et son centre Z(I') est Z(G) N T.
(b) Si Z(G) = G* alors Z(T') est dense dans Z(G).

Remarque. Lorsque G* est contenu strictement dans Z(G), on n’a pas en
général la densité de Z(I') dans Z(G); on peut construire un tel exemple
dans le groupe d’Heisenberg généralisé H; X R.

Preuve. [T, T] est dense dans [G, G] par continuité de [x, y] = xyx~1y~!
(mais en général [T, '] est strictement plus petit que [G, G] N ).
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Le méme raisonnement donne, par récurrence, la densité de I'* dans G*
pour tout k. En conséquence le degré de nilpotence de I' doit encore &tre s;
donc Z(T') oIS,

On voit aussi facilement que Z(G) N T = Z(I"); en effet, si y,h = hy,
pour tout n alors gh = hg pour g = limy,.

Finalement, si G°* = Z(G) on a

rfcz(')=2(G)nTrcz(G) =G°*
et T'* est dense dans G*, d’ou la densité de Z(I") dans Z(G). Q.E.D.

ProrosiTiON 2. Si G est abélien, alors T contient un réseau de G.

Preuve. G est isomorphe a R". Comme I' est dense, on peut choisir
Yi---s¥n €T tels que (yy,...,7,) soit une R-base de R”; le contraire
signifierait que T" est contenu dans un certain sous-espace vectoriel (fermé)
de dimension strictement plus petite que n. Le groupe additif I'yc T’
engendré par les y,,...,v, (& coefficients dans Z) est un réseau de R”.

Q.E.D.

Pour un groupe de Lie nilpotent 1-connexe quelconque G, il faut rem-
placer la notion d’indépendance linéaire par celle de rang:

Un sous-groupe Iy de type fini est de rang r si I'on peut trouver un
systéme de générateurs (y,,...,v,) tel que

'yj'y,.'yj_1 € {yyy.--,v;) pourj>i.

T, est alors un réseau de G si et seulement s’il est discret et de rang égal a
dim G [Ral.

ProrosiTioN 3. Soit G un groupe de Lie nilpotent 1-connexe qui est une
extension centrale de R?, et soit T un sous-groupe dense de G. Alors:
(@) T contient un sous-groupe T, de rang égal a dim G;
(b) Si Z(T') est dense dans Z(G), alors T, est un réseau de G.
Preuve. La suite exacte d’homotopie de 'extension
i P
0-K->G->R?>’-0

montre que le noyau K C Z(G) est aussi 1-connexe, donc isomorphe a R”.
En fait, si G n’est pas abélien on doit avoir K = Z(G).

1. T étant dense dans G, p(T') est dense dans R? et doit contenir un
certain réseau Iy = Z? engendré par x,, x,. Choisissons v,,y, € I tels que
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p(y;) = x; il existe z € Z(T') = Z(G) N T, qui ne dépend pas du choix des
v;, pour lequel y,y,y;! = zy,.

2. Supposons d’abord Z(T') dense dans Z(G). On peut alors trouver une
base (zy,..., z,) de R” telle que i(z;) € T pour tout j. En plus, si z # 1; on
peut supposer que z = i(z,); en effet, si 0 # z = 3¢,z;, t; € R, il existe par
exemple ¢, # 0, donc z, = 1/t(z — %, ,¢;z)), de fagon que (z, z,,..., z,)
soit toujours un systéme de R-générateurs pour R”.

Le sous-groupe I, engendré par (i(z,),...,i(z,), v, v,) a alors un rang
égal a n + 2 = dim G et il est contenu dans T.

3. T, sera le réseau cherché dés qu'on aura prouvé qu’il est discret;
puisqu’il est dénombrable il suffira de savoir qu’il est fermé. Or, si on a une
suite

{ZV'waygv} -8,

ou z, est une combinaison a coefficients entiers des z,..., z,, on obtiendra
par p une suite

{avxl + beZ} —)p(g)

dans le réseau I'y = p(Iy)). En conséquence a, =a, b, =b pour v assez
grand, et

p(g) =ax, + bx23
d’ou
{Zu‘)'f‘yg} - g =2z'y{y} avecz’ € Z(G).

Mais comme {z,} — z’ est une suite dans un réseau de R”, on doit avoir
z, = z pour v assez grand. Cela montre que g appartient a I,

4. En général, si le dernier terme non nul G° de la suite centrale
descendante est strictement plus petit que le centre Z(G), choisissons une
décomposition en somme directe g = g* + a + m avec ¢° + a = Z(g). On a
alors une décomposition de G comme produit direct G = H X A, ou A est
isomorphe au groupe abélien 1-connexe Z(G)/G*, et H est nilpotent 1-con-
nexe de méme degré de nilpotence que G, mais avec Z(H) = H* = G°*
comme on le vérifie aisément. De plus, Z(G) est le produit direct G* X A.

On notera py, p, les projections de G = H X A sur chacun des facteurs;
py(D), p(T) sont alors des sous-groupes denses de H et A respectivement.

Si Z(I') n’est pas dense dans Z(G), on a quand méme une suite exacte_

0->Z(H) >H->R*>0,
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ou py(T) est un sous-groupe dense de H. L’égalité Z(H) = H*® implique la
densité de Z(py, (")) = G* N py(T) dans Z(H) = H°.

Considérons maintenant le sous-groupe dense I'* = p,(T') X p(T) de G.
On a

Z(ry=2Z(G) nI* =(G* XAy NnTI* = (G‘ ﬁpy(r)) X paT)
= Z(PH(F)) X paT);

donc Z(T'*) est dense dans Z(G) = Z(H) X A.
En conséquence, il existe d’aprés la partie 2 un certain sous-groupe

Iy= <21a 22504525715 72>’

n = dim G, de rang = n + 2, qui est contenu dans I'*. Or, z; € I'* signifie
qu’il existe des a; € A4 tels que z;a; € I'. En particulier z,a4, € Z(G)NT =
Z(T'); de méme, on peut choisir les y; dans I' parce que p(I'*) = p(T'). Donc,
le sous-groupe Iy = (z;a,, y,») a toujours un rang égal a n + 2 et il est
contenu dans I' (mais il n’est pas necessairement discret). Q.E.D.

Comme nous le verrons plus loin, la méthode utilisée dans la démonstra-
tion précédente ne s’adapte pas aux extensions centrales de R>. Nous allons
d’abord établir un critére cohomologique pour décider si un sous-groupe
dense peut contenir un réseau de G.

2. La complétion de Mal’cev

Bien que quelques unes des considérations de ce paragraphe se générali-
sent aisément, nous nous bornerons ici au cas ou I' est un sous-groupe dense
de type fini d’'un groupe de Lie G nilpotent 1-connexe. Il existe alors un
groupe de Lie M(T') nilpotent 1-connexe qui contient un réseau isomorphe a
I' [Ma]. Cette complétion de Mal’cev M(T') est unique, & isomorphisme
prés, et vérifie la propriété suivante: tout morphisme de groupes ¢:I' = N,
avec N un groupe de Lie nilpotent 1-connexe, admet une seule extension
M(¢): M(T') - N en homomorphisme de groupes de Lie.

Nous allons considérer, en particulier, ’homomorphisme M(i): M(T') — G,
extension de l'inclusion i: I' € G. Par passage aux algebres de Lie, on obtient
un morphisme m(i): m(I') » g qui donne en cohomologie m(i)*: H(g) —
H(m(I)).

L’algébre de Lie g étant unimodulaire, la dualité de Poincaré sur H(g)
entraine:

LemME 4. Soit [w] un générateur de H"(g) =R, n =dimG. Alors
[m(i)*(w)] est non nulle dans H(m(T")) si et seulement si m(i)* est injective.
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ProrosiTion 5. Soit T un sous-groupe dense de type fini d’un groupe de
Lie G nilpotent 1-connexe. Si m(i)* n’est pas injective alors T ne contient
aucun réseau de G.

Preuve. Soit Ty C T un réseau de G. Si M(iy): G = M(I)) - M(T) est
I’extension de Iinclusion Ty € M(T'), alors M(i)M(i,) = id par unicité, donc
m(iy)*m@i)* = id et m(i)* est injective. Q.E.D.

Nous allons considérer maintenant la suite exacte courte de cinq termes

0 - H'(g) » H'(T) > E$' 5 H(g) > HX(T) (1)

associée au morphisme surjectif m(i): m(I') — g d’algébres de Lie, dont le
noyau sera noté f. Elle provient de la suite spectrale de Hochschild-Serre,
EP9 = H?(g; HY(1)), qui converge vers H(m(T)). En particulier E! =
H 1(f)g est ’ensemble des invariants par I’action de g.

D’aprés Van Est [VE], H(g) est isomorphe & la cohomologie continue
H,(G) du groupe de Lie nilpotent 1-connexe G. La cohomologie H(m(T")) de
Palgebre de Lie de la complétion de Mal’cev de T' est précisément la
cohomologie de De Rham de la nilvariété compacte M(T") /T [No], c’est-a-dire
la cohomologie H(T') du groupe discret T', parce que M(T) est contractile.
De méme H(g) = H(G/T,) = H(T,) si [, est un réseau de G.

D’abord, m(i)': H(g) - H'(T) correspond & HX(G) - HXT), qui asso-
cie a chaque morphisme G — R de groupes de Lie sa restriction a T'; il est
injectif & cause de la densité de I'. Par contre, la non injectivité de m(i)*:
H?*(g) » HXT) sera équivalente a I’existence d’extensions non triviales, en
groupes de Lie, de G par R, dont la restriction a I' donne I’extension triviale
I' XR.

Notons K = Ker M(i) le groupe de Lie simplement connexe dont I’algébre
de Lie est f. Alors H(t) est le dual de t/[f,¥] et correspond aux mor-
phismes ¢:f — R d’algébres de Lie, ou de fagon équivalente aux mor-
phismes de groupes de Lie ®: K — R avec d® = ¢.

LemME 6. Si ¢ € ED! = H'(Y), alors Ker ¢ est un idéal de m(T).

Preuve. L’action de g sur ¥ est donnée par X*Y = [X*,Y], o m(iIXX*)
= X; ainsi un morphisme ¢:f — R d’algébres de Lie est invariant si et
seulement si [ X*,Y]1=0, X*em(l), Yet, cest-a-dire [m(I), ] c
Ker ¢. Q.E.D.

Par exemple, H(T') - EJ'! fait correspondre & chaque homomorphisme
de groupes discrets f:I' — R la restriction 2 K de M(f): M(I') - R. Re-
marquons que si f provient d’un morphisme G — R, alors M(f) = f o M(i),
donc M(fXK) = 0.
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Etudions maintenant d,: E>! — H2(g). Soit ¢ € E; si ¢ # 0 alors ¢
est surjectif, /Ker¢ = R, et d(¢) € H*(g) est la classe qui représente
P’extension

0->R->m(Il)/Ker¢ - g—0.

De fagon explicite, d,(¢) est représentée par le cocycle d,¢(X,Y) =
o[ X*, Y*],,, ob hor note la partie horizontale pour une décomposition
quelconque m(I") =t @ W en espaces vectoriels, et X*,Y* se projettent par
m(i) sur X,Y respectivement.

En termes de groupes de Lie, on aura ’extension

0->R->MT)/Ker® >G -1, do=¢,

le Lemme précédent montrant que Ker @ est un sous-groupe de Lie normai
dans M(T). Remarquons que si ® est la restriction & K de M(f), f:T —» R,
alors

[X*] = (m@)(X*), m(f)(X™))
définit un isomorphisme entre m(I') /Ker ¢ et I'extension triviale g X R.

ProrosiTIiON 7. Soit

ext:O—»R—>N£>G—>1

une extension, élément de HX(G) = H*(g). Les conditions suivantes sont
équivalentes:
(a) ext € Im d,;
(b) N contient T comme sous-groupe, et la restriction de A a T est idy;
(¢) M(@): M(T') — G se factorise par A.

Preuve. L’équivalence de (b) et (c) est immédiate a partir de la propriété
universelle de la complétion de Mal’cev.

D’autre part, toute extension d,® = M(I')/Ker ® se factorise parce que
Ker ® c K = Ker M(i), donc (a) = (c).

11 reste & montrer (¢) = (a). Or, si 'on a h: M(T') > N avec M(i) = A h,
alors la restriction de # a K donne ®: K — R, dont le neyau est Ker .
L’isomorphisme M(T')/Ker h = G montre que l'extension donnée est d,®.

Q.ED.

L’exactitude de la suite (1) implique alors:

CoroLLAIRE.  m(i)%: H?(g) — HX(m(T")) est injectif si et seulement si toute
extension vérifiant les hypotheéses de la Proposition 7 est triviale.
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Remarque. On peut généraliser le critére cohomologique de la Proposi-
tion 5 au cas non nilpotent en considérant un sous-groupe compact maximale
K de G, de fagon que G/K est contractile. D’aprés Van Est on aura
H(G) = H(g, K), la cohomologie du complexe des formes w € Ag* telles
que iyw = 0, Lyw = 0 pour tout X € {, l'algébre de Lie de K.

L’inclusion T' € G induit un morphisme H(G?) — H(T') entre leurs coho-
mologies comme groupes discrets (a coefficients dans R). L’inclusion des
cochaines continues dans le complexe de toutes les cochalnes induit une
flieche H(G) — H(G?). On obtient alors par composition un morphisme
k*: H(g, K) - H(T") [BW).

Pour expliciter k* au niveau des complexes de cochaines on définit

k(@) (v1, s m) = [ ®

A(71)-~ ~x7n)

ou A(y;,...,7,) est un certain n-simplexe singulier sur G /K qu’on associe, a
l'aide d’une contraction, a chaque (y,,...,7,) € I'"; & ce sujet, une discus-
sion détaillée apparait dans [Du). Lorsque G est nilpotent 1-connexe et I' de
type fini, on vérifie aisément que k* = m(i)* si 'on prend F(exp(x),t) =

exp(#x) comme contraction dans M(T") et G.

3. L’exemple

Soit G un groupe de Lie nilpotent 1-connexe, avec Z(G) =[G, G] et de
degré de nilpotence s = 1. Un tel groupe est alors une extension centrale de
G/Z(G) = R™. Etant donnés les résultats du §1, nous allons considérer
maintenant le cas m = 3, ot un argument élémentaire montre que dim Z(G)
> 2.

L’exemple le plus simple-est alors le groupe de Lie H des matrices
triangulaires a coefficients réels

1 x y1 ¥,

1 x, x,
1 0
1

dont l'algebre de Lie g admet une base g = (X, X,, X;,Y;,Y,) avec
[X,, X,] =Y, [X,, X;] =Y, et tous les autres crochets nuls.

Le groupe de Lie H; est rationnel, parce qu’il contient le réseau Hs N
SL(4,Z) formé des matrices a coefficients entiers. Néanmoins, nous allons
construire un sous-groupe dense et de type fini I' de Hj, qui ne peut contenir
aucun réseau de Hs. Au lieu de décrire I' directement, nous profiterons des
résultats précédents pour en simplifier la définition.
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ProrosiTioN 8.  Pour G = Hj il existe:
—Un groupe de Lie N, nilpotent 1-connexe d’algébre de Lie n;
—un sous-groupe de type fini I" de N;
—et un morphisme surjectif de groupes de Lie A: N — G, tels que:
(a) TN KerA =1, et T est dense dans N, et
(b) le morphisme A*: H(g) — H(n) induit en cohomologie n’est pas injectif .

COROLLAIRE. Le sous-groupe dense de type fini A(T') = T du groupe de Lie
G = Hj ne contient aucun réseau de G.

Preuve du Corollaire. On utilisera la Proposition 5. Considérons la
complétion de Mal’cev M(T") de T = A(T'); I'unicité du morphisme induit par
les inclusions prouve qu’il y a un diagramme commutatif

M(T) = M(A(T))

! l

N—G

et que par conséquent H(g) — H(m(A(T))) n’est pas injectif puisqu’il se
factorise en H(g) = H(n) » H(m(A(T))) et A* n’est pas injectif.

La densité de A(I') dans G découle de celle de T' dans N et de la
surjectivité de A. Q.E.D.

Remarque. En fait, d’aprés la Proposition 7 nous savons que I’existence
de N est une obstruction a l'injectivitié de m(i)*.

Preuve de la Proposition 8. Soit N c SL(6,R) le groupe nilpotent 1-
connexe de dimension 6 formé des matrices & coefficients réels

1 w3 0 0 vy, v,
1 0 0 wu, u;s

1 u, 0 v,

1 0 uy

1 0

1

dont lalgebre de Lie est n = (U, U,,U,, V,,V,, V3> avec [U,U,] =V,
[Ul’ U3] = V2, [Uz, U3] = V3.
Fixons une fois pour toutes un nombre réel transcendant a, et notons

(1,a™,...,a") CR
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I’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans Z des puissances
entieéres 1, a™,...,a". Les a™, n; # 0, n’étant pas rationnels, on obtient
ainsi des sous-groupes denses de R.

Soit I' = T, le sous-groupe de N formé des matrices dont les coefficients
vérifient

u, €<1,a% v, e€(,a%a’a")
u, e {l,a?) vy,€l,aa’a®
u,e<1,a® v;e(l,a?ad?a’).

Définissons enfin ’homomorphisme A = A, par les relations
Xy =Uuy +au,
Xy = Uy + Uy
X3 = U3

yl = Ul + aU2 - av3 + au3(u2 + ’%au:;)
_ 1
Y2 = Uy + zauUsUs;.

Nous laissons au lecteur les vérifications correspondantes, la condition
I' n Ker A = 1 étant assurée par le caractére non algébrique de a. Il est
aussi facile de trouver un systéme fini de générateurs pour I', dont le rang est
18.

Pour finir, nous montrons que A* n’est pas injectif.

L’algeébre de Lie de N est formée des matrices 4 — Id, A € N, c’est-a-dire
zéros sur la diagonale, et exp: n = N est définie par exp(A) = Id + 4 +
A?/2. Des considérations analogues sont valables pour G. On en déduit que
le morphisme dA:n — g associé 2 A est donné par:

da(ly) = X,

da(l,) = X,

dA(U;) = X5 + a( X, + X3)
dA(Vy) =Y,

dA(V,) =Y, + aY;

dA(V;) = —aY;.

Considérons les duales g* = (x, X,, X3, ¥, ¥,) et n* = {uy, u,, uz, vy,
v,,03). L'image par A* du générateur de H>(g) est alors

A*(xy AXy, AX3 AYLAY,)
=U; AUy AUz AUy AUy + aly ANy ANz AUy AUy
= —d(u; Avy Avy Avg) —ad(uz A vy Avy Avs)

qui représente la classe nulle dans H3(n). Q.E.D.
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