DIE EULERSCHE FUNKTION ENDLICHER AUFLéSBARER GRUPPEN
G. A. Miller zum Geddchtnis

VON
WoLreaNG GASCHUTZ

1. Essei ® eine Gruppe und G = (Gy, - -, G,) ein geordnetes System
von s (nicht notwendig verschiedenen) Elementen G; ¢ &, kurz ein s-System
von &. Mit (G;, ---, G,) bezeichnen wir das Erzeugnis der Elemente
Gy, ---, (., d.h. die kleinste Untergruppe von ®, die diese Elemente ent-
hilt. Ist (Gi, ---,G.) = ©, so heisse G ein s-Erzeugendensystem von ©.
Fiir eine endliche Gruppe & werde mit ¢¢(s) die Anzahl der verschiedenen
s-Erzeugendensysteme von & bezeichnet. ¢g ist also eine auf der Menge der
natiirlichen Zahlen s definierte Funktion, die wir nach P. Havry' die Eulersche
Funktion von & nennen. Fiir eine zyklische Gruppe 3, der Ordnung 7 ist
03,(1) gleich der Eulerschen Funktion ¢(n) der elementaren Zahlentheorie’.

Bezeichnen wir mit | ® | die Ordnung’ von ®, so gilt offenbar fiir die Anzahl
aller s-Systeme von &:

[O | = D uouls), 9 Untergruppe von ®.
Mit ¢;(s) = 1 fiir die Einsgruppe 1 erhélt man hieraus die Rekursionsformel
(1.1) es(s) = | O — Duouls), A echte Untergruppe von ©.

Die Bedeutung der Eulerschen Funktion liegt in folgendem: Esist ¢g(s) # 0
dann und nur dann, wenn & von s Elementen erzeugt wird. Genauer gilt:
Die Anzahl der verschiedenen mit & isomorphen Faktorgruppen der von s freten
Elementen Xy, - -+ , X, erzeugten Gruppe F° st

ves(s)/As , Ag Ordnung der Automorphismengruppe von .

Zwei durch X; —» G;bzw. X; — H,;,1 = 1, - - - , s, induzierte Homomorphis-
men von F® auf @ haben nimlich genau dann den gleichen Kern, wenn
G; = H? mit einem Automorphismus ¢ von ® fiir ¢ = 1, --- , s besteht®,

Wir stellen uns die Aufgabe, fiir endliche auflésbare Gruppen der Eulerschen
Funktion eine Form zu geben, die sich weitgehend auf den natiirlichen Aufbau
dieser Gruppen stiitzt.
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1 Siehe [3] am Schluss der Arbeit.

2 Fir die hier betrachtete Verallgemeinerung der Eulerschen Funktion erweist sich
die vorgenommene Anderung der funktionalen Schreibweise als zweckméssig.

3 Mit | ¥ | bezeichnen wir im folgenden allgemein die Anzahl der Elemente der Menge

%.
4 Siehe [3].
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2. Zunichst sei noch in einer beliebigen endlichen Gruppe & ein Normal-
teiler 9t gegeben und (NG, ---,NG.) ein s-Erzeugendensystem von ©/N.
Wie in einer fritheren Note’ gezeigt wurde, ist die Anzahl der s-Erzeugenden-
systeme (Gy, ---, @) von ® mit G; e NG , 1 =1, s, gleich

vo,2(8)
SR+ (=1 emn o am, | Ra i am,

<<
wobei die Summation auf der rechten Seite iiber die verschiedenen maximalen
Untergruppen IM; von ® erstreckt wird, deren Anzahl m sei. Es ist hierin
ferner

0 fir MY = O,
g =
T U ot wY = 6.

Da jedes s-Erzeugendensystem von & in einem eindeutig bestimmten s-Er-
zeugendensystem von &/N liegt, so ergibt sich, wenn alle s-Erzeugenden-
systeme von & durchlaufen werden

Satz 1. Ist N Normalteiler der endlichen Gruppe ®, so st
eo(8) = pom(s) ¢en(s).

Die Aussage dieses Satzes wird besonders einfach, wenn M minimaler
auflosbarer Normalteiler von @ ist, da in diesem Falle

NMyn---nIy,) =G, <o <4y,
dann und nur dann besteht, wenn » = 1 und M., NN = 1 ist; d.h., es gilt

SaTz 2. Ist N minimaler auflosbarer Normalteiler der endlichen Gruppe &,
80 st

es(s) = eom(s)-(|N|° — a),

a Anzahl der Komplemente® von N in ©.

Vor der Bestimmung der Anzahl a fiir auflosbare Gruppen & muss eine
kurze Zwischenbetrachtung eingeschaltet werden.

3. Es sei ® eine (nicht notwendig kommutative) Gruppe, fir die eine

Gruppe ® mit den Eigenschaften (1), (2), (3), (4) als Operatorenbereich
erklirt ist:

(1): (Hi Hz)G = Hy HY
(2): H* = (HH)®
(3): H' =H
fur alle H, H,, Hy ¢, G, Gi, G2 e®. Hierdurch wird also ® homomorph

5 [2].
¢ Als Komplement eines Normalteilers i in einer Gruppe @ bezeichnen wir allgemein
eine Untergruppe & von ® mit den Eigenschaften: R = G, N N & = 1.
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auf eine Untergruppe der Automorphismengruppe von § abgebildet. Der
Kern dieser Abbildung heisse der Zentralisator von 9.

(4): Das Bild dieser Abbildung wmfasst die inneren Automorphismen von 9.

9 werde dann &-Gruppe genannt. In sinngemisser Verallgemeinerung
lassen sich die bekannten Begriffe ®-Homomorphismus, &-Isomorphismus,
®&-Endomorphismus, ®-Untergruppe, ®-Kompositionsreihe aus der Theorie
der kommutativen Operatorgruppen auf &-Gruppen ibertragen. Die Be-
dingung (4) gewihrleistet dabei die Giiltigkeit der im folgenden benutzten
Sétze der elementaren Gruppentheorie auch fiirr ®-Gruppen’.

Sind A, B Normalteiler der Gruppe @, A D B, so ist ¥/B auf Grund der
Festsetzung

(¥B)? = G'UBG, Be®B, Ge©,

eine ®-Gruppe. Wenn im folgenden von solchen Faktorgruppen als &-Grup-
pen die Rede ist, so soll @ stets in dieser Weise als Operatorenbereich ver-
standen werden. Der oben definierte Begriff des Zentralisators ist dann eine
Verallgemeinerung der in der Gruppentheorie iiblichen Bezeichnung.

4. Wir wenden uns nun der Bestimmung der Zahl ¢ aus Satz 2 zu. Dazu
sei O auflosbar und

H O=NDODMHD DRy DR.D1, N =N,

eine durch N gehende Hauptreihe von &. Als Gruppen sind die Hauptfak-
toren N.;/M.y1 abelsch und als &-Gruppen einfach, d.h. ohne eigentliche
®&-Untergruppen. Ihr &-Endomorphismenbereich bildet daher nach einem
bekannten Satz von I. ScHUR einen Korper. Unter den Hauptfaktoren
Ni/Niya von H betrachten wir diejenigen, die in ®/N;41 ein Komplement
besitzen, und die ausserdem ®-isomorph mit N sind. Thre Anzahl sei « und
E sei der @-Endomorphismenkérper von . Es werde ferner

0 falls M unter & elementweise fest
1 sonst
gesetzt. Dann gilt:

Sarz 3. Die Anzahl a der Komplemente des minimalen Normalteilers N der
endlichen auflésbaren Gruppe @ ist, falls a # 0 ist,

a=|N[FEF
Der Beweis wird in einige Hilfssitze gegliedert.

Hivrssarz 1. Ist M minimaler Normaltedler der endlichen auflosbaren
Gruppe ©, Z sein Zentralisator in &, und ist L ein unter & normales Komple-
ment von N in Z, so gibt es ein Komplement & von N in ®, fir das R nZ = ¢

7 Fir die Beweise siehe [4].
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ist. Ist umgekehrt & ein Komplement von N in &, so ist & nZ ein unter &
normales Komplement von N in Z.

Beweis. Die letzte Behauptung des Satzes ist trivial, da & nZ normal
unter § und N und @ = KN ist.

Fir M = Z ist die erste Behauptung ein bekannter Satz’. Sei Nt C Z.
Dann ist Z/® minimaler Normalteiler von &/ und in &/ sein eigener
Zentralisator. Also besitzt Z/2 in &/ ein Komplement /8. & ist Kom-
plement von N in @ mit R nZ = &

Hiurssatz 2. Uniter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 gilt fiir die An-
zahl der Komplemente von N in &:

a = ‘ m ‘f.ao ,
ao Anzahl der unter & normalen Komplemente von N in Z.

Beweis. Ist ® = Z, also ap = 1, so sind nach einem bekannten Satz’ alle
Komplemente von 9 in & konjugiert. Diese Anzahl ist daher gleich dem
Index | M |* des Normalisators eines solchen Komplementes.

Der Fall t C Z liasst sich wie beim Beweis des Hilfssatzes 1 hierauf zu-
riickfithren: Dann sind alle Komplemente von Z/2 in &/f unter &/ kon-
jugiert. Ihre Anzahl ist daher gleich |9t [f. Durchliuft & die a, unter &
normalen Komplementen von M in Z, so erhilt man nach Hilfssatz 1 die
behauptete Anzahlformel; w.z.b.w.

In der Sprache der &-Gruppentheorie sind die unter ® invarianten Kom-
plemente von N in Z genau die ®-Komplemente'® von N in Z, N und Z als
®&-Gruppen betrachtet. Wie eine leichte Rechnung zeigt, erhilt man diese
aus einem festen ®-Komplement £, dadurch, dass man einen @-Homomor-
phismus ¢ von £ in 9 wihlt und die Menge ® = (Lo Lg| Lo ¢ &) bildet.
Das ergibt

HivLrssaTz 3.
ap = | &-Hom (L, N) |-

Bezeichnen wir allgemein mit ax(K) die Anzahl der in einer &-Komposi-
tionsreihe K einer &-Gruppe $ auftretenden &-Kompositionsfaktoren, die
©-isomorph mit N sind und die ausserdem in $ ein @-Komplement besitzen,
so gilt

Hivrssatz 4. Es existiert eine &-Kompositionsrethe K fiir % mat
an(K) = a — 1.

Beweis. & und Z/N sind &-isomorph. Wir konstruieren daher eine

8 Siehe [1], Seite 651, Proposition 2.

9 Siehe [1], Seite 651, Proposition 2.

10 Als @-Komplement einer ®-Untergruppe M in einer &-Gruppe $ bezeichnen wir
allgemein eine ®-Untergruppe & von $ mit den Eigenschaften: = I X .
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©&-Kompositionsreihe fiir Z/M mit der behaupteten Eigenschaft. Dazu werde
die zur Formulierung des Satzes 3 benutzte Hauptreihe H von & bis N,
betrachtet und dieser Teil in Z projiziert:

NonZ22MnZ2D - D2N.nZ

Dadurch wird eine ®-Kompositionsreihe K fiir Z/9% induziert (eventuell mit
Wiederholungen). Da ®-isomorphe Gruppen den gleichen Zentralisator
haben, muss jeder Hauptfaktor N;/MN;y1 von H, der &-isomorph mit N
ist, in Z liegen; er wird bei dieser Projektion also nicht auf die Einsgruppe
abgebildet. Ist N;/N.y1 ausserdem in &/N;. komplementierbar, so hat
N:/Niy1 nach Hilfssatz 1 in Z/N;y ein G-Komplement und umgekehrt.
Ist M komplementierbar in @, so ist also die Anzahl der komplementierbaren
&-Kompositionsfaktoren von K, die ®-isomorph mit 9 sind gleich « — 1;
w.z.b.w.
Satz 3 ist nun vollstindig bewiesen, wenn wir zeigen

Hivrssatz 5. Ist O eine endliche &-Gruppe mit einer &-Kompositionsrethe
K: $=D2%8:D D& =1,
| ©-Hom (9, R) | = | B|™.

Beweis. Ist ¢ ein nichttrivialer ®-Homomorphismus von  in R, € sein
Kern ©: &€ €, $i1 S G, so bestehen, da N als ©-Gruppe einfach ist, die
folgenden ®-Isomorphismen

Oi/Diy1 = H/E =N,

S0 18t

Es ist ausserdem

$€ =9, (9/9:41)(C/Din) = H/Dinr.

Fir an(K) = 0 ist daher Hilfssatz 5 richtig. Ist 91 nicht &-isomorph mit
N oder in H als &-Gruppe nicht komplementierbar, so liegt . ; im Kern
jedes ®-Homomorphismus von $ in N,  Ist H,1 =N (beziglich @) und also

O =9 X9, $ ©-Untergruppe yon 9,
S = 9H/9ia (beziiglich ),

S0 ist

| 8-Hom (£, M) | = | E|-| ©-Hom (/D1 , N) |.

In beiden Fillen ergibt sich nun der Hilfssatz durch vollstdndige Induktion
aus seiner Giiltigkeit fiir £/ .

5. Zur expliziten Ausgestaltung der Rekursionsformel des Satzes 2 seien
nun G, ---, G, die beziiglich &-Isomorphie verschiedenen Typen einfacher
&-Gruppen, die unter den Hauptfaktoren von H auftreten. Es mdgen dabei
genau «; vom Typ §; ein Komplement besitzen, genau 8; vom Typ €; nicht
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komplementierbar sein. E; sei der &-Endomorphismenkérper von ;.
Ferner sei

; {O falls G; unter ® elementweise fest

1 sonst.
Dann gilt:
Sarz 4.

eo(s) = I=I1 | G I"‘“kISI1 (UG "= G ") G| — | G [*|Ex|)
.. (l (e ls — | &, lfk l E: lak"l)'

Beweis. Die fir die Kompositionsreihe H von & vorgenommene Klassi-
fizierung der Hauptfaktoren tibertrigt sich auf &/N und die hierin durch A
induzierte Hauptreihe. Dabei behalten ¢; und | E; | ihre Werte. Der Satz
ergibt sich nun aus Satz 2 und Satz 3 durch vollstéindige Induktion nach der
Ordnung von &; w.z.b.w.

Ist | G;| = p}, p: Primzahl, «; der Grad des Endomorphismenkérpers E;
iiber seinem Primkérper der Charakteristik p,, so lidsst sich Satz 4 auch in
der folgenden Gestalt schreiben:

SATZ 4a.

h

3

NiBi A iy —

vs(s) = III p}ifee H (ph¥* — pRKE) o (it — pprbitenDsy
1= =

6. Es soll nun geklirt werden, wann zwei endliche auflosbare Gruppen die
gleiche Eulersche Funktion liefern.

Satz 5. Sind & und T endliche Gruppen, und st fir alle natirlichen Zahlen s
eo(s) = £'(pi** — di) -+ (P — dm)
=7 (m"* = &) (i — &) = er(s)

mat natiirlichen Zahlen t, v, ¢; , d; , v , 6x und Primzahlen p; , m , so ist ¢t = 7,
m = u und bei geeigneter Numerierung p; = wi, ¢; = ¥i, di /= 0;, ¢ = 1,
-, m.

Beweis. Es sei C der komplexe Zahlkérper. Wir betrachten die formalen
Summen

> A, a, eC

mit nur endlich vielen von 0 verschiedenen a,, die wir Dirichlet-Polynome
tiber C nennen wollen. Bei komponentenweiser Addition

Sannt 4+ 2 bant = 2 (a0 + b)n’
und der Multiplikation

daan' D by’ = chn’, Cn = D ki=n @i by,
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bildet die Menge ©(C) der Dirichlet-Polynome iiber C einen Ring, der sich
mittels der durch

n — Tgh - Tl n = qi' --- ¢»" in kanonischer Primfaktorzerlegung,

induzierten Abbildung als isomorph mit dem Polynomring Clx. , x5, %5, « *]
in den unendlich vielen, den rationalen Primzahlen zugeordneten Unbe-
stimmten s , 3, %5, - - als isomorph erweist.

Aus der Rekursionsformel (1.1) folgt, dass die Eulersche Funktion ¢g(s)
die Form eines Dirichlet-Polynoms hat. Auf Grund des Vandermondeschen
Determinantensatzes ist dieses durch seine Werte auf der Menge der natiir-
lichen Zahlen eindeutig bestimmt. Aus ¢s = ¢r folgt daher fiir die zugeordne-
ten Polynome aus Clxe, 23, 25, + -]t

(5.1) asy o 2ep(ag, — di) oo (25, — dm)
= ot gl = 0) e o — 8)
t =t - t3', 7= 7i' -+ 7%, in kanonischer Primfaktorzerlegung.

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in dem Polynomring
Clxsy, 23, o5, - - -] ist zunéichst

R TR .
also ¢t = 7, und ferner fiir jede Primzahl ¢:
cj c; . ¥ %
(xg = djy) -+ (2’ — dj,) = (2" — 8,y) -+ (2 — 8,,)

wobei auf beiden Seiten von (5.1) alle Faktoren a3, — d;bew. 2%, — di
zusammengefasst worden sind, fir die p; = m = ¢ ist. Satz 5 ergibt sich
nun aus dem folgenden

Hivrssatz 6. Ist in dem Polynomring Clz]
(52) (@' =b) - (@ =) = (@ = B) e (@™ — Ba)

mit reellen und positiven b;, ¢ = 1, -«-, aund B;,5 =1, -+, a, so st
o = « und bet geeigneter Numerierung f; = ¢;,b;, = B;,2 =1, --+ | a.

Bewess. Die Wurzeln der beiden Seiten von (5.2), jede mit der Vielfach-
heit ihres Auftretens gezihlt, miissen iibereinstimmen. Alle Wurzeln eines
Polynoms a® — b, b reell und positiv, liegen in der komplexen Zahlenebene auf
einem Kreis mit dem Mittelpunkt 0. Es kann daher angenommen werden,
dass alle Wurzeln von (5.2) auf einem solchen Kreis K mit dem Radius
E # 0 liegen. Die Menge der Wurzeln, jede mit der Vielfachheit ihres
Auftretens gezihlt, sei W. Durchliuft ¢ die Wurzeln eines Faktors von
(5.2), so werden diese durch die Abbildung ¢ — £/k umkehrbar auf eine zyk-
lische Untergruppe der Multiplikativen Gruppe C, der komplexen Zahlen vom
Betrage 1 projeziert. Die beiden Zerlegungen (5.2) liefern daher zwei
Einteilungen von W/k in zyklische Untergruppen U, V; von C; :

Wik=U+ 4 Us=Vid -+ V.
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Wir zeigen, dass hierbei ¢ = « und bei geeigneter Numerierung U; = V;

furtz = 1, ---, aist: Sei etwa U, eine Untergruppe, fir die
(53) | U] = | U:| firi = 1 -
. ur 2 = “ e a: ‘7 = .« o
I U1 | > I le ) y Wy ) )

gilt und U; = (u;). Sei ferner etwa u; € Vy, also nach (5.3), da alle Unter-
gruppen zyklisch sind,
U, = (u1> =7V.
Dann werden durch
Wk —-U=Us~+ - +Us=Vod -+ Vo
zwel Einteilungen der restlichen Menge gegeben, in der weniger Untergruppen
auftreten. Durch vollstindige Induktion ergibt sich hieraus ¢ = o« und bei
geeigneter Numerierung
Us=Vy, oo, Uy=7,.

Sind etwa

U.k die Wurzeln von 2% — b,

V:k die Wurzeln von z% — 8,,
so muss also

= b= 2% = s, i=1-,a

sein; w.z.b.w.

Um nun zu entscheiden, ob zwei endliche auflssbare Gruppen die gleiche
Eulersche Funktion besitzen, geniigt es, diese mittels ihrer Hauptreihen in der
Form des Satzes 4a darzustellen und die Faktoren beider Darstellungen im
Sinne von Satz 5 zu vergleichen. Dass hierbei sehr verschiedene Gruppen die
gleiche Eulersche Funktion ergeben konnen, soll des folgende Beispiel zeigen:
Es sei &, das direkte Produkt von zwei zyklischen Gruppen der Ordnung 3
und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2, &, das direkte Produkt der
nichtkommutativen Gruppe der Ordnung 6 mit einer zyklischen Gruppe der
Ordnung 3. Dann ist

¢0,(8) = @u,(s) = (2° — 1)(3° — 1)(3" = 3).
Immerhin gilt aber, wie der Leser mit Hilfe von Satz 2 und vollstéindiger
Induktion bestitigen moge:
Sind &, und &, endliche auflisbare Gruppen und ist o, = s, , s0 haben
®; und &, gleiche Ordnungen und es stimmt die Anzahl der maximalen Unter-
gruppen in & mit der in &, uberein.
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