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1. ES sei @ eine Gruppe und G() (G, G,) ein geordnetes System
von s (nicht notwendig verschiedenen) ElementenG @, kurz ein s-System
yon @. Mit (G1,..., G) bezeichnen wir das Erzeugnis der Elemente
G, G, d.h. die kleinste Untergruppe von @, die diese Elemente ent-
hiilt. Ist (G, ..., G) @, so heisse G() ein s-Erzeugendensystem von @.
Fiir eine endliche Gruppe @ werde mit (s) die Anzahl der verschiedenen
s-Erzeugendensysteme yon gO bezeichnet. ist also eine auf der Menge der
natiirlichen Zahlen s definierte Funktion, die wir nach P. HALL die Eulersche
Funktion yon @ nennen. Fiir eine zyklische Gruppe der Ordnung n ist
(1) gleich der Eulerschen Funktion (n) der elementaren Zahlentheorie.

Bezeichnen wir mit @ die Ordnung von @, so gilt offenbar fiir die Anzahl
aller s-Systeme von @:

1@ ’ (s), ?I Untergruppe von @.

Mit (s) 1 fiir die Einsgruppe 1 erhilt man hieraus die Rekursionsformel

(1.1) (s)--J@ 18- (s), echte Untergruppe von @.

Die Bedeutung der Eulerschen Funktion liegt in folgendem: Es ist (s) 0
dann und nur dann, wenn @ yon s Elementen erzeugt wird. Genuer gilt:
Die Anzahl der verschiedenen mit @ isomorphen Faktorgruppen der yon s freien
Elementen X1, X8 erzeugten Gruppe (8)ist

q(s)/A A Ordnung der Automorphismengruppe yon @.

Zwei durch X-- Gi bzw. X-- Hi, i 1, s, induzierte Homomorphis-
men von (8) auf @ haben nmlich genau dann den gleichen Kern, wenn
G H. mit einem Automorphismus von@ fiir i 1, ..., s besteht4.
Wir stellen uns die Aufgabe, fiir endliche uflSsbare Gruppen der Eulerschen

Funktion eine Form zu geben, die sich weitgehend auf den ntiirlichen Aufbau
dieser Gruppen stiitzt.
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Siehe [3] am Schluss der Arbeit.
Fiir die hier betrachtete Verallgemeinerung der Eulerschen Funktion erweist sich

die vorgenommene nderung der funktionalen Schreibweise als zweckmssig.
Mit bezeichnen wit im folgenden allgemein die Anzahl der Elemente der Menge

Siehe [3].
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2. Zunchst sei noch in einer beliebigen endlichen Gruppe @ ein Normal-
teiler 9 gegeben und (9l,, ..., 9l(,) ein s-Erzeugendensystem yon @/9.
Wie in einer frtiheren Note gezeigt wurde, ist die Anzuhl der s-Erzeugenden-
systeme (G, ..., G) von @ mit G e, i 1, .-., s, gleich

,(s)

=1 il<...<i

wobei die Summation auf der rechten Seite fiber die verschiedenen maximulen
Untergruppen yon erstreckt wird, deren Anzahl m sei. Es ist hierin
ferner

1 far g .
Da jedes s-Erzeugendensystem von@ in einem eindeutig bestimmten s-Er-
zeugendensystem von / liegt, so ergibt sich, wenn alle s-Erzeugenden-
systeme yon durchluufen werden

STZ 1. Ist Normalteiler der endlichen Gruppe @, so ist

(s) /(s).,(s).

Die Aussage dieses Satzes wird besonders einfach, wenn minimaler
aufl6sbarer Normalteiler von@ ist, da in diesem Falle

(,...) @, i<... <i,

dann und nur dann besteht, wenn 1 und 1 ist; d.h., es gilt

Swz 2. Ist minimaler aufi6sbarer Normalteiler der endlichen Gruppe @,
so ist

(s) /(s)’(I I’- a),

a Anzahl der Komplemente yon in .
Vor der Bestimmung der Anzahl a ffir aufl6sbare Gruppen muss eine

kurze Zwischenbetrchtung eingeschultet werden.

3. Es sei , eine (nicht notwendig kommuttive) Gruppe, fiir die eine
Gruppe @ mit den Eigenschaften (1), (2), (3), (4) als Operatorenbereich
erklrt ist"

(1)" (HH:)- HH(): H"" (H")"
(3): H H

fiir alle H, H, H e @, G, G, G e @. Hierdurch wird also (9 homomorph

[2].
Als Komplement eines Normlteilers 9l in einer Gruppe @ bezeichnen wir allgemein

eine Untergruppe von (9 mit den Eigenschuften: 9t @, 9l n 1.
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auf eine Untergruppe der Automorphismengruppe von @ abgebildet. Der
Kern dieser Abbildung heisse der Zentralisator yon .

(4)" Das Bild dieser Abbildung umfasst die inneren Automorphismen yon .
@ werde dann @-Gruppe genannt. In sinngemiisser Verallgemeinerung

lassen sich die bekannten Begriffe @-Homomorphismus, @-Isomorphismus,
@-Endomorphismus, @-Untergruppe, @-Kompositionsreihe aus der Theorie
der kommutativen Operatorgruppen auf @-Gruppen tibertragen. Die Be-
dingung (4) gewhrleistet dabei die Giiltigkeit der im folgenden benutzten
Sitze der elementaren Gruppentheorie auch fiir (R)-Gruppen.

Sind .I, Normalteiler der Gruppe @, !, so ist .I/ auf Grund der
Festsetzung

B ( G-IIBG, B e !, G e @,

eine @-Gruppe. Wenn im folgenden yon solchen Faktorgruppen als @-Grup-
pen die Rede ist, so soll gO stets in dieser Weise als Operatorenbereich ver-
standen werden. Der oben definierte Begriff des Zentralisators ist dann eine
Verallgemeinerung der in der Gruppentheorie iiblichen Bezeichnung.

4. Wir wenden uns nun der Bestimmung der Zahl a aus Satz 2 zu. Dazu
sei (R) auflSsbar und

H: @ 01 9_1, 9 ,
eine durch 9 gehende Hauptreihe yon @. Als Gruppen sind die Hauptfak-
toren /+ abelsch und als @-Gruppen einfach, d.h. ohne eigentliche
@-Untergruppen. Ihr @-Endomorphismenbereich bildet daher nach einem
bekannten Satz yon I. Scorn einen K6rper. Unter den Hauptfaktoren
9/+ yon H betrachten wir diejenigen, die in @/9+ ein Komplement
besitzen, und die usserdem @-isomorph mit 9 sind. Ihre Anzahl sei a und
E sei der @-Endomorphismenk6rper von . Es werde ferner

=( fallsunter@elementweisefeSsonst
Dann gilt"

Die Anzahl a der Komplemente des minimalen Normalteilers der

gesetzt.

SATZ 3.
endlichen aufl6sbaren Gruppe @ ist, falls a 0 ist,

a ]ll El "-1

Der Beweis wird in einige Hilfssitze gegliedert.

HILFSSATZ 1. Ist minimaler Normalteiler der endlichen auflsbaren
Gruppe @, Z sein Zentralisator in @, und ist ein unter @ normales Komple-
ment yon 9 in Z, so gibt es ein Komplement yon in @, fir das Z

Fiir die Beweise siehe [4].
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ist. Ist umgekehrt ein Komplement yon in @, so ist n Z ein unter @
normales Komplement yon in Z.

Beweis. Die letzte Behauptung des Satzes ist trivial, da n Z normal
unter und und @ 9 ist.

Ftir Z ist die erste Behauptung ein bekannter Satzs. Sei 9 c Z.
Dann ist Z/ minimaler Normalteiler yon @/ und in @/ sein eigener
Zentralisator. Also besitzt Z/ in @/ ein Komplement /. ist Kom-
plement yon 9 in @ mit n Z 9.

HLFSSATZ 2. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 gilt fir die An-
zahl der Komplemente yon ? in @:

a

ao Anzahl der unter @ normalen Komplemente yon in Z.

Beweis. Ist 9 Z, also a0 1, so sind nach einem bekannten Satz alle
Komplemente yon in @ konjugiert. Diese Anzahl ist daher gleich dem
Index Tt [ des Normalisators eines solchen Komplementes.
Der Fall Tt Z 1/sst sich wie beim Beweis des Hilfssatzes 1 hierauf zu-

riickftihren: Dann sind Mle Komplemente yon Z/ in @/ unter @/ kon-
jugiert. Ihre Anzahl ist daher gleich T [. Durchl/uft die ao unter @
normalen Komplementen von 9 in Z, so erhlt man nach Hilfssatz 1 die
behauptete Anzahlformel; w.z.b.w.

In der Sprache der @-Gruppentheorie sind die unter @ invarianten Kom-
plemente von in Z genau die @-Komplemente1 von in Z, und Z als
(R)-Gruppen betrachtet. Wie eine leichte Rechnung zeigt, erh/lt man diese
aus einem festen @-Komplement o dadurch, dass man einen (-Homomor-
phismus c von 90 in withlt und die Menge (L0 LILo e 0) bildet.
Das ergibt

HILFSSATZ 3.
a0 @-Hom (0, Tt) I.

Bezeichnen wir allgemein mit am(K) die Anzahl der in einer @-Komposi-
tionsreihe K einer @-Gruppe auftretenden @-Kompositionsfaktoren, die
@-isomorph mit sind und die ausserdem in ein @-Komplement besitzen,
so gilt

HILFSSATZ 4. E8 existiert eine (R)-Kompositionsreihe K fir o mit
am(K) a 1,

Beweis. 0 und Z/ sind @-isomorph. Wir konstruieren daher eine

Siehe [1], Seite 651, Proposition 2.
Siehe [1], Seite 651, Proposition 2.

10 Als @-Komplement einer @-Untergruppe in einer @-Gruppe Y9 bezeichnen wir
allgemein eine @-Untergruppe o von $9 mit den Eigenschaften: , X .
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@-Kompositionsreihe ftir Z/9 mit der behaupteten Eigenschaft. Dazu werde
die zur Formulierung des Satzes 3 benutzte Hauptreihe H yon @ bis 9r
betrachtet und dieser Teil in Z proiiziert"

Dadurch wird eine @-Kompositionsreihe K fiir Z/9 induziert (eventuell mit
Wiederholungen). Da @-isomorphe Gruppen den gleichen Zentralisator
haben, muss ieder Hauptfaktor /9+1 von H, der @-isomorph mit
ist, in Z liegen; er wird be dieser Proiektion also nicht auf die Einsgruppe
abgebildet. Ist 9/9+1 ausserdem in @/9+1 komplementierbar, so hat
9/9+ nach Hilfssatz 1 in Z/9+ ein @-Komplement und umgekehrt.
Ist 9 komplementierbar in @, so ist also die Anzahl der komplementierbaren
@-Kompositionsfaktoren yon K, die @-isomorph mit 9 sind gleich a 1;
w.z.b.w.

Satz 3 ist nun vollst/ndig bewiesen, wenn wir zeigen

HILFSSATZ 5.

so ist

Ist eine endliche @-Gruppe mit einer @-Kompositionsreihe

I@-Hom(,) El "(K).

Beweis. Ist c ein nichttrivialer @-Homomorphismus von in , sein
Kern , +

_ , so bestehen, da als @-Gruppe einfach ist, die
folgenden @-Isomorphismen

/+ /
_.

Es ist ausserdem

Ftir a(K) 0 ist daher Hilfssatz 5 richtig. Ist t- nicht @-isomorph mit
oder in als @-Gruppe nicht komplementierbar, so liegt t-1 im Kern

jedes @-Homomorphismus yon @ in

s -- ,/,_so ist

Ist t- -- (beztiglich @) und also

3 @-Untergruppe/von ,
(beztiglich @),

I@-Hom (, ) ]El’l@-Hom (/,_, ) I.
In beiden F/llen ergibt sich nun der Hilfssatz durch vollstiindige Induktion
aus seiner Giiltigkeit ftir @/,.t-1.

5. Zur expliziten Ausgestaltung der Rekursionsformel des Satzes 2 seien
nun , h die beziiglich @-Isomorphie verschiedenen Typen einfacher
@-Gruppen, die unter den Hauptfaktoren von H auftreten. Es mSgen dabei
genau a vom Typ ein Komplement besitzen, genau vom Typ nicht
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komplementierbar sein.
Ferner sei - {

E sei der @-EndomorphismenkSrper yon .
falls unter @ elementweise lest

sonst.
Dann gilt"

SATZ 4.
h h

i--1 k----1

Beweis. Die fiir die Kompositionsreihe H von @ vorgenommene Klassi-
fizierun der Hauptfaktoren iibertrigt sich uuf (/9 und die hierin durch H
induzierte Hauptreihe. Dabei behalten - und levi ihre Werte. Der Satz
ergibt sich nun aus Satz 2 und Satz 3 durch vollstndige Induktion nach der
Ordnung yon @; w.z.b.w.

Ist [1 P, P Primzhl, K der Grad des EndomorphismenkSrpers E
fiber seinem PrimkSrper der Charakteristik p, so liisst sich Stz 4 auch in
der folgenden Gestalt schreiben:

SATZ 4a.

6. Es soll nun gekliirt werden, wann zwei endliche aufl6sbare Gruppen die
gleiche Eulersche Funktion liefern.

SATZ 5. Sind @ und r endliche Gruppen, und ist fir alle natirlichen Zahlen s

(s) ’ "kPl dl) (Pro din)

mit natrlichen Zahlen t, r, c d und Primzahlen pi so ist r,
m und bei geeigneter Numerierung p , c , d , i 1,

Beweis. Es sei C der komplexe Zuhlk6rper. Wit betrachten die formlen
Summen

n=l an n, an e C

mit nur endlich vielen von 0 verschiedenen an, die wir Dirichlet-Polynome
ber C nennen wollen. Bei komponentenweiser Addition

an + bn (a + bn)n

und der Multiplikation

an.bnn= Cn s, Cn kl=nakbl,
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bildet die Menge (C) der Dirichlet-Polynome fiber C einen Ring, der sich
mittels der durch

n8 -- Xql Xqrr n q[l qrr in knonischer Primfaktorzerlegung,

induzierten Abbildung uls isomorph mit dem Polynomring C[x2, x3, xs,...]
in den unendlich vielen, den mtionalen Primzuhlen zugeordneten Unbe-
stimraten x2, x, x,.., als isomorph erweist.
Aus der Rekursionsformel (1.1) folgt, dass die Eulersche Funktion (s)

die Form eines Dirichlet-Polynoms hat. Auf Grund des Vandermondeschen
Determinantensatzes ist dieses durch seine Werte auf der Menge der natfir-
lichen Zahlen eindeutig bestimmt. Aus r folgt daher ffir die zugeordne-
ten Polynome aus C[x xa x ...]"

xt xt,(x d) (x d)
(5.1)

)
t t T r1 T in kanonischer Primfaktorzerlegung.

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in dem Polynomring
C[x, x, x, ...] ist zunchst

Xt Xtl

also r, und ferner ffir jede Primzahl q’

wobei uf beiden Seiten yon (5.1)alle Fktoren xC
zusammengefsst worden sind, ffir die pi r q ist.
nun aus dem folgenden

HILFSSATZ 6. Ist in dem Polynomring C[x]

di bzw. x d
Sutz 5 ergibt sich

(5.2) (xfl bl) (xfa- ba) (xq’ 1) (x" a)

mit reellen und positiven b, i 1,..., a und , j 1,..., a, so ist
a und bei geeigneter Numerierungf i, bi , i 1, a.

Beweis. Die Wurzeln der beiden Seiten von (5.2), jede mit der Vielfach-
heir ihres Auftretens gezhlt, mfissen fibereinstimmen. Alle Wurzeln eines
Polynoms x b, b reell und positiv, liegen in der komplexen Zahlenebene auf
einem Kreis mit dem Mittelpunkt 0. Es kann daher angenommen werden,
dass alle Wurzeln von (5.2) auf einem solchen Kreis K mit dem Radius

0 liegen. Die Menge der Wurzeln, jede mit der Vielfachheit ihres
Auftretens gezihlt, sei W. Durchluft die Wurzeln eines Faktors yon

5.2), so werden diese dutch die Abbildung -- /k umkehrbar auf eine zyk-
lische Untergruppe der Multiplikativen Gruppe C der komplexen Zahlen vom
Betrage 1 projeziert. Die beiden Zerlegungen (5.2) liefern daher zwei
Einteilungen yon W/] in zyklische Untergruppen U, V von C

W/] U1 -- t_ Ua Wl + +
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Wir zeigen, dass hierbei a a und bei geeigneter Numerierung U V
fiir i 1, a ist" Sei etwa U eine Untergruppe, fiir die

(5.3)
[UI[ >= [V.[

ftiri 1,.-.,a; j 1,..-, a

gilt und U1 (ul}. Sei ferner etwa Ul e V1, also nach (5.3), da alle Unter-
gruppen zyklisch sind,

U (u)= V1.
Dann werden durch

W/lc- U1- U,. +’" + Ua V2 +’’" + V
zwei Einteilungen der restlichen Menge gegeben, in der weniger Untergruppen
uftreten. Dutch vollstgndige Induktion ergibt sich hiemus a und bei
geeigneter Numerierung

U2 V2, ..’, Ua-- Va.
Sind etwa

so muss also

Uk die Wurzeln yon x] b,
Vik die Wurzeln yon x 5,

XIi bi xi i, i 1, ..., a
sein; w.z.b.w.
Um nun zu entscheiden, ob zwei endliche auflSsbare Gruppen die gleiche

Eulersche Funktion besitzen, geniigt es, diese mittels ihrer Hauptreihen in der
Form des Satzes 43 darzustellen und die Faktoren beider Darstellungen im
Sinne von Satz 5 zu vergleichen. Dass hierbei sehr verschiedene Gruppen die
gleiche Eulersche Funktion ergeben kSnnen, soll des folgende Beispiel zeigen:
Es sei @1 das direkte Produkt von zwei zyklischen Gruppen der Ordnung 3
und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2, @2 das direkte Produkt der
nichtkommutativen Gruppe der Ordnung 6 mit einer zyklischen Gruppe der
Ordnung 3. Dann ist

9,1(s) 9,2(s) (28- 1)(38- 1)(38- 3).
Immerhin gilt aber, wie der Leser mit Hilfe von Satz 2 und vollstgndiger
Induktion bestgtigen mSge"

Sind @1 und @2 endliche auflSsbare Gruppen und ist , so haben
@1 und @. gleiche Ordnungen und es stimmt die Anzahl der maximalen Unter-
gruppen in (1 mit der in @2 iberein.
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