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SUR LA SAUCISSE DE WIENER ET LES POINTS MULTIPLES
DU MOUVEMENT BROWNIEN

PAR JEAN-FRANGOIS LE GALL

Université Pierre et Marie Curie

Let B be a Brownian motion with values in Euclidean space RY, where
d = 2 or 3. The Wiener sausage with radius ¢ associated with B is defined as
the set of points whose distance from the path is less than e Let B’ be
another Brownian motion with values in R?, independent of B. The Lebesgue
measure of the intersection of the Wiener sausages associated with B and B’,
suitably normalized, is shown to converge, when ¢ goes to 0, towards the
intersection local time of B and B’, as defined by Geman, Horowitz and
Rosen. This approximation of the intersection local time is used to prove a
conjecture of Taylor, relating to the Hausdorff measure of the set of multiple
points of planar Brownian motion.

0. Introduction. Soit (B,, ¢ > 0) un mouvement brownien & valeurs dans
I'espace euclidien & d dimensions R? (d > 2), issu de 0. On s'intéresse a la
probabilité que B pénétre avant un instant donné ¢ dans une “petite” boule de
Iespace. Soit y un point de R? on note, pour ¢ > 0, T(y) le premier temps de
passage (éventuellement infini) de B dans la boule de centre y et de rayon e.
Alors:

n(log1/e) ' [0, y) ds sid =2,
(0a)  P(T(y)<t) ~ °
0| (d/2 — 1)Cue? 2 [p(0, y) ds sid =3,
0

ol C; est le volume de la sphére unité en dimension d et p(x, y) désigne la
densité de transition gaussienne:

pu(x, ¥) = (278) "7 exp(—|y — x|%/2s).

L’équivalence (0a) a été obtenue, dans le cas d = 2, par Spitzer (1958). Ce
résultat est trés lié au probléme de l'étude asymptotique de la “saucisse de
Wiener.” Pour ¢ > 0, la saucisse de Wiener de rayon ¢ associée 4 B sur 'intervalle
de temps [0; ¢] est définie par:

S.0,¢t) = {y € R%inf(|B,— ;0 < s <t) <e}.

Le terme de gauche de (0a) s’interpréte comme la probabilité que y ap-
partienne & S(0, t). A I'aide de raffinements de (0a) on montre assez facilement
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1220 J.-F. LE GALL

que, m désignant la mesure de Lebesgue sur R%:
lin})(logl/s)m(Se(O, t)) =ut sid=2,

0b
(0b) lin(l)ez‘dm(Se(O, t)) =(d/2—-1)Cyt sid=>3,

avec dans les deux cas convergence dans L%(P).

Au moins dans le cas d > 3 le résultat de convergence (0b) est connu depuis
longtemps; voir par exemple Itd et McKean (1965). On obtient des résultats
peut-étre plus intéressants en considérant un second mouvement brownien a
valeurs dans RY noté (B/, t> 0), indépendant de B. Dvoretzky, Erdos et
Kakutani (1950) ont montré que pour d = 2 ou 3 les trajectoires de B et B’ se
rencontrent presque stirement. Geman, Horowitz et Rosen (1984) ont introduit la
notion de temps local de confluence qui permet de construire une mesure positive,
notée /,, portée par ’ensemble I des points communs aux trajectoires de B et B’
sur l'intervalle de temps [0; 1]. Soit, pour & > 0, S/(0, 1) la saucisse de Wiener de
rayon & associée a B’ sur lintervalle [0;1]. Il semble plausible que I’étude
asymptotique de S(0, ) N S/(0, t) quand ¢ tend vers 0 donne des renseignements
sur ’ensemble I. Nous montrons que:

lim (log 1/¢)’m(8,0,1) N 8/(0,1)) = 72,(I) sid=2,

(0c) lime*m(8,(0,1) N §/(0,1)) = 4n,(I) sid =3,

avec dans les deux cas convergence dans L%( P).

Plus précisément, la mesure [, apparait comme mesure limite, quand ¢ tend
vers 0, des mesures obtenues en normalisant de facon convenable la mesure de
Lebesgue sur l'intersection des saucisses de Wiener de rayon & associées 4 B et
B’. Cette méthode d’approximation de la mesure /, peut étre utilisée pour étudier
les propriétés de cette mesure, et par la méme occasion de ’ensemble I. Or I’étude
des points d’intersection des trajectoires de deux mouvements browniens indépen-
dants est étroitement liée & celle des points doubles pour un seul mouvement
brownien. Dans le cas du plan (d = 2), notons, pour tout entier n > 1, D,
I’ensemble des points de multiplicité (au moins) n de la trajectoire de B sur
I'intervalle [0; 1]. Dvoretzky, Erdos et Kakutani (1954) ont montré que, pour tout
n, D, est presque slirement non vide et Taylor (1967) a établi que sa dimension de
Hausdorff est deux. Nous utilisons ’approximation (0c), et son extension au cas
de n mouvements browniens plans indépendants, pour montrer le résultat suivant,
qui confirme une conjecture de Taylor (1973):

soit h (x) =x%(logl/x)®, alors

h_m(D)={O SiaSn,
« " o sia>n,

(0d)

ou h, — m désigne la mesure de Hausdorff associée a A,.

Les mémes techniques s’appliquent a I’étude des points doubles de la trajectoire
du mouvement brownien dans R®. _

La Partie 1 est consacrée 4 la démonstration des équivalences (0a). Notre
preuve fait apparaitre ce résultat comme un cas particulier d’un résultat commun
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a4 une vaste classe de diffusions. Dans la Partie 2 nous démontrons quelques
extensions des équivalences (0a) et nous appliquons les résultats obtenus a I’étude
asymptotique de la saucisse de Wiener quand le rayon tend vers 0. La Partie 3
contient les principaux théorémes: nous utilisons les estimations de la Partie 2
pour montrer les résultats limites (Oc). Enfin, dans la Partie 4 nous appliquons les
résultats précédents a I’étude des points multiples du mouvement brownien et
nous établissons la conjecture de Taylor (0d).

1. Un résultat général sur les diffusions. Le point de départ de notre
travail étant les équivalences (0a), nous commencerons par en donner une preuve
différente de celle de Spitzer (1958) dans le cas d = 2. La preuve de Spitzer
reposait sur un calcul explicite de la loi de T(y), faisant intervenir les fonctions
de Bessel. La preuve que nous proposons présente le double avantage de s’ap-
pliquer & une vaste classe de diffusions et d’utiliser les beaux résultats de
Williams sur le retournement des diffusions.

Nous considérons une diffusion réguliére, notée
(X,0<t<¢{; P,0<x<c0)

sur Uintervalle ]0; co[ de R. s désignera une fonction d’échelle pour la diffusion et
m la mesure de rapidité normalisée de fagon que le générateur infinitésimal soit
1(d/dm)(d/ds). Nous ferons les hypothéses suivantes:

(i) { =inf{t > 0; X,_=0ou co}.
(i) s(0) = — oo et s(o0) < c0.
(iii) 0 est un point d’entrée pour la diffusion.

En vue de (ii) on peut choisir s de facon que s(o0) = 0, ce que nous sup-
poserons dans la suite. L’hypothése (i) montre que la diffusion est tuée seulement
quand elle atteint 'un ou l’autre des deux points frontiéres. En fait (ii) entraine:

{=inf{t>0; X, = 0}.

On peut associer a4 la diffusion (X, P) une diffusion “duale” qui sera la
diffusion initiale “conditionnée & converger vers 0.” Le conditionnement est ici a
interpréter au sens de Doob (1957). A linstar de Pitman et Yor (1982) nous
noterons (X,, 0 <t<¢; P!, 0 <x < ) et nous appellerons | -diffusion cette
nouvelle diffusion, qui est définie, pour tous 0 < x < y < oo, par:

dP} 1(T,<;)

(12) P - P[T, <¢]

y

sur #r,

ou T, =inf{t>0; X,=x} et F#r désigne la tribu engendrée par (X,,r,
0 < t < ¢{). Pour que notre définition soit compléte il faut imposer de plus que la
| -diffusion est tuée quand elle atteint 0. Nous renvoyons a Williams (1974) et
Pitman et Yor (1981 et 1982) pour davantage d’information sur la | -diffusion.
Soit pour 0 <y < oo, L, =sup{t>0; X,=y}. Williams (1974) a établi le
résultat remarquable suivant, qui donne une interprétation “trajectorielle” du
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conditionnement de Doob. Pour tout y > 0, { < oo, P} ps. et:
(d)
(1b) (X, ,,0<st<§ PH)=(X,0<t<Ly,B),

(d) e e e
ou le symbole = signifie 'identité en distribution.

Nous aurons encore besoin de la description de la loi de L,, donnée par Pitman
et Yor (1981). Rappelons d’abord d’apreés I1t6 et McKean (1965) qu'’il existe une
fonction continue pX(x, y), définie pour (¢, x, y) €]0; co[x(R,)? telle que le
semi-groupe de la diffusion initiale s’écrive, pour tout ¢ > 0:

Qx, dy) = p}(x, y)m(dy).

Pitman et Yor (1981) ont donné ’expression explicite suivante de la loi de L,
pour 0 < x <y < oo:

(1c) P[L, € dt] = (-1/25(y))pX(x, y) dt.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et de prouver le résultat

principal de cette partie.

THEOREME 1-1. Soit (X, P) une diffusion réguliére sur [’intervalle 10; oo
satisfaisant les hypotheses (i), (ii), et (iii). Alors, pour tout x > 0 et tout t > 0:

RIT, <] =~ (-1/25(e)) [2(0,x) ds.

PREUVE. On écrit:
PIT <t]=PR[(T,<t)n(T,<¥)]
= (s(x)/s(e)) P [T, < t]
= (s(x)/s(e))R[L, - L, < t].

La deuxiéme égalité découle de (1a) et de l'identité P,[T, < {] = (s(x)/s(¢)).
Pour la troisiéme nous avons utilisé (1b). On obtient ainsi:

BT, <] ~ (s(x)/s(e)B[L, < 2],

d’ol, a l'aide de (1c), le résultat du théoréme. O

COROLLAIRE 1-2. Soit B un mouvement brownien ¢ valeurs dans R?, issu de
0. Pour z € R? — {0} et ¢ > 0 on note:

T(z) = inf{t > 0; |B, — 2| < ¢}.

Alors, pourt > 0:

w(logl/e)"f‘ps(o, z)ds sid=2,
0

P[T(2) <¢] ~
=0\ (d/2 - 1)Cpe?? [ 2,(0,2)ds sid>3,
0

ol C; est le volume de la sphére unité en dimension d et p(-, -) désigne la densité
de transition gaussienne.
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PREUVE. Cas d = 3. On applique le théoréme au processus X, = |B, — z|
qui est un processus de Bessel d’indice » = d/2 — 1. On choisit s(x) = —x27¢9,
Un calcul facile montre qu’alors:

p}(0, |2)) = (d = 2)C,p,(0, 2).

Cas d = 2. Ici la situation est un peu plus compliquée car le processus de
Bessel d’indice 0 ne satisfait pas les hypothéses du théoréme. Cependant on pose,
pour tout K > |z|:

Tx=inf{t>0; |B,— 2|= K},

puis on applique le théoréme au processus |B, — z| tué au temps Tx. Ensuite on
fait tendre K vers l'infini. Nous laissons les détails au lecteur. O

REMARQUES. (a) La connaissance de la formule (1c) n’est pas vraiment
nécessaire pour établir le Corollaire 1-2. En effet, dans le cas des processus de
Bessel, on sait calculer directement et assez facilement la loi de L, sous P, (voir
Getoor, 1979). :

(b) On aurait pu éviter l’artifice consistant a tronquer la diffusion dans le cas
d = 2, 4 condition d’avoir au préalable établi une version du Théoréme 1-1
s’appliquant aux processus récurrents. Nous ne I’avons pas fait car cela nous
aurait emmenés un peu loin. Signalons seulement que la “bonne” définition de la
| -diffusion dans le cas récurrent conduit a introduire un processus défini sur un
espace de mesure infinie (voir Pitman et Yor, 1981).

(c) Dans le cas d = 2 on peut rapprocher le résultat du corollaire du résultat
suivant (voir par exemple Le Gall et Yor, 1986), pour tout z # 0:

lim (log1/¢) "'10g T,(2) = 2(e/e"),

ou la convergence a lieu en loi, e et e’ sont deux variables exponentielles de
parameétre 1. Malgré I’analogie qui existe entre ce dernier résultat et le cas d = 2
du corollaire, il ne semble pas qu’on puisse déduire I'une des deux convergences de
Iautre.

(d) Pour illustrer la puissance du résultat de Williams (1b) donnons une
application simple de ce théoréme aux processus de Bessel. Dans le cas particulier
ou P, = P!, la loi du processus de Bessel d’indice v > 0 issu de 0, on vérifie
facilement (voir par exemple Pitman et Yor, 1981) que la | -diffusion associée est
le processus de Bessel d’indice —v. Une conséquence immédiate de (1b) est que la
loi sous P} de L, coincide avec la loi sous P, de Tj,. Cette identité remarquable a
été obtenue par Getoor et Sharpe (1979) au moyen de calculs explicites.

2. Application a la saucisse de Wiener. Nous nous proposons dans cette
partie de prouver quelques extensions du Corollaire 1-2 qui nous seront utiles
dans les deux parties suivantes. A chaque fois que nous en aurons ’occasion nous
appliquerons nos résultats a 1’étude asymptotique de la saucisse de Wiener quand
le rayon tend vers 0, sans perdre de vue notre principal objectif, qui est I’étude de
I'intersection de deux ou plusieurs saucisses de Wiener associées 4 des mouve-
ments browniens indépendants.
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Dans toute cette partie, (B,, 0 < t < o0; P,, y € R%) désigne un mouvement
brownien & valeurs dans R¢, pour d > 2. Pour ¢ > 0 et y € R, T(y) est défini
comme dans I’énoncé du Corollaire 1-2. On introduit les fonctions s, et f,
définies pour tout réel x > 0 par:

logl/x sid=2,
sg(x) =
al®) {x2‘d sid>3,
fa(x) = ((sa(x)) . + 1)exp(—x°/16),
ou, pour u € R, u, désigne la partie positive de u.

LEMME 2-1. Soit n > 1. Il existe une constante K, telle que si y,, y,,..., ¥,
sont n + 1 points distincts de R® on a, pour tout 0 < e < 1:

(54(8))"P, [T ) < T(3) < -+ < T3,) <1]

2a n
(22) SKngfd(lyi_yi—ll)‘
De plus:
lim (s4(¢))" P, [T ) < T3) < -+ < T(,) <1]
(2)

_ nfl l—sl”' 1—(s; + -+ +s,_1)
- (kd) j(;ps,(yo» yl) dslj(; _/(; psn(yn—l’ yn) dgn’

ou p(y, z) désigne la densité de transition gaussienne et la constante k, est
définie par:
7 sid=2,
k d=

(d - 2)(T(d/2)) 'n%2 sid> 3.

PREUVE. On procéde par récurrence sur n pour montrer (2a). On pose:
Tl(yl) = inf{¢ > 0; |B, — y,| = 1}.
Alors:
PyO[’-’L(yl) = 1] = PyO[TL(yl) < Tl(yl)] + Pyo[Tl(yl) < TL(yl) < 1]

S (J‘:V('_)yﬂ_ A 1) + B, [T(3) < 1B, W [T() <1],

d’ou:
sa(e)P,, [T(») < 1]
<sy(ly, — y0|)+ + Pyo[Tl(yl) < 1] Sd(s)Po[Tl(l) < 1] .

Le Corollaire 1-2 montre l'existence d’'une constante C telle que, pour
0<e<y:

(20)

sa(e)P[T(1) <1] < C.



SAUCISSE DE WIENER ET POINTS MULTIPLES 1225

Des majorations trés grossiéres entrainent, pour une certaine constante C’:
P, [Ti(x) <1] < Cexp(=1y - 5/°/4).

En revenant a (2c) on trouve:

sqa(&)P, [T ) < 1] < s4(1y1 — %l) + + CCexp(—|y; — 3|%/4),

d’ou l'inégalité (2a) dans le cas n = 1.
Supposons maintenant que nous avons établi 'inégalité (2a) jusqu’a 1’ordre
n — 1. En appliquant la propriété de Markov au temps T( y,_,) on obtient:

P, [T(») < T x) < - <T(y)<1]
(2d) <P, [T(y)< - <T 3, <1]

XSup{Py[T€(y,,) <1]; y € D(¥,_1, 8)},

ou D(y, €) désigne la boule fermée de centre y de rayon e (D(y, €) désignera la
boule ouverte). Or, pour y € D(y,_;, €):

[ Y = Yn—il

2 ) Si |yn - yn—ll < 287

sd(S)Py[TL(yn) <1] < _
sd(e)Po[TL( I nct 2y"_1) < 1] S| Y = Yual > 26,

d’ou, 4 I’'aide du cas n = 1:

Iyn - yn—ll

20) su(e)B[T(3n) 1] 5 2 |

)++CCexp( 6

Compte-tenu de I’hypothése de récurrence, I'inégalité (2a) a 'ordre n est une
conséquence de (2d) et (2e).

Nous passons maintenant a la preuve de (2b). Le cas n = 1 nous est donné par
le Corollaire 1-2. Nous nous limiterons au cas n = 2. On écrit:

P, [T(») < T (%) <1] = Eyo[1<T.<y,)sl>EBT,u,>[1<T.(y2)s1—T.<y1»”

-E, [l(T.(y2)< row 20 EBron [1iom 51—T.(y1»” :

Les inégalités (2a) montrent que le second terme est de l'order de (s,(¢)) "3, et
n’intervient pas a la limite. On est donc ramené & ’étude de:

sa(e)E,, [I(T.(yl) <v8a(¢)Ep,, [1(T,<y2) <1-Ty y.))” .

On peut utiliser le Corollaire 1-2 pour remplacer cette derniére expression par:

1-T(n)
sd(e)Eyo [I(Te(yl)sl)kdj; 1ps(y1’ y2) ds]'
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La continuité de I'application u — [{p (¥, ¥;) ds, et & nouveau le Corollaire
1-2 entrainent:

) 1-T(»)
lim s4(e) E,, [I(T.()’n)<l)kd [) P2, 3,) ds

1 1-t¢
= (ka)" [ P30, ) dt [ D31, 3,) . O
0 0

REMARQUES. On a utilisé implicitement le fait que la loi conditionnelle sous
P, de T(y,) sachant que T(y,) <1 converge étroitement quand & tend vers 0
vers la loi de densité ( p,( %y, ¥1)/ foP( Yo, 1) ds) sur lintervalle [0; 1].

Dans le cas d = 2, la récurrence du mouvement brownien plan montre que
T(y) < o, P, ps., pour tout ¢ > 0 et tous y, y, € R2. 1l est alors intéressant de
comparer (2b) avec le résultat limite suivant, si y,, y;,..., ¥, sont distincts:

(2f) lim P, [T() < T(3) < -+ < T(3)] = 1/n!.

Il est remarquable que la valeur limite dans (2f) soit indépendante de la
configuration des n + 1 points y,, ¥,..., ¥, (comparer avec (2b)). (2f) est une
conséquence du résultat plus général suivant (voir Le Gall et Yor, 1986); soit A(t)
une fonctionnelle additive intégrable du processus B, par exemple A(t) =

Zf(B,) ds ou la fonction f est intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur
le plan, alors:

lin(l)(logl/e)—l(A(TL(yi)); l1<i<n)=(Cse;1l<ix<n),

ou la convergence a lieu en loi pour P, les variables e, ..., e, sont n variables
exponentielles indépendantes de paramétre 1, enfin C, est une constante dépen-
dant de A.

COROLLAIRE 2-2. Pour e >0, soit S, la saucisse de Wiener de rayon e
associée a B sur l’intervalle de temps [0;1]:

S,={y<€R%inf(|B, - y,0 <s<1) <e}.
Alors, si m désigne la mesure de Lebesgue sur R®, pour tout y, € R
lin})sd(s)m(Se) = k4, dans LP(P, ) pour toutp > 1.

PREUVE. On remarque que:

su()E, [m(S)] = [ dysa(e)B,[T(y) <1],

d’ol, 4 l'aide du Lemme 2-1 et en observant que I’application du théoréme de
convergence dominée est justifiée par les majorations (2a):

. 1
limsy(e)E,, [m(S)] = [ _dvka[ P, 7) ds = ka.
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On a de méme:

sa(e)'E, [m(8)"] = [ [ dvdzsa(e)’P,[(T(y) <1) n (T(2) < 1)],
d’ou, a 'aide du Lemme 2-1:
lim s4(e)"E,, [ m(S,)"] = (ka)".
On obtient ainsi le résultat du corollaire pour p = 2. Pour passer a p quel-

conque on observe simplement, toujours d’apres le Lemme 2-1, que la famille des
54(e)m(S,) est bornée dans tous les espaces L?(P, ). O

REMARQUES. (a) Soit S,(0, ¢) la saucisse de Wiener de rayon 1 associée & B
sur l'intervalle [0; ¢]. Le Corollaire 2-2 et un changement d’échelle montrent que,
pour tout y, € R% et tout p > 1:

(2g) tlin:o (log t/t)m(S,(0,t)) = 27, dans LP(P,),sid =2,
(2h) tlirg (1/t)m(8,(0, t)) = k,, dans L?(P,),sid > 3.

(2h) est un cas particulier d’un résultat bien connu (voir par exemple Itd et
McKean, 1965, page 253). La preuve la plus simple de (2h) repose sur le théoréme
ergodique sous-additif de Kingman (1968). Ce théoréme montre qu’il y a conver-
gence p.s. dans (2h). On peut méme obtenir des estimations de la vitesse de
convergence, ce qui permet, en refaisant “a 'envers” le changement d’échelle de
montrer aussi la convergence presque sfire dans le Corollaire 2-2 pour d > 3 (voir
les arguments d’Orey, 1983, sur un probléme similaire). Nous verrons plus loin
qu’il y a aussi convergence presque stire dans le Corollaire 2-2 pour d = 2 (et dans
(2g)).

(b) Dvoretzky et Erdos (1950) ont montré I'exact analogue du Corollaire 2-2
pour des marches aléatoires simples sur le réseau des points de R & coordonnées
entiéres. Par exemple dans le cas d = 2, soit V,, le nombre de points visités par
une telle marche aléatoire jusqu’a 'instant n. Alors:

lim (logn/n)V, ==, Pps.

L’idée du prochain lemme est qu’on peut, pour certaines estimations, rem-
placer l'expression 1g(y) = 11, <1y Par le temps passé par le mouvement
brownien B i lintérieur de la boule de centre y de rayon &, convenablement
normalisé. Cette idée nous sera trés utile quand il faudra passer d’'une grandeur
d’espace (par exemple la mesure de Lebesgue de l'intersection des saucisses de
Wiener associées & deux mouvements browniens indépendants) & une grandeur de
temps (par exemple le “temps local” d’intersection de ces deux mouvements
browniens).
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LEMME 2-3. Soient, poury € R%et 0 <e < 1:
Xe(y) = sd(s)l(T,(y)sl)y

—2 1 .
€ 2[) Lip,—y<ods sid=2,

Y(y) =
(d(d - 2)/2)8—2f11(|33_y|55) ds sid> 3.
0

Il existe une constante K telle que, si y,, y,, ¥, sont trois points distincts de R®
et si Z(y) désigne indifféeremment l’une des deux variables X(y) et Y(y), on a,
pour tout 0 < & < 3:

(i) Eyo[Ze( yl)] < Ki (13, — l),
lim B, [Z,()] = ka [ 23, 1) ds;
hd 0

(i)  E,[Z2(3)Z(5)] < K(fs(|5: = %) fa(132 — 2]
+14(132 = YD) fa(l3n = 3D),

. 1 1-s
lim B, [Z(5)Z()] = kﬁ( f P Yo, 71) ds f P21, 3,) dt
e— 0 0

1 1-s
+fps(y0’ yz)ds/ Pz(yzy ) dt)~
0 0

PREUVE. Nous traiterons complétement le cas (i) et nous indiquerons les
grandes lignes de la preuve de (ii). Le Lemme 2-1 montre l’existence d’une
constante K, telle que:

Eyo[Xe(Jﬁ)] < K fa(13n = %))

D’autre part, I'application de la propriété de Markov au temps 7)( y,) montre
que:

1
E)’o[e dfo 1(|Bs—y1|5e>ds]
1 —
=< Pyo[Te(yl) =< I]SUP{Ey[E_dj; 1(|Bs—y1|55)ds]; y € D(y, 3)}

< 82_dPy0[T..»(y1) < I]Eo[‘/;_ 1(|lesl)ds]'

Dans le cas d > 3, on majore Eg[ f;_21(|38| <1)ds] par une constante. Pour
d = 2 on majore cette méme expression par C log1/¢ pour une certaine constante
C. Dans les deux cas le Lemme 2-1 permet de conclure & l'existence d’une
constante K| telle que:

Eyo[Ye(yl)] < K{fq(131 = 5.
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Nous passons maintenant & la deuxiéme partie de (i). Le cas out Z(y,) = X(»,)
nous est a nouveau donné par le Lemme 2-1. Ensuite, par exemple pour d > 3:

B, (Y] = (a(d = 2)/2)e B, [ [ 100, 510 6]

= (d(d - 2)/%[;(5‘”/_( e)pé,‘(yo, y) dy) ds.

D X»

Soit v, le volume de la boule unité de R% on trouve:
. 1
lim B, [Y,(3))] = (d(d = 2)/2)va[ P30, 71) ds.

On conclut en remarquant que &, = (d(d — 2)/2)y,. La méme preuve permet
de traiter le cas d = 2.

Les propriétés (ii) se démontrent & I'aide de techniques similaires. Par exemple,
pour la partie “majoration” on utilise d’abord le Lemme 2-1 pour majorer
E, [ X()X/)] Ensuite, pour majorer E, [ X{51)Y(,)] on écrit:

1 1
E, [I(T.msl) fo LB, ~yyi<0) ds] <E, [1(T.<y1)sl) fT o )1(|Bs—y2|5e) ds ]
e\J1

+ j(‘)l dsEyo [l(lBs—yzl < e)EBs []‘(Te(yl)sl_s)] ] .

On majore le premier terme en appliquant la propriété de Markov au temps
T(y,) et le second a l'aide des techniques qui nous ont déja servi pour le
Lemme 2-1. Il reste & majorer E, [ Y(y,)Y(¥,)]; on écrit:

1 1
Eyo[(fo 1(|Bs—y1|s's>d9)(f0 1(|Bs—y2|5e>d9)] = F(%, 21, %) + F(%, %, %),

ou on note:

1 1-s
F( Yor Y1s ) =/(; dSEyo [1(|Bs—y1|se)EBs[j(; 1(|B,,—y2|55) du”.

On utilise ensuite les mémes majorations que pour (i). La partie “convergence”
de (ii) ne présente pas de difficulté; on se sert du Lemme 2-1 et des majorations
établies ci-dessus pour appliquer le théoréme de convergence dominée. [

REMARQUE. Les majorations du Lemme 2-3 joueront dans la suite un rdle au
moins aussi important que les résultats limites quand & tend vers 0 (Ila méme
remarque s’applique au Lemme 2-1). Nous verrons en particulier que les propriétés
d’intégrabilité de la fonction y — f,(|y|) sont trés liées a I'existence de points
multiples pour la trajectoire du mouvement brownien dans R? On peut déja
remarquer que cette fonction est de puissance piéme intégrable pour tout entier
p si d =2, de carré intégrable si d = 3, et seulement intégrable si d > 4.

Avant d’énoncer le prochain corollaire nous introduisons quelques nouvelles
notations. Si S, est définie comme dans le Corollaire 2-2, on note, pour tout & > 0,



1230 J.-F. LE GALL

I 1a mesure sur R¢ définie par:

li(dy) = (kd)_lsd(e)lse(y) dy.

On note encore /; la mesure définie, pour toute fonction g continue bornée sur
R4, par:

L) = ['(B,) ds.

COROLLAIRE 2-4. Pour toute fonction g continue bornée sur R%:
lin})lf(g) = 1,(g), dans L?(P, ) pourtoutp > 1 et tout y,.
8—}

PREUVE. On observe d’abord que:

i(g) = (ko)™ [ XA»&(») &y,

ou on a repris les notations du Lemme 2-3.
On écrit ensuite:

E,, [( fR (X () - Y(5)&(y) dy)z]

- [ ] #(9)8(2) B, [(X(5) = Y)(XL2) - Y2,

d’ou, & 'aide du Lemme 2-3 et du théoréme de convergence dominée:

(2i) lim E,, [( fR (X(y) - Y(5)e(y) dyﬂ =0.
D’autre part:
(k) [ )y = [ () e () )
d’otr:
(24) lim (k)" [ ¥()&(y)dy= ['a(B,)ds, P, ps.

Le résultat du corollaire découle de (2i) et (2j). O

REMARQUE. On aurait trés bien pu se passer du Lemme 2-3 pour démontrer
le Corollaire 2-4; en effet il est facile de déduire directement le Corollaire 2-4 du
Corollaire 2-2 (qui est le cas g = 1). Nous avons préféré utiliser la preuve
ci-dessus, car elle nous servira de modéle pour les démonstrations de la partie
suivante.

3. Temps local de confluence et intersection de saucisses de Wiener.
Dans cette partie nous considérerons n mouvements browniens indépendants



SAUCISSE DE WIENER ET POINTS MULTIPLES 1231

B', B2,..., B™ a valeurs dans R¢, issus respectivement de x,, x,, ..., x,. Nous
supposerons:

soit d=2, n quelconque (> 2),
soit d=3, n=2.

Sous cette hypothése, il est bien connu (voir Dvoretzky, Erdés et Kakutani,
1950 et 1954) qu’il existe des points communs aux trajectoires des n mouvements
browniens B',..., B". Geman, Horowitz et Rosen (1984) (voir aussi Wolpert,
1978) ont introduit la notion de temps local de confluence qui permet de
construire une mesure sur l’ensemble de ces points communs. Nous com-
mencerons par rappeler briévement, sous une forme adaptée & nos applications,
les résultats de Geman, Horowitz et Rosen.

Le temps local de confluence de B!,..., B” sur l'intervalle de temps [0; 1] est
la famille (q,, y € (R?%)"~1) de mesures sur [0; 1] qui satisfait P p.s. les deux
propriétés suivantes:

(i) Pour toute partie borélienne F de [0; 1]” et toute fonction g: (R%)"! > R
borélienne bornée: )

Ldsl dsng(le1 -B2,...,B - Bs'f!) = le)n_lg(y)qy(F) dy.

(ii) L’application y — g, est continue de (R%)"~! dans l'espace des mesures
positives finies sur [0; 1]”, muni de la topologie de la convergence étroite.

Rappelons qu’une suite de mesures (u,) converge étroitement vers p si pour
toute fonction continue bornée g, (1,(g)) converge vers u(g). La propriété (i) est
I’analogue de la formule de densité de temps d’occupation pour le temps local du
mouvement brownien linéaire. La propriété (ii) assure 'unicité, a indistingabilité
prés, de la famille (q,).

La mesure g,, associée au point (0,...,0) de (R%)""! est portée par les
n-uplets (s, ..., s,) tels que le1 = .-+ = BJ.Soit /, 'image de g, par I'applica-
tion (s,,...,8,) = B;l. La mesure /, est une mesure positive finie portée par les
points communs aux trajectoires de B,..., B™.

Pour ¢ > 0, on note S! (respectivement SZ2,..., S™) la saucisse de Wiener de
rayon ¢ associée & B! (resp. B?,..., B") sur l'intervalle [0;1]. On introduit les
mesures [ définies pour tout & > 0 par:

Ii(dy) = (kd)_n(sd(s))nl(s:n ns;‘)(y) dy.

THEOREME 3-1. Pour toute fonction g: R? — R continue bornée:
liml:(g) =1,(g) dans LP(P), pourtoutp > 1.
e—0

En particulier il existe une suite (e,; k > 1) décroissant vers 0 telle que, P p.s.:

lim %= au sens de la convergence étroite.
k— o0 n n

REMARQUE. Le Théoréme 3-1 apparait comme une généralisation du Corol-
laire 2-4 qui correspond au cas n = 1. Il est particuliérement intéressant de
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remarquer que le role de la mesure /; du Corollaire 2-4 est ici tenu par la mesure
1, construite & 'aide du temps local de confluence. Nous reviendrons sur cette
remarque dans la Partie 4.

PREUVE DU THEOREME 3-1. Il suffit de prouver la premiére assertion du
théoréme. L’outil essentiel pour notre preuve sera le Lemme 2-3. Nous reprenons
les notations de ce lemme en utilisant I'indice i pour indiquer que ’expression
considérée se rattache au processus B'. Pour toute fonction g continue bornée,
on a:

1(8) = (k) " (5a())" [ Jesir - nsp()8(5) dy

- (k)| B 1XA) .

On remarque alors que:
5[ e [1x:0 - 1700 ]|
=Ldeg(y)g(2)dy&

([1x:0) - %)) FLxia) - [T 70|

XE

Le Lemme 2-3 permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée: nos
hypothéses sur le couple (d, n) assurent que la fonction y — f,(|y|) est de
puissance n-iéme intégrable sur R? D’autre part, la partie “convergence” du
Lemme 2-3 et I'indépendance des mouvements browniens B!,..., B" entrainent
que pour tout couple (y, z) avec y # z:

im 5| F1x0) - 0 [ T xi2) - [T o) | =

On obtient ainsi:

(32) gg%E[(zxg) -k g T ] |0
| Nous allons ensuite montrer que:
(3b) tim (k)| g IT¥)dy = L(s) Pps.

On traite par exemple le cas d = 2 (le cas d = 3 est exactement semblable).
On a:

(k)" [ £ 1Y)

1 1 -nr .
=f0 fo ds, -+ ds,(me?) fRzg(y) dy i=l_[11<|3;,—y|<e>°
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En utilisant la continuité uniforme de g sur tout compact on peut encore
remplacer cette derniére expression par:

n
/: foldsl dgng(B;l)(ﬂez)_n_/R?dy i=1—111(|13§,.—y|<e)‘

On remarque alors que:
n
—-n n— n
(me?) fdey i=1_-[11<|B:i—y|<e) = ‘I’e(lel - B;,.... B} - Bsn)’
ou la fonction ®,: (R%)"~! - R est définie par:
q)e(yl’ Yoseees yn—l)
= (7e?) "m(D(0,e) N D(y,,€) N -+ ND(y, + -+ +y,_1,€)).

La définition du temps local de confluence, rappelée au début de cette partie,
montre que:

j‘l.-. fldsl ... ds,g(B.)®,B. - BZ,..., B""! — Br)
0 0

Sn-1

= dy® ds, -+ ds B!).
f( o DU f[o; 0oy - ds,)g(B)
Le support de ®, décroit vers {0} quand ¢ tend vers 0, et on a, pour tout ¢ > 0:
[ end-=1
( RZ)n— 1
La continuité étroite de I'application y — ¢, montre:

!1.—12) (Rz)n_ldy q’e(y)j;O; l]nqy(dsl T ds")g(B“:l)

= [0.1]nq0(dgl dsn)g(B;I) = ln(g)’ Pp.s.

On en déduit (3b). D’autre part le Lemme 2-1 montre que la famille (/:(g),
0 < & < 3) est bornée dans tous les L?(P). (3a) et (3b) entrainent alors le résultat
du théoréme. O

Le cas g = 1 est particuliérement intéressant:

COROLLAIRE 3-2.

Sid=2: lin})(logl/s)"m(Sel N --- N8) = =", (R?).
Sid=3: linz)e_zm(Sj N S2) = 472, (R?).

Dans les deux cas la convergence a lieu dans tous les LP(P).

Soit S0, t) (resp. S%(0, t),..., S™0, t)) la saucisse de Wiener associée & B*
(resp. B2,..., B") de rayon 1, sur lintervalle de temps [0; ¢]. A l'aide d’un
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changement d’échelle et du Corollaire 3-2 on obtient que:

si d=2: lim ¢t (logt)"m(S*0,¢) N --- NS™(0, ¢)) = (27)"L,(R?),
t— o0
si d=3: lim ¢~2m(SY(0, ¢t) N S(0, t)) = 47%,(R?)
t— o0

avec dans les deux cas convergence en loi.

Ce dernier résultat est & rapprocher des estimations obtenues par Erdos et
Taylor (1960) pour des marches aléatoires symétriques sur le réseau des points de
R? & coordonnées entiéres. Considérons deux telles marches aléatoires indépen-
dantes et soit I(n) le nombre de points communs & leurs trajectoires jusqu’a
I'instant n. Pour d = 3 Erdos et Taylor (1960, Lemme 8) montrent I’existence
d’une constante «, telle que, pour tout n assez grand:

E[I(n)] > ayn~ V2.

Par analogie avec le cas du mouvement brownien il semble plausible qu’on
puisse démontrer, toujours dans le cas d = 3 la convergence en loi de la suite
n~Y2I(n). Exdos et Taylor étudient également le cas d = 4 et obtiennent dans ce
cas l'existence d’une constante a, telle que, pour n assez grand:

E[I(n)] > a,log n.

Nous verrons plus loin comment interpréter ce dernier résultat en termes de
saucisses de Wiener indépendantes.

A partir de maintenant, nous considérerons un seul mouvement brownien B, a
valeurs dans R® pour d = 2 ou 3. Nous cherchons & étudier les recoupements de
la trajectoire de B avec elle-méme et non plus avec la trajectoire d’un second
mouvement brownien indépendant. Rosen (1983) a montré qu’on peut définir un
temps local d’intersection (e,, y € R?) caractérisé par les quatre propriétés
suivantes:

(i) pour tout y € RY, e, est une mesure positive sur la tribu borélienne de
T={(s,t);0<s<t=<1};

(ii) pour toute partie borélienne F de T et toute fonction g: R? — R borélienne

bornée:

Lg(Bs — B,)dsdt = fRdg(y)ey(F) dy;

(iii) pour y # 0 la mesure e, est finie et 'application y — e, est étroitement
continue sur R? — {0};

(iv) pour tout & > 0 et tout y la restriction e§ de e, a Ty={(s,8) € T;
t — s > §} est finie et 'application y — eﬁ est étroitement continue sur R?.

La différence essentielle avec le cas de deux mouvements browniens indépen-
dants vient du fait que la mesure e, est p.s. de masse totale infinie. Pour ¢ > 0,
nous noterons simplement S, la saucisse de Wiener de rayon ¢ associée & B sur
Iintervalle [0; 1]. Si y est un point de R% y + S, désignera la translatée de S,
par y.
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COROLLAIRE 3-3. Pour touty € R — {0}:
tim (5,())'m(S, 0 (3 +8) = (k) (e,(T) + e_(T))
avec convergence dans tous les LP(P).

PREUVE. Nous nous limiterons au cas d = 2. Pour u < v on note S(u, v) la
saucisse de Wiener de rayon ¢ associée & B sur l'intervalle [u; v]. On remarque
que:

m(s.0G+8) - X Ea(s[ 5030 [y )] - m

i=1j=1

ou le reste RS satisfait:

osms Ll 5) n e sfo.g]) o e sl

i=1
2 1 1 ji-1j

+ S|10,=]NnS|=,1| N +S|—, =]

Zolsloz)ns{za)n(r+s{55])

Les majorations du Lemme 2-1 entrainent facilement:

lim (log1/¢)' B [(R))?] =o.

Plus généralement on montre de méme, pour tout entier n > 1:
2ﬂ 2"

(30) m(S,Nn(y+8)) = ; g m(S,((i — 1)27",i27")
N (y+8((j-127", j27")) - R;,

ou le reste R® satisfait:
lim (log1/¢)*E [(R’;’l)z] =0.
e—0

Posons pour tout n > 1:
2"-
T,=T- U {(s,t);(i-1)2 "<s<t<i2™"}.

i=1

Le Théoréme 3-1 et la construction des mesures e,, (voir par exemple Le Gall,
1985) entrainent:

fim (og1/0)° ¥ m(S((i~ D277, 277) n (3 + 8/ - D2, 27))

i‘_j=.1
1#)

(3d

=a%(e,(T,) + e_,(T,)), dans L*(P).
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On a d’autre part:
(3e) nh—I»Iolo (e(T,) + e_(T,)) = e(T)+e_[(T), Pps.etdans L*(P).

On vérifie sans difficulté que pour ¢ assez petit:

(3) hm (log1/¢)* ¢Z1m(S((l —1)27",i27")

N(y+S((i-1)2""i27"))) =0

la convergence ayant lieu dans L2(P) uniformément quand e décrit 'intervalle

[0; |xvl/3].
Le résultat du corollaire découle de (3c), (3d), (3e), et (3f), au moins pour p = 2.
Pour p # 2 on utilise le Lemme 2-1. O

REMARQUES. (a) Le résultat du corollaire est évidemment faux pour y = 0.
Le Corollaire 2-2 montre en effet:

lin})sd(e)m(Se) = ky, dans L?(P) pour tout p.

La “bonne” normalisation pour y = 0 est donc s,(e) et non pas (s,(¢))% On
sait par ailleurs que:

eo(T) =, Pps.
Cependant, Varadhan (1969) a montré qu’on peut “renormaliser” le temps

local d’intersection du mouvement brownien plan. Précisément, dans le cas d = 2,
on pose, pour toute partie borélienne F de T telle que E[ey(F)] < oo:

8(F) = eo(F) = E[eq(F)].
L’application F — é,(F) se prolonge de maniére unique en une mesure
vectorielle sur la tribu borélienne de T, & valeurs dans L%( P) (voir Le Gall, 1985).
On a alors I’analogue suivant du Corollaire 3-3 pour y = 0:

(3g) lim (log1/e)((log1/e)m(S,) — ) = (7/2)(1 + C — log2) — 7°(T),

ol la convergence a lieu dans L%(P) et C désigne la constante d’Euler.

Signalons que la convergence des espérances dans (3g) avait déja été obtenue
par Spitzer (1964) dans un cadre plus général. Nous renvoyons 4 Le Gall (1985)
pour une preuve de (3g). Il est facile de déduire de ce résultat que la convergence
du Corollaire 2-2 a lieu P p.s. dans le cas d = 2. En effet, on introduit la suite (¢,
k > 1) définie par:

e, = exp(—£?)

de facon que:

(i) élE[(m(sek) - wlogl/ek)z] < o0,

lim log1l/e; .,
ko | logl/e,

(i)
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On déduit de (i) la convergence p.s. de (log1 /ek)"‘m(SEk). (ii) permet ensuite de
passer a la convergence p.s. de (log1/£) " 'm(S,).

Il n’existe pas & notre connaissance d’analogue de la renormalisation de
Varadhan en dimension d = 3.

(b) En dimension d = 2 on peut définir pour tout entier » > 2 un temps local
d’intersection d’ordre n correspondant aux points de multiplicité n de la
trajectoire (voir Rosen, 1984). Nous noterons encore (e,, y € (R?)"~") ce temps
local d’intersection; chaque e, est maintenant une mesure sur:

T = {(sy, 89,-+.,8,);0< 8, <s3< -+ <s,<1}.
Pour toute partie borélienne F' de T et toute fonction g: (R*)""! > R

borélienne bornée, on a:

/dsldsZ T dsng(le_Bsz,'“’ Spo1 Sn) f N 1g(y)e (F)dy
F R n—

L’extension suivante du Corollaire 3-3 est alors vraie, si y,, Yor-+s Yn-1 sont
n — 1 éléments distincts de R? — {0}:

lim (log1/¢)"m(S, N (3 +8) N -+ N5y +8,)) =7" L e, (T™),

osEQ,
dans L?( P) pour tout p.

Q, désigne ici I’ensemble des permutations de {0,1,...,n — 1} et pour o € Q,,,
¥, est le vecteur:

(yo(l) Yo+ Yo(n—1) — yo(n—2))’

ou par abus d’écriture on note y, = 0.

(c) Les résultats de cette partie et de la précédente suggérent d’étudier le
probléme général suivant. Soient B!,..., B® n mouvements browniens (n > 1) &
valeurs dans R? (d > 2) et S0, t),..., S™0, t) les saucisses de Wiener de rayon
1 associées sur l'intervalle de temps [0, £]. Peut-on décrire le comportement
asymptotique de:

m(S*0,¢) N --- NS™0,¢))?
Le Corollaire 2-2 nous donne la réponse pour n = 1:
si d=2: lim (log t/t)m(S%(0, t)) = =,
t— o0
si d>3: tlim (1/t)m(S*0, t)) = (d/2 — 1)C,,

avec convergence P p.s. et dans les L?(P).
Le Corollaire 3-2 montre:

sid=2,n>2: tlim ((logt)"/t)m(SY0, ¢) N --- NS™(0,¢)) = (27)"1,(R?),
sid=3,n=2: lim £2m(SY(0, £) N S%(0, £)) = 4n2,(R?),
t— o0

avec convergence en loi.
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Un calcul facile montre que E[m(S*0, ) N --- NS™0, 0))] < o si et seule-

ment si on est dans 1’'un des trois cas suivants:
d=3,n>4 ou d=4,n>3 ou d=>5,n>2.

On voit qu’il reste deux cas critiques a étudier, d =4, n =2et d =3, n = 3.
Ces deux cas correspondent a la situation ou les trajectoires des n mouvements
browniens Bl,..., B"” n’ont pas de point commun mais se rapprochent les unes
des autres & des instants arbitrairement grands (voir a ce sujet les remarques
d’Erdés et Taylor, 1960). Il est d’ailleurs remarquable que pour ces valeurs du
couple (n, d) n marches aléatoires symétriques indépendantes en dimension d
ont une infinité de points communs (voir Erdés et Taylor, 1960). Si nous revenons
A notre probléme de départ, les résultats d’Erdos et Taylor suggérent que le
“bon” facteur de normalisation devrait étre (log ¢) . Signalons sans démonstra-
tion les résultats suivants:

sid=4,n=2: lim (log ) "'m(SY(0, t) N 8%(0, t)) = N2,
sid=3,n=3: lim (log £) 'm(SY(0, £) N $%(0, £) N S(0, £)) = 2aM,
t— o0

ou dans les deux cas la convergence a lieu en loi, N est une variable normale
centrée réduite, et la loi de M est une loi gamma de paramétres (4, ;) dont la
densité s’écrit: 4~ 4T(2)) "% =% %exp(—x/4).

La preuve de ces derniers résultats devrait étre publiée dans un article & venir.

4. Application a4 la mesure de Hausdorff de I’ensemble des points
multiples du mouvement brownien. Dans un premier temps nous sup-
poserons que B est un mouvement brownien 4 valeurs dans le plan R2. Pour tout
entier n > 1, nous noterons D, I'ensemble des points de multiplicité (au moins) n
de la trajectoire de B sur l'intervalle de temps [0; 1]. Taylor (1967) a montré que
pour tout n la dimension de Hausdorff de D, est deux. La notion de dimension de
Hausdorff n’est donc pas suffisamment “fine” pour distinguer entre points de
multiplicité n et n + 1. Nous nous proposons ici d’utiliser les résultats des parties
précédentes pour montrer le théoréme suivant, qui confirme une conjecture de
Taylor (1973).

THEOREME 4-1. Soit h(x) = x*(logl/x)". Alors, pour tout entier n > 1,
Pp.s.:

h —m(D)={0 sir<n,
r n © sir>n,

olt h, — m désigne la mesure de Hausdorff associée a h,.

REMARQUE. Le Théoréme 4-1 donne un sens a I’affirmation naive qu’il existe
“beaucoup plus” de points de multiplicité n que de multiplicité n + 1. En effet
on voit que pour n <r<n+ 1 la h-mesure de Hausdorff de D, est infinie
cependant que celle de D, , ; est nulle. Remarquons que sauf pour n = 1, il n’est
pas évident qu’il existe des points de multiplicité exactement n.
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Dans le cas n =1, le résultat du théoréme est une conséquence du résultat
beaucoup plus précis de Taylor (1964) qui a montré que, pour A¥(x) =
x2log1/x logloglog1/x:

0<h¥—-m(D,) <o, Pps.
Dans le cas n = 2, une premiére approche de la conjecture de Taylor est diie a
Rosen (1983) qui a établi que:
h,—m(D,)=c sir>6,Pps.

Avant de démontrer le Théoréme 4-1 nous énongons une proposition qui jouera
un role essentiel dans notre preuve.

PROPOSITION 4-2. Soient B!, B%,..., B® n mouvements browniens indépen-
dants & valeurs dans R? et 1, la mesure associée au temps local de confluence de
B!, B2,..., B" (voir la Partie 3). Alors, pour toutr > n, P p.s.:

ln({yeRz; limjgp(fi(—hlz—((’—y‘—;)—aﬁ) > 0}) = 0.

PREUVE. Nous reprenons les notations du Théoréme 3-1. Soit (e,, £ > 1) une
suite décroissant vers 0 telle que, P p.s.: lim,_, /% = [,, au sens de la conver-
gence étroite.

Alors, pour tout entier p > 1:

E| [1(a0)(1.(D(3, )" | < imin E| [1:(an)(1(D(5, @)Y’

o . -1 n(p+1) .
< hkn_l)lgf(w log l/ek) ./(Rz)p+1dy° dy,

X ﬁl(]yi—y0|<a)(PO[fi‘l(Tek(yi) < 1)]) :

On a repris les notations de la Partie 2. La derniére inégalité est en fait une
égalité quand les mouvements browniens Bl,..., B" sont issus du méme point.
Pour passer au cas général, on utilise I'inégalité de Holder.

Or le Lemme 1-2 entraine:

(log l/e)pHPo[ ﬁ (1‘8(}’!) < 1)} <K Z (ilf{)fz(lyaa) - yo(i—l)l))’

i=0 0€Q,

ou Q,,, désigne I'ensemble des permutations de {0,1,..., p} et par abus de
notation: y,_; = 0.

En utilisant la forme particuliére de la fonction f, on en déduit V’existence
d’une constante C(n, p) telle que:

E| [1(@)(1,(D(5, @)’ < C(n, p)a?»(iog1/a)"”.
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On pose maintenant, pour 2 > 1 et r > n:
ak = 2_k,

Fk={yeR2;l"(—§((%’Sk—))>1}.

Alors, pour tout entier p > 1:
E[L(F)] < (h(a) 7E| [L(@)(1(D(5 @)’

< (h(ay)) ?C(n, p)az*(logl/a,)™”
< C'(n, p)kP(»™n),

pour une certaine constante C'(n, p).
On peut choisir p assez grand pour que p(n — r) < —1. Alors:

Y E[l,(F,)] <o douPps. ln({y €R% ) 1,(y) = oo}) =0.
k=1 k=1
Le résultat de la proposition en découle. O

PREUVE DU THEOREME 4-1. (a) Cas r > n. 1l suffit de montrer que si

B,..., B® sont n mouvements browniens plans indépendants et I désigne
I’ensemble des points communs a leurs trajectoires sur 'intervalle [0; 1]:
(4a) P[h, — m(I) = «] > 0.

Bien que, comme le remarque Hawkes (1978), cette réduction du probléme
fasse désormais partie du “folklore” du sujet, nous allons esquisser un argument
qui permet de la justifier. Notons, pour u < v, B(u, v) la trajectoire de B sur
Pintervalle [u; v]. On vérifie sans difficulté que la loi de (B(,2), B(3,4),...,
B(2n — 1,2n)) est équivalente & celle de (B'(1,2), B%(1,2),..., B"(1,2)). Si donc
nous savons montrer que:

P[h, - m(I) = «] >0,
nous en déduirons aussitot que:
P[h, - m(D,) = «] >0,

ce qui suffit pour traiter le cas r > n.
Nous commencerons par rappeler un lemme dit & Rogers et Taylor (1961) sous
la forme qui figure dans ’article de Ciesielski et Taylor (1962).

LEMME 4-3. Soient u une mesure positive finie sur R® et h: R, - R, une
fonction continue croissante telle que h(0) = 0. On pose, pour tout § > 0:

r(D(y, )
= d. lim sup ————~
E; {yER, af})lp h(2a) >4}
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Il existe une constante universelle 1, telle que pour toute partie borélienne E
de R? avecEN E;= @:

h—m(E) 20,8 "u(E).
Revenons a la preuve du théoréme; on applique le lemme & la mesure /,

associée au temps local de confluence de BY,..., B" et a la fonction A = h,. En
utilisant la Proposition 4-2 on obtient que, pour tout é§ > 0, P p.s.:

h,—m(I)=n,8"",(1).

D’autre part, la mesure [, est portée par I et on voit facilement, par exemple a
P’aide du Théoréme 3-1 que:

E[L(R?)] > 0.

Ceci termine la preuve de (4a) et donc du cas r > n.

(b) Cas r < n. Nous commencons par le cas n = 2. On se raméne immédiate-
ment & montrer que, avec les notations du cas (a), P p.s.

(4b) h, — m(B(0,1) N B(2,3)) = 0.

On pose, pour x > 0: h*(x) = x%(log1/x)"logloglog1/x.

Taylor (1964) a montré que, P p.s., h¥ — m(B(0,1)) < co. Plus précisément,
pour p > 1, soit @, I'ensemble des carrés du plan de la forme {u27" <x, <
(u+1)2 ™ V2™ <x,<(v+1)27™} ou u et v sont deux entiers et m un
entier plus grand que p. Alors, P p.s., pour tout p on peut trouver une partie
A (w) de @, telle que:

(i) A, (w) recouvre B(0,1),
(ii) Y hi(d(4)) < C(w),
A€l (w)

ou d(A) désigne le diamétre de A et la constante C(w) ne dépend pas de p.

Soit %, la tribu engendrée par (B,; 0 < s < 1). On peut supposer que les
recouvrements construits ci-dessus sont %#;-mesurables au sens ou pour tout p et
pour tout élément A de @,, la variable aleat01re 1, (w)(A) est &%,-mesurable.
Considérons maintenant, pour tout p, le recouvrement N (@) de B(0,1) N B(2,3)
défini par:

N (0)={A€b,(w); ANB(2,3) + 2}.
Alors:

E

9’1] = Y hx(d(A)P[A N B(2,3) + 91F,].

AN, (v) Aeh(v)

On remarque que la densité conditionnelle de B, sachant %, est majorée par
(27)~ L. Cette remarque et les majorations du Lemme 2-1 entrainent l'existence
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d’une constante K telle que, pour toute partie A:
P[A N B(2,3) + 9%,] < K(log1/d(A)) .

11 vient alors:

E| Y hi(d(4))

Al (w)

f] <K Y hHd(A)) < KC(w),
A€l (w)

d’oly, 4 ’'aide du lemme de Fatou:
liminf ), h#%(d(A)) <o, Pps,

P2X Ael,(w)
et donc, par définition d’'une mesure de Hausdorff:
h% — m(B(0,1) N B(2,3)) < 0, Pps.

On en déduit immédiatement (4b). Il est maintenant clair que la méme
méthode montrerait, pour tout entiern > letpour0 < s; <t <s, <t, < :-+ <
s, <t,;

h* — m(B(sy, t,) N B(sy, t,) N -+ NB(s,,t,)) <o, Pps.,
et donc a fortiori:
h, — m(B(s;,t,) N B(sy, t,) N -+ NB(s,,t,)) =0, Pps. O
La preuve ci-dessus appelle un certain nombre de remarques. Tout d’abord, le

role tenu par la mesure /, est tout a fait comparable a celui que joue, dans ’étude
de la mesure de Hausdorff de la courbe brownienne la mesure /; définie par:

L(g) =f01g(Bs)ds'

Par exemple, toujours en dimension 2, Ray (1963) montre:

L(D(y, a))
2. 1§ _—1 = =
ll({y € R% hmajt)lp hi(a) 2 1, Pps,

ce qui lui permet ensuite, a ’'aide du Lemme 3-3, d’obtenir immédiatement une
minoration de la Af-mesure de Hausdorff de la trajectoire du mouvement
brownien plan (la majoration demande un peu plus de travail, voir Taylor, 1964).
Une démarche analogue est adoptée par Ciesielski et Taylor (1962) en dimension
d 2> 3. Dans tous les cas la mesure [, coincide avec la restriction a la trajectoire
d’une A-mesure de Hausdorff (A = A} en dimension 2). Il parait plausible que le
méme résultat soit vrai pour les mesures /,. Une premiére étape consisterait &
trouver, pour tout entier n, une fonction &, telle que:

I (D(y,a
L[{yeR%50< limsupw
a—0 h(n)(a)

La preuve du Théoréme 4-1 montre déja que A ,, doit étre “au moins aussi
grande” que A} (en supposant que A, et A} soient comparables).

< oo}) =1,(R?), Pps.
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On peut appliquer les techniques ci-dessus 4 I’étude des points doubles de la
trajectoire du mouvement brownien dans R®. Supposons maintenant que B est
un mouvement brownien a valeurs dans R? et soit D I’ensemble des points
doubles de la trajectoire de B sur I'intervalle [0; 1]. Dvoretzky, Erdés et Kakutani
(1950) ont montré que D est presque stirement non vide et Fristedt (1967) a établi
que sa dimension de Hausdorff est 1 (voir aussi Hawkes, 1978). Le théoréme
suivant précise ce dernier résultat.

THEOREME 4-4. Soit g,(x) = x(logl/x)". Alors, P p.s.:

_ _ [0 sir<o,
&r m(D)_{oo sir>0.

La preuve du Théoréme 4-4 est calquée sur celle du Théoréme 4-1. Nous nous
contenterons d’énoncer sans démonstration le résultat correspondant a la
Proposition 4-2.

PROPOSITION 4-5. Soient B!, B? deux mouvements browniens indépendants &
valeurs dans R® et 1, la mesure associée au temps local de confluence de B* et B.
Alors, pour toutr > 0, Pp.s.:

lz({ye R3; Hmfgp(%)—) > 0}) = 0.

Remerciements. Je tiens ici 4 remercier Marc Yor a4 qui ce travail doit
beaucoup. Je voudrais aussi remercier John Hawkes qui m’a donné la référence de
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