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Sur une classe d' equations differentielles lineaires a coefficients 
algebriques. 

Soient, comme precedemment, s et z deux variables liees par une 

relation algebrique de genre p et R la surface de Riemann correspondante. 

Considerons une equation lineaire d'ordre n 

les coefficients ~l(s' z)' ~2(s' z)' ... ' '!n(s' z) etant des fonctions ration­
nelles de s et z. 

L'intcgrale generale u de cette equation peut cesser d'etre uniforme 

dans le voisinage de deux sortes de points: I
0 les points de la surface 

de Riemann ou certains des coefi'icients ~;(s, z) deviennent infinis; 2° les 

points de ramification de cette surface de Hiemann. 

I o Prenons d'abord un point a de la surface de H,iemann oil cer­

tains coefficients ~;(s' z) deviennent infinis, ce point etaut distinct des 

points de ramification. N ous supposons que, dans le voisinage de ce 

point, !'equation difl'erentielle admettc un systeme fondamental d'integralcs 

dont tous les elements restent finis, pour z =a, quand on les a preala­

blement multiplies par une puissance convenable de z- a; et nous sup­

posons de plus que l' equation fonclamentale cleterrninante de M. Fucns re­

lative au point singulier z =a ne possede que des racines entieres. (Voyez 

le Memoire de M. FucHs, ,Journal de Crelle T. 66, ou la These pre­

sentee par M. TANNERY a la Faculte des Sciences de Paris I874, pages 

4 I et suiv.) Nous supposerons ces conditions remplies en tous les points 

ordinaires de la surface de Riemann oil certains coefficients 'f;(s, z) de­

viennent infinis, les points a l'infini compris. Alors, dans le voisinage 

de chacun de ces points, z = a, de la surface de Riemann, l'integrale ge­

nerale, ou bien sera uniforme ou bien eontiendra dans son expression des 

puissances de log (z - a); dans ce dernier cas nous clirons que le point 
z =a est un point critique logarithmique de l'integrale generale. 
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2° Prenons maintenant un point de ramification z = c et supposons 
que ce soit un point de ramification d'ordre rn. Alors pour etudier l'in­
tegrale generale dans le voisinage de ce point, nous ferons avec C. NEu­
MANN, d'apres RIEMANN, 

z - c = ( ( -- r)m 

(C. NEUMANN, loc. cit. pages 73-74), ( etant une nouvelle variable in­
dependante et r une constante. Dans le voisinage de ( = r, les coefficients 
de !'equation differ,~ntielle definissant u en fonction de (seront uniformes. 
Nous supposerons ces coefficients tels que !'equation admette, dans le 
voisinage de ( = r' un systeme fondamental d'integrales dont les elements 
restent finis pour (= r quand on lcs a prealablement multiplies par nne 
puissance con vena ble de (- r' et que l' equation fondamentale determinante 
n'admette que des mcines entieres. Alors, dans le voisinage de (= r, on 
bien l'integrale g€merale sera uniforme, on bien elle contiendra dans 
son expression des puissances de log((- r) et, dans cc dernier cas, nous 
dirons que le point de ramification z = c est un point critique logarithmique 
de l'integrale. 

Telles sont les conditions que nous supposons remplies et qui earac­
terisent la classc d' equations differentielles lineaires dont nons nons occu­
pons. D'apres les methodes donnees par M. Fucus, on pourra toujours 
reconnaitre si une equation differentielle lineaire it coefficients algebriques 
donnes rcntrc dans cettc classc speciale. On pourra de plus, d'apres ces 
memes methodes, reconnaitre si dans le voisinage d'un point de la surface 
de Riemann l'integrale generale est uniforme ou si elle admet ce point 
pour point critique logarithmique. Enfin, en supposant l'integrale generale 
uniformc dans le voisinage d'un point de la surface de Riemann oil cer· 
tains coefficients deviennent infinis, on pourra, d'apres lcs racines de !'equa­
tion fondamentale determinante, voir si cette integrale reste finie au point 
considere, ou si ellc y devient infinie auquel cas le point, qu'il soit de 
ramification ou non, sera dit un pole de l'integrale. 

Classification des equations dijjerentielles lineaires a coefficients 
algebrr,iq,ues qui viennent d'etre dejinies. 

En nons pla~Yant dans le meme ordre d'idees que pour la classifica­
tion des integrales aheliennes, nons dirons: 
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I 0 qu'une de nos equations di:fferentielles est de premiere espece OU 

encore que son integrale generale est .de premiere espece si cette integrale 
generale est partout finie et n'a pas de points critiques logarithmiques; 

2° qu'une de nos equations differentielles est de deuxieme espece ou 
encore que son integrale generale est de deuxieme espece si cette integrale 
generale a des poles mais n' a pas de points critiques logarithmiques; 

3° enfin qu'une de nos equations differentielles est de troisihne espece 
ou encore que son integrale generale est de troisihne espece si cette inte­
grale generale possede des points critiques logarithmiques. 

Les integrales de fonctions a multiplicateurs, etudiees dans la deuxieme 
partie, fournissent des exemples simples de ces trois cspeces d'equations 
differentielles. 

Soit par exemple 

u = w(z) 

une integrale de premiere espece de fonction a multiplicateurs: sa derivee 

clu , ( ) -=WZ 
clz 

sera une fonction a multiplicateurs, et, comme la derivee logarithmique 
d'une fonction a multiplicateurs est unc fonction algebrique rationnelle 
en s et z, on aura enfin 

(14) r.Pu ( )d7t 
dz 2 + 501 s ' Z clz = 0 ' 

501 (s, z) designant la fonction rationnelle de s et z 

d log w' ( z) 
----a:;-

L'equation di:fferentielle du second ordre en 'l6 ainsi obtenue rentre dans 
la classe que nous considerons ici. Son integrale generale est 

u=Aw(z) + B, 

A et B etant des constantes arbitraires: elle est done de premiere espece 
comme restant finie et n'ayant pas de points critiques logarithmiques. 
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De nH~me s1 l'on fait 

ou t(z, z
0

) designe une integrale de scconde espece d'une fonction h mul­
tiplicateurs, U verifie UllC equation lincaire de la forme ci-dessus (I 4), a 
coefficient algebrique, ayant pour integrale generale 

• cette nouvelle equation sera it done de seconde espece. 
Enfin une integrale de troisieme espece d'une fonction a multiplicateurs 

Verifie aUSSl UilC equation de la forme (I 4) ayant pour integrale 

cette equation differentielle serait done de troisieme espece. 
On pourrait, plus generalement, former ainsi des equations differen­

tielles lineaires de la classe indiquce admettant pour integrales des fonc­
tions algebriques enticres d'integrales abelienncs et d'integrales de fonc­
tions a multiplicateurs. Mais nous laissons de cote ces exemples pour 
etudier les proprietcs de l'intcgrale gcnerale d'une de nos equations, en 
suivant la methode employee pour les integrales de fonctions a mul­
tiplicateurs. 

Equations d,ijje1•entielles de 1n•emiere O'lt deuxieme especc. 

Supposons que !'equation differentielle 

soit de premiere ou de deuxiEnne espcce. Alors l'integrale generale 'lt est 
une fonction uniforme de z sur la surface de Riemann Rabc rendue simp­
lement connexe a l'aide des coupures 
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Nous supposerons que ces coupures presentent la disposition particuliere 

que nous avons adoptee dans la deuxieme partie et qui se trouve re­

produite a la page 145; la coupure Ch partant du point de croisement 

des coupurcs ah_1 et bh_1 pour uboutir au point de croisement des 

coupures ah et bh (h = 2 , 3, ... , p). 
Soient u1(z), u2(z), ... , un(z) les elements d'un systeme fondamental 

d'integrales, A un point du bord gauche d'une coupure et p le point situe 

en face sur le bord droit. On aura le long de la coupure a" 

Zt 1 (A) = A~~>u1 (p) + Ai~>u2 (p) + ... + A~~un(p), 
u2(A) = A~~u~(p) + AWu2(P) + ... + A~~un(P ), 

les quantites A;;> etant des constantes. En designant par 8" la substitution 

A<"> 11 A<"> 12 
A<k) 

In 

8"= 
A<"> 21 A<"> 22 A<"> 2n 

A<"> nl A<"> n2 A<"> nn 

no us ecrirons pour abrerrer· 
0 

zt(A) = S"u(p) 

pour rappeler que l'on obtient les valeurs 1t1 (A) , u2 (A) , ... , u,. (A) en 

faisant, sur ul(p) 'u2(p)' ... ' un(p), la substitution sk. 
Ainsi l'on a 

(k=l,2, ... ,,} 

On aura de meme, en designant par T" une certaine substitution 

n<"> 11 B<"> 12 B<"> In 

B<") 
Tk= 

21 
B("> 

22 B<"> 2n 

n<"> n1 B<"> n2 JJ:"l nn 
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le long de la coupure b" 

u(J.) = Tk~t(p ). 

Enfin, en designant par l\ une substitution 

O"> ln 

C'f(h) CY(I•) 
21 22 

on aura le long de la coupure c11 : 

Ces (3P- 1) substitutions 

formeront ce que l'on peut appeler le groupe de !'equation. 

(k=l,2, ... ,p) 

(h=2,3, ... ,p) 

(
k-1,2, ... ,p) 
,,:,;::'2,3,. .. ,p 

Ces substitutions sont liees par des relations qui se deduisent de la 
consideration des points de concours des coupures 

(k=1,2,3, ... ,p) 

Voici comment on obtient ces relations. 

Belation.fil entre les substitutions S", Tk, 1:,.. 

Figurons le point de croisement des coupures a" , bk , c", ck+t 
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et appelons a ' fi' r' a' c ' Y) les sommets des six angles formes par les 
bords des coupures, les bords gauches etant marques d'un trait plus fort. 
On aura successivement 

(I 5) I 
u(fi) = TA:u( a), 

u(r) = s-;lu(p), 

u(a)= T;1u(r), 

u(s)=I:t1u(a), 

u(r;)= Sku(s), 

. u(a)=Ik+lu(r;). 

Dans ces relations qm resultent immediatement de la definition meme 
des substitutions Sk, Tk, Ik, nous designons, conformement a l'usage, par 

s-1 T-1 ~-1 
k ' k ' ""k 

les substitutions inverses de Sk, Tk , Ik. Par exemple, le point fi etant 
sur le bord gauche de la coupure a~. et le point r en face sur le bord 
droit, on aura 

d'ou, comme nous l'avons ecrit, 

?t(r) = S-;;1·u(fi). 

On tire des relations (1 5) la relation suivante entre les substitutions 
considerees 

(I 6) 

qui signifie que ces substitutions faites successivement dans l'ordre indique 
conduisent a la substitution unite. On peut ecrire cette relation (I 6) de 
faS!on que l'une quelconque des six substitutions soit la premiere, l'ordre 
dans lequel elles se suivent restant d'ailleurs le meme. Ainsi 

S:t1 1'~.l'k+1Skl':t 1 T:t1 = I~ 

1•-1 s-1 T ~ 8 ~-1 k k k-"' k+ 1 k-"' k = I , 

I:t1 T:t1 8-;;1Tkik-f-18k= I' 

etc . 
.tela mathfmatica. 18. Imprlm4 le 26 novembre 1890. 211* 
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En faisant k = I , 2 , .•. , p on aura ainsi p relations analogues a (I 6). 
Comme les coupures c1 et cp+t n'existent pas, il faudra supposer 

Consequence de ces relations. 

On conclut de la que, les 2p substitutions S.,, T., (k = I , 2, ••• , p) 
une fois connues, les (p- I) substitutions 

s'en deduisent immediatement. 
En effet on peut aussi ecrire, 

~-1 S ~-1 T-t s-1 T 
.... i+l = " .... " k " 11: 

(11=2,S, .•• ,p) 

comme il resulte directement des relations (I 5). Faisant alors k = I et 
I11 = I, com me no us venons de le dire, no us aurons 

~-1 S T- 1 S-1 T .... 2 = 1 1 1 ll 

ce qui donne I~ . 
Faisant ensuite, dans la relation ( I7 ), k = 2, no us aurons 

~-1 _ 8 ~-1 T;;-1 s-1 T. 
.... 3 - 2 .... 2 2 2 2 

et I;-1 se trouve determinee. En faisant de meme successivement, dans 
(I 7 ), k = 3 , ... , p - I on calculera de proche en proche les substitutions 
I,, 1:6 , ••• , Ip. 

Relation entre les 2p substitutions sk' Tk (k = I' 2' ..• 'p) .. 

Apres avoir calcule les substitutions 1:~, 1:3 , ••• , IP, comme nous 
venons de le voir, en fonction des substitutions S" et T,, on aura, en fu.isant 
k = p dans la relation (17) et se rappelant que IP+ 1 = I, la relation 

(I8) 1 = spi;1T;1B;1 Tp, 

qui donne une relation entre les substitutions 811: et T~;, pmsque 1:;1 est 
connu en fonction de ces substitutions. 
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Cas particuliers. 

Si nous supposons le genre p = I nos equations de premiere et de 
deuxieme espece se ram{ment immediatement aux equations lineaires a 
coefficients doublement periodiques et a integrale generale uniforme que 
M. PICARD a integrees a l'aide de fonctions doublement periodiques de 
seconde espece. Dans ce cas il y a une coupure a1 , une coupure b1 et 
deux substitutions 8

1 et T1 • La relation (I 8) entre les 2p substitutions 
s" ' T, (k = I ' 2' ••• ' p) se reduit a 

ou 

qui montre que les substitutions 81 et T:;-1 sont permutables; ce qui est 
le fondement du theoreme de M. PICARD. 

Supposons maintenant p = 2. 11 y aura alors 5 substitutions 

et l'on aura, d'apres la relation (I7) de la page precedente ou l'on fait 
successivement k = I , k = 2 , 

I;J1 = 81 Tt'1 811 T11 

I = S,I;-1 T;l 8;1 T2 

d' ou, par l' elimination de I;-1
, 

Par exemple, s1 8
1 = 1, on a aussi I 2 = I, pms d'apres (2o) 

ce qm montre qu'alors les substitutions 82 et 1';1 seraient permutables. 
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Formation des equations les plus generales de premiere 
et deuxieme espece d'un degre donne. 

Premiere espece. En appliquant les theoremes de M. FucHs, on 
arrivera sans peine a former toutes les equations d'ordre n dont l'integrale 
generale est de premiere espece. Il existe de ces equations dans chaque 
ordre n. Nous en avons forme une du second ordre a la page 165. 
Si l'on appelle w(.z) une integrale de premiere espece de fonction a mul­
tiplicateurs et E (z) une exponentielle de la forme e-2[).,,o,<z>+!.,w,(zH ... +Ipwp<z>J, 

le produit 
u = E(.z)w(~) 

satisfait de meme a une equation lineaire du second ordre ayant pour 
integrale generale 

u = E ( .z) [ .A.w ( .z) + B] , 

.A. et B etant des constautes arbitraires. (Cette exponentielle , E(.z) a, 
comme dans tout ce qui precede, pour exposant une expression lineaire 
a coefficients constants d'integrales abeliennes de premiere espece). 

Le produit 

n etant un entier positif, verifiera une equation lineaire d'ordre n, qui 
sera par suite un exemple d'equation de premiere espece. Cette equation 
aura pour integrale g€merale 

.A.
1 

, A
2 

, ••• , .A.,. etant des constantes arbitraires. 
Equations de deuxieme espece. On pourra de meme former les 

equations d'ordre n de deuxieme espece dont l'integrale generale admette 
des poles donnes d'avance. Il est facile d'en donner des exemples ana­
logues aux precedents, composes avec des integrales de seconde espece de 
fonctions a multiplicateurs ou les derivees de ces integrales par rapport 
au parametre. 
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Equations differentielles lineaires de troiswme espece. 
' 

L'integrale generale d'une equation differentielle de troisieme espece 
admet des points critiques logarithmiques a1 , a2 , ••• , aq. Elle n'est done 
plus uniforme sur la surface Rabc de Riemann: mais elle devient uniforme 
sur la surface Rabel obtenue par l'adjonction d'une coupure Z1 l2 ••• lq 
partant du point de croisement des coupures a1 b1 

c2 et rcunissant les unes 
aux autres des circonferences infiniment petits 171 , 172 , ••• , 17q de centres 
a

1
, a

2
, ••• , aq. Nous avons figure ci-dessous cette coupure l1 , l2 , ••• , lq. 

Si, comme plus haut, on appelle 

U1 ( Z) , U2 ( z) , . . . , Un ( z) 

un systeme fondamental d'integrales, ). un point du bord g~uche d'une 
coupure et p le point situe en face sur le bord droit, on aura, comme 
precedemment, 

le long de la coupure a.~;: u().) = S,u(p), 
(k=l,2, ... ,p) 

le long de la coupure b.~;: u().) = T"u(p ), 

le long de la coupure ch: u ().) = I h u (p) , (h=2,3,. .• ,p) 

S", T", Ih designant certaines substitutions lineaires. 
Enfin on aura ici le long des nouvelles coupures l

1 
, l2 , ••• , lq, 

le long de la coupure li: u().) = Liu(p), (j=l,2, ... ,q) 

L1 designant aussi une substitution lineaire a coefficients constants. 
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La substitution Lq est connue car on connalt la forme d'un systeme 
fondamental d'integrales dans le voisinage du point critique logarithmique 
aq oi1 toutes les racines de !'equation fondamentale determinante sont 
entieres. 

Les substitutions 

sont liees entre elles par des relations identiques a celles que nous avons 
etablies aux pages 1 6g et I 70, avec cette seule difference que la sub­
stitution .l'l n'est plus, dans le cas actuel, egale a I mais bien a Ll' 
ainsi qu'il resulte de la figure de la page precedente. 

Ces indications sommaires nous paraissent suffisantes pour montrer 
comment la methode de RIEMANN que nous avons employee avec succes 
pour l' etude des integrales de fonctions a multiplicateurs, peut, de la 
meme fa<;on, servir a l'etude des integrales d'une classe etendue d'equa­
tions differentielles lineaires a coefficients algebriques. 


