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BEMERKUNG 0 B E R  DIEJENIGEN FL.~CHEN 

BEI DENEN DIE 

DIFFERENZ DER HAUPTKROMMUNGSRADIEN CONSTANT IST 

VOI~ 

R. v. LILIENTHAL 
in BONN. 

Inl 59 ten Bande des J o u r n a l s  fiir M a t h e m a t i k  hat Herr WEIN- 
GARTEN den Satz aufgestellt und bewiesen, dass die dem Hauptkrfim- 
mungshalbmesser Pl entsprechenden Krtimmungsmittelpunktsfl~chen der- 
jenigen Fl'~chen, bei denen der Hauptkrtimmungshalbmesser P2 durch die- 
selbe Function yon Pl ausgedriackt wird, si~mmtlich auf eine unter ihnen 
befindliche Rotationsflache abwickelbar sind. Speciell sind die Krtim- 
mungsmittelpunktsflachen der Minimalfl~chen auf die Rotationsfl~che jeder 
Kettenlinienevolute abwickelbar. 

Der letzteren Bemerkung l~sst sich die folgende an die Seite stellen. 
Die dem Hauptkrt~mmungshalbmesser Pl entsprechenden Krtlmmungs- 
mittelpunktsflachen sammtlicher Flachen, bei denen PI--/02 constant ist, 
sind auf die Rotationsfl~che der Tractrix abwickelbar und besitzen somit 
ein constantes negatives Krtimmungsmass. Dasselbe hat den Werth 

- -  I 

C 2 

wenn Pl--P2----C.  Die Rotationsflache der Tractrix selbst ist Krt'~m- 
mungsmittelpunktsflache von einer Rotationsflache, die sich durch geeig- 
nete Bestimmung der willktlhrlichen Constanten aus den Formeln des 
Herrn L~PSCHrTZ (Acta M a t h e m a t i c a ,  Bd. 10, S. !5 5, (I5)) ergiebt. 

Aeta mathematica. 11. I m p r i m d  l e  10 J u i l l e t  1888 .  
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Es sei zunachst gestattet den allgemeinen Satz des Herrn WEI~GAR- 
TES mit den Mitteln zu beweisen, die im 30 ten Bande der M a t h e m a -  
t i schen  A n n a l e n ,  p. I 11. folg. entwickelt sind. Man erhalt far das 
Quadrat des Linearelements ds 1 der zu Pl geh0renden Krt~mmungsmittel- 
punktsfli~che die Gleichung: 

ds~ = (p, - -  p2)~[~/T sin adp + ~/N sin (a - -  ~)dq] 2 + dp~. 

Unter der Voraussetzung 
p~ = f ( p , )  

l~sst sich null, wenn pl als unabh~ngige Variable genommen und gleich 
p gesetzt wird, ein Factor 2 in der Weise bestimmen, dass 

) , (Pl  - -  P 2 ) [ ~ / ~  sin grip + ~/~ sin (a  - -  ~)dq] 

ein vollsti~ndiges Differential wird. 
Die hierzu erforderliche Differentialgleichung nimmt unter Bert~ek- 

siehtigung der Beziehung (1. e., p. IO, (6)): 

Y) 

die Form an: 

-~ (p ,  - -  p , )  ~/Z- s in  a - -  ~-~ (p ,  - -  p,) ~/N sin (a  - -  9 )  

Wird nun 2 blos als Function yon p----Pl betrachtet, so folgt: 

--  f dPl + Oonat. 

It ~ e JPt - -P '~  

und man kann setzen: 

e " 'Pt-P'~ ( P l  - -  P2) [~ /~ j  s i n  ad_p -t- k"N s i n  (or - -  ~ ' ) d q ]  ---- dqa , 



O b e r  F l i i chen ,  bei  d e n e n  die  D i f f e r enz  de r  H a u p t k r t i m m u n g s r a d i e n  c o n s t a n t  ist .  

so dass: 
2 (~ dP~t 

cls~ = e d ,°,-,°',dq ~ 4 4_ dp~ 

.q93 

wird,  woraus  die B e h a u p t u n g  des Her rn  WEINGARTEN unmit . te lbar  erhel l t .  

N i m m t  man  nun  im be t rach te ten  Fal le  p~ ~ P 2  gleich c und schreibt  

start  q~ wieder  q,  so erg iebt  s ich:  

-t2o 1 

d.~'~ --=- e ~ dq" 44- d,o~. 

Wir  suchen je tz t  diejenige Rotationsflache auf, bei we lcher  das Quadra t  

des L ineare lements  die l e tz tgefundene  Form hat. Sind 

= p ('osq, y/ --= p sinq,  ~ * = f ( p )  

die Coordinaten  einer  Rotationsfliiche, ds  das L inea re l emen t  der  letzteren,  

so wird  : 

a.~.' = [,  + f ' (p )~ ]@:  + p~@'~. 

Daher  sind p und f(p) so a ls Funet ionen  yon p~ zu bes t immen,  dass: 

wird.  

N i m m t  man  

so folgt  : 

und : 

[ ,  + f"(.~,)']d:," = d o7 

p = e  ~ , 

¢ ( ¢ 
p!  ,o| 

= co,  q,  ~ = e " s i n q ,  

¢ ...... ( ¢ 
,~ = ¢)" - -  #- ,-  _ _  (2 -~ ° 

Diese Gle ichungen zeigen, dass wir  es mi t  tier Umdrehungs f l ache  

der  T r a c t r i x  zu thun  haben.  Das Kr f immungsmass  dieser Flliche ist --~-.  

.~lcla ol~#fhe=llz,elh'a, I I .  l m p r i n l ,  a l e  I I  A o f i t  1 / ~ 8 .  r) 0 
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Bezeichnen wir mit x ,  y ,  z die Coordinaten einer Flache, far welche 
die in gede stehende Rotationsflache eine Evolute ist, so finden sich 
x ,  y ,  z leicht mit HtHfe eines von Herrn WEINGARTEN in J o u r n a l  f~r  
M a t h e m a t i k ,  Bd. 62, S. 62 ~ufgestellten Formelsystems in der Form: 

p !  Pl 
- - G - -  - -  ¢ - - P t  ,r =: e'----"~--'.(..osq, y ---- e"  - - s i n q ,  

t 2 o i 

¢,.., 
V (. 

- - , o  1 n u c l o g  c - V  c~ e L / •  

Diese Rotationsflhche, bei der nun 

[/1 - - [ J ' 2  ~ C 

wird, ist unter den yon ]:Ierrn IAPsCnITZ (Acta  Mat h e m a t i c a ,  Bd. 10, 
S. I36, (16)) angegebenen Rotationsfilk'hen mit  der genarmten Eigenschaft 

* * n enthalten, was sich mit Hi]lfe der Substmmo : 

[J I 

f ==- q, .~il, ,~ = _I e' (.  
l()g -I .4_ ~f --= - -  I 

sofort ergiebt. 

Mt~nster ' /w  den x September I887. 


