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Le th4or~me que je me propose de d6moutrer peut ~tre ~none6 de 
la mani6re sulvante. 

Si entre deux fonctions analytiques uniformes d'une variable existe 
une relation alg4brique de genre sup4rieur £ l'unit~, ees fonetiol~s ne 
pourront avoir de poin~ singulier essentiel isol4. 

Je poss~de de cette proposition deux d6monstrations essentiellement 
diff6rentes. La premi6re, qui s'uppuie sur la th6orie des fonetions fuch- 
siennes, ne sera ~ tr&s peu pr6s que la reproduction de celle que j 'ai 
donn4e, il y a quelques ann6es, dans Ie B u l l e t i n  des sc iences  ma- 
t h 6 m a t i q u e s  7~ (I883), p. I o 7 ~ I I 6  , pour uue proposition moius gd- 
n&rale en apparence, mais identique au fond ~ celle que je viens d'6non- 
cer. Quant ~ la seeonde, j'en a i seulement autrefois indiqu(~ Ie principe 
dans un cas particulier, et c'est ~ une ing6nieuse rem~rque de M. Hum 
WITZ que je dois d'avoir pu la pousser jusqu'au bout. 

t/r, e m l ~ . e  ddmonst~'ation, 

1. Mon point de d~pt~rt est dans la. proposition suivante qui r~sulte 
des reeherehes de M. PoI~ca~; sur les fonctions fuchsiennes (M~rwi~'e 

Aet(~ ma~hem(~¢ica. 11. ImprEm~ to ~0 Novembre 1887. 1 
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sur les groupes des ~quations lindaires, A c t a  M a t h e m a t i c a  tome 4). 
x et y dtant lids par la relation algdbrique 

f ( x ,  y) = o 

de genre au moins dgal g deux, on peut  tronver une fiquation lindaire 
du second ordre 

d~z 
= , y )  . z 

(off f, est rationnelle en x et y) n 'ayant  d'autres points singuliers que 
les points analytiques (x = a ,  y = b), points singuliers de l'¢~quation (t), 
et jouissant des propri~t& sulvantes. Si l 'on prend deux intdgrales con- 
venables % et % ,  l '~quation 

(0 2 

(0  t 

donne pour x une fonction fuchsienne de u, fonction qui n'est dSfinie 
que pour les valeurs de u, dans lesquelles le coefficient de i e s t  positif. 
De plus, dans le voisinage d'un point analyt ique (x ---- a , y  = b) (b faisant 

pattie d'un syst&ne circulaire de p racine@ le quotient ~ sera fonetion 
031 

1 

uniforme de ( x - - a )  7, et enfin, aucune des substitutions du groupe de 
l 'dquation lindaire n'est parabolique. 

La fonction u de x,  que nous venons de ddfinir, a pour chaque 
valeur de x une infinitd de ddterminations; quel que soit x, routes ces 
d~tcrminations ont des valeurs finies, et, dans ces expressions raises sous 
la forme ordinaire des quantitds complexes, le coefficient de i est toujours 
positif et diffdrent de z&o. u ddslgnant l 'une d'entre elles, toutes les 
autres sont donn~es par la formule 

A u + B  
C.v, + D 

oll A ,  B ,  C et D sont rdels, avec A D  - -  BC = I. 
La substitution ( A ,  B ,  C,  D) est ane substitution du groupe fuch- 

sien ddfini plus haut. Ce groupe, comme je l'ai dit, ne renferme pas de 
substitutions paraboliques. 
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2. Ces r6sultats 6rant admis, soient 

x = v = 

deux i'onctions a.nalytiques, uniformes dans le voisinage d 'un point a, que 
nous allons supposer dtre, pour ces fonctions, un point singulier essentiel 
i~old. Je suppose qu'entre x et y existe une relation alg6brique 

f ( x ,  y) = o 

de genre 6gal ou sup6rieur £ deux. 
J'envisage la fonction u de x, d6finie plus haut;  je  remplace duns 

cette fonction x par P(z) ;  u devient une fonction de z, dont nous allons 
faire 1'6rude, duns le voisinage de a, c'est-b~-dire ~ l ' int6rieur d 'un certain 
cercle C d~crit du point a comme centre, cercle ~ l 'int6rieur duquel  les 
fonctions P(z) et Q(z) sont uniformes et ont le seul point singulier 
essentiel a. 

Dans le voisinage de route w l e u r  de z, k laquelle ne correspond 
pus un syst~me de valeurs de x et y qui donnent un point singulier de 
1~ relation alg6brique, la fonction u est 6vidernment uniforme. Soit 
maintenant  z = z 1 une valeur de z pour laquelle on ait x = a', y = b', 
cette derni~re faisant partie d'un syst~me circulaire de p racines; l'6qu~- 
tion P(z ) -~  a' admettr~ lu racine z = z I ~ un degr6 de multiplicit6 
mult iple  de p ,  puisque la valeur de y tir6e de l '6quation (I) doit ~tre 
une fonction uniforme de z. Or u(x) 6tant duns le voisinage de x ~-~a' 

1 

fonction uniforme de (x ~ a') -~, sera par suite une fonction uniforme de 
z dans le voisinage de z~. Nous concluons de l'~ que u est. une fonction 
uniforme de z, duns tout  contour simple, situ6 h~ l ' int6rieur de C et ne 
comprenant pus le point a. 

Nous allons maintenant  rechercher la forme de u dans le voisinage 
du point a. Soit pour un point du cercle C une d6termination u de 
lu fonction u(z);  quand z fuit un tour complet autour du point a duns 
le sens positif, ~c----P(z) d6crit duns son plan une courbe 6galement 
ferm6e, et par cons6quent la nouvelle d6termination de u a la forme 

A u + B  
Cu + D '  
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cette substitution 6tant une des substitutions du groupe dont il a 6t6 
parl6 pr6c6demment, et deux cas vont gtre ~ distinguer, suivant que 
cette substitution est hyperbol ique ou e]liptique. 

3. Supposons d'abord que la substitution (A,  B ,  C , / ) )  soit hy- 
perbolique. On ~ alors (A + D ) ~ >  4. 0~~ peut alors, comme il est 
bien connu, trouver cinq quantit6s r6elles a ,  i~,  y ,  3 et k, telles que 
a + l~u se reproduise multipli~ par k apr~s un tour  complet de z autour 

du point a. 
k est d'ailleurs une constante positive difl'~rente de l'unit(~; de- 

signons par t~ son logari thme arithm~tique. Le quotient 

+ 3u : - -  ' 

reprend par  suite la m~me valeur apr5s un tour complet, et l'on peut 
dcrire 

i" + d',~ 

la fonetion ~,(z) 5tant uniforme da.ns le eerele C; f ( z )  n 'aura dans ee 
dom~tine d'autre point singulier que le point a, ear le d~nominateur 
y Jr- & t n e  peut jamais devenir nul, puisque T et 3 sont r5els. De plus 
~(z) ne s 'annulera jama.is, puisque a q-tq~*~ ne peut s'~nnuler; par suite, 

le quotient ~,'(z) est uniforme et continu dans C ~ l 'exception de a. 

On peut alors ficrire 

f ' (  z)  __  A,~ A,  
~( z )  - - ' "  " q (~ - -  a)" + ~ ~--. 

" +  - -  a) + . . . ,  

sdrie double proc6dant suivant les puissances croissantes de z - - a .  En 
int6grant, on voit de suite que A, doit 6tre un entier m positi£ ou n6- 
gatif, puisque ~(z)  est uniforme; on ~ done 

= - -  ( , ) . , er<:>,  

f ( z )  6rant uniforme dans C et continue i~ l 'exception du point a. En 
r6sum~, nous obtenons 
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+ 
- -  

~ + 3 ~  

Or le coefficient de i dans le premier membre  ~ un signe invariable, 
puisque dans u le coefficient de i e s t  toujours positif; nous allons montrer  
que le coefficient de i dans le second membre  ne pent avoir un signe 
constant; 6crivons k cet effet 

(/L + re]log(z--a)+ [(z) + 
( z - -  a;-"' ¢<=) = e ' 

I n  

Si dans cette expression le coefficient de i a toujours le mdme signe, 
te signe + pour fixer les id6es, le coefficient de i dans 

+ + 

devra rester compris entre 2kzc et (2k + I ) r ,  c'est-k.d'ire entre deux li- 
mites fixes. 

Posons 

I1 est tout  d 'abord 6vident que, si m n'est pas nul, V ne pent  
rester entre deux limites fixes, car une rotation autour du point a aug- 
mente V de 2m7c. 

Supposons donc m ~ o; l e g a h t e  pr6eddente pourra s ecrlre 

2~i 21rV _1_ 27riUU 
l o g ( z - - a )  + - ~ - f ( z )  = - - - - ~  /~ , 

OU 

(Z  - -  ¢[I,)e l~ = e P e l~ 

Mais le module du second membre reste compris entre deux li- 
mites d6termin6es, tandis que le premier peut devenir aussi petit que 
l'on veut, que f ( z )  soit continue ou non au point z--~ a. 

I1 r6sulte de la contradiction que nous venons de rencontrer que 
la substitution (A,  B ,  C,  D) ne peut dtre hyperbolique. 

4. Supposons maintenant  que la substitution soit elliptique. Nous 
fl.vons dar ts  Ce CflS 

(A + D) ~ < 4 
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On pourra encore trouver quatre quuntit6s ~,  f l ,  T, ~ et k telles 
(2 + fi,~ 

que se reproduise mult ipl6 par k apr6s un tour de z autour de 7"+3~ 

a; mais ici ces quuntit6s ne sont plus r6elles. On a pour d6terminer le 
rapport  de T ~ 3 l '6quation du second degr6 

+ ( D -  CY'= o, 

et pareil lement 

~fl~ + (D - -  A)fl~, - -  C~ ~ = o;.  

et sont done racines de l '6quation du second degr6 

B + ( D  - -  21) x - -  C'x ~ = o ,  

dont les racines sont imaginaires, puisque 

(A + D) 2 <  4 et A D - - B C =  ~. 

(2 
Nous prendrons pour ~ l'~ racine dans laquelle le coefficient de i 

est ndgatif, et par suite dans ( le coefficient de i sera positif. 
o 

Quant au multiplicateur k, il est n~cessairement une racine de 
l'unit6, sans quoi le groupe dont fait pa.rtie la substitution (A, B,  C, D) 

2mwl 

ne serait pas un groupe discontinu; nous poserons done k ~---e ~' , m e t  
n 6tant positifs et premiers entre eux. 

Ceci pos6, consid6rons le quotient 

ce quotient seru une fonction uniforme dans le domaine C. 

Ecrivons done 

y + 3~,. 

D'aprSs ce que nous avons dit plus haut, le coefficient de i clans 

r e s t  n6gatif, tandis qu'il est positif dans a Le ddnominateur 
~ fi" 

i" + 3u ne peut done s'annuler, puisquc d'ms u le coefficient de i est 
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toujours positif; il y u plus, le module  du premier  membre  reste toujours 

inf6rieur ~ une limite qu' i l  serait facile d'assigner. On en conelut  que 
le point z = a ne peut  6tre un point singulier essentiel pour 9~(z). Ce 
point est done un p61e ou un point ordinaire pour la fonetion 9'; dans 

ees conditions, l'expression: 

(~ - -  ~). ~,(~), 

n 6tant plus grand que i et m 6tant premier  k n, ne peut  que tendre 
vers z6ro ou augmenter  ind6finiment quand z tend vers a; la seconde 
supposition 6tant, d'apr6s ce qui pr6c5de, inadmissible, cette expression 
a la valeur z~ro pour z = a. Nous arrivons done ~ cette conclusion: 

De quelque mani6re que z tende vers le point a, la fbnction u 
(Z (L 

tend vers ~ .  Or, pour u =  ~ ,  la fonetion fuchsienne x de u, d6- 

finie par la relation (n ° 1) 

(O l 

poss6c~e uric valeur parfai tement d6termin6e; done, de quelque mani6re 
que z t e n d e v e r s  a, la fonction x----= P(z) tend vers une valeur d6ter- 
min6e, ee qui est en contradiction avee l 'hypothdse que le point a est 

un point singulier essentiel de P(z). 
La substitution (A, B,  C, D) ne peut  done 4tre ell iptique; or, 

comme le groupe ne renferme que des substitutions elliptiques ct hyper- 

boliques, il ne nous reste plus qu'g supposer que la fonction u de z e s t  

uniforme dans le voisinage de a. 
5. L 'examen de ce cas sera bien facile. On aurai t  alors 

off 

,, = A( , )  + B(~), 

A ( , )  = .L + A l ( z - - a )  + . . . ,  

B(~)---- "' B, 
- a + ( z  - -  a )"  + . . . .  

B(z) dolt (~tre nulle, sinon le coefficient de i dans lu fonction u aurai t  

un signe variable. On a done 

, , - -  .ao + A , ( ~ - -  ~) + . a , ( ~ - - a )  ' + . . . .  
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Dans la constante A0, le coefficient de i dolt 4tre diffgrent de z4ro 
et positif; il ne peut, en effet, c~tre nul, car alors le coefficient de i dans 
u serait le m4me que dans 

Al(Z - -  a) 2 r- A~(z ~ a) 2 + . . . ,  

et ee dernier darts le voisinage de z ~---a n'a 6videmment pas un signe 

constant. 
On volt done que, quand z tend vers a, u tend vers une valeur 

A 0 dans laquelle le coefficient de i e s t  diff6rent de z6ro et positif. En 
raisonnant eomme plus haut, nous en concluons que, pour z ~--a, la 
fonetion /~(z) a une vMeur parfaitement d6termin6e. 

II est maintenant  bien ais6 de conclure. Nous sommes en effet, par 
ee qui precede, conduit '5. cette conclusion que le point a ne peut ~tre 
un point singulier essentiel de P(z)  et Q(z). C'est done bien, comme 
on voit, le th6or&ne 6nonc6 au ddbut qui se trouve ainsi d6montr6 
d'une mani6re eompl6tement rigoureuse. On peut encore dire, ee qui 
reviendra au m~.me, que: 

Si entre deux fonctions analytiques uniformes ayant un point sin, qulier 
essentiel isol~, existe une relation algdbrique, le genre de cette relation ne 
peut d~passer un. 

Seconde ddmons t ra t ion .  

6. Nous allons mMntenant donner une seconde ddmonstration du 
m&ne thSor&ne, sans rien emprunter  g la th~orie des fonctions fuchsi- 
ennes. A cet effet, nous supposerons d'abord que la relation f ( x ,  y)----o 
soit hyperell ipt iquc;  nous pourrons alors nous placer dans l 'hypoth&e o{1 
cette relation a prScis6ment la forme 

Y' = (x - -  bd(.~ - -  b~).. .  (x - -  b,,); 

b ~ , b ~ , . . . , b ,  sont n constantes diff6rentes et n e s t  sup6rieur g quatre. 
Nous supposons, eomme plus haut, que l'on puisse poser 

x = v =  

P e t  Q &ant des fonctions analytiques, uniformes dans le voisinage d'un 
point a, qui sera pour ees fonctions un point singulier essentiel isolS. 
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I1 est clair que les 6quqtions 

9 

2 ( ~ )  = z , , ,  ~ ) ( ~ )  = ~ ,  . . . , P ( ~ )  - z, , , ,  

n'auront dans le eercle C que des racines d'un degr6 pair de multipliait6. 
Ceci pos6, formons le quotient 

d P  

d z  

v / ( P  - -  b ~ ) ( P  - -  b .~ ) (P  - -  b ~ ) ( P  - -  b,) 

ce sera une fonction R(z), uniforme dans le cercle C, et continue sauf 
au point a qui pourra dtre pour elle un "point singulier essentiel. Nous 
pouvons done dcrire 

P 

/~" d P 
\ / ( P - -  b~) . . .  (P - -  b4) 

t'o 

z 

=. fR( , )d~  = s(~) + A log (~ , -  ,,) 
zo 

S(z) d6signant une fonction uniforme dans C, et continue sauf au point 
a, qui pourra dtre pour elle un point singulier essentiel; A reprdsellte 
une constante, et 2,via est 6videmment une somme de multiples de pd- 
riodes de l ' intdgrale elliptique. 

On conclut de 1'~ q ue /)(z) est t ute fonetlon douMement pbModique 
¢ de S(z).4. Alog(z--a),  soit 

r(~) = six(,,) + a ~og(~--,)?. 

Je vais maintenant  montrcr que P(z)  aycmt cette forme, l 'dquation 

off b est diff6rcnt de bl, b~, bu, b 4 ne peut avoir dans C toutes ses ra- 
eine.a d 'un degr6 pair de multiplk~.it6. Rcmarquons d'abord que la d6- 
riv6e de F(u)  considdr6e cornme fonction de u ne s'annule que quand 
prend une des valeurs b~,b~,b.~ ou b4; il en rdsulte clue si z = z~ est 
une racine d'un certain degr6 de multiplicit6 de l '6quation (I), elle sera 
racine du mglne degr6 de multipliclt6 de l 'dquation: 

S(z) q- A l o g ( z - - a ) =  S(zl) q-- A l o g ( z , - - a ) .  
Ac ta  m a t h e m a t l c a .  11. Impr im~ le 3 Ddcembre 1887, 
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Si done nous d6signon,~ par ~q et u 2 les racines de l '6quation ~ ( ~ ) =  b 
dans un parall61ogramme de p6riodes (o~, to'), routes les 6quations 

S(z)  -k A log (z m a) = ~fi + rnto -4- re'to' 
(2) 

S(z)  + A log (z - -  a) ----- ~ + into -t- ,re'to' 

off m et m' sont des entiers quelconques, devront avoir dans C routes 
leurs racines d'un degr6 pair  de multiplicit6. 

Consid6rons malntenant  la fonction 

c'est une fonction uniforme dans C, et continue sauf au point a qui est 
pour elle un point singulier essentiel. Les 6quations 

It I ~- ~lt¢,O+ Sn '¢,J' It~Jt-~lfts ~, pZl'tu' 

n"mront  clans C que des racines d'un degr6 pair  de multiplicitS, car ces 
6quations sont identiques aux 6quations (2), puisque, comme nous l 'avons 
dit, on a 

2~iA = ato A-flto' 

eg fl 6tang des entiers. De plus, ees dquations son~ en nombre infini; 
,3 nous a.vons done m~e fonetion ~,(~) uniforme dans U, continue sauf au 

point singulk.r esscntiel a., e/. lelle que 1)our u,ne i~fi~.ild de vale~t,rs de h, 
l '6quation 

a dans 6' routes ses raeines de degr6 pa.ir de multiplieit6. C'est k la 
ddmonst.ration de l 'impossibilitd de ce fair que nous sommes ramen6. 

En consid6rant quatre des valeurs possibles de h, et en raisonnant 
sur eq, eomme nous avons raisonn6 plus haut  s u r t  ) , on montrera que 
f~ ddsignant une fonetion doublement pfiriodique, on a: 

S~(~.) 6tant une fonetion de mdme nature que S e t  ~. 
Or l'identit~ (3) est i~adm.issible. Car soit 2 q-.mo)~ + m'toi une sdrie 

de p61es de la fonction f,~, dont to' et w[ d6signent les p6riodes; les 
6quations 

(4) S'~(z) + A, l o g ( z - -  a) = ), + ,,1to, + m',o; 
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uuront cert 'finement des racines dans le cercle C, car ces 6quations re- 
viennent aux 6quations: 

Sl(z ) ~t + m~o 14- m'~o'i 

" = e -,1 

(on se ra.ppelant la relation n6cessaire 2~iA~-= a:w~ + [~w'~). 
Le second membre  a une infinit6 dc wfleurs quand on donne aux 

entiers m et m' routes les valeurs entidrcs possibles. Or si l 'on consid0re 
]a fonetion: 

s,L~) 

0 - -  , 

elle prend une infinit6 de lois dans le voisinage de a toute wflcur donnc'e, 
deux exceptions seulement 6tant possibles, d'aprSs une proposition gdnd- 
rale que j"d  donpde autrefois sur les x;aleurs d'une fmmtion uniforme 
dims ic voisinage d'un point singulier essentiel. ~ Pour une racine de 
l '6quation (4), ~(z) sera infini, ce qui est en contradiction avec le fair 
que ¢3(z) dolt 6tre continue pour tous Its points de C h l 'exception seule- 

ment  de a .  

Le th6orb.me est ainsi eompl6tement d6montr5 pour les eourbes hy- 
perellipt.iques. 

7. II a dr6 supposfi, dans ee qui prdedde, que 1~ relation entre x 
et y 6tait hyperelliptique. Mes tentatives, pour passer au eas gdn~ral, 
n'avaient pas 6td eouronndes de suce0s, mais on peut eependant achever 
la d6monstration, en restant dans le mdme ordre d'iddes, grg.ee ~ une 

1~ b~,,~.tz darts remarque fort int6ressante que m'a communiqu6e M. A. I ~,~ .... 
une tettre ddjb~ aneienne. 

Soit f (x ,  y) = o, la relation que l 'on ne suppose pas hypc'relliptique, 
st pour laquelle on a par eonsdquent i~ > 2. A l'6qua.tion prdeddente, 
le savant gfom&re assoeie une relation 

f,( ) ': ,~. . 

jouissan~ des propri6t6s suivantes: les points de r'tmifieation de la time- 
tion alggbrique y~ de x sont tous compris parmi les points de ramifica- 
tion de l'~ fonetion algSbrique y de x (on suppose, pour plus de simpli- 
citS, st comme il est permis, que tous lea points de ramification de la 

3[dmoire sur les fonctio~s enli~res (Annalcs de l '6cole  normalc  sup6r ieu rc  
dc Paris~ I88O). 
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fonction donnent seulement, des cycles de deux racines), et darts le voi- 
sinage de tout  point analytique (x, y) h~ fonction Yl peut ~tre consid6r6e 
comme une fonction uniforme du point (x, y). L'dquation f~(x, Yl)peut  
d'ailleurs 5tre ddtermin6e d 'une. infini t6 de manidres, comme le montre 
la eonsiddration de la surface de RIEMA~N correspondant i/, f ( x ,  y ) .=  o. 

Substituons maintenant  clans eette fonction Yl de x 

!]~ va devenir une fonetion de z, uniforme et continue dans le voishmge 
de tout point du eerele C, autre que le point a; quand z fera un tour 
autour du point a, Yt pourra ne pas retrouver 1'~ mdme valeur, mais 
eomme y~ n'a qu'un hombre limitd de valeurs, on est assur6 qu'aprds u n  

certain hombre de tours, soit m, y~ reprendra sa va.leur initiale. Or posons 

Z -  {'t ~ Z 'm 

:r. sera une fonetion uuiforme de z' darts le voisinage de z' = o, et y~ sera 
pareillement une fonetion uniforme de cette m6me variable; nous avons 
donc deux fonctions x et Yl de z', uniformes dans le voisinage de z'--= o 
qui est pour elles un point singulier essentiel isol6, et lides par la relation 

, ! / , )  = o 

don{ le genre est dgal g deux. Cette conclusion est inadmissible d'aprds 
ee que nous 'tvons dit d'une mank':re grind, rule des relations hyperellip- 
tiques. Le thdorbme est done, cette t'ois, dtabli sans aueune restriction. 

S. Des deux dg',monstrations prdefdentes, ht seeonde ne faisant pas 
appel ~, la thdorie des fonetions fuchsiennes a dvidemment un earaetdre 
plus 516mentaire. EIIe est cependant beaucoup plus artifieie]le, et il me 
parait plus nalurel, pour d&nontrer l'impossibilitd en question, de s'adres- 
set pr~ieisdment aux fonetions uniformes rdalisant eette expression des 
eoordomldes d'une eourbe algfbrique h. l'aide d'un paraml;tre. Les fone- 
tions fuehsiennes se justifient en quelque sorte qinsi d ies  mdmes; je 
veux dire qu'on peut tenir pour eert'tin, d'apr~'~s le thdordme qui fair 
l 'objet de Get article, qu'il est impossible d'obtenir des fonetions uni- 
formes plus simples que eelles de M. PoINc~l~ pour exprimer les eoor- 
donndes d'une eourbe alg6brique de genre queleonque. 

Paris, le i i  Oetobre I88 7. 


