SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS DE DEUX VARI-
ABLES INDEPENDANTES.

PAR
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Je me propose, dans ce travail, d’étendre & une classe particuliére
de fonctions de deux variables indépendantes = ct y les théorémes de
MM. Wrigrstrass et Mirrac-LerrLER sur les fonctions d’une variable.
Japplique ensuite les théorémes weneraux ainsi obtenus & la formation
de certaines fonctions s1mplement périodiques de deux variables.

J’emploie le mot de point pour désigner un systéme de valeurs attri-
buées aux deux variables x et y; ainsi je dis qu'une fonction de z et y
gannule au pomt (x,, y,) si elle gannule pour v =2, y = y,; ete. ....

Nous renvoyons pour la classification des points singuliers des fonc-
tions de deux variables indépendantes au Mémoire de M. WrIERSTRASS:
» Hinige auf die Theorie der analytischen Functionen wmehrerer Verdnder-
lichen sich beziehende Sdtze>.

1. Soient

ey S ), S ), e S ),

une suite de fonctions analytiques uniformes des deux variables indépen-
dantes = et y possédant la propriété suivante: pour toutes les valeurs de
v supérieures & un entier positif 4, Ion peut assigner un nombre positif
a, tel que la fonction f(z, y) reste holomorphe tant que les modules de z
et y restent inférieurs & a,; de plus ce nombre a, augmente indéfiniment
avec-v. L'en peut alors former une fonction uniforme F(z, y) des vari-
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ables indépendantes z et y n’ayant i distance finie d’autres points singuliers
que ceux des fonctions (1) et telle que la différence

soit réguliére en tous les points singuliers de f(z, y) 4 l'exception de
ceux de ces points singuliers qui peuvent appartenir & certaines autres
des fonctions (1). o

Pour démontrer ce théoréme il suffit d’employer la démonstration
indiquée par M. WrrErsTRASS pour le théoréme de M. Mirrac-LEFFLER.
Cest ee que je vais montrer rapidement. Dégighons par & un nombre
positif moindre que l'unité et par

By Gy vnenn &, .

17

des nombres positifs dont la somme est finie. Formons d’abord la' somme
des fonctions fi(z, y) dans lesquels v < pu;

yep

@) Py 4) = 3, /e, 9).

Considérons maintenant les fonctions f(z, y) dans lesquelles v > u; pour
les valeurs de x et y telles que -

3) mod # < ea,, mody< ¢a,

la fonction f(x, y) est développable en une série convergente de la forme

Mew, N=0

Flz, y) = 2 A 2™y,

me=0, n=0

et P'on peut assigner un entier positif p, tel que, pour toutes les valeurs
de z et y satisfaisant aux conditions (3), I'on ait

m=w, N=w

mod. 2 AR 2"y L e

. m=Py1 n=p,

gl 'donc Yon désigne par ¢,(x, y) le polynéme
» m=p, —1, 'n=p;,—l v

oo, ) = 3, AD ey,

me=0, n=0
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la série
@ Ry 9) = Y, (e, ) — oo, )]
. v=p+41

est convergente en tous les points qui ne sont pas des points singuliers
des fonctions f(z, ). La fonction

Fle, y) = F (2, y) + F,(», )

posséde les propriétés indiquées dans I'énoncé. La fonction la plus générale
possédant ces propriétés est F(x, y) + G(z, y), G(x, y) étant une fonction
entiere de z et .

2. L'on conclut de ce qui précéde le théoréme suivant:

Soient '

(5) gl(w’ y)’ g?(”a ?/), v gu(w, ’lJ), v

une suite de fonctions entiéres de = et y possédant la propriété suivante:
pour toutes les valeurs de v supérieures & un entier positif g, I'on peut
assigner un nombre positif «, tel que la fonction g,(x, ) ne s'annule pour
aucun systéme de valeurs de z et y dont les modules restent inférieurs
a a,; de plus ce nombre «, augmente indéfiniment avec y. Alors, en
désignant par '

k, k

2y v

k,, ...

19

une suite d'entiers positifs, Fon peut former une fonction entiére G(z, y)
de x et y annulant pour toutes les valeurs de z et y qui annulent la
fonction g,(z, y) de telle facon que le quotient

Glo, y)
[9.(2, )]

reste fini et différent de zéro pour toutes ces valeurs, sauf pour celles
d’entre elles qui annulent en méine temps certaines autres des fonctions
entiéres (5).

Cette fonction G(z, y) est donnée par la formule

Gz, y) = G (=, y). G (=, y)

Acta mathematica, 2. lmprimé 15 Mars 1883, 10
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avec
ye=p -
Gz, ) = Higte, 0™
y=1
et
¢, @, o) = gz, y)e™?
v=p+1

. ou 7,(x, y) désigne un polyndme convenablement déterminé.
Pour démontrer ces propositions, il suffit d’appliquer le théoréme
du § 1 a la fonction
3 log G(=, y)
0z
en prenant
_ 2 1og 9@ y)
Solw, y) = by ——2"——

-

3. Pour appliquer le théoréme du § 1 a un exemple, prenons

1 .
(@ + m)* + (y + n)* + &

(6) Sz, y) =

s étant un entier positif, et les différentes fonctions f, étant obtenues en
donnant &4 m et* & n toutes les valeurs entiéres de — oo & 4 co. Cette
fonction satisfait bien aux conditions imposées & f,(#, y). En effet soit ¢
un nombre positif quelconque; mettons & part les fonctions (6) en nombre
fini correspondant & des valeurs de m et # pour lesquelles la quantité

) Vm* + n* —mod. « — ¢

est négative ou nulle. Les fonctions (6) correspondant a toutes les autres
valeurs de m et » sont holomorphes pour toutes les valeurs de z et y
dont les modules sont moindres que le nombre positif

®) ay:%[l/-m2 + n* — mod. & — ¢];

l'on voit de plus que- @, croit indéfiniment avec y. En effet, si les modules
de x et y sont moindres que la quantité positive (8) on a
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mod. (# + y? + m + ni) > mod. (m + ni) — mod. (x + yi)
mod. (x — y¢ + m — nt) > mod. (m — i) — mod. (2 — y3)
et comme
mod. (@ + yi) <mod. z + mod. y
mod. (» — Y1) < mod. # + mod. y
et que |
mod. » 4+ mod. y < Vm*® + n® — mod. « — ¢,

on a
mod. ( + yt + m + ni) > mod. « + ¢

mod. (# — yi + m — nt) > mod. « + ¢;
donc en multipliant membre & membre
mod. [(@ + m)* + (y + n)’] — mod. & > 2cmod. a + ¢*;

d’ou enfin puisque

mod. [(» + m)® + (y + n)* + «*] > mod. [(x + m)* + (y + #)’] — mod. «*,

mod. [(z + m)* + (y + n)" + «°] > 2¢ mod. « + ¢*
Donc pour toutes les valeurs de = et y dont le module est inférieur & la
quantité (8) le module du dénominateur de f(x, y) reste supérieur & un
nombre fixe et par suite f(#, y) est holomorphe pour ces valeurs.

Si Ventier s est plus grand que 1, la fonction F(z, y) est facile a
former; en effet dans ce cas la série

m, n=-+®

9) Fia, y| @) = E [

My n=—2w

1
(@ + m)* + (y + n)* + a*’

est absolument convergente et les polyndémes - désignés dans la théorie
générale par ¢/(r, y) sont nuls identiquement. (Voir & ce sujet un Mé-
moire d'Eisexsteiv, Journal de Crelle tome 35, page 155). La fonction
(9) ainsi définie est simplement périodique. On a, en effet,

Fe+ 1, yla)=Fz, y+1|0)=F@ y|a
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On remarquera l'analogie de la fonction (9) avec la fonction

m=-4w

1
,,;_w (@ +m) + o7
qui sexprime a l'aide des fonctions circulaires. La fonction (9) satisfait
a l'identité

‘ ty v=k—1

PRk, by | k) = Y, B +5 g 47 | )

1y v=0

ou k est un entier positif. Cette formule est analogue a celle de la
multiplication dans les fonctions circulaires.

Lorsque . 'exposant s est égal a 1, la série (9) n'est plus conver-
gente. Alors

1
(w+m)2+(y+n)2+a1)

(10) Sz, y) =

développons cette foriction en série en supposant que la quantité (7) soit
positive et que les modules de z et y soient moindres que la quantité (8);
nous avons

1 _ 2mx + 2ny

ﬁ(ma y) = m +n + o . (m® + n® + a)°

+ ...

Dans le cas actuel il suffit de prendre

1

SR e prapal

alors considérant les deux fonctions
Fa, y) = Y, :
» Y) = (w+m)”+(y+n)’+a’

AN

la somme étant étendue aux valeurs de m et #» en nombre fini qui rendent
la quantité (7) négative ou nulle, et

oo 1 1
F (wa ?/)—2[(%+m)2+(y+n)z + 0,’_-m2+n2+a’:|
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cette somme étant’ étendue aux valeurs de m et » qui rendent la quan-
tité (7) positive, la fonction cherchée sera

o, y) = ', y) + F(», ).

4. Les résultats précédents conduisent a considérer une classe nouvelle
de fonetions simplement périodiques de deux variables indépendantes. Soit
R(», y) une fonction rationnelle de z et y; prenons

Iz, y) = R(@ + m, y + n)

et supposons que cette fonction f, satisfasse aux tonditions imposées par
Iénoncé du § 1. Alors, si les polynémes désignés dans la théorie générale
par ¢, (z, y) sont nuls identiquement, la série

m, A= 4o

2R(m+m,y+n)

m, n=—w®

est absolument convergente et définit une fonction uniforme ayant par
rapport a chacune des variables la.période 1.

Si les polyndémes ¢, (z, ) ne sont pas nuls et si leurs degrés respectifs
restent inférieurs a4 un nombre fixe, la fonction F(z, y) correspondante
satisfera &4 deux relations de la forme

Flw + 1, y) — F(a, y) = $(, y)

¢ et w désignant des polynomes en x et y satisfaisant & la relation
an Yo,y + 1) — g, 9) = oz + 1, 1) — o, 9)
Soit k le degré des polyndémes ¢ et w; 'on pourra former un polyndme
(@, y) de degré k -+ 1 tel que
s 2@+ 1, y) — @, y) = ¢z, y)

) 2@ g+ D) — e, 9) = oz, 9);
alors la fonction

Fa, y) — yl@, y)

admettra pour z et y les deux périodes 1.
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Dans certains cas particuliers, ces fonctions peuvent se réduire a des
transcendantes déja connues. Ainsi, si 'on suppose, dans ce qui précéde,

, » 1 1 1

la fonction F(z, y) formée avec R(r, y) comme il vient d’étre indiqué
g'exprimera & l'aide de la fonction

d log §,(u)
du

5. Voici encore une application a un exemple du théoréme du § 2.
Supposons, dans ce théoréme,

(13) W@, ¥) = @+ m)* + (¥ + 0) +

m et n variant comme précédemment de — co a -+ oco. Posons
@, y) = [l@ +m) + 3 + )’ + o7

le produit étant étendu aux valeurs de m et #» qui rendent la quantité
(7) négative ou nulle, et

@A+ m)+ Y+ 1)+ @ e
m? + ' + o'

Gz(wv 3/) = ll

© 2ma 4+ 2y 2P+ y® 1[%mx + 20y + 2° + y*\?
o I e )

m? 4 n® + «f m? + n? + o’

le produit J]' étant étendu aux valeurs de m et » qui rendent cette

quantité (7) positive; alors la fonction G(z, y) cherchée sera
G, y) = G.(@, y). Gy, v)

Cette fonction n'admet pas les périodes 1 pour z et y; elle vérifie des
équations de la forme

G + 1, y) = & PG(z, y)
G, y + 1) = G, y)
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olt ¢ et @ sont des polynémes du troisiéme degré vérifiant 'équation (11).
On pourra alors former un polynéme y(z, y) du quatriéme degré vérifiant
les relation (12) et la fonction

e_l(l‘» !I)G(m’ y)

admettra la période 1 pour chacune des variables.

On est ainsi conduit & une classe de fonctions entiéres admettant la
période 1 pour chacune des variables z et y. Pour les former on prendra
d’aprés les notations du § 2

gl‘(w7 2'/) = P(w + m, y + ”’)7

P(r, y) désignant un polyndéme en z et y. Lorsque ce polyndéme P(z, y)
est homogeéne, la fonction correspondante gexprime a l'aide des fonction 4.
6. Soit, par exemple,

9, y) = (@ + m)’ + (y + n)’;

la fonction G'(x, y) correspondante se déduira de celle qui a été formée
dans le § 5 en supposant dans (13) a = 0. Cette fonction G'(z, y) sera

(x + m)® + (y + n)* RACED

. t _ 2 2 4
(14) Gz, y) = " + y)]] . e g
avec
. . 2me + 2ny + 2 + y* . 1(2mzx + 2ny + 2° + y*\?
/’V(ma Y)=— m* 4+ n? + §( m® 4+ n® )
le produit || étant étendu aux valeurs entiéres de m et » de — co &

+ oo, la combinaison m = n = 0 étant exceptée. Cette fonction (14)
g'exprime a l'aide des fonctions # ou de la fonction o de M. WEIERSTRASS:

mw 4+ ne'

% 1 u?
ou | v, o) = ulIl(l — -—L~—)e’"w+"‘"' 2 oo
En effet en posant

2+ yi =z, % —yi = t,
on a
(z+m’+@G+n) _ z2+m+ i &+ m-—n

m? + n? m + nt m — nt
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. _ 2 t . 2t + l z " t " 2t ]2
e, y) = m+ni m—mni m:+ ' 20m+ ni m—ns m* + n*
d’ou

( _ z _1_ Ph _ t + 1_ t? i
Mo = et Sty m—mi T2 m—

#% 2t* 1 2*?

+ (m + nt) (m* + a%) + (m — nd) (m* + n®) + 2 (m* + n*)?

Alors en posant

b= Y

!
les sommes E étant étendues aux valeurs entiéres de m et » de — o0 a

! 1 ' ! 1
* =2 (m + nd) (m* + n?) =2 (m — n2) (m* + 2?)

+ oo, la combinaison m = n = 0 exceptée, on a
G’(w, y) — eazl(l+t)+§bz7tza(z [ 1’ i)ﬂ(t I 1, Q;),

et la fonction (14) est ainsi exprimée & l'aide de la fonction o

7. De méme que nous venons de former des fonctions de deux
variables simpleraent périodiques, I'on pourrait se proposer de former des
fonctions de deux variables & quatre paires de périodes en prenant dans
le théoréme du § 1

Fa, 9) = R + m' + ma + np, y + 0’ + my + nf)

ou R(z, y) désigne une fonction rationnelle de = et y, les différentes fonc-
tions £, étant obtenues en faisant varier les quatre nombres entiers

m, m', n, w

de — oo a 4+ co. Mais il y a lieu de penser qu'il est impossible de
former par cette voie des fonctions de deux variables & quatre paires de
périodes; cest ce que je me propose d’examiner dans une autre occasion.




