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Distances sous-elliptiques et
puissances d’opérateurs différentiels

Sami Mustapha

1. Distances sous-elliptiques

Soit Q un voisinage relativement compact de 06 R™ et L un opérateur différen-
tiel du second ordre,

(11) L=— Z a”(x)a——t- s

i1 axzax]

auto-adjoint, & caractéristique positive et & coefficients C* sur 2 (cf. [OR]). A un
tel opérateur on associe naturellement une distance canonique ([FP], [FS], [JS]).
Pour z€ et 7>0 on dit que yeB(x,r) ¢’il existe un chemin absolument continu
I(t), (0<t<r), vérifiant I(0)=z, I(r)=y et qui soit sous-unitaire pour L. Ceci signifie

que le vecteur tangent
0 0
dl (&) = XJ: Aj Bz

est sous-unitaire pour L en [(t) pour presque tout t€{0, 7],
n ™
D ANEEG <Y ault)EE, VEER.
ivj:]' 4,j=1

On pose
d(z,y)=inf{r >0:y € B(z,r)} < +oo.

On dit que Yopérateur L est sous-elliptique, d’indice de sous-ellipticité ¢, §’il
existe 0<e<2 et C>0 telle que

(1.2) Il SCULFNHIAD,  FeC5 (),
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ot ||-|i¢) désigne la norme de Sobolev usuelle et ||-|| la norme dans L2(R™).
La distance d(-,-) est alors holderienne d’ordre %5 par rapport a la distance
euclidienne (voir [FP])
d(z,y) < Clz—y|/>.

Soient L, et L, deux opérateurs différentiels comme ci-dessus, vérifiant (1.2)
pour des indices €1, £2>>0. Soient dy(-,-), d2{-,-) les distances qui leur sont as-
sociées. Les opérateurs L; et Lo étant formellement auto-adjoints dans L?(f2), il
sont fermables et on peut définir leurs puissances complexes LY, 0 €C, i=1, 2. Soient
0<a<pB, considérons les trois conditions suivantes :

(i) I existe C'>0 telle que

d’g(:c,y)SCd‘l"(x,y), x,y €.
(if) I existe C>0 telle que
ILS2F) < CULE 2 FI+IF1), £ eCs ().
(ill) Yl<p<oo, 3C>0 telle que
LS flle <CUILS* flos +fllze),  fECR(Q).

Une conjecture naturelle, déja considérée par plusieurs spécialistes, est que les
conditions (i), (ii) et (iii) sont équivalentes. Notamment, on a les résultats partiels
suivants :

1. Le fait que (i) = (ii) a été d’abord prouvé par Hormander (avec une perte
e>0), pour Ly=A (le Laplacien usuel) et Ly=3" X7 X; un opérateur somme de
carrés de champs C* telle que les champs X; et leurs crochets successifs jusqu’a
Pordre k engendrent le plan tangent T,(S2), Ve (cf. [H1]).

2. Rothschild et Stein ont établi le résultat ci-dessus sans perte et montré que
le meilleur £ telle que (1.2) soit vérifiée est, dans ce cas, donné par e=2/(k+1)
(cf. [RS]).

3. L’équivalence des conditions (i) et (ii) a été prouvée par Fefferman et Phong
sous les hypothéses 0<a<g<1 et L1=A (cf. [FP]).

4. L’équivalence des conditions (i), (ii) et (iii) a été démontrée par Sanchez-
Calle dans [S] sous la condition a=0 .

5. Varopoulos a établi I'implication (i) = (ii) pour deux opérateurs différentiels
sous-elliptiques arbitraires sous I'hypotheése 0<a, B<2 (cf. [V1]).

6. Le fait que (i) = (ii) ainsi que I’équivalence des conditions (ii) et (iii) sont
prouvés dans [V2] dans le cas ot L1=A et pour 0<a<f arbitraires.
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7. Dans [V3], Varopoulos prouve, pour L; et Ly deux opérateurs sommes de
carrés de Hérmander et sous P'hypothése e9>1, que (i) = (ii) et (ii) < (iii) pour
tout 0<a<f et que (iii) pour a=ay et =7 entraine (i) pour a=ag—¢ et G=0,.

8. Varopoulos a montré dans [V4] qu’il était possible d’éliminer Uhypothese
“somme de carrés” sur l'opérateur Ly et d’étendre les conclusions ci-dessus au cas
ou Ly est un opérateur différentiel auto-adjoint arbitraire et L; un opérateur somme
de carrés de champs.

9. Dans [M] nous avons établi ces résultats pour L; et Ly deux opérateurs
différentiels comme dans (1.1} (qui ne sont pas sommes de carrés), sous I’hypothese
g1 et e2>1. Nous avons aussi montré que la condition (ii) était équivalente au
fait que (a1(=,&)+{&)1)*<(az(z, &)+{£)%2)P, olt a1(z,£) et as(z,&) désignent les
symboles principaux des opérateurs L et L.

Un des buts de cet article est de montrer qu’il est possible aussi d’éliminer
Phypothése 1 >1 sur Popérateur Ly et d’obtenir les résultats ci-dessus sous la seule
hypothése £2>1. D’une maniére plus précise on montre le théoréme suivant :

Théoréme 1. Soient L, et Ly deux opérateurs différentiels sous-elliptiques
comme dans (1.1) telle que Uindice de sous-ellipticité de Lo vérifie e2>1. Con-
sidérons les cing conditions suivantes :

(i) Il existe C>0 telle que

dg(;v, y) <Cd{(z,y), VYz,yc.
(i) Il existe C>0 telle que
IS Al < CULE*FIHISD, - VF €C5().
(iil) Il existe C>0 telle que
a1(z, €)% < Claz(w, )+ (€))%, (2,6) €QxR™.
(iv) Pour tout 1<p<oo il existe C>0 telle que
1L flle < CULE* Fllzo+1fllLs), VS €CE(Q).

(v) Pour tout s€R il existe C>0 telle que

1L Fllsy <CULE? Fllsy+ I le))s VS € CEE(Q).
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Alors : (1) (i) = (ii) pour tout o, 3>0, (2) les conditions (ii), (iii), (iv) et (v) sont
équivalentes pour tout o, >0 et (3) (il) pour a=og et B=0y entraine (i) pour
B=0 et a=ag—e, avec € arbitrairement petit.

Observons que I’analyse des opérateurs du second ordre de la forme (1.1) différe,
aussi bien sur le plan conceptuel que technique, de ’analyse des opérateurs “sommes
de carrés”. L’existence d’opérateurs du type (1.1) qui ne soient pas des sommes de
carrés de champs (& coefficients C™) est liée, dans une certaine mesure, au 17°™¢
probléme de Hilbert (cf. [OR, p. 8]). L’étape qui consiste & passer du cas “sommes
de carrés” au cas des opérateurs (1.1) est souvent difficile. Cette étape a été réalisée
pour Vopérateur Ly dans [V4], comme nous l’avons signalé plus haut. Cependant,
la preuve donnée dans [V4] utilise d’une maniére cruciale la structure somme de
carrés de Popérateur L; ; en particulier I'existence d’une paramétrixe pour cet
opérateur. L’existence d’une telle paramétrixe est basée sur des constructions liées
& la procédure de Lifting de Rotschild—Stein développée dans [RS]. L’approche que
nous proposons ici montre qu’il est possible d’éviter ces constructions et de relaxer
I’hypothese “somme de carrés” sur Popérateur Ly ; ceci en dégageant une traduc-
tion en termes de symboles de l'inégalité (ii), i.e. le critere (iii). Cette approche
qui est basée sur une utilisation systématique du calcul pseudo-différentiel dans le
cadre des classes S(m, g) et des espaces fonctionnels qui lui sont naturellement as-
sociés permet en outre d’obtenir le raffinement (v) que ne donnent pas les méthodes
précédentes. Notons enfin que le critére (iii) permet de mettre en évidence une notion
d’exposants de Lojasiewicz associés aux opérateurs différentiels que nous explorons
dans la derniére section de cet article.

2. Puissances des opérateurs différentiels

Une étape essentielle dans la preuve du Théoréme 1 est un résultat concer-
nant les puissances des opérateurs différentiels. Soient L et Lo deux opérateurs
différentiels comme dans (1.1) et soient L, a>0, i=1,2, les puissances fraction-
naires qui leurs correspondent. Pour >0 et 1<p<oco on définit les normes de

Sobolev associées a 'opérateur L;, i=1,2, par
(2.1) LS fllze +1Ifllze ~ 1(Z+Li)* f| e

Pour p=2 ’équivalence précédente résulte du théoreme spectral et pour 1<p<oc elle
résulte de la théorie de Paley—Littlewood abstraite (cf. [V1]). Précisons que f(w)~
g(w) signifie qu’il existe une constante C>0 telle que C~! f(w)<g(w)<Cf(w) et
que nous employons le symbole C'>0 pour désigner des constantes qui ne sont en
général pas identiques. Afin d’alléger les notations on conviendra de désigner dans
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la suite par L aussi bien lopérateur L que 'opérateur C(L+AI) ou C et A sont
des constantes convenables. Avec cette convention de notation et compte tenu de
Péquivalence (2.1), I'hypotheése (ii) du Théoréme 1 s’écrit

(22) LE<IL3,

au sens de l'ordre sur les opérateurs (cf. [D]). Une étape essentielle dans la preuve
du Théoréme 1 consiste & montrer que (2.2) entraine que

(2.3) LY <L, vYu>o,

L’implication L§ ng’ = L’{“SL;ﬂ , découle de la théorie générale des opéra-
teurs dans le cas ot 0<v <1 (cf. [D]). Elle est nécessaire pour ’équivalence des con-
ditions (i) et (ii). Il a été montré dans [V3] qu’elle est presque suffisante. En effet si
(2.3) est prouvée il suffit de baisser les puissances dans (i) et d’utiliser le théoréme
principal de [V1] pour déduire I'implication (i) = (ii). D’autre part (2.3) permet
d’établir ’"équivalence des conditions (ii) et (iv) en passant par 'interpolation com-
plexe. La famille analytique d’opérateurs TzzL'lw/ 2(I+Ly)~%8/2, 2€C, agit sur LP,
1<p<oo, par la théorie générale, pour Re(z)=0, et agit sur L? pour Re(z)=v>0
par (2.3) ; il suffit ensuite d’utiliser Pinterpolation complexe pour déduire (iv). Pour
voir maintenant comment 'inégalité entre les puissances des opérateurs L1 et Lo
entraine-t-elle celle entre les puissances des distances qui leurs correspondent, il est
nécessaire d’introduire les espaces fonctionnels associés aux opérateurs L de la forme
(1.1). Pour a>0 et 1<p<oo on pose

(2.4) HX(L)={feLP:(I+L)*/*fe LF}.
Il s’agit de l’échelle des Sobolev associés aux normes (2.1). Soit T;=exp(—tL),

t>0, le semi-groupe engendré par L (cf. [D]). Considérons, pour a:>0, 1<p,q<o0,
Péchelle d’espaces de Besov attachée & V'opérateur L (cf. [BB]),

(2.5) Ap (L)= {f eLP: (/Ooo(t’r—a/ﬂ]L“/than)q %)Uq < oo},

ol tous les choix de 7>%a donnent des normes équivalentes sur A7 ;. Si p=¢=2
on a, par le théoréme spectral, AS,(L)=Hg(L). Si p=g=c0 et 0<a<l, on voit
facilement en utilisant la sous-ellipticité de I'opérateur L que

(2.6) A% 0o(L) =Ag,



164 Sami Mustapha

ou A¢ désigne l'espace de Lipschitz associé a 'opérateur L
(2.7) g={feL®:|f(z)-f(y)| < Cd(z,y)*}.

D’autre part les espaces Ay, sont les interpolés par la méthode réelle |-, -]o,q
(cf. [BL]) des Hy. Si L=A (le Laplacien usuel) les espaces définis par (2.4), (2.5) et
(2.7) coincident respectivement avec les espaces de Sobolev, de Besov et de Lipschitz
usuels (cf. [T]).

Soient Li, Lo vérifiant L§ SLQ . En termes d’espaces de Sobolev une telle
inégalité se traduit par l'injection suivante : Hg / 2(L2)CH§‘ / 2(Ly). Par (2.3) et
Vinterpolation complexe, il vient que H*/?(Ly)C H¥*/*(Ly), 1<p<oo, v>0. L'in-
terpolation réelle [-, -]o,, permet alors de déduire ASBI2(Ly) C ALY(Ly). TN suffit
ensuite de choisir g=oc et d’utiliser I'injection A, . (L2) CAg o (L2) (qui est triv-
iale) d’une part, et Vinjection A§ (L1) CASS 5, (L1) (qui repose sur la sous-ellipticité
de L) d’autre part, pour déduire (par (2.6)) I'inégalité sur les puissances des dis-
tances avec une perte ¢ arbitrairement petite.

Dans la suite nous allons prouver le théoréme suivant

Théoréme 2. Soient Ly et Lo comme ci-dessus et telle que Lo vérifie (1.2)
pour un indice de sous-ellipticité e5>1. Supposons que pour 0<a < firés, il existe
C>0 telle que

(2.8) IZE £l < CUILE £+,

alors pour tout v>0, il existe C>0 telle que
(2.9) Iz I < CULS FI+IF1D-

Le Théoréeme 2 est prouvé pour Li=A et Ls un opérateur du second or-
dre dans [V2]. 1l est aussi prouvé pour Li=3_,; X X;+(I+A)7, 0<y<1 et Lo
un opérateur somme de carrés de champs dans [V3] et étendu au cas ol Lg est
un opérateur pseudo-différentiel 4 symbole polyhomogene dans [V4]. L’approche
adoptée dans [V2], [V3] et [V4] consiste & ramener la preuve de (2.9) au fait que
le semi-groupe engendré par lopérateur Lo, exp(—tLz), opére sur les espaces de
Sobolev engendrés par L; :

(2.10) e"tl2: H(L,) — H*(L;), Ya>0.

La propriété (2.10) est vraie dés que L; et Ly commutent. En conjugant le semi-
groupe e~*2 par (I+L;)*/? (2.10) s’écrit

(2.11) (I+L1)*?e 2 ([ 4 L)% L2 — L%, VYa>0.
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L’écriture (2.11) montre que la propriété (2.10) correspond & une forme de commu-
tation “faible” des opérateurs L; et Ly. La propriété (2.10) est prouvée dans [V3]
pour L, et Ly deux opérateurs “sommes de carré”, en supposant l'indice de sous-
ellipticité de L plus grand que 1. L’hypothése Ly “somme de carrés” est relaxée
dans [V4].

Une approche alternative pour prouver (2.3) est développée dans [M]. Cette
approche est basée sur une étude de la nature des puissances associées 4 un opérateur
différentiel du second ordre. Si L est elliptique, on sait que ces opérateurs sont des
opérateurs pseudo-différentiels classiques : (I+ L)%/ 2eOPSY,, ot OPSY; désigne la
classe des opérateurs pseudo-différentiels classiques d’ordre a (cf. [H2]). Pour un
opérateur L comme dans (1.1), qui n’est pas elliptique, les puissances L* ne sont,
en général pas, des opérateurs appartenant aux classes du calcul pseudo-différentiel
standard. L’impossibilité de prendre les puissances fractionnaires (e.g. les racines
carrées) de tels opérateurs a conduit & I'introduction des classes de calcul pseudo-
différentiel plus générales : les classes p—® de Beals (cf. [B1]) et les classes S(m, g)
de Hormander (cf. [H2]). L'utilisation du calcul S(m, g) sera un ingrédient essentiel
de la preuve du Théoréme 2.

Nous allons prouver ce théoréme en nous ramenant au cas particulier olt £1>1
et e5>1. La preuve de ce cas particulier se trouve déja dans M].

Les assertions (i) = (ii), (iii) & (iv) et le fait que (iv) pour a=ay et B=
Bo entraine (i) pour 8=y et a=wap—¢ résulteront du Théoréme 2 comme il est
indiqué au début de cette section. On établira, en cours de preuve du Théoreme 2,
I’équivalence (ii) < (iii) < (v) et on achevera ainsi la preuve du Théoréme 1.

3. Réduction au cas o1 €1>1 et £2>1

Observons que si a<1ey, (2.9) est toujours vérifiée, d’aprés [V2]. En effet, si

52 1/2
J
on a
3.1) LYl < ClAP* Fll S CIAY2P £l < CILSP I +IIFI)-

Pour prouver la premiére inégalité de (3.1) on remarque que L’fGOPSffO, ce qui
entraine, d’apres les propriétés élémentaires des opérateurs pseudo-différentiels, que
LE<A%. D'ou

(3.2) LY* <Ak pour tout 0<v <1, k=1,2,....
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La premiere inégalité dans (3.1) découle de (3.2). La dernitre résulte de la sous-
ellipticité de Ly d’une part et du résultat principal de [V2] d’autre part. On peut
donc supposer
g2

3.3 — <2

(33 2

Les deux lemmes suivants permettent de ramener la preuve du Théoréme 2 au cas
particulier ot £1>1 et e2>1.

Lemme 1. Soient Ly et Ly comme dans (1.1) et telle que Ly vérifie (1.2) avec
£9>0. Supposons, pour 0<a<B<1 vérifiant (3.3),

(34) IS FIl < CII+L2) £
alors
(35) (L1 +A%28/2)> £| < CI(T+ L) £].

Lemme 2. Soient Lyun opérateur différentiel comme dans (1.1) et soient
e2>0 et 0<a<f tels que 1<ex8/a<2. On a alors pour tout v>0

(36) 1LY 1l S CINLy+A%2P/2)" £].
En effet il suffira alors de montrer que (3.5) entraine
(L1 + A28/ || < C||(I+L2)*P ||, pour tout v >0,

pour obtenir le Théoreéme 2 . Or si e3>1, I'opérateur L;+ A28/« vérifie (1.2) avec
un indice de sous-ellipticité plus grand que 1. Remarquons par ailleurs qu’on peut
toujours supposer, dans le Théoréme 2, que <1 car, comme il a été déja signalé,
(2.8) implique (2.9) pour tout O<v<1.

Pour la preuve du Lemme 1 nous utiliserons les techniques de semi-groupes
et d’interpolation réelle. La preuve du Lemme 2 utilise le calcul pseudo-différentiel
dans les classes de Hérmander S(m,g) (cf. [H2]).

3.1. Preuve du Lemme 1. On peut supposer a<1 car si a=8=1 (3.4) entraine
facilement (3.5). En effet, en notant (-,-) le produit scalaire dans L?(R™), on a

(L1 +A%) FIP = Lo FIP + A% £ +2Re(Lo f, A% £) S CUIL2f 1P+ £17),
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en utilisant (3.4), la sous-ellipticité de Lo et I'inégalité de Schwarz. Pour prouver
(3.5) il suffit de montrer

(L1 +A%2P/)* (I + L) || pa 2 < C.
L’hypothese (3.4) s’écrit
IS (I+L2) || 212 < C.
11 suffit donc d’estimer la norme L?— L? de la différence :
Iy =(Ly+A%2P/®)* ([ 4 Ly) P — LE(I+Ly) 5.

Comme 0<a<1, on peut utiliser la formule (cf. [D])
o0
A% =, / fma=1(g=tA_T) gt
0
et exprimer la différence I, comme une intégrale

I, =Ca/ gL (et Ea A oty (14 1) 7B g1,
0

D’ou en utilisant la formule de Duhamel pour la différence de semi-groupes qui
apparait :

oo t
I, =Ca/ t——a—l/ e—(t—s)(L1+A525/0)A52ﬂ/ae—sL1 (I+L2)—[3 ds dt.
0 0

Ecrivons
(3.7) Iy=cq / t=>"1o(t) dt,
4]

avec ;
o(t) = / e~ (=) (Li+A%2P/%) peafifag=sLa (14 1)) =B g,
0

Soit H™ 1’échelle usuelle des espaces de Sobolev. Pour —e<m<m/<g, ou € est
suffisamment petit, estimons la norme H™—H™ de ®(t). Pour cela écrivons

t
B(t) = / e~ (=) (L1+A°2P/%) pesf/a—eaf pe2B p—sln A~%2P NPT 4 ;)" ds.
0
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D'ou

t
—($— e28/a
()| g s S/O (e O A cap/abens

X ||A€2ﬁ/a_62ﬁ”Hm__,Hm—sgﬁ/oH—szﬁ
% ”Aazﬁe_—SLIA_—EZGHHW—;Hm ||A€2'B(I+L2)_ﬂ||Hm_>Hm) ds.

D’autre part, pour AGOPS%)O, auto-adjoint, positif, sous-elliptique d’indice de sous-
ellipticité £>0, on a (cf. [V2], [V3])

le™* A frempre =O(t"P7%),  t—0, a<peR.
Remarquons que dans le cas particulier ot =0, on a
le™* 4| o =0(1), =0,
méme si A n’est pas sous-elliptique (e=0), cf. [V3]. On a donc
le= Gt A arens gt = O((t—5) M) (€2Ble)1tay 4

et
|A%Be=*E A=4B  gm _prm = O(L), £ 0.

Par ailleurs la sous-ellipticité de Ly entraine (cf. [V3])
(I+Ly)™P: H™ — g™Fe2P,

d’ou
IA%2F (14 L2) ™| oy = O(1).

De ce qui précede on déduit que
t
@ s <C [ (4=s)mm 8l g,
0

L’intégrale obtenue est convergente si —e<m<m'<¢ et ¢ suffisamment petit et on
a

(3:8) 1B() | gy = O(F( /o200 %) 4,

En remplagant Ly par Li + Ao, pour un Ag>0 suffisamment grand, on peut supposer
la contribution en 400 de I'intégrale définissant I, de norme L?— L? finie. Il suffit
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donc d’étudier la contribution en 0 de cette intégrale. Or pour des intégrales du
type (3.7), avec ®(t) vérifiant

D)l gy = OFAHE=D), - £ 0,

pour me[mqg—e, mg+e| et m' €[my—e, my+e|, ol mg et mf sont deux réels fixés,
on a (d’apres la Section 1 de [V3])

In,H™ —H ™o
pour mg et my, vérifiant
—ap+A+B(mp—mg)=0.
D’ou I'on déduit, en utilisant (3.8), que
1,1 —H m’ ,

pour m’ donné par —a+a+(a/e28)(0—-m')=0 et donc m'=0. Ce qui prouve le
Lemme 1.

3.2. Preuve du Lemme 2. Pour la preuve du Lemme 2 nous aurons besoin des
notations du calcul S(m, g) que nous allons rappeler briévement. Soit g une métrique
définie sur l'espace de phase W (=R} xRg). Pour weW on note g,, la métrique
au point w. On dit que g est une métrique de Hormander sur W si g est a variation
lente, tempérée et vérifie le principe d’incertitude :

(3.9) Je, C >0 tels que gy(w—w')<e == égw < o < Cgu;
(3.10) 3C, N >0 tels que (gu/gw ) <C(1+¢5 (w—w'))N;
(3.11) hz(w)zsup{g:g;, tEW\{O}} <1

Ci-dessus g? désigne la métrique duale de g pour la dualité définie par la forme
symplectique o définie sur l'espace de phase W. Si g=)_ j )\jdac?%-,ujdsz alors la
métrique g° est donnée par g7=3 dx? /15 —{-drﬁj2 /A

Une fonction w—m(w)>0 est un poids pour la métrique g si m est lente et
tempérée :

(3.12) Je,C>0 tels que gy(w—w')<ec = Sm(w)<m(w’) <Cm(w);

+1
(3.13) 3AC, N > 0 tels que (:::((3,))) <C(1+g¢5 (w—w"))N.
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La classe S(m, g) est constituée par les symboles a(w)€C° (W) vérifiant : pour
tout £=0,1,2, ..., il existe C >0 telle que

(3.14) Ia(k) (w)(tl, ,tk)| < Ckm(w)gw(t1)1/2 ...gw(tk)1/2, Yiti,... ,tp €W.

Les espaces de Sobolev adaptés au calcul S{m,g) ont été introduits par
R. Beals. Rappelons leur définition. Si OPS(m, g) désigne la classe des opérateurs
pseudo-différentiels & symboles dans S(m, g), on pose (cf. [B2], [BC])

(3.15) H(m,g)={feS :Af € L?, YA€ OPS(m, g)}.

Observons que cette définition généralise bien la définition des espaces de Sobolev
usuels qui peuvent se définir par

H™={feS:AfeL? VAeOPS[,}, mecR.

Ceci résulte des propriétés élémentaires des opérateurs pseudo-différentiels clas-
siques. Cependant pour obtenir une bonne généralisation des propriétés des espaces
de Sobolev classiques Beals impose & la métrique g de vérifier une condition de
tempérance plus forte que celle donnée plus haut. D une maniére plus précise Beals
introduit une métrique intermédiaire, la métrique g# (g# est telle que g<g# <g?)
et remplace dans les conditions (3.10) et (3.13) la métrique g° par la métrique g*
(cf. [B2]). Sous ces conditions, les espaces H(m, g) définis par (3.15) possédent les
bonnes propriétés vérifiées par les espaces de Sobolev classiques. En particulier pour
deux poids m et m; associés & g et pour A€OPS(m4,g) on a

(3.16) A: H(mym, g) — H(m, g).

Rappelons aussi la propriété de dualité [H(m, g)]*=H(1/m, g). Observons enfin que
pour tout poids m associé & g (cf. [B2]) :

(3.17) H(m,g) = H(m,g").

En effet linclusion H(m,g#)CH(m,g) est immédiate. En écrivant cette inclusion
avec le poids 1/m et en dualisant on obtient 'inclusion inverse. Observons que
si la métrique g est donnée par g=3_; \;da3+p;dE}, alors g#=2j()\j/,uj)1/2dx§+
(Aj/nj)~Y/2d€2, ce qui entraine que deux métriques conformes (c’est-a-dire vérifiant
Gw=m(w)gy) possédent la méme métrique intermédiaire g#.

Pour la preuve du Lemme 2 observons qu'’il suffit de prouver (3.6) pour v=ke
N. Le cas général s’en déduit par interpolation. Soit a1(z, &) le symbole principal
de L;. Comme €20/ est tel que 1<e33/<2, la métrique

I 5% 2, €
0= o (7 )
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est une métrique de Hormander (au sens de [B2]) et

m(z, €) = a1 (z, €) +(€)=27/=

est un poids pour cette métrique (cf. [M, Proposition 1]). Par ailleurs, il est facile
de montrer (en utilisant les mémes arguments que dans [M, p. 255]) que le symbole
de L; vérifie les conditions (3.14) pour la métrique Gy et le poids m. D’ot il résulte
que

Ly € OPS(a1(z, £)+(€)%2P/*, G1)

et par conséquent
(3.18) LY € OPS((a1(z, £)+(£)2P/*)* G1), keN.
D’oui (par (3.16))

ILE 71l < Ol (o )+ (8925720, G-

Par ailleurs comme Vopérateur L; +A%28/® est un opérateur sous-elliptique d’indice
de sous-ellipticité plus grand que £33/a>1, la norme

(3.19) (L1 +A=2P/)kf|

est une norme admissible sur I'espace H((a1(z, &)+ (€)%28/)k Gy), (cf. [M p. 266]).
Ceci entraine que

ILE £1| < Cll (L1 +ASP/) £,
ce qu’on peut reformuler, avec les notations de la Section 2, de la fagon suivante
H?** (L +A%P/*)c H*(L;), keN,

et linterpolation dans chacune des échelles d’espaces de Sobolev associées aux
opérateurs L1 +A2P/@ et L; permet de conclure. Ce qui prouve le Lemme 2.

Par ailleurs, remarquons que (3.18) entraine que pour tout s€R et k€N
A°L} € OPS((€)* (a1 (2, &) +(€)=#/*)", &)

et, comme pour (3.19), la norme ||A*(L; +A2A/%)k f|| est une norme admissible sur
Pespace H({€)* (a1 (x, &)+ (£)2P/*)k Gy), d’ol il résulte que

IA*LEf|| < ClIA® (L +AP/ )R ).

D’autre part les puissances imaginaires pures L (L1 4+A%2#/2)i gcR agissent sur
les espaces de Sobolev (cf. [V4]). L’interpolation complexe donne alors pour tout
v>0

(3.20) ILY flls) < CN(L1+AZP/2) £ (o).
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4. Preuve du Théoréme 2

La preuve du Théoréme 2 dans le cas ol Jes opérateurs Ly et Lo vérifient (1.2)
pour £;>1 et £2>1 est donnée dans [M]. Nous allons commencer par rappeler les
grandes lignes de cette preuve. A Popérateur L;, =1, 2, on associe la métrique de
Hormander G; définie par

I AN
Ci= O (d * <£>2>’ L2

On montre que pour tout a€R :

HI+L)* N~ 1l o (aitm ey riezoe 6y 1=1,2:

On observe par ailleurs que

d 2
(G = (Ga)* = <§>dw2+-<§7 S,
D’ou il vient par (3.17) que pour tout a€R,
(4.1) WI+L)* Il ~ (s (@8) + ()51 )1 y2)
et
(4.2) NI +La)* Fll ~ Ll e ((an (e 6)+(€)22) 01 2)

Par ce qui précede, I'inégalité ||(I+L1)* fl| KC(I+L2)? f|| pour 0<a< 3, est équi-
valente & Vinclusion

(4.3) H((az(x,6)+(6)%)°, 91/2) € H(a1(z, )+{E)™)", 91/2)-

On remarque ensuite que pour deux poids m; et mg, associés a une métrique g,
I'inclusion H(m;, g)C H (ms2, g) équivaut & me <Cmy (cf. [M, Section 8]). L’inclusion
(4.3) entraine donc que

(ar(z, )+ (€))* < Claa(, ) +(6)™)°,

et donc
(a1 {z, &)+(&)°*)* < Claz(z, )+, Yu>0.

D’ou Pon déduit

H((as(2,£)+(6))*, 9) € H((a1(z,£)+()*)™, 9),
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et ceci, compte tenu de (4.1) et (4.2), implique que
I(T+La)* > Fl < ClI(T+ L) £

Prouvons maintenent 'équivalence (ii) < (iii) du Théoréme 1. Soient L; et Lo
comme dans le Théoréme 1. Observons que la condition (iii) entraine que

(a1(z, €)+(£)°2F/*)* < Claz(z, &) +{€)%2)P,

oll a; est le symbole principal de L;. D’ott 'on déduit, par les mémes arguments que
ci-dessus,

(4.4) (L1 +A%P =) | SO +L2)? £
Par le Lemme 2, (4.4) entraine alors que
ILS £l < CII+La2)P £1.

Inversement (ii) entraine, par le Lemme 1,

[(L1+A=P/ ) f| <CIT+L2)? )],
et donc, compte tenu de (4.1) et (4.2),
(4.5) (a1(z, €)+(6)°27/*)* < Clag(x, €) +(€)7).
D’ou 'on déduit la condition (ili). Pour achever la preuve du Théoréme 1 il suffit

de montrer que que la condition (ii) implique la condition (v). Or (ii) implique (4.5)
et de (4.5) on déduit que pour tout s€R

(©)* (a1 (z, &) +(£)2P/*)* < C(€)* (az(z, &)+ (€)%2)P.

D’ou il résulte,
[(L1+A%P ) £l ) SCI(T+L2)° fll(s).-

11 suffit d’utiliser (3.20) pour déduire la condition (v). Remarquons enfin que I’équi-
valence des normes ||(I+L2)ﬁf||(s)"“||Lgf||(s)+||f||(s) résulte de 1’équivalence

(a2(w,£)+(8)%)* ~ a5 (x, &) +(£)=*

pour 1<e<2 et a>0.
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5. Exposants de Lojasiewicz associés aux opérateurs différentiels

La condition (iii) du Théoréme 1, qui ramene la comparaison des puissances
de deux opérateurs & celle des puissances de leurs “symboles” permet de calculer
facilement dans certains cas le meilleur exposant 0<a<1 tel que

(5.1) L <L,

Nous appelons un tel exposant a exposant de Lojasiewicz associé aux opérateurs
L, et Ly. Dans le cas ou L1 =A et Ly est un opérateur somme de carrés de champs
vérifiant la condition de Hérmander on sait que a=1/(k+1). Ceci est le théoréme
de Rothschild et Stein rappelé plus haut. Un probleme naturel est de savoir si ceci
est toujours le cas. Plus précisement le meilleur & donné par (5.1) est-il toujours
I'inverse d’un entier.

Considérons pour 1<meN

o2 a 1y O
(5.2) Ly = 52" Jrllog(y)|2 1y 3
_2 6 vyt O
(5.3) L2 W+$ ‘—‘+ a—yz

Les opérateurs L; et Lo sont deux opérateurs sommes de carrés, sous-elliptiques
d’indices de sous-ellipticité valant respectivement €1 =2/(m+1) et e2=1. Ces opéra-
teurs sont considérés dans [V3] dans le cas o m=1. Varopoulos montre que dans
ce cas Ly et Lo vérifient Li—ESLg pour tout >0 mais que L n’est pas dominé
par Lo. La preuve de ce fait donnée dans [V3] est difficile et utilise la théorie de
Hardy-Littlewood abstraite. Le critére (iii) permet d’obtenir la méme conclusion
par des considérations élémentaires sur les fonctions, en comparant les symboles des
opérateurs (5.2) et (5.3) et permet d’étendre cette conclusion au cas ot m>1.

D’autre part M. Christ (cf. [C]) a donné 'exemple de deux opérateurs L, et
L tels que le meilleur o dans (5.1) soit donné par

D2

5.4 =
(5.4) 2p2—p1

ol 0<p; <pe €N. Il est clair que le rationnel donné par (5.4) n’est pas 'inverse d’'un
entier. Les opérateurs L et Ls sont donnés par

02 0? 99, 02
(6.5) Ly =6—+x By =51y ”layz, m=12,..,
(5.6) Ly= aa'f-l’ 8—y§+y a—yz
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M. Christ montre que, dans le cas ot m=1, dy<d{. L’opérateur (5.6) possédant un
indice de sous-ellipticité plus grand que 1, cette fois aussi, il est possible d’utiliser
la caractérisation (iii) et d’obtenir, par des considérations élémentaires, ’exposant
(5.4) qui est valable pour toutes les valeurs de m.

En utilisant le critére (iii) on peut donner un exemple de deux opérateurs L,
et Lo telle que le meilleur o vérifiant (5.1) soit irrationnel (cf. [M]). En effet pour

82 5 02 _ 2 O2 .
L,'— +Kl’f W—Fe i/y ay2, 1=1,2,
ou 0<C1<C€eR, l’exposant « est donné par
Ca
5.7 = 72
( ) 202—01

11 suffit de choisir convenablement C; et C; dans (5.7) pour que « soit irrationnel.
On peut plus généralement en utilisant la condition (iii) du Théoréme 1 donner
une expression de o dans le cas ol 'opérateur du haut Ls est diagonal. Soient Ly

et Ly deux opérateurs différentiels, comme dans le Théoreme 1, donnés par
82

hi=- 2 %(@m*

1<i,j<n

Z b4(%) 50z, Bxl

1<4,5<n
et telle que Lo vérifie (1.2) pour un indice de sous—ellipticité €2>1. Par le
Théoreme 1, (5.1) équivaut &

(5.8) (Z aij(z g,g,) <C (Z bij (2)&:E5+(€)° ) , V(z,£) €QxR™.

Dans le cas particulier ol Popérateur Ly est diagonal (i.e. b;;(z)=0 si i#7), 'inéga-
lité (5.8) a lieu si pour tout =1, ... ,n, on a

(5.9) a;i(2) €7 < C(bis(2)€ +(6:)?), Yz e, V& eR.

Des calculs analogues & ceux de [M] montrent (& partir de (5.9)) que le meilleur «
dans (5.1), est donné par,

HiE2

5.10 5. T o

( ) @= L{ll>1{2Zi+62_2}
ol ; est exposant de Lojasiewicz de a;; par rapport a by

s =inf{# € Ry :3C > 0 telle que |ay(z)|? < Clbis(x)|, Yz €Q}

et ;=00 si I’ensemble précédent est vide. Si les coefficients a;;(z) et b;;(x) sont
réels analytiques et si ) est un voisinage de U'origine relativement compact et sous-
analytique (cf. [BR]) les exposants de Lojasiewicz »; sont rationnels. Si &5 est ra-
tionnel la formule (5.10) imlique que o est aussi rationnel.
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