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Introduction Consid~rons la fonction e * et son d6veloppement en sdrie 

X n X m  + n 
enti~re ~ n.t" Au lleu de celui-ci, considdrons la s~rie voisine 

r ( m + n +  I ) '  
71~0  n ~ O  

e~ 6tudions la difference 
r x m  + n 

(i) 

Plus g6n6ralement encore, remplagons x par x y, et multiplions la difference en 

question par F(m + I)y -~-1 .  L'expression 

(2) y m  + 1 

yn - -1  x m  +n 

Z (m -4- 1)(m + 2 ) . . .  (m + ~t) 
n = 0  

trinsi form6e appara l t  eomme repr6sentant  une  en 'eur  rdsul tant  de ce que m 

diff~re de o. Bien entendu,  x, y, m sont des hombres complexes quelconques.  

D'au~re part ,  eette diff6renee s'derit 

0 

off 

] - -  37534. Acta mathematic, a. 

~(x, ~)= f~-=~(, + u)-od~ 
0 

69. Imprim6 le 1 septembre 1937. 
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se rat~aehe gtroitement g la fone~ion eul~rienne de deuxi~me esp~ee e~ g la fonc- 

~ion ~log. int~grab. 

Nous nous proposons de montrer dans cette note que x m + l ~ ( x y , - - m )  est 

ddveloppable en s~rie de facult6s de y lorsque ~ ( y ) >  o e t  ]e z -  I 1 >  i; les 

coefficients de ce d6veloppemen$ sont des polyn6mes On ~ (x), dont les coefficients 

s'expriment g l'aide de hombres rationnels a~, dont les valeurs, pour m entier 

positif, interviennent dans la transformation classique d'une s&ie asymptotique 

en s&ie de faeult~s, savoir 

mI | % Ms! 

f i =  ~ '  ( y +  1 ) ( y +  2 ) . . . ( y + ~ )  
(y) > o, m en~ier > o. 

I. n d~signant un nombre entier positif, on a 

! d ' l o g t _ ( - - I ) " - I  I 
n!  d t ~ n t n ' 

tandis que le premier membre se r~duit s log t pour n-~o. Posons done x------log t, 

et formons la suite des quantit~s 

(4) an (x) - -  ( -  I)n tn an X 
n!  d t  ~ 

ses termes sont 

~o (~) = x, ~1 (x) = i, 

n = O ,  I,  2, . . . ;  

1 I 
~ ( , )  = - ,  . . . ,  ~ (x)  = - ,  . . . ,  

2 n 

ee que nous d~signer0ns par la notation des suites 

I I 
(5) [ . ( x ) ] : . ,  i ,  - ,  - . . ,  - ,  . . . .  

2 n 

Plus gdn~ralement, nous poserons 

(6) ,,;? ( . )  - -  ( -  ~ )~ t" d n ~'~  
nl  d tn  n = o, 1 , 2 , . . . ,  

off m d~signe un nombre quelconque, de sorte que, d'apr~s une propri&d connue, 

la suite [a~(x)] n'est rien autre que la puissance m ~ de la suite (5). Elle est 

uniforme dans le plan de la variable x coup6 par l'axe r6el ndgatif. 
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La  fonction repr6sentative de [a(x)] 6rant 

00 ~ U n  

celle de [a ~ (x)] est [ x -  log ( i -  u)] ~, de sorte que 

(7) _ i f [ . - l o g ( , - u ) > d ~  (--i)~ f [ ~ - - l o ~ ( , + u ) > d ~  ' 
amn(X) 2 ~ i  U n+l = 2 ~ i  . ]  u n+l 

off 7 ddsigne un eercle infinitdsimal de centre u = o. Le num6rateur  de l 'inte- 

g randum est ddveioppable en s6rie enti~re de log (r + u), et l 'on a encore 

~:(x) = ( -  ~)"~ ( -  x)~x~-~  
k = 0  

I f l o g  k(I 4-u) 
d J u .  

2 ~ i U n + l  

r+ 

Cette int6grale est nulle d~s que k surpasse n, tandis que, pour les valeurs 

de k inf6rieures ou 6gales g n, 

2 ~ i u " U ~ - + I  J-~n--k 

7+ 

sont des nombres remarquables, d6jg 6tudi6s dans un pr6c6dent m6moire ~, et tels 

que [~k--k)] soit la puissance k e de la suite r6duite [(o, I)',], c 'est g dire de 

On a ainsi 

(s) 

I 1 ( - - I ) "  [B(-,I]: I, , , - - ,  
2 3 n + I  

m ~(--k)  ggm--k 

C'est un polynSme, non entier  en g6n6ral, uniforme dans le plan coup6 par le 

demi-axe r6el x--<o;  celui-ci correspond, dans le plan de la variable t, g la 

coupure t >-- I. Nous poserons, pour des commodit6s de notat ion,  

(9) ~ - k )  = ( _  i)" d + k ,  

* Cf. REN~ LAGRANGE, ~M6moire  su r  les su i t e s  de po lyn6mes~ ,  Ac ta  ma th . ,  t .  5I,  p. 230 
et  24o. 
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de sorte que 

(8') 
k~O 

On peut ~tablir d 'autres relations r6currentes remarquables entre les polyn6mes 

%re(x) et entre les hombres a~. Pour  n--> I, on a en effet 

om(x  ) ( - -  I )n t  n d t d n - l x m ~  - -  t n d _ n + l  m 

d'ofi l 'on d~duit tou t  de suite 

d an~l (x) 
m ~ I .  ( I O )  . (~n m (X) - -  ( n  - -  I )  (~n--1 (X) ~-- d x 

En exprimant  les polynbmes s l 'aide de (8'), on obtient, entre les a k la relat ion 

de r6currence 

avee 

. ~ = ( ~ -  ,)~_~ + k~n=~ n , k - -  > I, 

I I I 
[(Tnt]: I ,  , - ,  . . . .  , " ' "  ~t ~ I .  

2 3 n 

(I I) permet de former, plus ais6.ment que par  les 616vatdons aux puissances succes- 

sives de la suite [~(-1)], les ~'(n -~) d' indiee sup6rieur entier n6gatif. I1 est clair 

que les a~ sont rat ionnels  e~ positifs. Le tableau suivant con t ien t  les premiers 

d 'entre eux, avec I ~ k ~ n ,  n - ~  I, 2, 3, . . . ,  io. 

En 6crivant que [B(-~)] = [B(-k+l)]. [~(--,)], on a encore 

n - .  = ~ u  ~.n . . . .  
r  v = O  

et par suite, pour les a k n '  

n - - k + l  
. I 0~__1 

( , 2 )  4 =  ~ . n - ~  

Le tableau que nous avons form6 sugg~re une relat ion bien remarquable 

entre les 616ments d 'une mSme ligne, savoir 
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n - ~  I 2 3 4 5 6 7 8 9 IO 

I 

2 

3 

4 

8 

9 

IO 

I 

I 

I 

. . . . . .  ! 

' I ' A  I 

! ~ ? 2 i i 

I I37 I5 17 5 

I 293 469 967 35 23 I 7 I 

I ~ ~ I5~2~ ~ 1  69 28901 267 I~-I~ û  ~ ~9I I q" _ _  

I 5869 6277 129827 285 3o13 Io5 29 

. . . .  (13) ~ . - -  ~ =- o ~ ~--- 2, 3, 4 
k :  1 

Cette idenLit6 6tanL vraie pour n :  2, supposons  qu'elle le so i l  pour l ' indice 

n - -  I; il rgsulte alors de ( : i )  que 

n (__ i) k n--I (__ i) k ~ ~ ( - -  I) k (~--1 
n Z ~ - - - .  I G~-~--Cn-  I ) Z  ~ - - !  Gn-1 -}- ( ]g--I)!  n--l '  

k=l k=l k=2 

off l 'on a 

vienL doric 

t enu  compte  de ce que a;_: ~ eL On_lO doivenL ~Lre remplacds par o; il 

n = ( -  

k=l k=l 

qui d6montre  (I3) par r6currence. Pour  n - ~  I, le premier membre  de cetLe 
1 9 idenLit6 se r6duiL s - - a ,  = - -  I; enfin, si l 'on observe q u  on peut  assimiler la 
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- - ( o )  o suite [~] = [(-- I) n B~ ] ~ la suite unit6, e'est g dire que les o~ sont tous nuls, 
o sauf ao = I, (I3) s'6crit encore 

( -  I)~_, 
(14) ~ f f ~ .  on-----el, n n ~ -  I, 2, 3 , - . . ,  

avec e1,1 --  I e t  s n : O pour n ~ I. Avec les B(.-~), ceci s'6cri~ 

I -~(--k) 
(I4') ~.. ~.-k 

k=O 

: 81, n n :  I ,  2 ,  ~ ,  . . . .  

2. Th*or~me. Les hombres o~ satisfont ~ l'indgalitd 

(I5) < --~ ~-(2 L~) k-1 
9~ 

k = I,  2, 3, . . . .  

Cette in6galitd est dvidente pour k :  I. Pour  la ddmontrer  par r~currence, 

a joutons les relations (I 1) relatives aux valeurs n, n -  I, n -  2, . . . ,  k de l ' indice 

inf6rieur; il v i e n t  

]r .Ok-_ 1 (I6) ~ ~ = ~ (  k--, + k0~ - '  + "'" + (rtn~--i) , 

de sorte que, si l 'on admet  la validit6 de ( I 5 ) p o u r  l ' indiee k, (I6), off Yon 

remplace k par k + I, entralne 

<+,<}(k+,) +... + -- 2re_ 1 I [L(k q_ l)]b_l i [L(~- I)]~"-1}; 

il suffit donc de montrer  que la somme entre accolades, que nous d~signons par  

2 
G, est infdrieure s ~-(L n)< La fonction y = ~ ( L x )  ~-~ crolt avee x dans l 'inter- 

valle k <-- x <-- e ~1,  puis dgcrolt ]usqu's  o quand x continue ~ croltre jusqu'~ 

l'infini. Pa r  consequent, s in - -<  e k-l, on a 

n 

e < f ( L x ) ~ ' d x  = (L.)~-- (Lk)~ (Ln) k 
k < k 

k 

Si n > e ~-1, on peu~ ~crire 
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n - - 1  

G < ( ] ~ - - l ) k - l f ( L x )  k-1 ( ~ ) k - - l _ ~ _  [L (n -- I)] k 
e ~ _  1 -[- d x < x k 

k 

off le premier  t e rme au second membre  repr6sente l 'aire du rectangle,  de largeur  I, 

qui a pour  hau teur  le maximum de y; compte tenu  de k - - i  < L n ,  on a done 

ILn~k--13 V [L(n- -  I)]*< (Ln) k 
G <  \ e l  k 2 ~ - - - ,  

c a r  e k - 1  es~ essent iel lement  sup6rieur ou 6gal s k. L ' inbgal i t6  que nous avions 

en vne est ainsi confirm~e. 

t 

f ~ (x) 3. Calcul de t - y  tC-l dt. - -  Cette int~grale a sfirement un sens sous 

0 

la condit ion ~ ( y ) > o  et s i t  n 'es t  pas sur la coupure t ~  I, c 'est  s dire s i x  

est dans le p l an  coup6 par  la demi-droite x--~ o. En  d~signant cet te  int6grale  

par  I(x,  y), (6) permet  de l '6crire 

t 

n i t ~+y-1 log d t, d t ~ 
0 

et n int6grat ions par  par t ies  successives la t ransforme en 

z(x,  ~) (_ ~)nt-y - 
~" 3! Z (--I)S--I(n-~-Y--I)( '-[-Y--2)"'" (~t-rY--gq-I)~n~-Y--S" 

d~-8 [1 
t 

0 

dt. 

( En expr imant  les d6riv6es de log s l 'aide des polynbmes a;~(x) on a done 

(~7) ( y + n - - I ) ( y + n - - 2 ) . . .  ( y+ n- - s+  I) 
Z(x, ~)=-  ;(V:i~:_:(n-:~:~ ~:_. (x)+ 

$ = 1  

t 

0 
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Au chemin d ' int~grat ion rectiligne (o, t) correspond, dans le plan de la 

variable x = -  log t, la demi-droite parall~le ~ l 'axe re61 qui jo int  l ' image de x 

au point x + or de sorte que 

0 x 

Prenons u ~ x y pour variable d ' int6grat ion;  il vient encore 

t x y+r  

0 x y  

u m d u, 

o~t le chemiu d~crit par l ' image de u es~ la demi-droite d 'origine x y qui fai~, 

avec l 'axe r~el positif, un angle aigu 6gal s l ' a rgument  de y; cette demi-droite 

n 'a  aucun point commun avec l 'axe r6el n6gatif  u .<-o pourvu qu'en outre des 

conditions d~j~ impos~es x et y v~rifien~ l ' indgalit~ 1 [arg x + arg y l <  ~; dans 

ces conditions, on ne change pas la valeur de l ' int6grale en fa isant  pivoter cette 

demi-droite au tour  de son origine pourvu que l ' a rgument  de sa direction reste 

aigu, et, en particulier, en la rendan~ parall~le s l 'axe r~el comme il est 6crit 

darts l 'expression (I8). 

Consid~rons main tenan t  la fonction 

( I 9 )  gp(x;m)=e'~ f e-Uumdu= f e--a(x+a)mda. 
x 0 

C'est une fonction de x d~finie uniform6ment,  quel que soit m, dans le demi-plan 

de cet~e variable coup6 par le demi-axe r6et n6gatif.  Remarquons en passant 

que, lorsque ~ ( x ) >  o, on peut subst i tuer  au chemin d ' int~grat ion (x, x + ~ )  le 

chemin (x, x ~ ), et poser u ~ x (I § a); il vient alors 

~(~;  m) = ~'~+~ f ~ - ~ ( I  
0 

+ a)m d~,  

o~ l ' int6grale es~ la fonct ion ~ (x, --m) 6tudide par ~I. Tauber dans un m4moire 

On r  n a t u r e l l e m e n t  les  d d t e r m i n a t i o n s  vdr i f ian t  I a rg  x I < ~, ~ a rg  y I ~ -~" 
2 



Sur une famille de polynSmes et certains d~veloppements de la fonctions x-me ~. 9 

relat ivement  r~eent x, et qui se ra t tache gtroi tement  aux fonetions gamma et log. 

integral.  Quoi qu'il  en soit, (I7) peug ~tre considdrd comme fournissant  un  

d~veloppement de la fonct ion gamma incomplete, dont  I(x, y)repr~sente le reste, 

savoir 

y+n  - -  I)  y-'-~--~p(xy; m)= 
Tt 

n 

Z ( y - I - n - - I ) ( I J +  ~ - - 2 ) . . .  (yq-~--8-'~" I)onm - s(X)_.~_ I(X, y), 
s = l  " ( n - - I ) . . .  (~ - -8 -{ -  I) -- 

on encore, apres mulHplieati~ des deux membres par Y: (Y+n- - I )  et c h a n g e ' n  

men~ de s en n - - s  dans la somme, 

(20) 
g, (xy; m) 

y,~ 
n--1 8 ! 

- ~ (y+  ~ ) ( y + 2 1 . . .  (y+~)~Y(~) + 
s ~ O  

t 

+ (y+  i ) ( y + 2 ) : :  : ( y + , - ~ )  
0 

a T (x) t y-1 d t. 

~r, larg x q- a r g y l <  re. Les conditions de validitd sont  toujours l a rgx l  < z,  l a rgy  I < 2 

4. Supposons ma in tenan t  que n augmente  ind6finiment. (20) donne nais- 

sance s un d6veloppement en s6rie de facult6s, relat ivement  ~ y, de la fonction 

au premier membre, pourvu que le reste t e n d e v e r s  z6ro. E tan t  donn6 que 

Tt.! - -  - -  ~F(y -~- I) F(H "~- I) = O(nl--Y), 
(.V + I)(y + 2 ) . . .  (y + " - -  ~) r (" + y) 

et que ~ ( y ) >  o, nous sommes amen6s ~ 6tudier s i n  1-~ aT(x ) tend uniform6ment  

I 
vers z6ro avec - ,  ~ d6signant une constante positive. 

n 

Admettons  tout  d 'abord que m soit un  nombre entier positif, a,~(x) est un  

polyn6me entier de degr6 m, qu'on pent 6crire 

a~x , 
k~l 

t Cf. TAUBER, ~Konvergenzprobleme in der Theorie der Gammafunktion,,, Acta math.,  I93 I, 

t. 57, P. 447--458- 

2--37534. Acta mathematica. 69. Imprim6 le 1 septembre 1937. 
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car, pour  k ~ o, le coefficient a ~  l 'expression (8') es~ nul  si n ~ I. Grs  

l 'in~galit~ ( I 5 )  , o n  a donc 

(2I) 
k~l 

d'ofi rdsulte imm~dia tement  

(22) lim n 1-~ On m (x) = o, 

. et  cela sans aucune des restr ict ions que nous avons impos~es s x dans le cas 

g4ngral. D ' au t r e  part ,  (I9) s'~erit ici 

k~O 0 k= 0 

et, par  suite, (20) devient  

(23) 
- - ,  s! oy(x) 

I ( m - -  I ) . . ; k ( m - -  ~ + I ) x m _ k :  Z (y + I)(y § 2 ) . . . ( y  -]- 8) 
k=0 s~0 

+ R~ (x, y), 

off le reste Rn(x, y) est major~, en ver tu  de (2I), suivant  l ' in6galit~ 

I r (. + ~) r ( . )  I 
IR~(x, y)l < m I ~.(~ + y) II 

x+~ 

exYl f (2i 
x, 

En d4signant  par  x + u la variable ~ d ' int6grat ion,  i l  v ient  encore 

(24) 

-~-r 

I R~ (x, y) l < ~ I F(n § y) 
0 

d~composons l ' intervalle d ' in t~grat ion en 2 parties,  (0, 2 L n + [ x [) et (2 L n + 

+ I x I, + ~ ) ,  sur chacune desquelles nous remplayons 2 L n + Ix I § u respective- 

ment  par  2 ( z L n  + Ix l )  e t  2u ;  nous obtenons  ainsi la nouvelle ma~oration 

(n + y) ( 2Ln  

2 L n + l ~ l  + ~  

o ~Ln+l~l 
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et enfin, en ma jo ran t  encore les int6grales par leurs valeurs caleul6es sur l ' inter- 

valle (o, + ~ ), 

(35) [Rn(X,Y)[<2m-lmIF(Y+ I)F(n)]{(2Ln +[x[)m-1 F(m)l 
�9 r ( ,  + v) ~ (v) + ~ (v)~]" 

Les condit ions de validit6 sont m en~ier > o, ~ ( y ) >  o. En  part iculier ,  p o u r  

X = O ~  o n  a 

(2s') I R , ( o , y ) l <  2 m-I I t ( y +  ~)F(~ , ) ]J (2L~)~- '  r(m)~.  

Quand n croi t  ind6finiment, B~(x, y) t end  un i form6ment  vers z6ro duns tou t  

domaine born6 du plan de la variable x, et (23) fourn i t  le d6veloppement  en 

s6rie de facult6s de y 

(26) 
~=0 ~-~ - x ~ - ~ =  = ( y +  ~ ) ( y ~ : . . ( y + ~ , )  

dont  le demi-plan de convergence est effect ivement  le domaine  de validit6 

(y) > o. En particulier,  pour  x ~ o, il s '6crit 

(27) m! | s! o~ 
y-~ = ~ (v + ~)(y + 2 ) . . .  (v + s) ~(v)  > o. 

C'est le d6veloppement bien connu, en s6rie de facult6s, des puissances enti~res 

positives de la variable eomplexe y ;  (26) s 'en d6duit  d 'ail leurs imm6diatement .  

Mais nous avons obtenu en mSme temps une  l imite sup6rieure du reste, sous la 

forme (25'). 

5. Supprimons ma in tenan t  l 'hypoth~se 

restr ict ive que nous avions fai te  sur m. C'est 

de l ' int6grale (7) que nous allons d6duire une 

valeur majoran te  pour  a~ (x). L ' i n t eg randum 

admet  pour  points singuliers le p61e u = o et  

les points cri t iques u ~ -  I, u = e ~ I. Ad- 

met tons  que l e �9 - -  i I > I, c 'est  s dire ~ (t) < I .  
2 

B 

(i 
A 

Figure I. 
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On peut alors tra.cer un cercle de centre o e t  de rayon 6gal ~r I + e (~ > o), et 

tel que u = --  i soit le seul point  crit ique int6rieur; on ne change pas la valeur 

de l ' int6grale (7) en subst i tuant  au cercle 7 le contour A B C D E A ,  sym6trique 

par rapport  ~ 1'axe rgel, constitu6 par l 'arc de eercle E A B  de rayon I + ~, par 

un  arc de cerele coneentrique CD, de rayon I -  e' ( e ' >  o), et enfin par les 2 

segments de rayon vecteur B C, D E qui joignent  les extr~mit6s de ees arcs. On 

I 
suppose ~galement que ~ e t e '  sont  infiniment petits avec - ,  ainsi que l 'angle 

n 

d 'ouverture B 0 E, que nous d6siguons par 2 a. 

Lorsque u d~crit le eerie lu  I = I ,  posons u = d ~  - ~ < 0 < ~ r ) ;  iI vient 

T 

Fignre 2. 

l og ( I  + u ) - ~ L ( 2 c o s ~ ) +  i0-'2 de sorte q u e l ' i m a g e d e l o g ( I + u )  d 6 c r i t l a c o u r b e  

F o trae6e sur la figure 2. Si done r o n  admet que le domaine de variat ion D 

de la variable x est ~ une distance non nulle de Fo, et tout  entier dans un 

demi-plan ~ ( x ) >  A o (A o fini), ce domaine joui t  de  la mgme propri~t6 relative- 

ment  b~ la courbe F d6crite par log (I + u) quand u parcourt  A B C D E A, pourvu 

que ~, e,  c'est ~ dire I soient assez petits. En outre, D est tout  entier du c5t6 

de la convexit~ de Fo, en vertu de l ' in6gaht6 l e ~ -  I I >  I. Ddsignons par M 

l ' image de log (I + u), et par  N celle de x. Quand n c ro l t  ind6finiment, 23/ est 
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infiniment voisin de F0, tout du moins taut  qu'il reste s droiLe de la droite fixe 

P Q S T  d'abseisse Ao; N reste ~ droite d'une fronti~re ayant la forme de la 

courbe P Q R S T. Ceci pos6, soit V une constante positive, arbitrairement petite. 

0 N  
Le lieu de 3" d6fini par l'in6galit6 ~ > I + V est tout  entier hors du domaine 

D, pourvu que M soit suffisamment loin sur F; de m6me, le lieu de M d6fini 

M O  
par l'in6galit6 ~ > I + ~ ne contient aucun point de F pourvu que 2Y soit 

suffisamment 61oign6 de 0 duns D. Par cons6quent, pourvu que M soit suffisam- 

ment loin sur F et N suffisamment loin duns D, on a 

done 

M-N + M O O N  < 2(I + '~), 

i <_ OM+ 0 2 V  Ixl + ]log (i + '*)l < 2(~ + V); 
M N  I x - -  log (i + u)l -- 

par suite, s i m ' =  ~ (m), il existe une constante C fonction de A 0 et de la plus 

courte distance l de D s F, et un hombre positif R tels que ron  air 

(2s) I Ix - -  log (I + u)] m I < C [I x I + I log (, + . )  I]% 

pourvu que Ix I> R et ~[ log (I + u)] < - - R .  I1 est clair quron peut modifier 

C de fa.~on que la validit6 de (28) subsiste duns le domaine born4 de x off l'on 

a Ix I --< R, quel que soit 10g (I + u) sur F, ainsi que duns le domaine born6 de 

log(I  + u )  off l'on a ~R[log(I + u ) ] > - - R ,  log(I  + u )  sur F, quel que soit x 

duns D, puisque M N  ne devient pus inf6rieur s l, et que 0 _71/, 0 h r restent 

sup6rieurs ou 6gaux 1 s L 2. Cette nouvelle constante Cne  d6pend que de l e t  A 0. 

Ces rdsultats obtenus, il est ais6 de d6terminer des va.leurs majorantes de 

l'int6grale (7) prise sur les diffgrentes parties du contour A B C D E A .  Sur l'arc 

E A B ,  I log (I "~-U)] est au plus 6gal s I L sl + z, e t a  une borne inf6rieure au 

moins 4gale s L 2; on a done soit une in4galit6 de la forme 

l EAB 
soit 

= - -  e s t  m i n i m u m  1 U n  c a l c u l  6 1 6 m e n t a i r e  m o n t r e  e n  e f f e t  q u e ,  s u r  I'o, O M 2 L 2 c o s  2 + 4 

p o u r  0 = o .  
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[ I f[x-l~ m [ C [ L 2 + I x I ] m '  m ' < o .  (29') ~ . n + l  U)] d u  , ~  (I q- ~)n 

E A B  

Sur l 'are CD,  I'log (I + ")1 est 6quivalent g IL*'I,  *out ~ .  moins  lorsque 

a et  ~' sont  du mSme ordre, et  l 'on peu~ 6erire, quel que soit le signe de m', 

(3o) I ; [x - -  log (, + u)] '~ 

CD 

< C a  i 
(I - -  , ) n [ i L s t  I r | !  ]X]]m', + 

tout  au moins avee une valeur de C plus grande que dans (28). Prenons  

I_Ln, , I e -~ e = a = - -  I L ~ Ie t  I L e' I sont ~quivalents s L n, et  l 'on peut  subst i tuer  

(29), (29'), (3 o) les in~galit~s 

(30 i f [x - log (~ + u)] - d u 
un+l  

EA B [L~ + Ixl] ~' 

P 

t m <o, 

(3~) I f[x-log(i +")I'd. <C[Ln+lxl]m', 
U n + l  n 

CD 

o~x C dgsigne une eonstante  eonvenable,  pas n6eessairement la mSme que dans 

les indgalitgs (29) , (29'), (3o). 

Le long de BC e~ DE, posons u ~ - - - ( I  + ~)e+i"; ~ varie entre - -e '  et e 

et l 'on a 

Ii + u l ~ = z  ~ + 4 ( I  + Z) si. ~ s - z ~ +  ~; 
2 

par eons6quent, si I Z l ~  ~, I LI~ + ~11 est de l'ordre de I L~I ,  o'est g dire de 
Ln, et, si IZl > - ,  ILI I + "11 est de rordre de ILZl, lui-mSme eompris entre 
L net  L n - - L L n ,  done encore de l 'ordre de L n .  I1 existe done une eonstante  

C telle que l 'on nit, sur B C et D E,  

I [ x - - l o g  (, + u)lm[ < C[Ln + [x[] ~', 

et l 'on peut  ~crire, en changeant  au besoin les valeurs successives de C, 
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(33) <..  

c [~ ,  + Ixl] ~' C[L ~ + ixl],~, < - -  < 
n (I --  ,~')n n 

L 'addi t ion membre ?~ membre des in6galit6s (31) , (32), (33) donne enfin 

(34) [oF(x) [ < C-{[Ln + Ixl],~' + [L~ + I~l]~'} ,  
n 

sous la seule condit ion que x soit dans D, et C ne d6pendant  que de ce domainel 

tou t  au moins d~s que n est suffisamment grand. 

Cette in6galit6 est de forme analogue s (2I), et l 'on en ddduit  pour Rn(x,y) 
une in6galit6 analogue ~ (24) , de la forme 

(35) IR,(x.v) l  < 
oo 

r ( ,  + .~t) [(Ln+lxl+")"'+(L2+lxl+u)"']e~YJdu" 
0 

Observons que d a n s  le cas off m' est n6gatif,  on a tenu compte de ce que 

] ~1 = ] x + u I a une borne inf6rieure positive sur la demi-droite (x, x + ~) ,  de 

L n  + [x + u] et L 2  + Ix + u] sont  compris entre deux sorte que les rapports  L n + l x ] + u  L 2  + ] x  I + u  

hombres positifs fixes. Les conditions de validit6 sont 

(36)" l e ~ - I ] >  I, ~ ( y ) > o ,  ] a r g x + a r g y ] < ~ .  

C 6rant inconnu, il est sans int6r4t de chercher une vateur majorante  de l'int6- 

grale comme on a fair pour 6tablir (25) ' et il nous suffit ici de constater  sur 

I 
(35) que R,,(x, y) tend uniform6ment  v e r s o  avec - dans tout  domaine ferm6 et 

n 

born6 de variation de x et y, v6rifiant les in6galit6s (36). 

On d6duit ainsi de (20) le d6veloppement 

(37) 

ao 

f ~ ~ (x) 
s! a 8 

Y - '~  e--~(xY+ - ) ~ d a = ~ ( y +  i ) ( y + 2 ) . . . ( y + s  ), 
0 S ~ O  
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qui est une sgrie de faeult6s relativement ~ y, et nne s6rie de polynbmes rela- 

tivement ~ x, uniform~ment convergente dans tout domaine de la nature susdite, 

I1 r6sulte encore de (34) que cette s6rie converge absolument, e~ m~me normale- 

ment dans un tel domaine. L'abscisse de convergence de cette s6rie de facult6s 

es~ d'ailleurs effeetivement l'axe imaginaire ~ ( y ) = o ,  comme il r6sulte de la 

nature de la fonetion au premier membre. 

6. Lorsque m n'est pas un hombre entier n6gatif, la fonction ~p(x; m) est 

elle-m~me d6veloppable en s6rie en~i~re de x. En effet,/9 int6grations par parties 

suceessives de l'int6grale au dernier membre de (I9) donnen~ imm6diatemen~ 

x m  + l x m  -'F 2 

(38) ~(~; ~) ~n + i (,n + ~)(m + 2) . . . .  

x ~+p ~p(x; m + p )  
- ( ~  + ~)(~ + ~)...(m +p) + (~+ ~)(m+~)...(m+p)' 

a v e e  

~O(x; m + 19) ---- e~ i e-~ um+P d u. 
X 

Considdrons le ehemin rectiligne joignant l'origine s l 'image de x et l'arc 

de cercle A B  de centre x =  o et rayon R, limit6 s l'axe r~el posi~if en A et 

au chemin de cette derni~re intdgrale en B. 

X .B X +  ao 

.z.l +~ 

Figure 3. 

Le long de A B ,  posons u-~ Re  i~ avec o X 0 <~ 0 o-~ Arc sin ~ ;  il vient 

alors, si m ~ m' + im",  
Io.I 

I f e - ' - ~ u ~ + P d u l <  e-R~osO,,l~'~'+p+'fel~"lOdO, 

A B  0 
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et le second membre tend ~videmment v e r s o  lorsque B erolt infiniment. Par  

consequent, sons la seule condition que ~R (m + p § i) soit positif, on peu~ derire 

x 0 0 0 

U m+p d ~ 

off la dernibre int~grale est la fonction gamma incomplete. Ceci s'dcrit encore 

2~ 

m + p )  = e ~ - -  e - ~ u  ~+pdu.  
(39) F~x"+ p + I) F(m + p + I) 

Le long du ehemin rectiligne o x, on prend arg u = arg x; l'intggrale est major~e 

par le produit de ]xl ~'+v+~ et d'une quantitd ind~pendante de p. I1 vient done 

lira ~p (x; m + p) 

et, par consdquent, (38) conduit au ddveloppement 

(40) 
xm+~ 

~)(Z; m ) =  ea:.r(Wl + I)--  Z (Yn -}- 1)(/  -}- 2 ) . . . ( ~  -{- ,)" 

La s~rie au second membre converge quel que soit x, sauf peut-~tre pour x - o ,  

et sa somme est toujours uniforme dans le plan coup~ par l'axe r~el n~gatif. 

7- Portons ce ddveloppement dans  (37), et multiplions les deux membres 

par ym. Nous obtenons ainsi l'identR~ remarquable 

(4~) r i ) -  ~=,~ (m + ~)(m + 2)...(m + ~)=~o= (y + ~)(y + 2)...(y + ~)' 

qu'on pent encore ~erire, en divisant les deux membres par (xy) '~, 

(42) /~(m.l_i) e~Y ~,1 (xy) ~ s~ ~ 8! g~n(x) 
( ~ -  = ( m + I ) ( m + 2 ) . . . ( ~ + ~ )  + ( y + 1 ) ( ~ + 2 ) . . . ( y + s )  x'~ 

Relativement s la variable y, (42) apparalt eomme une s~rie mixte, entibre et de 
3--37534. Acta mathematica. 69. Imprim$ le 1 sepiembre 1937. 
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faeult4s, repr6sentant la fonction y--~e ~v dans le demi-plan ~ ( y ) >  o, tout au 

moins si ~ ( x ) > o  et [e ~ - I [ >  I, sans omettre la condition apparente que m 

n'est pas entier n~gatif. Dans ce demi-plan de y, la sdrie enti~re repr~sente la 

partie principle du premier membre au voisinage de l'infini, et la s6rie de facultds, 

au voisinage de y-=  o. Nous rencontrons ainsi un exemple bien remarquable de 

d~veloppement pr~sentant des caract~res analogues g ceux des s6ries de Laurent. 

Permutons x et y dans (4I); le premier membre ne change pas et l'on a 

ezYl"(}l~ ~ I ) - -  ,v=l~l (m + I}(m + ~_: . (m + v)= 8~o(X= "~- I)(X -}- 2 ) . . . ( X  "}- 8) 

y = I v6rifiant les conditions ~ (y) > o, ]e u --  I ] > I ,  cette identitd devient 1, pour 

cette valeur de y, 

x �9 ~ 8! , ~ ( i )  
(43) x-'~e~F(m+ I ) - - ~ , = l  (m-~ I)(m + 2) . . .  ( m + v ) - - ~ o  ( x + =  I ) ( X + 2 ) . . . ( x §  

valable dans le demi-plan ~ (x )>  o. On obtient le mgme premier membre en 

faisant y = I dans (4I), qui devient ainsi 

q/] [ ~ off 
X ~' I 0 7 ( X )  

( 4 4 )  x - m e ~ F ( m + I I - - ~ ' ( m + I ) ( m + 2 ) . . . ( m + , ) = ~ ' 8 + I  x" ; 
~,= 1 S =0 

e'est u n  ddveloppement du premier terme en la somme d'une sdrie entibre de x 

et une sdrie de polyn6mes entiers de ~; il converge Ifirement dans le domaine 

La comparaison avec (43) fournit l'identit6 

m (x) 
I gs 

Z S ' ~ I  X m 
8~0 

oo 8! 0"7(1 ) 

-)o - -  = (x + i ) (x  + 2 ) . . .  (x + ,) '  

I 
qui traduit la transformation d'une cer~aine s~rie de polyn6mes entiers de - en 

X 

une s~rie de facult~s, avec ~ (x) > o, [e* -- I [ > I .  

a On doi t  g M. SER u n  ddve loppement  du  p remier  m e m b r e  de (43) en une  sdrie de facultds 
de la  var iab le  m et  don t  les coefficients son t  des p o l y n f m e s  de Lagucr re  de x. Cf. , ,Deux 
express ions  de P(s)% Bull .  Sc. Math. ,  2e s6rie, 4. 49, I935, P. 293- -297 .  
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On peut encore substi tuer x y  ~ x dans (44), et comparer ~ (42); on obtient 

une autre identit4, 

8! (l s 

Z (y -}- I)(y -}- 2 ) . . . ( y  -1- 8)-- 
s = O  

a o  

I I a~ (X y), ymY,  

valable tout  au moins pour }R(y)>o, ] e~ - - I ] >  I, ]ezY-- I ]>  I, ] a r g x + a r g y I < z ,  

m non entier n6ga~if. 

v 


