SUR UNE FAMILLE DE POLYNOMES ET CERTAINS
DEVELOPPEMENTS DE LA FONCTION & e
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Introduction Considérons la fonction ¢* et son développement en série

- X . . . . L. C amEn
entiére 2 — Au lieu de celui-ci, considérons la série voisine Z o,
n=0n' n=0 F(m+n+ I)
et étudions la différence

0 “=3 T tn¥1)

n=0

Plus généralement encore, remplacons = par zy, et multiplions la différence en
question par I'(m + 1)y~ 1. L’expression

Fim+ 1)e*? y Tl gmrn

(2) as < (m+1)m+2)... (m+n)

ainsi formée apparait comme représentant une erreur résultant de ce que m
différe de o. Bien entendu, z,y, m sont des nombres complexes quelconques.
D’autre part, cette différence s’éerit

L]

(3) o f eI (1 + wpr du = 2 g (ay, — m),

0
ou
®

oz, @) = f e (1 + w)—e du

0
1—37534. Acta mathematica. 69. Imprimé le 1 septembre 1937.
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se rattache étroitement 4 la fonction eulérienne de deuxiéme espéce et a la fone-
tion »log. intégral».

Nous nous proposons de montrer dans cette note que z™+!g (xy, —m) est
développable en série de facultés de y lorsque R(y)>o0 et |&#— 1] > 1; les
coefficients de ce développement sont des polyndmes o™(x), dont les coefficients

s'expriment a l'aide de nombres rationnels o', dont les valeurs, pour m entier

positif, interviennent dans la transformation classique d'une série asymptotique
en série de facultés, savoir

m| ® U?S!
i I P [PEE B P

R(y) > 0, m entier > o.

1. 7n désignant un nombre entier positif, on a

tdrlogt (—1)'1
nl  dt n ot

tandis que le premier membre se réduit & log ¢ pour n==0. Posons donc x=-—1log ¢,
et formons la suite des quantités
(= 1) tr drx

(4) on(x)=——;t! T n=0,1,2,...;

ses termes sont

1 I
ox) = ol)=r1, 02(-’”):5’ ’ "n(x)‘_;&’ "
ce que nous désignerbns par la notation des suites
: I I
() ol a1, 0 L
Plus généralement, nous poserons

(__ I)n m dr xm

(6) 0;':'(.%):7! W n=0,12,...,

ot m désigne un nombre quelconque, de sorte que, d'aprés une propriété connue,
la suite [0™(z)] n'est rien autre que la puissance m° de la suite (5). BElle est
uniforme dans le plan de la variable x coupé par l'axe réel négatif.
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La fonction représentative de [o(x) étant

0

o Ut
Y — jra— —
D, on (@) u = + z,l = log (1 — u),

n=0

celle de [o™(x)] est [x — log (1 — )™, de sorte que

() o) — 1 f[m—log(l — u)]mdu=(_ I)"f[x——log(l + u)]”‘du’

2mwe wttl 27t wrt!
1+ 1+

ot y désigne un cercle infinitésimal de centre u =o0. Le numérateur de linte-
grandum est développable en série entiére de log (1 + ), et 'on a encore

] e

v+

Cette intégrale est nulle dés que % surpasse n, tandis que, pour les valeurs
de k inférieures ou égales a n,

1 log (1 +w)]* du  —pn
24 u yn—k+1 Ok

¢+

sont des nombres remarquables, déja étudiés dans un précédent mémoire?, et tels

que [BS™] soit la puissance % de la suite réduite (o, 1)4], c’est a dire de

[E(_l)] I, —
On a ainsi

® 6= 3, (= 1) Bidans

C'est un polyndéme, non entier en général, uniforme dans le plan coupé par le
demi-axe réel x =< o; celui-ci correspond, dans le plan de la variable ¢ a la
coupure ¢ = 1. Nous poserons, pour des commodités de notation,

(9) ’ ByY =(— 1)" b s,

! Cf. RENE LAGRANGE, »Mémoire sur les suites de polyndmes», Acta math., t. 5I, p. 230
et 240.
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de sorte que

(&) om (z) = D) (7;:) at amE.

n
k=0

On peut établir d’autres relations récurrentes remarquables entre les polynbémes
o™ (x) et entre les nombres oF. Pour n=1, on a en effet

(— 1) in d d"—lx'n) - d
n! dt o

oy (zr) = M n di [ tap, (x)] )

d’ou 'on déduit tout de suite

(@) = 40 (@) =) n=1.

(10) noy (@) — (n — 1) 0 d

n n—1

En exprimant les polyndmes & l'aide de (8'), on obtient, entre les ¢f, la relation

n?

de récurrence

(1) nak=(n— 1)ot_, + kol Comk=a,
avec
[0;] I, - g) e ;7 n =1

(11) permet de former, plus aisément que par les élévations aux puissances succes-

sives de la suite [E(—l)], les BS™ Qindice supérieur entier négatif. 1l est clair

que les o¢f sont rationnels et positifs. Le tableau suivant contient les premiers

d'entre eux, avec 1 <k <an, n=1, 2, 3, ..., IO.

En écrivdnt que [B™] = [B™**Y]. [B™], on a encore

i n gy no(_ 1V —_
B =3 BB =3 T g,
=0 =0

et par suite, pour les of,
n—k+1

1 |
(12) =2 , %5

y=1

Le tableau que nous avons formé suggére une relation bien remarguable

entre les éléments d'une méme ligne, savoir



Sur une famille de polyndmes et certains développements de la fonction 2" ¢*, 5

Nl‘ 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
I
2 | 1 1
2
3 | ! 1 I
ﬁ_\‘ 3 - -
4 1 u 3 1
4 12 2
s L s 7,
5 6 4

6 | L |1yl 15| 17
6

| 180 | 8 6
i | 1 R U e o
, 1 AT A T I |
7 1o 15 2 6 :
g | L1 1203460 97 35 | 23 7 | |
8 560 | 240 | 240 6 4 2
9 1 69 | 28go1| 267 | 1069 9 91 4 .
9 140 |13120| 60O 144 12
1o 1 | 5869 | 6277 |129827| 285 | 3013 | 105 29 ‘ 9 |
10 |12600| 3360 | 37800 | 32 240 8 3 | 2 |
o (= 1F
(13) n T % =0 n==2,3,4...

Cette identité étant vraie pour 7= = 2, supposons qu’elle le soit pour l'indice
n — 1; il résulte alors de (11) que

n . n—1 n .
(— 1) k__ (=) & (—1f —1
n =) X e+ Y (1)1 Ot
k#l k=1 k=2
ot Von a tenu compte de ce que " _, et o , doivent étre remplacés par o; il
vient donc
n 3 n—1
(= 1F , (=1
nz A 012:(%—2) i\ O';——}’
k=1 k=1

qui démontre (13) par récurrence. Pour n =1, le premier membre de cette

identité se réduit &4 — ¢; = — 1; enfin, si I'on observe qu'on peut assimiler la
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suite o) = [(— 1) BY] 3 la suite unité, c’est & dire que les o) sont tous nuls,

sauf o, = 1, (13) s'éerit encore

(— I)k %
(14) Z %1 O =L n=1,2,3 ...,
k=0 )

avec &,1 =1 eb &, =0 pour n 7 1. Avec les B, ceci s'éerit
(14) Z — B =en n=1,2,3...
2. Théoréme. Les nombres of satisfont a Uinégalité

(13) of <

(2 Ln}— k=1,2,3,....

Cette inégalité est évidente pour %= 1. Pour la démontrer par récurrence,

ajoutons les relations (11) relatives aux valeurs #, » — 1,2 — 2, ..., k de l'indice
inférieur; il vient

k -
(16 R R =]

de sorte que, si l'on admet la validité de (15) pour l'indice %, (16), oit I'on
remplace %k par k£ + 1, entraine

L =1L I
k+I[L(k+I)] + +n—1

n

oprt = B D L g g L=

il suffit donc de montrer que la somme entre accolades, que nous désignons par

s pss 2 . I ye
G, est inférieure 3 Z(L n)!. La fonction y=1: (L)' croit avec x dans l'inter-
valle k <z < ¢!, puis déeroit jusqu'a o quand x continue & croitre jusqu'a
Uinfini. Par conséquent, si #» < ¢, on a

a<f<£9;_>’°:ldx=<1&n)k;<f:7c)k<(L:)k,

k

Si n > €*1, on peut écrire
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n—1

L N R

ek—1 k

k

ou le premier terme au second membre représente l'aire du rectangle, de largeur 1,
qui a pour hauteur le maximum de y; compte tenu de £ — 1 < L#, on a donc

G < (%)k_l_{_ (L (n — I)]k<2(Ln)k’

k k

car ¢! est essentiellement supérieur ou égal & k. L’inégalité que nous avions
en vue est ainsi confirmée,

[4
3. Caleul de =Y f o™ (x) 1 dt. — Cette intégrale a sfirement un sens sous
1}
la condition M(y) > o0 et si ¢ n'est pas sur la coupure ¢ =1, c’est & dire si «
est dans le plan coupé par la demi-droite # < o. En désignant cette intégrale
par I(z, y), (6) permet de 1'écrire

t
e Py
Iz, y)= o ft F 1ogt dt,

0

et n intégrations par parties successives la transforme en

— iy 7 .
I(x, y) = (—173| (=1 tnty—1)(nty—2) ... (n+y—s+1)imiv—s.
i 8§=1
t
a— 1\"  (m+y—1)n+y—2)...9y . 1\m
dt"—"‘(k’g ?) + nl — Y [t” ! log? dt.

o

0

m
En exprimant les dérivées de (log I?) 4 l'aide des polyndmes o™(x) on a donc

(17) < ytn—1)ytn—2).. . y+tn—s+1)
I(r, 9) = — Z= nn—1)...(n—s+1) On—s

+ (y-!—n-— I)t—?/j\tﬁ"’ﬂ(log l) dat.
n t

s=1
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Au chemin d’intégration rectiligne (o, f) correspond, dans le plan de la
variable £ = — log ¢, la demi-droite paralléle a l'axe reél qui joint l'image de x
au point z + «, de sorte que

t r+w

fty"l (100' —) dt—fe_xyxmdx.
0

x

Prenons u = xy pour variable d'intégration; il vient encore

t xy+w .
(18) (y + ::, - I) t__yfty_l (log %) di— (?/ + :’ll— 1) t_yy—m——lfe,—uumdu,
0 xy

o le chemin décrit par l'image de u est la demi-droite d'origine xy qui fait,
avec l'axe réel positif, un angle aigu égal a 'argument de y; cette demi-droite
n'a aucun point commun avec l'axe réel négatif » < o pourvu qu'en outre des
conditions déja imposées z et y vérifient l'inégalité® |arg « + arg y| < =; dans
ces conditions, on ne change pas la valeur de l'intégrale en faisant pivoter cette
demi-droite autour de son origine pourvu que I'argument de sa direction reste
aigu, et, en particulier, en la rendant paralléle & l'axe réel comme il est écrit
dans l'expression (18).

Considérons maintenant la fonetion

z+ o

(19) U (x; m)—emf ertum du = f—“w+ a)"de.

x

C’est une fonction de x définie uniformément, quel que soit m, dans le demi-plan
de cette variable coupé par le demi-axe réel négatif. Remarquons en passant
que, lorsque R (x) > o, on peut substituer au chemin d'intégration (z, z + =) le

chemin (x, x ), et poser w = x(1 + «); il vient alors

+

Y (x; m)—;x"‘“fe*“(l +ada,

Q

ot l'intégrale est la fonction ¢(x, —m) étudiée par M. Tauber dans un mémoire

» ’ [ . . n
! On choisit naturellement les déterminations vérifiant |arg x| <=, jarg y| < .
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relativement récent’, et qui se rattache étroitement aux fonctions gamma et log.
intégral. Quoi qu'il en soit, (17) peut é&tre considéré comme fournissant un
développement de la fonction gamma incompléte, dont I(x, y) représente le reste,
savoir

(y+n—1) (g m)— é(y+n—1)(?/+ n—2)...(y+n—s+ I)GZL—;(%H fo,9)

n ~ nr—1)...(n—s+1)

et change-

TS +n—
on encore, aprés multiplication des deux membres par y: (y Z I)

ment de s en » — s dans la somme,

n—1

Yy, m) s! n
Y™ ——Z'(y+1)(y+2)...(y-i—s)a“(gc)+

§=0

(20)

¢
nl Y

" (y+1)(y+2)~--(y+n—1)f“f(x)t”—1dt.

0

Les conditions de validité sont toujours |arg x| < =, larg y| < 2, larg z +argy|< .
] g gY > g gY

4. Supposons maintenant que » augmente indéfiniment. (20) donne nais-
sance a un développement en série de facultés, relativement 4 g, de la fonction
au premier membre, pourvu que le reste tende vers zéro. Etant donné que

n! rly+1)rn+1)

(?/+I)(?/+2)..i.(y+n_l)= - T(n+9) = 0(n),

et que (y) > o, nous sommes amenés & étudier si n'~¢¢”(z) tend uniformément

, I - e
vers zéro avec -, & désignant une constante positive.
n

Admettons tout d’abord que m soit un nombre entier positif. o™ (x) est un

polyndme entier de degré m, qu'on peut écrire

o™ (x) = ﬁ (7]'2) of g™k,

k=1

! Cf. TAUBER, »Konvergenzprobleme in der Theorie der Gammafunktion», Acta math., 1931,
t. 57, p. 447—458.
2--37584. Acta mathematica. 69. Imprimé le 1 septembre 1937.
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car, pour k=0, le coefficient o, dans l'expression (8') est nul si »=1. Grice

4 l'inégalité (15), on a done

(21) | o ()] = % (WZ)%(Z Ln)k~—1|x|m——k:%(2Ln + |z,

k=1

d’ou résulte immédiatement

(22) lim n'—¢o™(x) = o,

n—>w

et cela sans aucune des restrictions que nous avons imposées a x dans le cas

général. D'autre part, (19) s'éerit ici

4w
Y (w; m) = N (2)xm—kfe—“a"da=2 mm—1)...m—Fk+ 1)a™F
k=0 0 k=0
et, par suite, (20) devient
smm—1)...(m—k+ 1) oy s! o™ (x)
2 ™t = + R (x, v),
(23) g‘o y* z'o(y+1)(y+2)‘..(y+s) (@ 9)

ot le reste R.(z, y) est majoré, en vertu de (21), suivant l'inégalité

F(u+1

WlsznJ~|§|m—1| ~5|dE

En désignant par x + u la variable § d'intégration, il vient encore

+ o

F(y-l— I)F(_@ f(an_l_le_l_u)m—-le«usn(y)du
)

I'in+y)

(24) IRn(x,y>|<m|

décomposons lintervalle d'intégration en 2 parties, (0,2 Ln + |z|) et (2L % +
+ |x], + »), sur chacune desquelles nous remplacons 2 Lz + |z | + w respective-

ment par 2(2 L% + |x|) et 2u%; nous obtenons ainsi la nouvelle majoration

2Ln+]z] + o
{(2Ln+|x|)m—1f e R gy + um—le_“m(y)du},

2 Ln+|z}

| Rulz, y)| < 2™ 'm | %I—)I})
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et enfin, en majorant encore les intégrales par leurs valeurs calculées sur l'inter-
valle (0, + ),

{n
(y

Ly + 1) (n)

(35) | R.(z, 9)| < 2m—1m|m_

T
B

0]
"

(2Ln + |x|™!
{ Ry

Les conditions de validité sont m entier > o0, R(y) > 0. En particulier, pour

=0, on a

'y +1)I'(n)
I'(n+y)

(25') | Ba(o, ?/)|<2'”_1m| [eLnt F<m>}.

| R Ry

Quand % croit indéfiniment, R,(z,y) tend uniformément vers zéro dans tout
domaine borné du plan de la variable z, et (23) fournit le développement en

série de facultés de y

(26) >

m(m—1)...(m—k+ 1) - s! o7 (x)
k=0 .

y* xm_kzszz'o(y+I)(y+2)---(z/+8)

dont le demi-plan de convergence est effectivement le domaine de validité
R(y) >o0. En particulier, pour z = o, il s'écrit

ml sl o
@7) y_m_z'(y+1)(y+2)--.(y+8)

§=m

Ry) > o.

C'est le développement bien connu, en série de facultés, des puissances entiéres
positives de la variable complexe ?3; (26) s’en déduit d’ailleurs immédiatement.

Mais nous avons obtenu en méme temps une limite supérieure du reste, sous la

forme (23").

5. Supprimons maintenant l'hypotheése
restrictive que nous avions faite sur m. C'est
de l'intégrale (7) que nous allons déduire une

valeur majorante pour o™(z). L'integrandum

admet pour points singuliers le pdle « =o0 et
les points critiques u = — 1, u=¢*— 1. Ad-

mettons que |e* — 1] > 1, c'est & dire R (f) < é

Figure 1.
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On peut alors tracer un cercle de centre 0 et de rayon égal & 1 + ¢ (¢ > 0), et
tel que u = — 1 soit le seul point critique intérieur; on ne change pas la valeur
de lintégrale (7) en substituant au cercle y le contour A B CD E A, symétrique
par rapport i l'axe réel, constitué par V'arc de cercle ¥ A B de rayon 1 + ¢, par
un arc de cercle concentrique CD, de rayon 1 — ¢ (¢ > 0), et enfin par les 2
segments de rayon vecteur B C, D E qui joignent les extrémités de ces arcs. On

suppose également que & et & sont infiniment petits avec ;121 ainsi que l'angle

d’'ouverture B O E, que nous désignons par 2a.
Lorsque « décrit le cerle |u|= 1, posons u=¢?(— n <0 < m); il vient

iy

L2

Figure 2.

log (1 + %)=L (2 cos g) + ig, de sorte que l'image de log (1 +u) déerit la courbe

I, tracée sur la figure 2. Si donc I'on admet que le domaine de variation D
de la variable x est 4 une distance non nulle de I, et tout entier dans un
demi-plan R{x) = 4, (4, fini), ce domaine jouit de la méme propriété relative-
ment & la courbe I' décrite par log (1 + ) quand  parcourt 4 B C D E A, pourva

Y - I . . id A Ve
que & &, c'est & dire —» soient assez petits. En outre, D est tout entier du c6té
n

de la convexité de I, en vertu de I'inégalité |e* — 1| > 1. Désignons par M
V'image de log (1 + u), et par N celle de . Quand % croit indéfiniment, M est
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infiniment voisin de I'y, tout du moins tant qu’il reste a4 droite de la droite fixe
PQST dabscisse A,; N reste & droite d'une frontidre ayant la forme de la
courbe PQRST. Ceci posé, soit 7 une constante positive, arbitrairement petite.

Le lieu de N défini par l'inégalité %

D, pourva que M soit suffisamment loin sur I'; de méme, le lieu de M défini

> 1 + 7 est tout entier hors du domaine

I_;III—N> I + 1 ne contient aucun point de I' pourva que N soit

suffisamment éloigné de O dans D. Par conséquent, pourvu que M soit suffisam-

par l'inégalité

ment loin sur I et N suffisamment loin dans D, on a

MO ON
vt ay=2Ut
done
~OM+ON _|z]+|log(r +u)| _

-~ MN |x—log1+u|_ 2(x+m);

par suite, si m’ = R (m), il existe une constante C fonction de 4, et de la plus
courte distance ! de D & I', et un nombre positif R tels que l'on ait

(28) llz —log (1 + "] < Cll] + |log (1 + w)|]™,

pourvu que |xz|> R et R{log (1 +u)) < — R. Il est clair qu'on peut modifier
C de facon que la validité de (28) subsiste dans le domaine borné de z oi l'on
a || < R, quel que soit log (1 + ) sur I, ainsi que dans le domaine borné de
log (1 + %) ou lon a Rflog (1 + u)} = — R, log (1 + u) sur I', quel que soit x
dans D, puisque M N ne devient pas inférieur a I, et que O M, O N restent
supérieurs ou égaux' & L2. Cette nouvelle constante C ne dépend que de ! et 4,.

Ces résultats obtenus, il est aisé de déterminer des valeurs majorantes de
l'intégrale (7) prise sur les différentes parties du contour A BCD E A. Sur l'arc
EAB, |log (1 + u)| est au plus égal & |Le| + 7, et a une borne inférieure au
moins égale & L2; on a donc soit une inégalité de la forme

I .f[x—log(l +u)]mdu

27 ynrt1
EAB

(20) < HLe] + x| m' >o,

_C
(1 +e&m

soit

2 2
! Un calcul élémentaire montre en effet que, sur I'y, O M* = [L(z cos g)] + % est minimum

pour § = o.



14 René Lagrange.

1 [[z—log (1 + )
2w ur+l
EAB

du| < Lz + x| mw' <o.

c
(1 + &

Sur larc CD, |log (1 + u)| est équivalent & | L&', tout au moins lorsque
o et ¢ sont du méme ordre, et I'on peut écrire, quel que soit le signe de m’,

1 f[x—-log(l +u)]mdu <

(30)

27 utt!
cD

Ca I , -
7(1——TY‘{IL£ [+ |a|™,

tout au moins avec une valeur de C plus grande que dans (28). Prenons
I ’ ’ z 3 8 b ) L3
6= _ Ln, ¢ =a= :; - | Le|et] Lé'| sont équivalents & L #, et I'on peut substituer

a (29), (29'), (30) les inégalités

g[Ln+|x|]m m' > o,
(31) 1 [x—log(1+u)]md n
31 27w urtl = C
EAB ;{LZ-!—I.%H"”' m < o,
I [z — log (1 + w)]™ C '
(32) an.f i du <n[Ln+|xl] ,
cD

ot C désigne une constante convenable, pas nécessairement la méme que dans
les inégalités (29), (29'), (30).

Le long de BC et DE, posons u= — (1 + A)etie; ) varie entre —¢& et ¢
et l'on a

[t +uP=22+4(1 +Z)sinzg~lz+a2;

par conséquent, si |A| <@, |L|1 + u|| est de Uordre de [La|, c'est & dire de
Ln, et, si |A|>a, |L|1 + || est de l'ordre de | LA|, lni-méme compris entre
Ln et Ln—~ LLn, donc encore de I'ordre de Ln. Il existe donc une constante
C telle que l'on ait, sur BC et DE,

[[z—1og (1 + w"| < O[Ln + |z|™,

et I'on peut écrire, en changeant au besoin les valeurs successives de C,
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£

1 [z —log (1 + w)m da

BC+DE —.8’
O]l o pgm
n (1—¢&) n
L’addition membre & membre des inégalités (31), (32), (33) donne enfin
m (o c m’ m
(34) |on @] < ~AlLn + [=|]" + [L2 + [2]]

sous la seule condition que z soit dans D, et C ne dépendant que de ce domaine,
tout au moins dés que #» est suffisamment grand.

Cette inégalité est de forme analogue a (21), et 'on en déduit pour R.(z, y)
une inégalité analogue & (24), de la forme

(335) | Ba(my)| <

I'ly +1)I"(n) 3 e R )
<O|—F("+?/) (Ln+|z]+u™ + (L2 + x|+ w"]e du

Observons que dans le cas ol m' est négatif, on a tenu compte de ce que
|§]=12z + u| a une borne inférieure positive sur la demi-droite (x, x + =), de
Ln+|x+u| L2+ |z + ul
Lun+|e|+u S Lat|z|+u

nombres positifs fixes. Les conditions de validité sont

sont compris entre deux

sorte que les rapports

(36) lee—1]>1, Riy)>o0, |argz + argy| < .

C étant inconnu, il est sans intérét de chercher une valeur majorante de l'inté-
grale comme on a fait pour établir (25), et il nous suffit ici de constater sur

(35) que Rn(x, y) tend uniformément vers o avee ; dans tout domaine fermé et

borné de variation de x et y, vérifiant les inégalités (36).
On déduit ainsi de (20) le développement;

[}

. ® - sl o™ (x)
(37) 4 f [y + o) 2y+1y+2)...(y+s)’

0 =0
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qui est une série de facultés relativement 3 ¥, et une série de polyndmes rela-
tivement & x, uniformément convergente dans tout domaine de la nature susdite.
Il résulte encore de (34) que cette série converge absolument, et méme normale-
ment dans un tel domaine. L’abscisse de convergence de cette série de facultés
est d'ailleurs effectivement l'axe imaginaire R(y)=o0, comme il résulte de la
nature de la fonction au premier membre.

6. Lorsque m n'est pas un nombre entier négatif, la fonction Y (xz; m) est
elle-méme développable en série entiére de x. En effet, p intégrations par parties
successives de l'intégrale au dernier membre de (19) donnent immédiatement

gmt1 am+2
(38) W(x;m)=—m+I—(m+l)(m+2)_...
_ i L Wlamg)
m+1)m+2)...(m+p) (m+1)m+2) - (m+p)
avec

T+ o
W(x; m +p)=e"fe‘“um+1’du.
x
Considérons le chemin rectiligne joignant l'origine a 'image de x et l'are
de cercle AB de centre z =0 et rayon R, limité a l'axe réel positif en 4 et

au chemin de cette derniére intégrale en B.

£ B QL+
0 \A + 00
Figure 3.
Le long de A B, posons = Re'% avec 0 S0 < 6§,= Arc sin —%-j(g—); il vient

alors, si m=m" + ¢m”,

I fe—“u"‘ﬂ’du

AB

1601

< e—-R cos B..Rm'+p+lfe|m"|0d0,




Sur une famille de polyndmes et certains développements de la fonction x—"e®*. 17

et le second membre tend évidemment vers o lorsque R croit infiniment. Par
conséquent, sous la seule condition que R (m + p + 1) soit positif, on peut écrire

2+ o + o

x
fe"“u"‘“’duzfe‘”u’”+1’du—fe—“um+?du=T(m—l—p+1)—fe—“um+pdu,
0 0

9

2

z
ou la derniére intégrale est la fonction gamma incompléte. Ceci s'éerit encore

w(W;m—i—ﬂ_ 1—4“‘_69&_— — U gym+p
(39) A——_—F(m+p+l)_e Im ¥+ 1) e U™t d u.

0

Le long du chemin rectiligne oz, on prend arg u = arg x; l'intégrale est majorée
par le produit de |z|*+?+! et d'une quantité indépendante de p. Il vient donc

lim 2@ ™+ p)

V) o
oo I{m+ p+ 1) ’

et, par couséquent, (38) conduit au développement

xm+'v

(40) Ylx; m)=eI(m+ 1)_231 m+1)(m +2)...m+9)

La série an second membre converge quel que soit x, sauf peut-étre pour x=o,

et sa somme est toujours uniforme dans le plan coupé par 'axe réel négatif.

7. Portons ce développement dans (37), et multiplions les deux membres
par y™. Nous obtenons ainsi l'identité remarquable

z yyntr * st ym o™ ()

(41) "’””m“)*é mrmtz).  mts) DI r2.. G+

8=0

qu'on peut encore écrire, en divisant les deux membres par (xy)™,

oo «

e (wy) N @)
2l Tty = 2 v imt2) - o) T D e+ o) v @

=1 §=0

Relativement a la variable y, (42) apparait comme une série mixte, entiére et de
3—37534. Acta mathematica. 69. Tmprimé le 1 septembre 1937.
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facultés, représentant la fonction y—™e*¥ dans le demi-plan R(y) > o, tout an
moins si R(z)=o0 et |e®— 1| > 1, sans omettre la condition apparente que m
n'est pas entier négatif. Dans ce demi-plan de y, la série entiére représente la
partie principle du premier membre au voisinage de l'infini, et la série de facultés,
au voisinage de ¥y = 0. Nous rencontrons ainsi un exemple bien remarquable de
développement présentant des caractéres analogues a ceux des séries de Laurent.

Permutons 2 et y dans (41); le premier membre ne change pas et 'on a

" N _ 3 el
e F(M+I)_Z(m+1)(m—|—2)_,,(m+11)—8§0(x+I)(x+2)...(x+8).

y =1 vérifiant les conditions R(y) > o, |¢¥ — 1| > 1, cette identité devient®, pour
cette valeur de v,

8!70?(1)

(x+1)(z+2)...(x+s)

m+2).. (m+v)

k)

) e rnen=3

= .
D

valable dans le demi-plan R(z) >o0. On obtient le méme premier membre en
faisant ¥y = 1 dans (41), qui devient ainsi

@K

x’ <
— M L, .
(44) wm e L mt1) Z (m+1)(m+2)...(m+») g ’

c'est un développement du premier terme en la somme d'une série entiére de =
s A . I . n .
et une série de polyndmes entiers de et il converge sfirement dans le domaine

jer —1]> 1.
La comparaison avec (43) fournit 1'identité

> i sl o™ (1)
éosi—l x”‘ 2x+1x+2)...(x+s)’

. . 3 . L, A L I
qui traduit la transformation d'une certaine série de polynbémes entiers de en

une série de facultés, avec R(x) > o, | — 1] > 1.

! On doit 4 M. SER un développement du premier membre de (43) en une série de facultés
de la variable m et dont les coefficients sont des polyndémes de Laguerre de x. Cf. »Deunx
expressions de I'(s)», Bull. Sc. Math., 2¢ série, t. 49, 1935, p. 203—297.
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On peut encore substituer zy & x dans (44), et comparer i (42); on obtient
une autre identité,

o st o™ (x) P31
Z@_;l-I)(y+2)...(y+3):ﬁ§08+108(xy),

§=0

valable tout au moins pour R(y)>o, |&*—1|>1, |e®V—1|>1, |arg x+arg y| < =,
m non entier négatif.

e tl—



