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" Le présent mémoire est le début d'une étude des séries formées avec les
itérées successives d'une fraction rationnelle R(z). On sait qu'il faut entendre
par 1a les fractions rationnelles R(z), R,(2)=R[R(2)], Ry(z)=R[R,(2)|=R,[R(2)},.. .,
Ru(2)= R{Ru—i(2))= R.—[R(2)},... quon appelle itérées d'ordre 1, 2, 3,...n, de
R(z). Nous posons R,y(z)==z. Les séries que nous considérons sont de la forme

Z, @n . Ru(2), les a, étant des constantes complexes quelconques. — Nous étudions

n=0

ici leur convergence dans le domaine d'un point double attractif ou indifférent
pour la substitution z;=R(z). Dans le chapitre I, nous rappelons les résultats
de la théorie de l'itération qui sont indispensables pour cette étude, laquelle est
développée dans le cha,pitré II. Les résultats obtenus; d'une grande simplicité
et d'une grande précision, sont résumés dans un tableau qui forme la conclusion
du chapitre II. Le présent mémoire servira d’introduction a l'étude des fonctions
‘analytiques représentées par les séries que nous considérons, étude que mnous
poursuivrons. dans des mémoires ultérieurs, ol nous étudierons aussi d’autres
types de séries ou de produits infinis qui font intervenir les itéréés R, et possédent
des propriétés analytiques remarquables: — C’est en vue de l'étude des fonctions
représentées par nos séries ou produits infinis que nous avons dii entreprendre
l'étude de leur convergence. Pour ne pas donner trop d'ampleur a cette intro-
duction nous avons étudié la convergence uniquement dans les domaines des points
doubles attractifs ou indifférents les plus simples. — Nous montrerons dans les

développements ultérieurs tout 1'intérét que présentent nos séries au point de



150 Gaston Julia.

vue du prolongement analytique de Weierstrass ou de M. Borel; en particulier,
nous rencontrerons avec elles des exemples naturels et remarquables de ces fonc-
tions monogénes quasi-analytiques introduites par M. Borel, exemples ayant en
outre des propriétés fonctionnelles remarquables.

Les résultats que nous développerons ont été partiellement publiés dans
quelques notes des Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences (23 Février, 9
Mars, 14 Avril, 27 Avril, 28 Décembre 1925). En particulier le présent mémoire
développe et compléte une partie des résultats contenus dans les notes du 23
février et du 28 décembre 1925.

CHAPITRE I.

Préliminaires.

Nous rappelons ici quelques résultats indispensables pris dans la théorie de
Uitération des fractions rationnelles. — Pour leur démonstration on se reportera
a l'un ou l'autre des mémoires suivants.

»Sur les équations fonctionnelles» par P. Fatou. Bull. Soc. Math. de France.
T. 47 et 48 — 1919 et 1920.

»>Mémoire sur l'itération des fractions rationnelles»> par G. Julia. Journal
de Mathématiques pures et appliquées. 7° série. T. 4, 1918.

1. Points doubles. — Multiplicateurs. Un point double e de la transforma-
tion rationnelle [z/R(z)] ou [z;=R(z)] est une racine « de I'équation z=R(z), pour
laquelle la quantité s=R'(e), s'appelle multiplicateur. Cette définition est valable
pour ¢ & distance finie. — Lorsque z= est un péle de R(e), cest-d-dire
R(x)=c, (le degré du numérateur de R > degré du dénominateur), I'c est
point double de [z/R(2)], on posera

ot f= == =e(f).
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L'origine est alors point double de la transformation rationnelle {,=¢(() et le
multiplicateur o' (0) de cette transformation sera le multiplicatewr du point double &
Uinfini de la transformation z,=R(z); on peut encore dire que

s=lm R(z)—«
= Z2—C
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pour a point double & distance finie, et

I
s=lim 5 = 7o)

pour ¢ point double & l'infini, car, dans ce qui précéde, on a

Dans tous les cas |s| <1 caractérise les points doubles attractifs
[s|=1 » » » » indifférents

ls]>1 » > > » répulsifs.

2. Cycles. On considére aussi les cycles limites. Un cycle d’ordre n, com-

posé de points distincts «, @, ...an—, est tel que o, = R(e), ¢;=R(a,), ...
@;=R(ai—), ...ae=R(e,—). Les conséquents d’ordre 1,2,...%,... d'un point
arbitraire z, étant les points-z,=R(z2), zz=R(z)=R[R(2)]=R,(2) . . ., z=R{en—1)=
=R[R,_1(2))=Ra(z), ... ot Rp(z), suivant la notation habituelle, désigne l'itérée
d’ordre n de R(z), on voit que les conséquents d'un point quelconque a; du cycle
l@, a,, ..., @s—y) forment une suite périodique & % termes confondus avec les points
du cycle. — Les » points du ecycle vérifient 1'équation Rn(z)=z et on appelle

multiplicateur s du cycle la quantité s= R'x(e) ou lim —— 7 ( ) selon que « est 3
Z=m n

distance finie ou infinie. On voit d'ailleurs que s=R'(a). R'(a,). .. R (¢.—1) o1,
bien entendu, on remplacera R'(e) par lim z [R(z)—R()] lorsque e=c puisque

by

R(a) étant égal 3 o, est alors fini. Les » points du cycle sont des points doubles
de [z/R.(z)] & méme multiplicateur s. Ils sont tous attractifs si |s]<1 et le
cycle est dit attractif; si |s|>1 le cycle est dit répulsif — si |s|=1 le cycle est
dit indifférent.

3. Domaine de convergence vers un point double attractif ou indifférent. On
démontre dans la théorie de l'itération qu'un point double attractif « est intérieur
4 un domaine J, appelé domaine smmédiat de convergence vers ¢ parce que 1° dans
tout domaine J intérieur & J, la suite des Ra(z) converge uniformément vers a
pour n=o00, 2° J, est d'un seul tenant avec a. Il est clair que d. coincide avec
tous ses conséquents.
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Le domaine total de convergence vers a, soit 4,, se compose de d, et de tous
les domaines antécédents de d,. On sait que les domaines antécédents d'ordre 1
de d, sont ceux que décrit z_i, lorsque z=R(z—,) décrit d.: les domaines antécé-
dents d'ordre n sont ceux que décrit z—, lorsque z=R,(z_,) décrit d; on rappelle
ici que z—, est antécédent d'ordre n de z si z=Ra(z-,), c'est-d-dire si z est con-
séquent d'ordre n de z—n.

On démontre que J. contient toujours au moins un point critique de la
fonction algébrique inverse de z,=R(z), que nous désignons par z—;=R_,(2).

La frontiére du domaine 7, est constituée par un ensemble parfait E'r
défini comme il suit: Considérons l'ensemble des points doubles des cycles répul-
sifs de la substitution z,=R(e), c'est un ensemble infini dénombrable Ex dont le
dérivé n'est autre que Ey; les points de Ex appartiennent i I, et ils sont partout
denses sur E.

Les points de E, possédent la propriété caractéristique suivante; ce sont
des points limites pour l'ensemble des antécédents successifs d'un point quelcon-
que du plan (deux points au plus du plan faisant exception, lorsqu'ils coincident
respectivement avec tous leurs antécédents), E), reste inivariant par la transformation
z,=R(z) et son inverse. — Dans le cas qui nous occupera ici, ou il existe un
point double attractif ou indifférent, £, n’est nulle part superficiel: Il peut con-
tenir des continus linéaires assez compliqués ou des ensembles parfaits discontinus.
Clest le méme F), qui sert de frontiére aux domaines de convergence vers les
divers points attractifs ou indifférents de [z/R(2)].

En particulier les poles des diverses itérées R.(z) sont les antécédents succes-
sifs du point & l'infini. — Le point & l'infini n’est exceptionnel que si R(z) est
un polynome. Donc si R(z) n'est pas polynome, tout point de Ej, est point-
limite pour Uensemble des piles des Rnl(z).

Si I'on considére senlement le domaine immédiat d. et les antécédents
intérieurs & 6, d'un point intérieur & d. et distinct de «, ces points forment un
ensemble infini dénombrable dont le dérivé est la frontiére de J,., qui est une
partie ou la totalité de l'ensemble E), suivant les cas. (Lorsque le point choisi
est o lui-méme, il y a une infinité d'antécédents confondus avec ¢, et il peut
méme arriver que tous les antécédents intérieurs & d. soient confondus avec a:
par exemple a==0 pour 2z,=2%.) Nous n'insistons pas ici sur l'extension aux
cycles attractifs.

Toutes les circonstances de ce paragraphe sont vraies pour un point double
a indifférent 4 multiplicateur s==1, les seuls que nous considérerons ici, & cela
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prés que le domaine immédiat J, de convergence vers a ne confient pas a a son
intérieur mais seulement sur sa fromtiére, a, point de Ej, étant alors un point
accessible de la frontiére de d,, et tous les antécédents de « (et tous ses conséquants)
appartenant alors 4 K.

4. Fonction de Koenigs pour un point double attractif & multiplicateur = o.
Soit @ un point double attractif de multiplicateur s=0, pour la substitution
rationnelle z,=R(z), on démontre que dans tout domaine ¢ intérieur & J., les

. . . Rulg)—c
R.(z) convergent uniformément vers ¢ de maniére que hm—%—

n=wx

ait pour

limite, uniformément dans d, une fonction F(z), appelée fonction de Koenigs
ayant les propriétés suivantes:

F(z) est holomorphe dans tout le domaine d; on a F(a)=o0, F'(a)=1 et,
en tout point de d,, on a l'équation fonctionnelle

(1) F[R(2)] ='8.F(z).

Il en résulte qu'elle admet pour zéros tous les antécédents de Uorigine, et ces
pointsla seulement, qui forment en ensemble de points intérieurs & d. ayant
pour dérivé toute la frontiére de J.. Les points-frontiére de J. sont donc points
singuliers essentiels de F(z) et J. est le domaine d'existence de F(z). A laide

de I'équation fonctionnelle F'(z)= LFR 2)], on peut définir, de proche en proche,
s p

I'(z) dans tous les domaines antécédents de d, dont l'ensemble constitue Ao;
bien que ces différents domaines puissent étre séparés par des frontiéres in-
franchissables au prolongement analytique de F(2) nous conservons la méme
lettre I'(2) pour désigner la fonction obtenue i l'aide de l'équation fonctionnelle
dans 2 parties distinctes du domaine de convergence o,: cette convention naturelle
ne peut conduire & contradiction. Grice & cette définition étendue de F'(z) on

aura toujours lim Fnfe)—a

~— = F'(z) uniformément dans tout domaine intérieur & A..
n=ao s

Connaissant F(2) on peut donner une expression utile de Rn(z). F(z) étant
holomorphe autour de z=« et F'{e)=1, on peut faire I'inversion de la relation
5=F(z) autour de z=c auquel correspond §=0. La branche de fonction inverse
de F(z), que nous appelons z=g(3) et qui est égale 4 a pour g=o0 sera holomorphe
dans un certain cercle |5]=7 autour de l'origine =0 et on aura dans ce cercle

(2) z=p(g)l=c+gtaz*+ - +arzF+ - avee, alors, |z—a|<e.

20—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 11 septembre 1930.



154 Gaston Julia.

Comme
F[R(2)) =s.Fle)

on aura

Re)=p s Fle]=p(s5)
c¢'est-a-dire,

p(s5)=Rlp)l.

Par conséquent, si |[sF(z)|<r et |R—a|<e¢ dans une certaine région de d.
entourant le point ¢ on aura dans cette région:

Rie)=g[sFle)=a+sF+a,s*F*+ - +aps*F*+ -

développement de R(z) par ra.pport' aux puissances de F(z). Il est clair que, si
o est assez petit, | R—a|<o entraine |sF'(¢)|<r et le développement précédent
est valable.

Plus généralement, de F[Ru(2)]=s". F(z) et | Ra—a|<p il résulte que, dans
une région de . entourant le point « et dans laquelle |s" F'| <7, on aura

(3) Ru(e)=g[s"Fl=a+s". F(z) + a,s*™. [F(2)]*+ - +aes*™. [Fl))s+ -

développement que nous utiliserons dans la suite. Il faut remarquer que, 4
étant une région quelconque intérieure & ., les conséquentes A, successives de
A tendent vers «, donc pour n=N, 4, sera intérieure & la région |z—al<e
c'est-d-dire que, z étant dans o, on aura, pour n =N, | Ru(z)—a] < ¢ ce qui
entraine, comme on l'a vu, pour ¢ assez petit, |s*F| <r et par conséquent la
validité du développement précédent dans tout A, pourvu que.n soit pris =N, N
dépendant évidemment de 4. )

5. Fonction de Béticher pour un point atiractif & multiplicateur nul. Soit o
un point attractif de [z/R(¢)] & multiplicateur nul. On a, au voisinage de ¢,
pour |z—ea]<o

R{z)=a+dy(z —afP+ Apri(z—afpti+ - avec p=2 et 4,0

et si o est assez petit toutes les Rn(z) sont holomorphe dans le méme cercle et
on a

p"—1
Rule)=a+ A7 (z—af"+ -
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Lorsque ¢ est assez petit les B,—a n’ont pas, dans |z—a|<g¢ d'autre zéro que
1
V'origine, les [Rn(z)—a]P" sont alors des fonctions de z holomorphes dans | z—e| <o
dont le développement est
1 1 1

& [Rule)—a]?" = A2 (1—17) =)+ -

4, étant =0 on choisira dans la formule précédente une détermination bien
1

fixée de A2, puis, & cause de lim (I-— ﬁ)—:I on choisira une détermination de

n=om
i (= 33)
45 qui tende vers la précédente lorsque n devient infini en premant par

1

1 1 1 1
—_ < log 4y — (1— —) ( ) log 4 “ . .
exemple dans APl = gp—1 ? et A4 2 =g\ pn/ 21" "P lg méme détermi-
nation de log Ap.

Dans ces conditions, on démontre aisément que les déterminations ainsi
1

choisies pour les [R,.——a]”—" convergent pour n=rco, uniformément dans |z—a|<e
vers une fonction I7,(z) holomorphe dans |z—a«|<e développable par la formule
L
Fi(e)=Ar"(z—a)+ -
ou A;_’,:i a la valeur choisie ci-dessus. La fonction F,(z), dite fonction de

Bottcher relative & z=e, vérifie dans |z—a|<e l'équation fonctionnelle

(s) I [R(2)] = [Fy(e)lP

avec
1
F(e)=0, 1""1(oz)=A;‘;_‘—l %+ o.

Gréce A I'équation précédente (5) la fonction F,(z) définie au voisinage de z=a
peut étre définie dans tout le domaine o, de convergence vers ¢. On remarque
qu'elle est analytique en tout point de .; les points antécédents de « sont,
comme a, des zéros de F,(z) et par conséquent, en général, & cause de F,(z)=

1
={F;[R(z)]]?, des points critiques algébriques de F,(2), en sorte que F,(z) n'est pas
uniforme en général dans tout o, Elle l'est certainement dans J., domaine im-
médiat de «, st ce domaine ne contient pas d autre antécédent de « que o lui-méme.
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(Par exemple cas des polynomes avec a=c0); on reconnait alors que F,(z) qui
est toujours <1 en module & cause de l'équation (5), donne la représentation
conforme de d. sur le cercle |7]<1 lorsque d. est simplement conunexe, par la
formule g3=F(e).

Revenant au cas général, et considérant la branche de fonction inverse de
g3=F,(z) qui prend en z=o0 la valeur ¢ et la désignant par ¢,(3) on aura

(6) z=@,5)=a+a;3+a5*+ -
avec
S
a1=Ap 1 # (o]
développement valable pour
Isl<r et |z—al<e.

Si alors on envisage F[R(2)]=[F,(2)]? on voit que, si | Fy(2)[P<r et |R—ea| <o

on a
(7) R=a+a, F2+a, F3P+---

et, d'une maniére générale, & cause de

I [R"(Z)] = [I (Z)]pn
on aura, pour
| Fi@)I"<r et |RBale)—c]<o

(8) Rale)=p {(Fi(F"}=a + o, PT"+ e F17"+ .

Soit alors # un domaine quelconque intérieur & o, Dés que n>>N le conséquent
A, de A sera intérieur au cercle |z—c|<o par conséquent on aura | Ra(z)—al<e
pour n>N lorsque z décrit 4. @ étant assez petit on aura aussi | Fy[{R.u(e)]|=

=|F,(2)|]”"<r; par conséquent le développement (8) de R.(z) sera valable dans
tout « dés que >N et nous l'emploierons souvent dans la suite. Remarquons
encore que, dans tout domaine o, intérieur & ., on a | F,(z)| =M (4) <1.

6. Fonction d’Abel pour un point double indifférent & multiplicatewr s= + 1.
Si @ est ce point, il appartient & la frontiére du domaine immédiat d. de con-
vergence vers «. Nous utiliserons ici une expression asymptotique de R, (2),
valable dans. tout domaine . intérieur & 4, et qui a été donnée par P. Fatou
dans son mémoire cité plus haut (chap. II, n° 8 et g); nous préciserons cette ex-
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pression un peu plus qu’il ne I'a fait, en vue des applications que nous en ferons
plus loin.
Supposons d'abord que ¢ soit & l'infini et que

() R(e)=z+a+ g +o(2),

en nous bornant au cas le plus simple a0 et méme a réel et positif, ce qu'on
peut toujours obtenir par une rotation convenable des axes. Alors, dans un
certain secteur S ayant son sommet sur l'axe réel positif, symétrique par rapport
2 cet axe et d'ouverture 2 w—7 (1 > o arbitrairement petit), on a

P
|9(2)|<|";F’

ce secteur contient tous ses conséquents, et, z étant pris quelconque dans ce
secteur, 2, tend vers l'infini de maniére que |2z,|=|R.(z)|> K% (K indépendant
de z dans le secteur). Cela étant, considérons 1'expression

Up=Zn—N.0— o Ln

de P. Fatou. Elle converge uniformément, dans tout domaine borné intérieur & S
vers une fonction A(z) (appelée fonction d’Abel du point indifférent a=w),
holomorphe dans tout le domaine de convergence A, vers a=o et telle que, dans
ce domaine, 4 [R(z))=A4 (2)+a. Nous voulons évaluer

up— A (2)=en(e)=2n—n.a— -3 Ln—A(z).

On a
+ o
5n=un_A= - Z ('up+1_'up)-
p=n
Or, avec
b
Zni1=2n+a+ — +o(zn)
Zn
on a

b 1 R
u"“—“"_TZ[p L(I+p)]+b[zp ap] +ele).
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Done

wm= S0 (L= ) =23 [5-2(+ )]

p=n * p=n p=n

, I . P
Nous voulons évaluer l'ordre de &, en ; lorsque z reste dans un domaine borné

4 intérieur a4 S.

On a d'abord
Z[L_L(I+£)]<f[z_L(H1)]dx=_1_nL(I__)<4
P P x z 7
p=n n—1 '
(A constante > o).
Ensuite
S, [L_.‘_] — 5y pe=
» Ll apl & oap.zm
or dans S,
) |2|>Kp
et on démontre aussi que
lzp—pal< K'Lp
uniformément dans o (K et K’ constants >o0).
Done
2 I _leg” Z@ K’ Lxdw< X [I+L(n-1)}
2y ap -
p=n p=n n—1

(K” constante >o).
Enfin on a, puisque les 2z, sont tous dans S
(2p) < P _ P
Q\%p [z [* szs’
done

dx P,
Z|95p|<P12 ’<P1fx ”

p=n "—” n—1

(P, constante positive).
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En définitive

K i Lm—n)+ i A
n—1I1 n

A
l 8n |< ; + nl__n

(4" constante positive)
et n arbitrairement petit positif
quelque sott z dans 4 intérieur & 8.

Nous retiendrons ce résultat pour la suite sous la forme

r

zn=Ry(z)=na+ gLn + A(2) + enle) avee |eal2)l< 4 dans .

nt—
Si maintenant «# est un domaine borné quelconque intérieur a A, il est clair
que A, pour p assez grand sera borné et intérieur & S. Alors, Rp(z) étant dans
dp intérieur & S
b
Znip=Rn(Rp)=na+ 2 Ln+ A[Rp(2)] + en(Rp)

et comme
b n

b
Znip=(n+p)la+ ;L(n+p)+A(z)+en(Rp) + p L;;_‘l‘—'?)

on a alors quelque soit n>o0

4 by m [_|b 2| 47
T L aL(I+n)l< L
Donec
~(tp)a+ LLlntp)+ A +e, ) |y e) < g
Znip=(n+pla+ ~ (n+p)+ Ale)+e,, (o) avee |, (2 s pp

c'est-d-dire que la formule asymptotique

b A
(10) Z=na-+ ;Ln+A(z)+ ea(e) avee |enlg)l< et
est valable dans un domaine borné quelconque intérieur & A. powrvu que A soit
convenablement choist. ‘
Lorsque le point double indifférent o est & distance finie, nous aurons (en

faisant le changement de variable ¢ = ., t !

—a =.R(Z)"‘(Z=-R1(t))




160 Gaston Julia.

I'expression asymptotique

I avec f— a®—b
na+g.Ln+ A(2) +éenl2) vee PETY

4
et l8"|<ﬁ

(11)  Ru(e)=a+

dans fout A interieur a A, lorsque, autour de z=a, on a
R(2)=(¢e—a)—alz—a)*+ blz—a)*+ - -- (a==0)

7. Substitutions rationnelles & cercle fondamental. — Parmi les substitutions
rationnelles z,=R(z), celles qui conservent U'intériewr d'un cercle sont particuliérement
intéressantes. Nous supposons que ce cercle est le cercle de centre o de rayon
1 et que V'on a |R(z)| <1 lorsque |z| <1, |R(z)] > 1 pour |z|>1 enfin | R(z)| =1
pour |z|=1. On voit facilement qu'alors 'équation R(z)=a admet d solutions
distinctes ou non, toutes dans |z|<1 si |a|<1, toutes dans |z|>1 si |a]|>1,
toutes sur |z|=1 si |[a]=1. On peut diviser les substitutions conservant le
cercle [z]<1 en 4 classes.

1°  Substitutions réguliéres de ré¢ espéce: Caractérisées par le fait que, R(2)
étant de degré d, il y a d—1 points doubles répulsifs distincts sur |z|=1 et 2
points doubles attractifs « et o’ symétriques par rapport & |z|= 1. — Les points
répulsifs sont & multiplicateur réel. Les 2 points attractifs sont 4 multiplicateur
complexe quelconque de module <1. Tout point intérieur |z]<1 a des consé-
quents qui tendent vers ¢ (4, identique & |z]<1). Tout point extérieur |z]|>1
a des conséquents qui tendent vers &' (<. identique & |z|>1). Sur |z]=1 les
cycles répulsifs racines des z==R,(z) forment un ensemble partout dense. — Les
points de [z|=1 n'appartiennent ni & 4. ni & 4., les conséquents d'un point
|z]=1 forment un ensemble dont le dérivé peut étre trés compliqué (probléme
de nature arithmétique). Tout point de 4, ou . ou méme de |z|=1 a une
infinité d'antécédents successifs’ dont l'ensemble dérivé coincide avec toute la
circonférence |z|=1. Remarquons pour terminer que, sur |z|=1 on a ici
| R'(g)|>K>1.

2°.  Substitutions réquliéres de 2° espéce. Caractérisées par ce fait qu'elles
possédent d points doubles répulsifs sur |z|=1 et un point double attractif « aussi
sur |z]=1; tous ces points ont des multiplicateurs réels. — Il existe alors, sur
|z]=1, un ensemble parfait E, partout discontinu (invariant par [z/R(s)]), ne

! 1 y a exception senlement pour le cas ou a coincide avec tous ses antécédents (aussi pour
«’). En envoyant o & l'origine et ¢’ & l'infini par une homographie convenable la substitution se

raméne alors & t1=td. o et a’ sont alors les seuls points exceptionnels.



Mémoire sur la convergence des séries ete. 161

contenant pas ¢, mais contenant tous les points doubles des cyecles répulsifs et
tel que: '

a) Tout point du plan n'appartenant pas & E, a des conséquents successifs
qui admettent ¢ pour seul point limite, le domaine d. se composant de tout le plan
sauf E,. ‘

b) Tout point du plan admet pour ensemble dérivé de ses antécédents suc-

cessifs Uensemble E, et lui seul.

3°.  Substitutions singuliéres de 1% espéce. Caractérisées par ce fait qu'elles
possédent (d—z2) points doubles répulsifs sur |z|=1 et un point double « indifférent
tel que R'(e)=1, R”(a)=0, R"'(¢)+0, comptant par conséquent pour 3 points
doubles, c'est-d-dire trois racines de R{z)—z=0. On démontre alors que:

a) Tout point intérieur |z]<1 a des conséquents tendant vers .

b) Tout point extérieur |z]>1 a des conséquents tendant vers .

¢) Aucun point de |z|=1 n'admet « pour seul point limite de ses conséquents.

Les points de |z]=1 possédent ici les mémes propriétés que les substitutions
réguliéres de 1%¢ espice. L’ensemble K, dérivé des antécédents d'un point quel-
conque du plan, se confond avec la circonférence |z|=1 toute entiére.

Le domaine 4, se compose ici de- 2 parties distincles & savoir |z|<1 et
|2]>1, ayant pour frontitre commune la circomférence | z]|=1. Cette 3° classe est
un cas limite de la 1%® (od les 2 points attractifs viennent se confondre en «
sur | z[=1 avec un point répulsif).

4°.  Substitutions singulicres de 2'™ espéce. Caractérisées par ce fait qu'elles
possédent, sur |z|=1, (d—1) points doubles répulsifs & multiplicateurs réels, et
un point double indifférent « pour lequel R'(e)=1, R”(¢)+0, comptant par
conséquent pour 2 points doubles dans le nombre (d+ 1) des racines de R(z)—z=o.
Il existe encore sur |z|=1 un ensemble parfait E}, (composé des racines des
z=Rn(z) et de leurs points limites), partout discontinu, invariant par [¢/R(z)],
contenant o, et tel que:

a) Tout point du plan n’appartenant pas & E, admet ¢ pour seule limite
de " ses conséquents. A, comprend ainsi tout le plan sauf E, qui est sa fronticre.

b) Tout point du plan admet Ej, (et Ej, seulement) pour ensemble dérivé
de ses antécédents successifs. Cette 4° classe est un cas limite de la 2° (o0 1
point répulsif vient se confondre sur |z|=1 avec le point attractif).

21 — 30634. Acta mathematica. 56. Imprimé le 11 septembre 1930.
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CHAPITRE II.

Convergence des séries Za,Ra(z) & Pintérieur du domaine .7, dun point
double o, attractif ou indifférent.

§ 1

o est un point altractif 4 multiplicateur s=o.

1. Nous envisageons le domaine de convergence o, des R.(z) vers le point
double attractif « et nous supposons d’abord a=+o0 et fini [R(e)=a, R'(e)=s=+o0,
|sl<1]. Soit z, un point quelconque intériewr au domaine A,: ses conséquents
R,(2,) tendent vers ¢ pour n=o. Supposons que la série

(1 S an Bl

n=0

converge au point z,. Il faut alors que a, tende vers zéro, puisque Ru(z,) a pour
limite e$0. Or Ru(zo)=a+s"[F(z,)+ eal2,)], F'(2) étant la fonction de Koenigs

. . . . I < 1.
relative A R(z) et au point «, et en(2,) tendant vers zéro avec ot 8i lim a,=o,

n=ow
- «©

il suit que D) |ans"| converge, puisque [s|<1; & fortiori la série D\ |aas™eu(z)) |
0 0

o«

convergera-t-elle, puisque lim ¢&,(z,)=0. La série an B,(2,) étant convergente
P q 0. 0 -1 ?

n==ow o

et la série ) ans" [Fzo) +£a(2,)] étant par conséquent convergente, leur différence

0
© ®

Dlanc sera convergente, ce qui entraine la convergence de la série D) an.
0 0 -

La convergence de (1) en un point intérieur au domain A, nécessite la convergence
o

de Z“" dans I'hypothése a==0, a== o, s=+o.
0

Soit alors # un domaine fermé complétement intérieur & o, Dans ce
domaine «, on aura, uniformément, lim R.(z)=«, F'(z) sera holomorphe dans
N n=—w
et on aura

Ru(g)=0c + s*[Fl2) ,+ en(2)],
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én(z) étant, dés que n est assez grand, holomorphe dans et uniformément in-
férieur 4 ¢ arbitrairement petit.
La série (1) Tan Ra(2) pourra, Sa, étant convergente, s'écrire

-]

A %Rn(2)=a i an + i an 8" [F(z) + eal2)].

(1]

Or, Ta, étant convergente, Za,s" sera absolument convergente et, a fortiori,

= a, " en(2) sera absolument et uniformément convergente dans ~#. On aura donc
D aRule)=aD, an + F(2) D, ans"+ 3 ans" eal2).
o [1] 0 ]

La série (1) est donc wuniformément convergente dans 4. En tout point z de o
qui n'est pole d'aucune R,(z) il est visible que toutes les R,(z) étant holomorphes,
ainsi que F(2), les e.(2) seront holomorphes; en un tel point la somme de la
série (1) sera une fonction holomorphe de 2.

En supposant donc a=0 et s=+o0, la convergence de la série (1) en un
point z, du domaine , entraine la convergence de =a, et par suite la conver
gence uniforme de la série (1) dans tout domaine . intérieur & 4, La somme
de la série (1) est alors holomorphe en tout point intériewur & . qui m'est pole
d’'aucune R., c'est-a-dire qui n'est pas antécédent dw point & Uinfini. Si donc le
point & l'infini n'est pas intérieur & ., (1) représentera une fonction holomorphe
dans tout o,. 8il'c est intérieur & o, ses antécédents seront intérieurs i A,
et ils sont tous distincts et ils admettent E'r pour ensemble dérivé. Un antécé-
dent d'ordre p sera un point { tel que Rp({)=<. En ce point { toutes les R,{z)
pour n==p sont holomorphes. Ce point  est donc un pdle de la fonction repré-
sentée par (1), le seul terme de la série, non holomorphe en {, étant ap Rp(2).
La série (1) représente alors une fonction méromorphe dans 4., dont les péles

sont les antécédents du point & l'infini. La convergence de Za,. est la condition
0

nécessaire et suffisante pour la convergence de (1) dans tout domaine A, (e=+o0,
a= %, s=o0).

2. Supposons maintenant ¢=0. Il est clair que si nous choisissons un
point 2z, de #, qui soit antécédent d’ordre p de l'origine on aura Rp(z,) =o0 et
par suite Rpii(z,)=0 quelque soit l'entier positif . Tous les termes de (1) sont
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nuls & partir du pm¢, La série converge banalement. Soit alors z, un point non

antécédent de l'origine, c'est-d-dire on Ra(z,)=0 quelque soit # et supposons qu’en

2y la série (1) converge. — Il est clair que lim a, Ra(z))=0. Or on sait (Préli-
. n—wxm

minaires n° 4) qu'au point z, envisagé la: fonction de 'Koenigs est holomorphe et
+0 [F(g)#0]. On sait aussi que, dés que 7 est assez grand, on peut écrire

(2) Rule)=5"F(2) + ays*" I*(2) + ays* " F3(2) + - -
les coefficients «,, o, ... provenant du développement en série entidre
(3) Plgl=g+e5’+agz’+ -

de la branche nulle en =0 de fonction ¢(3), inverse de F(z).

(On se souvient que F|R(z)]=sF(z) et si on pose 3=F(z) on en tire z=gp(3)
avec @(s5)=R[p(3))).

Le développement (2) est valable dés que |s"F'(z)| <7, » étant le rayon de
convergence de la série (3) et | Ba| <o, ¢ pouvant d’ailleurs &tre choisi assez petit
pourque |R.|<g entraine |s*F|<r.

Ici F(z)<o0, done, pour n > n, on aura |s"F(z,)|<r. A partir de l'indice
ny on aura Ru(zo)=s"[F(z,)+ a(2,)] le crochet ayant pour limite F(z)+0 lorsque
n devient infini. Puisque lim an Ra(2)=o0, il faudra donc lim a, s"=o0.

n=w n=w

Envisageons la série entiére

(4) A= Dang”

dont la valeur pour 3=s s’est déji présentée & nous au n° 1 et que nous retrou-
verons constamment dans la suite. On peut V'appeler la série image de la série (1)

@®

Z an Ra(2).

0

La conclusion lim a@,s®=0 entraine que le rayon de convergence de (4) est

n=am
=|s|. Reprenant alors le développement (2) on peut l'écrire, pour.n > n, et
pour z,

Ralze)=5"F (20) +5*" Fan(2,)
avec
F2'n (Zo)=a2 FB(ZO) + axFa(Zo) + Tt
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Si » devient infini, Faa(z,) a pour limite oy F*(z,) qus est fins.

Puisque le rayon de convergence de (4) est =|s|, la série ) 2. 5" est ab-
[}

solument convergente, car |s*|<|s|, |s| étant <1. Il en est de méme de la

-3 a ~
série D ans*" Fan(z). La série D) aus" Flz,) est la différence de 2 séries conver-
0 [}

gentes > a, Bu(z) et D ans*" Fan(z,). Elle est donc convergente. — La con-
]

vergence de (1) en un point z, non antécédent de l'origine exige par conséquent
@

la convergence de la série D) ans™
0

Le raisonnement se poursuit comme au n° I, i cela prés que la série

@ : @
D) @as" joue ici le role que jouait au n° 1 la série D a.. Si 4 est un domaine
0 0

fermé intérieur & 4, (4, domaine de convergence vers l'origine) on a | Fle)l<M
dans /. On choisira le plus petit entier n, tel que |s" M|<r et I'on pourra,
dans tout ./, obtenir, pour n>n,, le développement (2) qu'on pourra écrire

() Ru(2)=s"F(2) +s*™ Faa(2)
avec
Fonl2)=cy () + ag.s" F3(2) +
Toutes les Faa(z), »>n, sont holomorphes dans o comme F'(g), il est visible

aussi que quel que soit » on aura

| Fanle)|< M, dans tout .
Il en résulte que

Za,,R,. Zansu+zans2nF2n()

w0

La série Zan s?" étant absolument convergente et | Fyn(2)| <M, dans 4, le 2°
0

membre de 1'égalité précédente est uniformément convergent dans 4 et y représente
une fonction holomorphe de z en tout point ol aucune des Ra(z) n’est infinie.
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La conclusion du n° 1 subsiste donc. La convergence de (1) en un point de
de qui n'est pas antécédent de Uorigine (point tel que les termes de (1) sont tous

+0), exige la convergence de 2 ans™ et entraine la convergence uniforme de (I)
0
dans tout domaine intérieur & A,; (1) représente alors dans A, une fonction de z,
holomorphe en tout point de 4, non antécédent de U'infini, méromorphe en tout pornt
de A, qui est antécédent de Uinfins.
La convergence de Za,,.s” est la condition nécessaire et suffisante pour la con-

o
@

vergence de Za,.R,, dans le domaine de comvergence des R, vers un point double
0

attractif a==0 de multiplicateur s==o.

3. Examinons maintenant le cas a=o, s=0. Cela veut dire que si l'on

pose 7= E, .e'l=l la relation z,=R(z) devient une relation rationnelle {,=¢({)

¢ 1

pour laquelle on aura ¢(0) =0, ¢'(0) =s avec |s] < 1. Par cette transformation

2z by 1 Y . I
étendue & tous les 2, c'est-a-dire en posant zp, = -

Cn
vaudra & {=0.((). Soit F({) la fonction de Koenigs relative & ¢(3), & l'origine
{=o0, et au multiplicateur s

, la relation 2, = Ra(2) équi-

Fle@)=s.F({).

On aura, sous la condition |s* F({)| <r, r rayon de convergence de la série entiére
@(3), branche nulle en o de la fonction inverse de F({), tirée de 5 = F({) par

en remarquant que
o()=¢@[sF] et en général e.(5)=g [s"F]

plpl=5+ ez +--

Qn(€)=S"F(C)+a282”1m+ass3"17‘3+

I
T " Ft oSt Fitagst P4 -

P I . , .
remplacé par pe On peut encore écrire,” comme on l'a fait au n° 2

Par conséquent R,(z)

ol au 2° membre { serait

0(8)=5"F(0) + ** F3a(l)
Foull)=cy FP+ags" F*+ ---.
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Lorsque = devient infini Fy, () tend vers e, F® car on peut écrire Fayp=F*[a,+
+ay" F+ - |=F.@[s" F], @ étant holomorphe pour |s"F|<r et tendant vers o,
lorsque % devient infini.

Par suite

(6) Bale) = <

"+ oy

Soit z, un point du domaine .7, oi les R, convergent vers l'cc. Si ce point
est antécédent d'ordre p de 1'cc, toutes les R, pour n=p seront e« au point 2,
La série n'a pas de sens en 2z, Kcartons d'abord ce cas et supposons £, non

antécédent de 'cc. Alors §0=§ n'est pas antécédent de 1'origine dans l'itération
[}

[t/e(2)], ce n'est pas un zéro de F(f). Donc F(l,)+o0. Sila série (1) converge
en z,, on aura lim a,R.(z,)=o0.

n=wx

Done
. a I
lim =

n=w 8" F(Co) +5"Fan (Co)

= 0.

.. . . a I .
Le terme s*F»,({,) a pour limite zéro. On a donc lim = b = 0 et puisque
w=wo § Zo)
1 . . Qn o . .
) est fini et 40 on aura lim prialsl Une condition nécessaire pour la con-
0. n=aw

vergence de (1) en 7, est donc que lim n —o. La série image 2 (5)=2) ang" doit
0

Sﬂ

. 1 .
donec avoir un rayon de convergence @ = |3_| En raisonnant comme plus haut on
pourra écrire
1 _ 1 s" Fin
F+ '5'"1"2 n ["(C) F(-l" + 3111,'2 n)

ce qui équivaut 4 developper le 1°* membre en puissance de s* et a grouper tous
les termes & partir du 2°
Alors

- .
. I st

Le rayon de convergence ¢ de Y anz" étant = 5] la série 3 |an| sera conver-

' [}

F ’ a
2% tend vers —2

gente. Lorsque n devient infini E,m 72

=g, qui est fini.
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F.
La série Z F—#‘"——E%,——) est donc absolument convergente, comme 3 |a,|. La
2n

o
série 2 g—: : m somme des 2 séries convergentes Z au Ra(2y) et
[} 1]

< anF2n(Co)
2 FL G +5 Fan Gl

@
On
;;

sera elle méme convergente, et il en sera de méme de

0
@

La convergence de Z ‘:71: est une condition nécessaire pour que la série (1) con-
0
verge en un potnt de J. non antécédent de I’

C'est aussi une condition suffisante et elle entraine la convergence uniforme
de (1) dans tout domaine fermé A intérieur & A, ne contenant aucun antécédent
de I’

En effet, 3 o correspond dans le plan { un domaine 4 intérieur au
domaine de l'origine et ne contenant aucun antécédent de l'origine. Dans un
tel domaine m<|F({)|<M, m et M étant 2 constantes positives non nulles. Dés
que 7 sera tel que |s"M|<r on pourra utiliser la représentation de R, ci-dessus
et on pourra écrire (sauf pour un nombre fini n, d'indices, ce qui ne change rien
au raisonnement)

o) ga,.R,.(z>=[z ] - S

(au 2° membre on imaginera { remplacé par 21 dans F et F,,). En vertu de

V'expression Fiy,=F® @(s*"F), @ étant holomorphe pour |s"F|<r chaque terme
de la 2° série du 2° membre est holomorphe en z dans le domaine 4 puisqu’il
est holomorphe en { dans le domaine 4. Pour { parcourant - et par suite,

pour z dans «, F[If—ﬁ,:ﬁ,._] est borné supérieurement. En effet, pour = tel que

|s"M|<r on aura |@(s"F)|< M,, M, maximum de |®@(3)| pour |3|<r; donc

Fan < M2 M,
F(E+s"Fan)| ~ mlm—|s|r. M3. M)
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Soit 2z, un point qui soit antécédent d'ordre p de U et qui ne soit pas
antécédent d'ordre (p—1) c'est-d-dire que R(z,), Ry(2o), - . - Rp—1(2,) sont finis tandis

que Ry(z,) est infini. — Soit {, le correspondant de z,, (Co=§); il est clair que
0

(%), 05(%o), - - - ep-1(Lo) sont finis et +o tandis g,(5o)=0 et par suite g,+:(,) =0
pour tout entier positif %.

Si l'on développe ¢(() autour de {=o0 en série de Taylor convergente dans
[£] =<7, r, assez petit, on aura o({)=s{[1+h()] 2(}) étant holomorphe en { dans
|{| <7, et s'annulant pour {=o0. Si r ést assez petit, [{|<r entrainera |o({)]<r,
et par suite on aura de proche en proche gn()=s"L {1 + ka($)] ka étant holomorphe
dans |{|<7r, et s’annulant pour {=o.

Dans ces conditions on écrira

i an Ra(z) = pjlan Rale)+ Z ap+r Bp1i(2)

k==0

_CGp+k
- Za"R" €)=+ 2 L ep+(C)

< . o s . I
ou, dans la derniére =, on doit imaginer que {= P

D’autre part gp+x(l)=0x [0p(0)]=5%0p(5) [t + kit (0,(3))] en se bornant au voisinage
de {, pour lequel |gy(¢)|<»,. On aura done, au voisinage de z,, ou de {,

Zoa,.R,.(z) Z%Rn (e) + Z ,,(g) ¥ :,’,:{epm

il viendra

L, hu
1+ A 1+ M

Mais en observant que

Z%Rn Za"R" (&) + —= Qp(C) ké) ot [I I+hk[9p(€)]]

7. k .
La série qui est une

k=0

partie de la série Z

n=0

laquelle est convergente par hypothése.

n’
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en supposant, bien entendu, # assez grand pour que |s|*. B{® M, soit < m et par
exemple
1
ISI".MZ.M1< Em,

on aura:

F2n < MSMI .
FF+s"Fa)| = 1

2

- o
o . a. F- .
La série )| au| étant convergente, la série D) i n Fan sern absolument et
1] 0

F+5"Fay)

an
TS‘T'

w
uniformément convergente pour [ dans 4 et pour z dans 4. ILa série
(54 P p
0

étant convergente par hypothése, la serie Z an Ra{z) sera, en vertu de 1'égalité
1}

(7), uniformément convergente dans A et représentera dans . une fouction holo-
morphe de z.

La condition nécessaire et suffisante pour la convergence de (1) en un point
non antécédent de ' de domaine 4., d’'un point double attractif & Uinfini, est que

a0
la série Z .s_:: converge. St elle est satisfaste, la série (1) converge uniformément
0

dans tout domaine fermé A intérieur 4 J. et ne contenant aucun antécédent de U’ .
La somme de (1) est une fonction de z holomorphe en tout point de A, qui nest
pas antécédent de I'co .

Les antécédents de 1'c sont des points 7solés 4 Uintérieur de 4,. Hors le
cas ol R(z) est un polynome, ils constituent un ensemble infini dénombrable dont
le dérivé est l'ensemble parfait E'z qui forme la frontiére totale de .. Dans
le cas ou R(z) est un polynome, tous les antécédents de 1'cc sont a I'eo, les
termes de (1) sont des polynomes et la somme de (1) est holomorphe en tout
point intérieur & o,. Ce cas excepté, la question se pose de savoir quelle est,
en un pornt antécédent de U, la nature de la singularité que présente la somme
de la série (). '

11 est facile de voir qu'un tel point est un pole pour la somme de la série (I).

Reprenant en effet la correspondance entre z et { dont nous avons fait

I - . - i r'd
usage plus haut, on aura Rn(2) = ) si on imagine au 2° membre { remplacé

enll)

a.rI
P z

22 — 30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 11 septembre 1930.
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On peut, finalement, écrire

(8) 20' (LnRu(Z) = % Qn Rn (Z) ; Z ap+k hk [gp ] 1+ th[Qp(C)]

k=0

p—1
Au voisinage de 2z, et en 2z, la premiére somme Zan R,(2) est holomorphe.
0

Au voisinage de z,, auquel correspond celui de §,, le 2° terme

LS e
en(8) =0 s
peut s’écrire Rp(z) az;:k; ce terme admet z, comme pole au méme ordre que Ry(z)

k=0
et la partie infinic de ce terme est égale & celle de Rp(2) multipliée par le nombre

Zap“ Enfin envisageant la 3° 3 du 2° membre, on voit de suite que hi{g,(0)]
k=0

est holomorphe en g,(() lorsque |g,(Z)]<<7;, ce qui est le cas en {, et au voisinage
de §,; de plus hee,(0)] renferme g,(f) en facteur & une certaine puissance entiére,

b ey ()]
(&)

en est de méme pour le terme général de la 3° 3, a savoir

puisque hi(0)==0. Donc est holomorphe en {, et au voisinage de §,. Il

ap+r i fop(0)] I )
£ el 1+ hifen(0)]

La 3° = représente donc une série de termes holomorphes en f,, uniformément
convergente dans un certain cercle de centre §,; sa somme est holomorphe en {
dans ce cercle; elle est donc holomorphe en z dans un certain cercle de centre z,.
Dans la formule (8) le 2° membre comporte donc 2 termes (le 1 et le 3°)
holomorphes en z, et un terme (le 2°) admettant z, pour pole.
La somme de (1), holomorphe autour de z,, admet donc z, pour pole et sa

partie infinie en z, est égale & celle de Ry(z) multipliée par ) a::k-

k=0
Il est donc bien vrai qu’en‘ z, tous les termes de (1) i partir de Ry sont

infinis, mais, par une mise en facteur convenable, on peut mettre la somme de
tous ces termes sous la forme d'un produit de 2 facteurs dont l'un reste holo-
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morphe en z,, et dont l'autre emporte la singularité polaire commune & tous les

termes Rpir. C'est ce qu'exprime la mise en facteur de -ITQ dans
»

-

S Ap+k
; C) (1 4+ 7 [0,(0))] = D\ ap+t Bpiile).

k=0

§ II.

o est un point attractif a multiplicatewr s=o.

Nous avons 3 discussions & faire selon que « est fini et ==o0, égal & zéro,

ou infini.

4. a¢F0 -et 0. Nous nous adresserons cette fois, pour avoir une ex-
pression de R.(z), non plus & la fonction de Koenigs qui n'existe pas ici, mais
4 la fonction de Bottcher (Préliminaires, n° 5). En supposant que l'on ait au
voisinage de «

.R(z)_a——:Ap(Z_a)p‘*‘ M Ap=*=o, p22,

la fonction de Bottcher F;(z) sera holomorphe au voisinage de « et son dévelop-
pement sera de la forme

1
3=F1(z)=Ag‘1 (e—a)+---
et la branche égale & « pour 3=o0 de fonction inverse de F)(z) sera de la forme

1
e=gigl=etagtas’t - o a=A4, " +o,

et ce développement sera valable pour |z| <7 et |z—a|<o, r et ¢ étant assez

petits.
On aura
F\[RE)=[F (o)} et, en général F,[Ru(e)]=I[F,(s)" d'ot il suit
) Rale)=g, {[Fl(g)]pﬂ} =ata, P+, 32" + -

pourvu que | Rn—a|<g et |F2"| <r.
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Remarquons qu'on peut simplifier (g) en l'écrivant
(10) Rale)—a+ " by (Y]
ot hy(u) est une fonction holomorphe de u pour u=o

hi(w)=ca,+ aqut+--- (eey == 0)

Cela étant, si la série (1) D) an Ba(e) converge en z, intérieur & 4, on a

lim a, Ru(zp)=o0, donec lima,a=0 et lim ag,=0.

n=a
®
Dela il suit que D a, F2" converge absolument en z, puisque |F;| <1 et par
[}

- .
suite | F#"|<| F{|*. De méme D an F?"h [F2"] converge absolument puisque

hy [F?"] ayant pour limite «, reste borné quelque soit ». Il résulte alors de (10)
-]
. Ve P AJe% 3 &3
(ue Za,. «, différence des séries Sa, R, et Sa. F?" h [FP"], convergentes en z,,
0

est convergente. .

La convergence de = a, nécessaire pour la convergence de =au Ra en un point
de Ao est suffisante pour entrainer la convergence uniforme de =an R, dans tout
domaine A4 fermé, intériewr & 4,. En effet, dans ce domaine, |F,|< M < 1.
Done, dés que #» est assez grand |k, [F?"]| < M, quelque soit z dans . La con-
vergence de X a, entraine la convergence absolue et uniforme de =a, F?" dans
d, puisque |[F|<M<1 et p=2 entraine |F?P*|<M™ et permet de majorer
Sa, I} par 3|a.|M* qui converge et pareillement, de majorer 3 a, F?" b, [F?"]
par =|a.|. M» ]l[1 qui converge

La série Za,.R —“2 an + D\ an F?". by [F?"] converge uniformément dans
0 0
4 et définit dans Ao une fonction de z, holomorphe en fout point non antécédent
de '
Il en est ici comme dans le cas du multiplicateur non nul. Sz a==0, as=,
la convergence en wun point du domaine A, entraine la convergence uniforme dans

tout le domaine 4. et la condition nécessaire et suffisante est que 2 an soit con-
0
vergente.
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5. Il en est autrement si e =o0. TUn exemple simple le montre & priori.
Prenons R(z)=2%. Alors ¢=o0 et R.(z)=2*". Ici o4, se confond avec le cercle

@

|z] <1 tandis que le domaine de convergence de la série entidre D, a2 est un
- .

cercle |z| <o qui peut n'étre quwune partie du cercle |z} <1, lorsque 9<1. Sil'on
-]

: I P

prend, par exemple, @,=2?" on aura g = > et la série D) an Ra(2) ne convergera
= 4

que dans une partie |z|< % du domaine 4, Cet exemple sert d’ailleurs de guide
pour le cas général oli a=o0. Alors
R(z)=Apzr+ --- Apo p=2.
F, étant Ia fonctio_n' de Bottcher, et @, son inverse, on aura comme au n° 4
(r1) R,(2)=o, FP"+a, F2?" + --- = @, [FP" = Fr"h, [F?"
hy(u) = e, + ayu + - a, 7% 0, h, holomorphe dans [u| < 7.

A cause de F|[R.(z)] = [F,(2)}*", les zéros de F, sont les antécédents de l'origine.
. En un point antécédent de l'origine, tous les R, sont nuls & partir d'un

-3
certain rang, la série Za,.R,.(z) se réduit &4 un nombre limité de termes.
0
Soit 2z, un point, non antécédent de o, ou la série (1) converge. En ce

point Fy=+o0 et |Fy|<1. Ona Za,.R,.(z)— Za,.F""h [F?"] o, au 2° membre
n=0
la valeur de F, est prise en z,.
8i » devient infini F?" tend vers zéro et h,[F¥"] tend vers a,+0. La con-
vergence en z, de la série (1) entraine donc lim a, F"=o0. La sérieimage, que

n=w
nous prendrons ici égale &

k-
= 2’ an 51)”’
0
a donc un rayon de convergence o, =|F,(z,)]. Cela étant, reprenons la relation
244 0 1% , Tep

(12) Zaan (2) = ZanF”"h (F2)

=0

(F, étant mis pour abréger au lieu de F(2)).
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La série du 2° membre converge uniformément et absolument dans tout domaine

A inlériewr i l'ensemble défini dans A, par linégalité | Fy(2)| <| Fy(z,)], puisque,

dans ce domaine 4, k, [F?"| tend uniformément vers e,, et puisque, dans ce do-

maine , Zan F?" converge uniformément et absolument. Il en est donc de
0

-
méme de la série (1) Y ax Bale). La convergence de cette série (1) en z,, mon an-
0

técédent de o, entraine la comvergence absolue et uniforme & Uintériewr de Uensemble
défine dans 4, par |F,(z)|<|Fy(z)]. C'est une propriété qui rapproche (1) des
séries entiéres, les domaines |F,(z)] < ¢, remplacant les domaines circulaires
|z]| <o des séries entitres. .

De ce qui précéde, résulte trés aisément que le domaine de convergence de
la série (1) a Uintérieur de A, sera défini par une inégalité de la forme | F\(2)]<e,,
o, étant le rayon de convergence de la série image Za,. 57", lorsque ce rayon g, sera

0

< 1. Bi le rayon g, est > 1, il est clair que | F,| étant <1 en tout point inté-
rieur & 4,, la série Z an F?" converge absolument en tout point intérieur a 4,
0
et il en sera de méme de Sa, I'?"h, [F?"] et de Za, Ra(2), la convergence étant
alors uniforme dans tout domaine fermé intérieur & ,. (Si ¢,=o0 la série (1)
ne converge qu'aux points antécédents de o) Dans tous les cas, la convergence
de (1) Zan Ral(2) sera uniforme dans tout domaine intérieur au domaine de conver-
gence de cette série (1). La somme de la série est donc holomorphe en tout point
wniérieur au domaine | Fy(2)| <o, ou 1 selon que ¢, est < ow =1, exception faite
pour les points qui sont des antécédents du point a I'co, dans le cas oii ces
points appartiennent au domaine de convergence de la série (1) dans 4,. Ces
points sont alors des piles pour la somme de la série. A ce sujet on peut
distinguer 2 cas 1°) si Fj(w)+o0 il est clair que les valeurs de F, aux points
antécédents successifs de 1’cc vont en tendant vers un quand l'ordre d’antécédence
s'éléve. A partir d'un certain ordre ils sortiront du domaine | F,| <o, 57 ¢, <1
et il n’y en aura qu'un nombre fini dans ce domaine. 2°) Si F()=0 tous les
antécédents de 1'cc sont des zéros de F, (alors I'c est antécédent de o) et par
suite ils sont tous intérieurs au domaine |F;|<g;. Il y a alors une infinité de
poles, pour la somme de (1), dans le domaine de convergence. La méme con-
clusion s'applique lorsque ¢, =1 car il y a une infinité d'antécédents de 1’ dans
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4, (sauf le cas ou R est un polynome) et tous ces points sont poles de (1).
Nous reviendrons plus loin sur la forme du domaine | Fy(z)| < ¢, lorsque o, < 1.

6. 1l n’y a pas. lieu de s'étonner de la différence qui se manifeste pour
@=0 entre le cas ol le multiplicateur est nul et celui ol il ne l'est pas. Si le
multiplicateur n'est pas nul, l'expression asymptotique de R,(z) prouve que le

rapport %% , 2, et 2, étant 2 points de o, non antécédents de l'origine, aura
n\=“a/ .

F(z)
F(z,)

@«
Za,.Rn(z) a méme ordre de grandeur en z, et en z,, c'est-d-dire en tous les points
[+

pour limite nombre fini et 4o et par suife le terme général de la série

de 4, (antécédents de l'origine mis i part).
Si le multiplicateur est nul, l'expression asymptotique (11) prouve qu'en 2

points 2, et z;, non antécédents de l'origine, le rapport g"g‘;
R\“2

a méme limite que
F(z)]" S,
7] cette limite étant 0 ou o selon que | Fiy(z,)|<|Fy(zs)] ow | Fy(e)|>] Fy(2s)].
\C
La série (1) peut alors &tre divergente en z, et convergente en z,, si | I',(z,)| < | (2],
la limite précédente déterminant le caractére du domaine de convergence de la

série (1) comme pour les séries entires.

7. Lorsque e=c on usera de la transformation déja employée au n° 3.
On posera z= é y 2= é—, z,.=—é— et la relation z,= R(z) deviendra {,=¢({) avec
1

n

e(o)=o0, ¢'(0)=o0. On aura Ln=g0s((). Soit F,() la fonction de Bottcher relative

~

@ o(Z) et au point o.
Si

el)=4, 07 + - 4p+o F&)=28 + - Ao

File@Q) = [F QP

et on aura, comme au n° 5
en(Q)=FP"h [F?"] avec hy(u)=a, +apu+--- (a1=|=0),-

h,(%) étant holomorphe dans
lul <7
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1 1 _hy (Fe)

On aura ici (13) Ru(2) = = =
( 3) ( ) Qn(C) F{’” hl {F{,n] 1"{"”

ot h(u) est une fonction

holomorphe de , [k2= hi] holomorphe daus }u| <7, (hy{0)+0).

1
La série (1) & étudier s'écrit ici

© w© n .
= P
(13) 20' an Ry (Z) Zol P ks [FI ,

N - Ve L} x
oll, au 2° membre, la fonction F, dépend de l'argument { = .
Les domaines A, et A, ot Ru(2) et ¢.(() convergent respectivement vers -

1 P
© et vers o se correspondent par { = 5 En tout point intérieur & 45, | Fy|<1

entraine que A,[F?"| a une limite finie et <=0 (qui est %s(0)), lorsque » devient

infini. La convergence de (13) est déterminée par celle de |
. ~ T

est le rayon de convergence de la série-image ,(3) = Za.3™*", le domaine de con-
vergence de (13) sera défind par | I > 0..
Done si g, =1 la série (13) ne convergera en aucun point de A, ou de Ao

Qn

Si done g,

puisque | /|| étant <1 dans A, ne saurait étre en aucun point >g, yui serait =1.
Si e, <1 la série (13) convergera dans wn domaine appartenant & d. et
défini par | I, > o
Désignons par F,(u) la fonction que définit 1'égalité

Des relations

et de la relation de Bottcher
Fy[e@) = [F, Q)P

Al ==
Ll = [5G

23—130534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 11 septembre 1930.

résulte

ou
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done, en définitive .
F, [R(z)] = [F,(z)]p.

F, est holomorphe au voisinage de z=, comme F, I'était an voisinage de {=o.
F; s'annule 3 l'infini, mais non sa dérivée, car Fy(o)=o0. F',{o)+o0. F, se
développe autour de z=c par

Fe==2+3+-- Ao

F, sera la fonction de Bittcher relative ¢ R(z) et au point z= . La série (1)
ne convergera -en certains points de 4., que si le rayon de convergence ¢, de

L(g) = Dlan.g?" sérieimage de 3 an Rule) est <1,
0 0

et, dans ce cas le domaine de convergence sera défini par | Fy(z)] >0, Dans le cas
particulier oi R(z) =2 on a R,=2"", la série Ia, R.(z) se réduit & la série

Za.z?", la fonction de Bottcher I,(z) est identique 3 1, la série image est

N

Sa,5" et le domaine de convergence de (1) dans 4, (4. est défini par |z] <1)

:: > g, c'est-d-dire 1 < |z| <.

2

est défini par 1 >

I1 va de soi que ce qui précéde ne s'applique pas aux points de 4, qui
sont antécédents de 1'e0, car, en un tel point 2z, lous les R, & partir d'un certain
rang sont infinis. Les antécédents de 1'ec ne sont.tous confondus &4 I'c que si

R (z) est un polynome et dans ce cas (1) Za,.R,,(z) est évidemment holomorphe
- 0

en tout point du domaine de convergence de la série dans o,. Hors ce cas,
les antécédents de 1I'c forment un ensemble dénombrable de points isolés dont
le dérivé est la frontidre totale de Ao.

Mais, puisque & l'infini Fy(2) =o0, & cause de

F,[R(2)] = [F ()P,

F, sera nul aux antécédents (de tout ordre} de l'infini et seulement en ces points.
Tous ces points sont donc certainement extérieurs 3 la région 1 >|F,(z)| > o, ot -
la série (1) converge et le probléme examiné 3 la fin de n° 4 (singularité de la
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somme de la série (1) en un point antécédent de 1'ec) ne se pose plus ici puisque
la série (1) cesse en général de converger dans toute une région entourant chaque
antécédent de 1'c. Dans le seul cas ol g;=0, c'est-id-dire dans le cas ou la
série-image I a, 3" représente une fonction entiére, la série (1) convergera en tout
point de 4, sauf aux antécédents de 'c. En chacun des points de son domaine
de convergence sa somme est holomorphe. Quelle est alors la singularité de cette
somme en un point 2, anlécédent de 'x?

On peut le voir aisément par les considérations suivantes.

Reprenons, pour faciliter 'exposé, la transformation

=-, Li=—, s z,=R(), {=e¢() et e(C)————IT-
z(;)

Si z, est antécédent d'ordre k de 1, son correspondant {, sera antécédeunt
d'ordre % de o
[ex(5o) = o, ei—i (5o) =+ o).

On aura, en vertu de

1
Rn =
@ 0. (8)
o oy A+l
%\
" R,
ZoanR (&)= Za,. +ng

La 1%° somme du 2° membre est holomorphe en z, occupons-nous de la 2°
On a
ex+1(8) = e[ Q)]

Lorsque { décrit un certain voisinage de §,, ox(l) décrit dans son plan le voisinage
de 0. Or on sait que

1 _h {27
0a(8) - Vi

ox(l)=Frh, [Fr"] et (formule (13) du n° 7)

a condition que F}" soit assez petit, et alors k, est holomorphe (hglo)F0). Idi,

puisque @:(;) est voisin de o, F,(ox) l'est aussi et on a

r I — hy {[Fl (9/:(;))]1}} .
el ale@) [P (@)

Pour abréger nous écrirons ¢¢ au lieu de gi(§). Or, on a vu que hy(u) =g +
+ uhg(u), [8,+0], hy étant holomorphe pour » =o0. Il vient alors
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L _ &t [F (e)]” by {1, (gk)lzf}.
eeni(d A

-
,_e Qk+1 2
La série Z ——— se décompose en deux:
0

e+ (8)

1°. La série D\ arsihs {{F,(ed]} qui est absolument et uniformément con-
1=0

* vergente au voisinage de , et par conséquent définit une fonction holomorphe

en .

En effet, au voisinage de ,, ¢: et F;(o:) sont bornés supérieurement par un
nombre & (indépendant de ) qui tend vers zéro quand le voisinage de {, envisagé
tend vers f,. hy{[F,{0x)]”'} est, dans ce voisinage de {,, borné supérieurement
par un nombre indépendant de ! et la série précédente converge absolument et

@ -]
uniformément puisque D ar+: qui est la valeur de D) @n2¥" pour z=1 converge
1=0 n=k

absolument par hypothése (¢, = ).

L. - a ) :
2°.  La série 8, Z, -[2':;—:—)]’7 (Blle converge absolument puisque = ay+: a2+
1—o LL 1\

et Xapyz” sont des fonctions entidres.) Les axy: n’étant pas tous nuls & partir
d'un certain rang, cette série, envisagée comme fonction de u = F\(g:) admet un
point singulier essentiel en u=o0. Or o{l) est holomorphe en {, et il en est de
méme de I'[o] au point g.=o0. Donc /' [e:] est holomorphe en {, et s’y annule..
Donc enfin la série précédente admet {, powr point singulier essentiel. Car si Lo
était point ordinaire ou pdle pour cette série envisagée comme fonction de
la relation = F,[o:({)] définissant { comme fonction holomorphe ou algebroide
de u autour de # =0, la série en question admettrait « = o pour point ordinaire,
pole, ou point critique algébrique; ce qui n’est pas. '

La conclusion est donc quun point z,, antécédent de 1'ec est un pornt

singulier essentiel de la fonction représentée par la série 2 an R, (2) et la partie
0

singuli¢re de cette fonction a pour développement, autour de z=z,, la série

ﬂ Z ax+1

' =0 [Fl (Qk)]pl
On peut dire encore, puisque

o )] -5 [5] - e
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que la partie singulidre est

@®

ar+1 . " . R TY :
B 0 g I, étant la fonection de Bottcher du point & l'infini.
zgo (7. [Re)l¥
Iei encore apparait une différence avec le cas du point attractif a l'infini, de
multiplicateur 0. On avait trouvé dans ce cas au n° 3, que les antécédents
de l'c étaient simplement des péles pour la somme de la série (1).

7 bis. Un raisonnement analogue au précédent nous permet d'étudier les
singularités de la somme f(2) = 3, an Bule), sur la frontiére de convergence |F\|=0,

n=0

pour e=o0 el o, <1I.
Reprenons alors le développement (r1) du n°® 5

Rule)=a, V" + ey I'1?" + - = F1" by [F")
hy()=ea, + ayu+ ---, (¢, +0), est holomorphe pour |u|<r.

Ce développement est valable dans tout domaine o intérieur & 4. dés que = est
assez grand.

On peut éerire

Rn(z)—’:({l F{’n + F‘l-’p” [“._: + En], )

&s (holomorphe en I) tendant vers zéro uniformément dans o/ lorsque » devient

infini. Par hypothése, la série associée 1,{(5) = Z an3*" admet ¢, < I pour rayon

n=0
de convergence, et d'autre part, c’est un résultat classique depuis Weierstrass que
la fonction A,(5) admet le cercle |5]=g¢, pour ligne de points singuliers essentiels

ou coupwre de Weierstrass. Eerivant la série
o .. k- ©
D an Rale) = ¢, D an FY” + D an Fi?" o + &)
0 [ Q
nous observons d'abord que la série = a, F2?" converge absolument dans le do-

maine |F;|*<g, cest-d-dire |F,J]< Vo, et puisque ¢,<1I on a V¢,>¢;. Donc la

fonction de F, Zan F27* est holomorphe dans le domaine | F,| < Ve, qui contient
0 .

le domaine de convergence de Sa, FP*. Il en est de méme (s, tendant uniformé-
ment vers zéro dans tout o) pour la série 3 a, F?#"¢,, elle converge absolument
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dans |F,|< Ve, et uniformément dans | F,| < Vg, ~ ¢; sa somme est done holo-

morphe en F, dans |F,| < Vo,. ‘
 Ceci poéé considérons un point quelconque z, d'une courbe |F\|=¢, qui

délimite la région de convergence de Zan Ra(z). En ce point (F,(z,) étant = o)

F\(2) est holomorphe en z, par suite la somme de la série 2' an F29" (a,+ ¢,) est
1]

une fonction holomorphe de z puisqu'elle converge absolument et uniformément
-]

au voisinage de 2z,. Au contraire, la somme de la série «a, 2 a, I'?" envisagée
: 0

comme fonction de F, présente un point singulier essentiel en 3,=F),(z,) (comme

en tout point od |F,(z)]=-¢,); par suite elle présente aussi un point singulier

essentiel en z, lorsqu'on l'envisage comme fonction de z; tout point z, de |Fy(z)| =0,

est donc point singulier essentiel pour la somme de la série «, Z an F?". 1l en
0

résulte, que tout point z, de |Fy(z)|=e, est point singulier essentiel pour la somme

a0
de la série Za,. R.(2), la partie singuliére de cette somme étant précisément la somme
0

de la série @, D, an F?". “Toute ligne |F|=p¢, limitant ici le domaine de conver-
[1}

gence de (1) Za,. R,(2) est donc une coupure de Weierstrass pour la somme de
0
la série (1).

Un raisonnement analogue conduit au méme résultat lorsque « =00, toute

ligne |Fy| =0, <1 délimitant le domaine de convergence de (1) D an Rule) est une
o

coupure de Weierstrass pour la somme de cette sérze.

8. Il n'est pas sans intéret d’'examiner, dans les cas ¢ =0 ou ®, le multi-
plicateur étant nul, de quelle nature géométrique est le domaine de convergence
de la série (1) dans ,, lorsque ce domaine de convergence n’est pas . tout
entier, Cela revient, comme on l'a vu précédemment & I'étude du domaine
| Fi(2)] <o, lorsque o, <1, dans le cas oit a=o0, F; étant la fonction de Bottcher
relative & ¢=0, et & celle- du domaine |F,(z)]>¢, lorsque 0,<<1 dans le cas ol
¢=0o, o, ou g, étant dans l'un ou l'autre cas le rayon de convergence dbe la
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série image D an 5 ou D ang P, et Fi(s) désignant la fonction de Bottcher
0 0

pour a=co,

Envisageons d’abord le cas e =o.

La fonction F,(z) étant définie au voisinage de o par son développement de
Taylor que Y'on détermine par la méthode des coefficients indéterminés de maniére
4 vérifier l'équation F,[R(2)] = [F,(2)]?, et ce développement convergeant dans
un certain cercle |z]<r, on pourra toujours, connaissant ¢,< 1, déterminer un
entier g tel que o soit assez petit, pour étre <r d'une part, et d'autre part
pour que le domaine |F,(z)| < o? soit une aire simple & un seul contour analytique
entourant Uorigine: cela résulte aisément du fait que Fi{z)=2A,2z + --- avec i,%+o0.
Nous appellons C, la courbe limitant cette aire et (Cp) l'aire elleméme. A partir
de cette aire (Cy) nous allons, d'une part engendrer le domaine 4, ou les R,
convergent. vers a=0 et d’'auntre part engendrer le domaine |F,|<g, cherché.

Pour engendrer, 4 partir de (C,), le domaine #mmédiat 8, de l'origine,
c’est-d-dire l'aire contenant o, d'un seul tenant avec o, dont tous les points in-
térieurs z ont des conséquents R,(z) qui tendent vers o, on emploie le procédé
exposé au n° 3z de mon »Mémoire sur l'itération des fractions rationnelles»
(Journal de Mathématiques, 1918). 2z décrivant (C;) la branche de R_,(z) nulle en
o décrira une aire (C;—,) contenant (C;) & son intérieur. [On peut en effet
supposer C, intérieure & un cercle de centre o assez petit pour que les cour-
bes |F,| =1 intérieures & ce cercle soient des courbes analytiques simples
entourant l'origine, s’enveloppant mutuellement et tendant vers o quand A
tend vers zéro. Il est clair alors que la conséquente C, 41 de C; est intérieure

& C, puisqu'elle correspond i la valeur ¢?""'< o du paramdtre A. Donc (C,)
contient (C,,) et par suite (C,—;) contiendra (C,).] 2z décrivant (Co—;) la branche
de R_(z) nulle en o décrira une aire (Cy—), & un ou plusieurs contours, conte-
nant (Cy—i), on continuera de proche en proche. A la ¢'*™® opération on ob-
tiendra une aire (C,) limitée par un ou plusieurs contours analytiques, conte-
nant (C,),(C,),...(Cy). 1l est évident, que dans le domaine (C,) on a |F,|<o?,
qu'on aura dans (C—i) [F|<e?® ... et dans (C,) |Fy|<oe,, les contours de (C,)
étant tels que, sur eux, |F,| soit =p¢,. Si on continue & prendre les antécédents
successifs (C), (C—»),... de (C,) par la branche de R_,(z) nulle en 0 on aura
une aire (C_,) qui tend vers 8, quand n devient infini. Dans J, nous avons done
déja trouvé une aire (C,) dans laquelle | F,| < o,, U'inégalité devenant égalité sur les
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contours de U'aire. Pour déterminer, & partir de (C,), le domaine |F,|<g, en to-
talité, servons nous de la remarque suivante.

Soient z, et z, 2 points de o, ot I ait la méme valeur <1. Les consé-
quents de z, et de 2z, tendant vers zéro il existera certainement un entier positif
n tel que Rn(z,) et Ralzy) sotent tous deux intériewrs & (C) ow sur sa fronmtiére.
Or, dans (C,) les courbes | F| = sont analytiques, fermées, s’enveloppent mutuelle-
ment et enveloppent lorigine. F, aura méme valeur en R,(z,) et Ra(z,) puis-
qu'elle & méme valeur en z, et z,. Or, dans (C,) F, ne peut prendre chaque
valeur qu'en un seul point. Donc Rn(z,)=R.(zy). Il résulte de la que, si l'on
connait une aire définie par |F,| <o, on pourra en déduire toutes les autres par
le procédé suivant. Imaginons que z décrive (C,) et considérons toutes les fone-
tions algébriques 2z’ de z définies par les équations

Ra(2)=R.(2") n=1,2...%9,

quand, dans chaque équation on écarte la solution z2'=z; chacune de ces équations
définit une fonction 2/ (2) et le point 2, décrit une ou plusieurs aires (C;) quand
z déerit (Cp). (Il peut arriver que certaines de ces aires (C.) coincident avec (Cy),
il peut arriver qu'elles coincident toutes avec (C,).) Chacune des aires (C)) sera,
comme (C,), limitée par un nombre fini de contours analytiques. Le domaine
|Fy| <o, sera composé de Uensemble des aires (Cyp), (Cy),... (C.),... Lorsque z est
en o z, vient en 2, (0) qui satisfait & Ra(z,(0)) = o0, 2,(0) est un antécédent de o.
Chacune des aires (C.) entoure un antécédent d'ordre n de Uorigine. En tous ces
antécédents F; est nulle. 4 '

Ces préliminaires étant posés on va pouvoir se rendre compte des compli-
cations qui peuvent surgir dans la constitution du domaine |F;|<g,. Distinguons
plusieurs cas.

1°. Le point o a tous ses antécédents confondus avec lui-méme.

2°. Le point o ne coincide pas avec tous ses antécédents: ce cas se sub-
divise en 2 autres

a) Dans le domaine ¢mmédiat d, du poiut 0, 0 n'a d'autres antécédents
que lui-méme,
b) Dans le domaine immédiat J,, 0 a d’autres antécédents que lui-
méme,
1° 8¢ tous les antécédents de o sont confondus en o, il est clair que, par

( -

I
C=2) §1= ’

1

By
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la relation z, = R(z) deviendra une relation [, = ¢((), ¢ étant un polynome. On
devra donc avoir

= L — 2
Q(E) Potpz+ o+ e 2t

ﬂo=i=0 ksp

R(z) sera du degré p. On construira d'abord, dans le domaine .7, qui est ici
confondu avec le domaine immédiat d, ot les R. convergent vers o, le domaine
(Cy), entourant o, od |F,|<g,. Si d, ne contient pas de point critique de R—(z)
autre que z=o0 (C,) sera simplement connexe. Sil'une des aires (C,), (G}, . .. (Co—1)
contient un point critique de R—;(z) distinct de o, alors (C,) aura plusieurs con-
tours analytiques. En considérant I'équation Ra(z)=Ra(z"), débarrassée de z=2/,
on voit que, lorsque z décrit.(C,), Ra(2) déerit {C,) intérieure & (Cp) et 2’ déerit
une antécédente de (C,) d'ordre n. Or, toutes les antécédentes d'ordre n de (Cn)
sont confondues avec C,; puisque toutes les racines 2 de I'équation Ra(z)=Ra(2)),
distinctes de z, se permutent autour de o. Ici done, toutes les aires (C',) sont
identiques & (C,). Le domaine total |F,|<¢ est ici identique a (Cy), ol se limite
par une ou plusieurs courbes analytiques en nombre fini.

L'exemple le plus simple de ce fait est fourni par R(z)=2”; le domaine
| F,J<e,<1 est alors lintérieur du cercle |z] <g,.

2°. Il y a des antécédents de o distincts de 0. L’ensemble des antécédents
successifs a pour dérivé la frontiére totale du domaine . Dans ce cas le do-
maine o, peut n’étre pas confondu avec le domaine immédiat d,. Outre d,, 4,
peut comprendre une infinité d'aires qui sont les antécédentes successives,
distinctes de d,, de l'aire d,.

Nous partons toujours de l'aire (C,), dans d,, ou |Fi|<e¢,. Il y a 2 cas:

a) Dans 6, 0 n'a pas d'autre antécédent que lui-méme. Ici o, est distinct
de d,. On trouvera- un exemple de cette circonstance dans mon >Mémoire sur
Uitération des fractions rationnelless, n° 66 et 67, 68. Il est visible que ce qu'on
a dit au 1° g'applique sans changement lorsqu’on se borne i la partie du domaine
|Fy| <o, qui est intérieure & 8,. Les équations R.(z) = Ra(') pour n=1, 2,...%
ne définiront que des aires intérieures a d, confondues avec (C;). La partie de
|Fil<e, intérieure & J, se confond donc avec (C,). C'est une aire limitée par
une ou plusieures courbes analytiques. Envisageons successivement les divers
domaines antécédents de dy, 7%, 672, ... 05" .... Dans chacun des domaines
07;7, V'équation R,(2) = R,(¢’) définira, lorsque z décrira (C,), une aire décrite par

24 —30634. Acta mathematica. 56. Imprimé le 11 septembre 1930.
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le point 2’ et dans laquelle on aura |F,|<eg,; chacune de ces aires entoure un
antécédent d'ordre z de o, et est limitée par un nombre fini de courbes analyti-
ques. L’ensemble de ces aires constitue le domaine (C’,). Le nombre des do-
maines d,;™ devient infini avec n, le nombre des aires précédentes, dont l'ensemble
forme (C’.) devient donc infini avec n. Le domaine total |F,| <o, se compose donc
ici d'une infinité d'aires dont chacune est limitée par un nombre fini de contours
analytiques. Dans 8, ce domaine |F,| <o, ne comprend quune de ces aires (C,).

b) Dans &y, 0 a d’autres antécédents gque lui-méme. C'est le cas quon peut
appeler général. Il peut arriver ici que 4, soit ou ne soit pas confondu avec 4.
Examinons d’abord d,. :

L'ensemble 4 des antécédents de o situés dans J, est alors un ensemble
infini dénombrable dont le dérivé est la frontiére de d,.

Nous partirons toujours de (C,), aire intérieure & d,, contenant o, limitée
par un nombre fini de contours analytiques sur lesquels | F)|=p,.

(C,) ne contient qu'un nombre limité de points de l'ensemble 4, et ces
points sont intérieurs 4 (C,). Considérons I'ensemble des points de A situés hors
de (C,) ce sont des antécédents de o, considérons celui dont I'ordre d'antécédence
est minimum; soit % son ordre et désignons par o ce point. L’équation
Bi(z)=Re(s') définira, lorsque z déerira (C,), une aire qui sera décrite par la
détermination 2z’ qui vient en o_; quand z vient en o; cette aire entourera o
et sera limitée par un nombre fini de contours analytiques. Appelons la (I7).
Dans l'aire (I) on aura |I',] <g, et sur ses contours |I';|=¢,. (C,) et (I'}) étant
intérieures 4 d, ne contiennent qu'un nombre fini de points de A. On choisira
parmi les points de A extérieurs a (C,) et (F,) celui dont I'ordre d’antécédence
K est le plus petit (¢ =%) soit oy. Autour de o on définira, grice 3 I'équa-
tion Ry(z)=Rx(2') une aire (I,) qui sera décrite par 2’ lorsque z décrira (Cy);
(I'y) entourera o_y, en ses points intérieurs |F,|<g, et sur ses contours [F,|=yg,.
(Is) n'a qu'un nombre fini de contours analytiques. On continuera de proche en
proche. Les aires (G), (Iy), ... (I's) intérieures & J,, définies successivement, ne
contenant qu'un nombre limité de points de A4, on choisira parmi les points de
A extérieurs 4 toutes ces aires celui dont l'ordre d'antécédence A est minimum.
Soit 0 ce point. L'équation Ri(z)=Rai(¢’) définira un point z'(z) venant en
0—1 quand z est en 0. Lorsque z décrira (C,), le point 2 décrira une aire (I+1),
intérieure & d,, extérieure & (G,), (T'y), ... (I), dans laquelle |F,|<g,; cette aire
est limitée par un nombre fini de contours sur lesquels |F,|=¢,. Les aires (I7)
successives vont en s'accumulant sur la froutiére de d,. On trouvera ainsi que
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le domaine |F,|<o, comprend dans d, une infinité d'aires qui sont les aires (Cy),
(T), (£s)y ... (), .... L'ensemble de ces aires s'appellera (3,).

Considérons maintenant un des domaines d;*, dans le cas ot 8, ne coincide
pas avee A, et prenons I'équation Ra(z)=Ra("). Lorsque z décrit l'une des aires
intérieures 4 ¢, dont est formé (y,), le point 2/, intérieur au domaine 67" consi-
déré, que définit I'équation précédente, décrit une aire intérieure & 07", limitée
par un nombre fini de courbes analytiques. A l'ensemble (y,) correspondra ainsi,
dans le domaine ¢7" considéré, un ensemble d'une infinité d'aires & l'intérieur
desquelles |F,|<g¢, et sur les contours desquelles |F;|=g,. On appellera (yn)
I'ensemble formé par toutes ces aires dans la totalité des domaines d;™; (y.) sera’
déerit par 2’ lorsque z déerit (y,), 2° étant lié & z par Ru(2)= Ra(2'); (y.) se compose
comme (y,) d’une infintté d'aires dont chacune “est limitée par un nombre fini de
courbes analytiques. Les aires de (y.) vont en s'accumulant sur la frontiére
de o7 ™

Le domaine |F,| <o, se compose ici d'une infinité daires, & savoir les (y,),
les (y), ... les {ya), . ... Les (y.) comprenant la partie intérieure 4 0™ du domaine
“|F,l<e, Dans chacune des régions dont se compose 05", (ya) comprend une infinuté
d'aires qui vont en s'accumulant vers la frontiére de la région; chucune de ces aires
est limitée par un nombre fini de courbes analytiques sur chacune desquelles | Fy| = o,
dans chacune de ces aires se trowve un nombre fini d antécédents distincts de Uorigine.

9. On voit par l'analyse précédente, combien peut &tre compliquée la

«©
structure du domaine de convergence de la série Z an Ru(z), dans la région 4,
[

oit les R.(z) convergent vers o, point double attractif & multiplicateur nul.
Rappelons ici que ce domaine est défini par |Fl<eo,, o, étant le rayon de con-

vergence de la série Y ang?" et I la fonction de Béttcher du point o.
0

w@©

10. En ce qui concerne le domaine de convergence de Y| anRu(¢)dans 4.,
1]

lorsque % est un point double attractif & multiplicateur nul, nous n’aurons
maintenant qu'un mot & dire. F, étant la fonction de Bottcher de 1'eo

Y
F2=;1+z—§+--- Ao

telle que
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et o, étant le rayon de convergence < 1 de la série Za,.;‘l’”,ledoma.inech_erché
/]

est défini par 1>|F,|>9, On lUobtiendra donc en retranchant du domaine A,
Uensemble des aires qui comstituent le domaine |Fy| < g,. L’ensemble de ces aires
a 6té longuement étudié au n° 8, toutes les conclusions s'appliquant ici en rem-
Dplacant partout Uorigine par ' et Fy par F,.

§ IIL
a est un point double indifférent & multiplicateur s=R'(a)=* 1 [R"(e)+0].

11. Supposons d’abord « & distance finte et utilisons l'expression asymp-
totique
I
na+BLn+ A(z)+éen(2)

Ra(z)=a+

valable dans tout  intérieur & ..
1°. a+0. Supposons que =a.R.(z,) converge au point z, intérieur & ..
Alors a, — o puisque Ra(z;)) = «. On a, visiblement,

1 I
Ra(zg) = + oo (;1_2_‘)

1 . 1 &
o(n'l"') exprime que pour % assez grand on a 0(_5—_5) < ==

n n-

€ arbitrairement petit dépendant de ¢ qui est lui-méme arbitrairement petit. Il

est clair que = a,.o( !

n"—‘) converge absolument, donc la convergence de 3 anRn(2,)

Ea,.(a-%-—}-)'
na

Posant a,.-(a+ n—xa)=b,. on aura @, == b"'-lr—=b,. [—I - +0(L,)]

2
a naa n
a+ —
na

entraine celle de

b .
La série b, convergeant, cela entraine la convergence de Z;" et aussi celle de
1 . b . .
3bs. 0 (n-—,) Je dis que Z;" converge aussi. En effet, en posant Z] bn = B

on aura b, = Bp— Bn_, et B, — B fini donc
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Z%’=Z:;(Bn—Bn_,)=‘zB,,(5 - )=Z__B’L_

n nti1 n(n+1)

qui converge absolument puisque Bp,— B.

11 résulte donc de ce qui précéde que Zan converge.

La convergence de 3 anRa(2) en un point z, du domaine 4, de convergence
vers a0 exige la convergence de = an.

Réciproquement. Si Za, converge, on aura, wuniformément dans tout 4 in-
téreur & Ao

1 1
.Rn(z)—‘a'l‘ h_d + 0 (’n%—B)

a ] 1
Sana et 4n convercent. Si Sa,. converge, Iano{—— | converge absolument
na s ge, i

et uniformément dans 4. Donc X an Ra(2) converge uniformément dans tout 4 et
définit dans ./, une fonction holomorphe, & condition que . ne contienne aucun
antécédent { du point o, car en un tel point on aurait R,(l)=0o0 et { serait
un pdle pour Rn; S, Ra sera donc holomorphe dans o, sil'® n'est pas intérieur
a A, Si I'ec est intérieur & A, comme ce n'est pas alors un point invariant,
tout point { antécédent d’ordre k¥ de 1'oo sera pole pour Ri(2) seulement, et la
somme = a, R.(z) sera méromorphe au point { qu'elle admettra comme pole de la
méme maniére que Fi(z).

Conclusion. — La convergence de = a, est, pour a<o0, la condition mécessaire
et suffisante pour la convergence de =an Bn dans tout domaine A intériewr o o

12. 2°. Soit e=0. Supposons encore X a, R, convergente an point z, intérieur
a 4. On a ici
1

- B
Ryp=-- — 2)l < 5= labl articulie 2.
" na+gLn+A(2)+ el2) avee | ea(e)] gl Taable en parucuier pour %o
Nous développerons R, par rapport a :_z omme suit
R.= X 8 L_n — A+en +o0 ! & arbitrairement petit; o ( .I )=
na () nia? o I Vi

infiniment petit en nsL_E) .

On a donc par hypothese

1 Ln A+te 1 _
Qn [;ﬁ — 8 T ntal +o (,n:a—e)] = bn,
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la série b, étant convergente pour z=12z,. On tire de la

S S L ] I Femva]

Ao bn
n

. ’ , . bne
X bn étant convergente, Z I'est aussi; Z :z * est absolument convergente

car |&n| < ==

I . Ln
et il en est de méme de = b, 0 (n_?:‘) Quant a4 = bn7 , en posant

Z ba= B,, B,— B fini, on l'écrit 21-;11(&,— B,—,) ou encore
1

an[.L_"._L(""'])].
n n+1

_L‘_"__I‘(_”‘F_‘.)gf,n(l_- 1 )_L(1+i)_ I __L(H;I})

n n+1 n nti n+1  nlm+r1) n+1

ce qui montre que In_ %E%:{;—I) est d’ordre supérieur 4 ;_}:_; , aussi petit que
soit ¢. Donc =B, [Ln —szn—_:-l—l—)] converge absolument, donc Eb,.%? est con-

vergente et Von voit que la convergence de =an Ry en un point z, intériewr & A,

. a
exige la convergence de 2)—;3

. . a . . :
Réciproquement. Lorsque Z f converge, on a, uniformément dans tout

intérieur 4 4, (¢ = o)

B

nl—

Bp=— —8— —

na n n2a? n3t

C_p Ly AT Al (L) aveo fal<

I . . NV L £ 0 v 1 . £
dans o et o ("3—_5) infiniment petit d'ordre supérieur a e uniformément dans

—&

tout /. On déduit de 14 en formant a, R, que les séries:

a Ln . . ‘-
2 — Z Tn convergent (voir raisonnement antérieur);
na
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les séries

ZanA(z)’ ane,.(z)’ .‘».‘a',.o( I )

n*a® n®a® ne

convergent uniformément dans o, la 2° et la 3° absolument.

Donc X a, Ra(z) converge uniformément dans o et représente ici une fonc-
tion holomorphe dans 4, en tout point non antécédent de 1'cc, admettant un
pdle comme Ri(z) en tout z antécédent d’'ordre % de I'co.

Conclusion. La convergence de 2 %" est ict la condition nécessaire et suffisante
pour la convergence de Sa,R., dans A, laquelle est alors uniforme dans tout 4
ntériewr @ d,.
13. 3° Soit a==c0. On a ici Bn=mna+ 8Ln + A(z) + e.(2). Supposons
Zan, R, convergente en z, appartenant & 4,. Alors
bn=an[na + BLn + A(zy) + en(z,)]
est une série convergente. On tire de li
b Ln Ay & 1 ]
= La A;+ & D [I By n na na o ('n'-""*)

g == .
g n i_'nu na

Par les raisonnements précédents on sait que, = b, convergeant, il en est de méme de

Ln bn A, b &n I
Ebn—n—: 2 na ’ Z na H Zb,..o(ng_e)

Donc Ina, convergente est condition nécessaire pour la convergence de IZay R.
en un point z, du domaine 7, de convergence vers ¢ = o supposé point double
indifférent & s= + 1.

Réciproquement. — Si Sna, est supposé convergente, en formant
Ln  A(2)  eal2) -
Ro=nas|a+ f~— + == + == '
fn T " B n n
.. Ln A(2)
on remarque que les séries Snana, Ena,.p’—n-— convergent. 2 na, n converge
&n(2)

. , . s \ n\<
uniformément dans tout o intérieur & 4, et I na,— = converge absolument et
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uniformément dans . Done Zan R., convergente dans tout 4, converge uni-
formément dans tout 4.

Conclusion. La convergence de Znap, est la condition nécessaire et
suffisante pour la convergence de Zan R.(2) dans le domaine 4, d'un point
double indifférent a =, et la convergence est alors uniforme dans tout o
intérieur & 4., la somme Za, R, étant alors holomorphe dans A ., puisque
les seuls pdles des Ra.(z) étant les antécédents de 1'c w’appartiennent pas
alors & Vintérieur de 4., mais @ sa frontiére.

§ IV.

Récapitulation de Uétude de la_convergence de 3 an Ra(2).

14. Dans ce qui précéde, nous avons pu conclure sur la convergence de
Za, R,(2) toutes les fois qu'était connue la convergence des séries suivantes

a
Sa.3”, Sanz", Z;" San, 3Znas

ol p est un entier positif > 1. Nous avons appelé o, et ¢ les rayons de con-

vergence des 2 premidres i savoir

L(5)=Dans?" et Al3)= Daus" (séries-images)
n=0 n=90
On a
L I 1
~=lim|a " et - =1lim]|a.|
0 e

7°. Montrons que ¢, < 1 entraine ¢ = o.
On a alors en effet une suite infinie d'entiers croissants n; tels que

1

re 1
| ani |2 — =
Alors (’1.
Ia" Im Il“" |p } ™o et puisque }:_i—-»oo et o, <1
i i
on a

1 1
lim |a,. l":—-+°o Donc .lTnTla,.‘.l;‘;'=+oo.

ng=®
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Done ¢ =o.
2°. Montrons que ¢, > 1 entraine o= + . Par le raisonnement précédent,
on voit que pour la suite n; on a

1
— 1
. ; 1 . = i
hmla,,l.ll’"'=— <1, donc lim Ian,-l""=0, car £ oo,
i=w 0, n;=w ng
Donc o=+ .

20

3° Il en résulte que sz o est fini et =0 on a o, =+ I.

. - an . .
#°. Lorsque ¢ <1 on ne peut avoir =a, convergente, ni méme Z = nia
n

fortiori I na,.

[an]

Car, si Z— convergeait, on aurait — =&, — 0. Donec
n n

1 1 1

. logn 1 log s
™ . oy n -y n
lan|t=n".es"=¢" .€"

1 1
On voit que #n"— 1 ef, & cause de & — o0, & < 1.

Done
— 1
lim |a.* <1
c’'est-a-dire ZI’ =1 donc ¢ =1 ce qui est contradictoire avec 1'hypothése. Donc sz
o<1, Z% et, a fortiori Za, et Sna, divergent.
5% Sie>1 Zan, e -i—" et Sna, sont convergentes.
Car si g>10n a

lan] < -0
e —e)
avec M fini et ¢ assez petit pour que p—z2e&> 1.
Mn .

Done |na,| < ———+
|nan (e —e

et, & partir d'un certain rang

— n
(=)
o—2¢

M ..
done |na.] < m et Zna, converge absolument, ainsi que Za, et Z%ﬂ

25 — 30534. Acta mathematica. 66. Imprimé le 12 septembre 1930.
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15. On peut alors résumer dans le tableau suivant les résultats acquis dans
le chapitre précédent, en convenant, pour les points indifférents, de ne considérer
que ceux ¢ pour lesquels R'=s=+ 1 et R”(a) +o0.

A. ¢,=0, ¢=o0. La série (1) D an Ra(2) ne converge dans le domaine
0
d’'aucun point attractif ou indifférent.

B. o,<1, o=o0. La série (1) converge (et 13 seulement) dans le domaine
4y ol les R, tendent vers l'origine, lorsque l'origine est un point atlractif a4

k

multiplicateur nul (a,vec des dérivées % nulles en 0 pour k=1,2,...(p— 1)
.& ’ N Y

mais # o pour k= p). Elle converge dans la partie de o, définie par |F,|<g,

I, fonction de Bottcher relative & o. Elle diverge dans le domaine des autres

points attractifs ou indifférents.

C. o,=1,0<e¢<r1. La série (1) converge dans le domaine 4, d¢ Vorigine
(et seulement dans 4,) lorsque cette origine est un point attractlf & multiplicateur

8o nul ou inférieur ou égal en module & ¢ de maniére que X a,s} soit convergente.
Elle diverge dans le domaine des autres points attractifs ou indifférents.

D. p,=¢=1. Ce cas se subdivise
a) 2‘;—" converge; = an (et par suite Sna,) divergent. La série (1) con-

verge dans le domaine A, de l'origine lorsque Uorigine est un point attractif
ou tndifférent. Elle diverge dans le domaine des autres points atfractifs ou
indifférents.

b) Za. (et par suite 2%) convergent; =na, diverge. La série (1) con-

verge dans le domaine de tout point attractif ow indifférent o distance finze.
Elle diverge dans le domaine du point o, que ce point soit attractif on in-
différent.

¢) Sna, (et par suite Za, et Zi—") convergent. La série (1) con-

verge dans le domaine de towt point altractif ow indifférent & distance finie,
et dans le domaine du point o, si ce point est indifférent (mais diverge
dans le domaine de 1’0 si ce point est attractif).
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E. o9,=+1, 1<¢< +«. La série (1) converge dans le domaine de tout
point atlractif ou indifférent & distance finie. — Elle converge dans le domaine
dw de V' sz ce point est indifférent ou attractif avec un multiplicatewr s. supérieur

ou égal en module zl-lé de maniére que Z—Zf soit convergente. (Isml = ZI’) Elle
diverge dans 4, si 1’0 est & multiplicateur nul ou <ZI’ en module.

F. o,>1 (par suite o=+ ). La série (1) converge dans le domaine de
tout point attractsf ou indifférent & distance finie. — Elle converge dans tout le
domaine A, si I'eo est indifférent ow attractif avec un multiplicateur so=o0. Elle

converge dans une partie de 4. définie par |F,|> ;‘ , 81 Voo est attractif & multi-
I

plicateur nul, Fy étant la fonction de Bottcher pour ce point « (au voisinage
duquel on suppose que R est de la forme R = z? [Ap + é;ll + ] le crochet

étant holomorphe autour de 2= et = 0 pour z=1).

G. po=g,=w. La série (1) est convergente dans le domaine de tout point
attractif ou indifférent. (Toutes les séries-images sont ici des fonctions entiéres.)

Remarque. La convergence de Xa, R.(z), lorsqu’'on la reconnait en un point
intérieur au domaine d'un point attractif ou indifférent, entraine, comme on l'a
vu, des conséquences trés précises sur ¢ et ¢, et permet de distinguer dans lequel
des cas précédents on se trouve.




