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1. On doit & M. Saxzer' des propositions remarquables concernant les
fonctions entiéres d'ordre quelconque, et en particulier la suivante:

Soit g(x) une fonction entiére, et considérons ses dewx premiéres dérivées g'(x),
g’ (x); sl n'y a qwun nombre fini de valeurs de x qui annulent U'une des fonctions

9(x),g'(x), 9" (x) sans annuler les autres, la fonction g(x) a nécessairement la forme

g(@)=p(x)er®

p(z), glx) étant des polynomes.
M. Saxer, pour démontrer cette proposition, s'appuie sur I'mpossibilité d'une
identité de la forme

a(x)ei® + B(x)e”@ + y(2)f) (x) + d(z) =0,

a(x), B(x), y(@), d(x) étant des polynomes et f,(x),f(x) des fonctions entiéres, si U'on
a d la fois

a(x)s=o0, f(x)==const.

2. Dans ce qui suit j'établis, suivant les indications de M. Montel, quel-
ques propositions concernant les valeurs exceptionnelles des fonctions entiéres et
d'une classe de fonctions méromorphes et ensuite j'expose une démonstration
du théoréme de M. Saxer basée sur le lemme suivant.

! Ueber die Picardschen Ausnahmewerte sukzessiver Derivierlen. Math. Zeitschrift t. 17 (1923),
p. 206—227 (Thése, Ziirich 1923).
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I. Théoréme: Si wune fonction entiére g(x) admet la valewr a comme valeur
exceptionnelle (au sens de MM. Picard, Borel) sa dérivée g’ (x) admettra o comme
valeur exceptionnelle (au sens de M. Borel) seulement.

En effet, la fonction entiére g(x) se mettra sous la forme

9 (@) =a+p(x)e?™

p(x) étant un polynome si la valeur a est exceptionnelle au sens de M. Picard
ou une fonction d'ordre inférieur & celui de la fonction g(z) si la valeur a est
exceptionnelle au sens de M. Borel.

11 vient

9 @)= (@) + pl2) @ (2)] e?®;

il est évident que l'ordre de la croissance de la fonction p’(z)+ p(x) @ (z) est
inférieur a celui de la fonction g(x). Or, M. Valiron a démontré que l'ordre de
la dérivée g’ (x) est le méme que celui de la fonction g (x).!

On voit donc que la valeur o est bien une valeur exceptionnelle pour la dérivée
au sens large du mot exceptionnel (au sens de M. Borel).

II. Le théoréme restera vrai si on Uapplique & une fonction entiére divisée

par un polynome c’est-d-dire a une fonction de la forme ¢ =J£%'

En effet il suffit de montrer qu'une telle fonction ne saurait pas admettre

deux valeurs exceptionnelles a,b. S'il en était ainsi on aurait
Sfle) = ap (@) + 1, (x) e
fl@)=bp (@) + f; (z) er

ce qui nous conduirait & l'identité

(b—a)p(@) =f, (z) en — f ) e, (@ = b)

ol p(x) est un polynome == o, g, (x), @, (x) des fonctions entiéres non constantes, f; (z),
Je(x) des fonctions entiéres d'ordre inférieur i celui de f(x).
Une telle identité est impossible.

III. Considérons une fonction de la forme ‘J;—Eg’ f(@), g (x) étant des fonctions

méromorphes. St elle admet la valewr a comme exceptionnelle au sens de MM. Picard,
Borel alors la fonction f(x)g’ (x) — f (x) g (x) admettra nécessairement la valewr zéro

! Sur les zéros des fonctions entieres dordre infini (C. R. 21 mars 1921, t. 172, pp. 741—744).
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comme valeur exceptionnelle' lorsque f(x) et g(x) ont des ordres de croissance dif-
Jérents.
Nous pouvons toujours supposer sans nuire & la généralité que l'ordre de

la fonction f(x) est supérieur & celui de g(x). A cet effet nous n'avons qu'd prendre
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Notre fonction se mettra sous la forme
Sl o fil)

= a T Y

g{x) g (@)

Jilx) etant une fonction entiére qui croit moins vite que f(z) et @ (x) une fonc-
tion entiére.

er ()

Tl vient )
f 9—S9 _ [flg_jfxy +.f_190_]e,p(,)
g 9 g9
d’ou

f@)gle) —fla)g (@) =(f'g—fig +9figler

et comme l'ordre de la fonction f," g —f,¢" + g f, ¢’ est inférieur & celui de f'g — f¢’
on voit que la valeur o est bien une valeur exceptionnelle au sens large du mot
exceptionnel.

[ (@)

IV, Sous les mémes conditions la fonction 7 @) admettra la valewr a comme

valeur exceptionnelle au sens de M. Borel.
En effet nous avons

[ (@) = ag (@) +f, () er

par conséquent
S (@) =ag @)+ [ (=) +fip () en®
f’ (x) = ag' (x) —i--f2 (x) et (2)

Jo (@) designant une fonction qui croit moins vite que f(z), donc

‘:“+f%gg'c§"’”“'”’

g () 9 (x

et la valeur a est bien une valeur exceptionnelle pour la fonction §E§; au sens
de M. Borel.

T Au sens de M. Borel.

4—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 13 novembre 1927,
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V. Voici maintenant comment on arrive & obtenir la proposition de M.
Saxer.
Considérons les trois fonctions g (x), ¢ (x), 9" (x) et supposons qu’elles n'ont

pas de racines non communes. Nous pouvons poser
9(@) = pla) et
g (@) = g la) et
g (@)= glz) e

@ (x), 0, (x), 03 (x), 05 (x) désignant des fonctions entiéres. On en déduit

’ 7 ’
% = ehils) 5;_, =hd); fi=0,—0,, f,=0,—0
et en éliminant ¢ il vient

efz(ﬁ') —efx(l‘) :fl’ (x)
ce qui nous fournit
[ —eh—h = [~ 1.

Une telle expression est impossible si f; == const. car la fonction e~/ ad-
mettant la valeur o comme valeur exceptionnelle sa dérivée ne peut admettre autre
valeur exceptionnelle que la valeur o selon la proposition 1.

Done

*—— == const.

et alors notre fonction entiére ¢(x) serait de la forme
g(x) = et=te

A, p étant des constantes.
Supposons maintenant que les trois fonctions g,¢’,¢” ont les mémes racines

sauf un nombre fini de racines qui ne sont pas communes, nous pouvons alors poser
9(x) = p(x) p () e
9 () = q (x) p () e
9" (@) =r(@)p(r)est

P, ¢, v étant des polynomes; ¢, o,, 6,, 6, désignant des fonctions entiéres.
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On en déduit

-Z' — _(7') efi(@ ‘0—’,' =7 (z) UL
g plx g q(z)

avec
fil®)=0,—0,, f3(x)=0,—0,.

En prenant la dérivée logarithmique des deux membres de la premiére
égalité, il vient

¢'est-a-dire

En multipliant les deux membres par - fl—;e‘fl(”) nous obtenons

_rzf—f_[P'q—pQ'_z ' (2) | =
I e e x) e
qz qg qfl( )

[-Zl e_fl(l')] =1 -—p—;je/’_fl .
q q

Le cas ol f; — f; = const. ne peut pas se présenter car la fonctionge“‘f'(’)

qui est une fonction entiére divisée par un polynome admet la valeur zéro comme
valeur exceptionnelle et alors sa dérivée selon la proposition II ne peut admettre
autre valeur exceptionnelle que la valeur o, or si f; —f; était différent d'une
constante la dérivée admettrait la valeur 1 alors qu'elle admet déja la valeur o
comme valeur exceptionnelle.

Examinons le cas ot f, — f; == const.

Nous avons

[g eh (")] == fonction rationnelle
et alors

_Z e=h&) = P (2) + log Q (x)
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P{x) étant rationnelle et @ {(x) de la forme
Q) = I (& — a)
les a, étant des nombres complexes quelconques comme il nous I'a remarqué M.

Norlund.

De notre identité résulte que @(x) se réduit & une constante et alors

f1(x) = const.,

’

par conséquent le quotient ‘:(;— se réduit & une fonction rationnelle.

Done, en intégrant
log g (z) = B (x) + log A (z)
B (z) étant rationnelle et A (x) de la forme
Alx) = H(x — a,) %
o, étant des nombres complexes quelconques. Par conséquent
9(2) = {IT(z — a) = y 7

et comme la fonction g(x) est supposée entiére alors la rationnelle B(x) doit se
réduire & un polynome.
Notons que les trois fonctions g (x),¢ (x),g” () ont bien un nombre fini de

racines non communes lorsque g{x) est de la forme
(1 — a) Yoo

B(x) étant un polynome et les @, des nombres complexes quelconques.

VI. Théoréme. Soit une fonction entiére g(x) et g’ (x) sa dérivée. S'il n'y
a quun nombre find de valewrs de xz qui annulent Uune des fonctions g(x), g (x)
sans annuler U'autre, le nombre des racines communes est fini.

Eu . effet, puisque le nombre des racines non communes est fini les fone-
tions g (x), ¢’ (x) peuvent se mettre sous la forme

g9(x)=p(x) g (@) e
g (@)= q(z) p ()@

p(x), q(x) étant des polynomes; ¢ (z),f, (x), /s (x) désignant des fonctions entiéres.
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Il est facile de montrer que @({x) a un nombre fini de racines, c'est-d-dire
qu'il est de la forme

7 (x) e,

En effet, nous avons

-
~
~2

7o) gl f’fz“f‘=]1%,£ L 9@ +/ (@),

9@ plx) (@) @

i
P

’
. x 1 3 . A e
on voit donc que % n'admet qu'un nombre fini de pdles, par conséquent la
'
fonction ¢ (x) ne peut admettre quun nombre fini de zéros.
Cette proposition peut encore s’énoncer de la maniére suivante: Considérons
une fonction entiére g(x) et sa dérivée g’ (x). Si le nombre des racines non communes
des fonctions g (x), g’ (x) est fini, le nombre des racines communes est aussi fini.

Paris, Décembre 1925.



