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i. W i r  be t rachten  Differenzengleichungen 

Co ~ (x) + c~ ~ (x + ~1) + ~ ~ (x + ~) + + cp ~ (x + ~p) = g (x) (~) 

mi~ i rgendwelchen reeUen Differenzen 6,, o<61 <~_~< ' ' '  ~ p ,  und irgendwelchen 

reellen oder komplexen Koeffizienten c , ~ o .  Die l inke Seite yon (~) werden wir 

zur Abkiirzung mit  ~ /~  bezeichnen und werden demnach schreiben 

Voi1 der  gegebenen Funk~ion g(x) setzen wir  vorderhand nur  voraus, dass sie auf  

einer Ha lbgraden  x :> a, wo a eine festgew~hlte reelle Zahl bedeute~, definiert  ist; 

spi~terhin werden wir sie geeigneten Bedingungen unterwerfen.  Dami~ eine Funk- 

Lion ~(x) als LSsung yon (I) in Frage komm~, werden wir yon ihr  in erster  Linie 

verlangen, dass sie gleichfalls fiir x ~  a definiert  ist, und dass sie daselbst fiir 

jeden  P u n k t  x der Gleichung (I) geniigt. Solcher LSsungen gib~ es immer, d. h. 

1--27377. Acta mathematica. 51. Imprimtt ie 13 novembre 1927. 



2 S. Bochner. 

im Falle einer  jeden Gleichung (I), unendl ich  viele. ~ Es ents teht  das Problem, 

fiir passend eingeschriinkte g (x) un te r  den LSsungen e i n e  - -  wir werden fiir sie 

L ( g ) = L a  (g) 

schreiben - -  sinngem~ss auszuzeichnen. 

2. Man kann  verschiedenart ige Gesichtspunkte fiir die Auswahl  yon L(g) 

geltend machen, und demgem~ss zu verschiedenen ausgezeichneten LSsungen ge- 

langen. Ffir uns wird, nach dem Vorbild yon H e r r n  N. E. N5r lund (vgl. weiter  

unten), der folgende Sachverhal t  massgebend sein. I s t  g(x) ein Polynom in x, 

g(x):~r(x), so kommt  un te r  den LSsungen yon (I) ein Po lynom @~(x) vor  (vgl. 

w 2), welches in einem gleich zu pr~zisierenden Sinne sogar eindeutig isk Einem 

jeden husd r uc k  J / r  l~st sich ein >>Index>> k zuordnen ~, welcher einen der Wer t e  

o, I, 2, 3 . . . .  ha~ und durch die folgende Eigenschaf~ gekennzeichnet  isk Jedes 

Po lynom ( k ~  I)-ten Grades, aber kein Polynom h5heren  Grades geniigt der >)homo- 

genera> Gleichung 

- , /1~ = o .  

J e d e m  Po lynom ~r(x) yore n-ten Grade entspr icht  als LSsung yon ( r ) e i n  Po lynom 

q~.(x) yore (nA-k)-fen Grade, welches bis auf  ein wiUkiirliches additives Po lynom 

(k--I ) - ten Grades 8 eindeutig best immt ist. In  funkt ionentheore t i scher  Hins icht  

ist es das Na~iirlichste, im Falle g(x ) : z ( x )  die Funk t ion  q).(x) zur ausgezeich- 

ne ten  L5sung zu machen, und fiir al lgemeinere g(x) eine Funk~ion L(g) anzustreben, 

welche sich auf Grund  passender Erhal tungsvorschr i f ten  als ~funl~ionale Fort- 

setzung>> yon q). auffassen l~sst, gem~ss dem folgenden 

Pos tu l a t .  Die Klasse G =  G~ der Funktio~en g(x), fiir welche L~) definiert 
ist, umfasst alle Polynome. Die Lb'sung LO) stimmt fiir polynomiales g(x), g(x)= z~(x), 
mit q)= iiberein, und ist auch fiir allgemeine g(x) his auf ein willkiirliches Polynom 
(k--I)-ten Grades eindeutig bestimrnt. 

1 Schreibt man ntimlich (I) in der Form 

~0 (x + ~p) = --~ @(x) -- c0 ~ (x) -- c, ~(x + ~,) . . . . .  cp-1 ~ (x + ~p--1)}, 
cp 

so erkennt man leicht, dass jede in a.-<=x<a+dp gegebene Funktion in soleher Weise auf dem In- 
tervall a+ ~_--< x < ~ ergiinzt werden kann, dass eine LSsung unserer Gleichuug herauskommt. 

2 Wir werden mit dem Buchstaben k durchweg diesen Index bezeichnen. 
* Fiir k ~ o  verstehen wir darunter die Funktion identisch null;in diesem Falle herrscht also 

Eindeutigkeit im engeren Sinne. 
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3- Yon verschiedenen diesem Postulat geniigenden LSsungen wird man der- 

jenigen den Vorzug geben, fiir welche mSglichst viele Eigenschaften yon q). er- 

halten bleiben. (Zu diesen gehSrt in erster Linie das Gesetz der Additivitiit ~ und 

etwa in zweiter Linie das in w 4 erSrterte Kompositionsgesetz.) Dies legt den 

Gedanken nahe, unser Postulat durch weitere passende Forderungen zu erg~nzen, 

welche zusammengenommen eine (ira wesentlichen) eindeutige Funktion L(g) 
charal~risieren. Wir werden im folgenden nicht ganz so, aber doch ~hnlich ver- 

fahren. Wir werden nicht allgemeine Eigenschaften axiomatisch voranstellen, 

sondern werden eine, mehr direkte, konstruktive MSglichkeit zur ))funktionalen 

Fortsetzung~ yon q)~ uns zunutze machen, u. z. die folgende. 

4- Ist  g(x) ein Polynom ~(x) yon n-ten Grade, so hat man ffir L(g)= ~ 
die Darstellung (vgl. w 2) 

' l l ' - -  1 

hierin sind Po, PJ . . . .  eine Folge yon Konstanten, welche in eindeutiger Weise 

yon -49~ abh~ingen und m irgendeine Zahl ~ ;  und der Querstrich yon g(x)so]] 

den l~bergang zu irgendeiner FunkCion bedeuten, deren k-re Ableitung mit g(x) 
iibereinstimmt. ~ Die Formel (21) entsteht fiir h ~ o  aus der allgemeineren Formel 

�9 ~P,(h)-, ,  
L(g(x + h)): ~ ~ g~'J (x), (22) 

~ 0  

in welcher h irgendeinen festen Parameterwert aus -- or < h < ~ und P,(h) das 

mit den Konstanten P ,  gebildete Polynom 

(3) 

bedeutet. Im Falle .~lq~q~, in welchem die Gleichung (I)die Gestalt qD(x)~-g(x) 

Darun t e r  ve r s t ehen  wir  folgendes:  GehSren  gl und  g2 zu GA, so gehSr t  auch  die m i t  be- 

l iebigen K o n s t a n t e n  71 und  7~ gebi lde tc  F u n k t i o n  7z gl + 7~ g~ dazu,  u n d e s  is t  

L(7, gl +73 g2) = 7, L(g,) + 7~ L(g~). 
X/ 

Z.B. ( x j = J ~ l ~ _ ~ f i  dr; die F u n k t i o n  #(x) is t  also bis  au f  t i n  wil lki i r l iches  P o l y n o m  

0 

(k--I)~ten Grades  b e s t i m m t .  
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hat, ist P o =  I 

.q(x) = g(x) 
und PI--P~ . . . . . . . .  o und die Formeln (2) reduzieren sich auf 

h n 
g (x + h) -.q(x) + -]h i g'(x) -~ . .  + -~ g(")(x) 

also auf die Taylorsche Reihe. Die Taylorsche Formel besteht aber auch fiir 

Nicht-Polynome g(x), wenn man sie mit einem geeigneten Restglied versieht. Dies 

l~ss~ erwarten, dass auch fiir aUgemeinere Ago ein unseren Zwecken entsprechendes 

Restglied existieren wird. Ein solches ist tats~chlich in der Gestalt des Ausdrucks 

.~+k(--t) ,,("+')(x + t)dt 
J (n+k)! 
0 

(4) 

vorhanden, in welchem die fiir -- ~r < ~ <  ~ definier~en Funktionen P,(~) mit den 

Polynomen P,I~) eng zusammenhiingende, durch -4~ eindeutig bestimmte Funk- 

tionen sind. ~ Falls fiir eine Funktion g(x) bei passendem n ~ o  das Integral (4) 

fiir jedes x aus x _>--a konvergier~, ist die Funktion 

0 

eine LSsung y o n  ( I ) .  Auf Grund dessert (vgl. w 3) kann man ausgezeichnete LS- 

sungen angeben, welche folgender Eigenschaft geniigen. ~ 

5. Eigenschaft  A. Die LSsu~g L(g) existiert, falls g(x) gewisse Bezli~gunge~ 
B(B1, B~ . . . .  ) ~fiillt, die yon folgender Art sind: 

i Die Definition der  /)~(~) und demnach  auch des Restgl iedes (4) versagt  im tr ivialen Fal l  

,4 T ~ - c o t  , der  also yon der  wei teren Be t rach tung  auszuschl iessen ist. 
Wir  haben  uns yon Anfang an auf  eine rechte  Halbebeue,  x_--> a, festgelegt .  Dem f~'ber- 

gang zu einer  l inken IIalbebene,  x_-< b, wiirden eine. zu (4) analoge , l inkssei t ige~ Restformel  und 
dazugehSrige ~linksseitige,, ausgezeichnete  I~isungen entsprechen.  Wir  miisscn die Frage often lassen, 
ob man nicht ,  abgesehcn yon dieser  Zweideut igkei t ,  durch eine andere Fassung  d e s  Restgl iedes zu 
wesent l ieh anderen  ausgezeichneten L0sungen gelangen kSnnte.  Allerdings scheinen die in der  Li- 
te ra tur  (fiber spezielle AT)  vorkommenden  Restgl ieder  nur  vom Typus  des unsrigcn zu sein. 

Man kann die Formeln  (2) auch in der Weise  fiir n icht -polynomiale  g(x) erschliessen,  dass  
man  in ihnen,  un te r  der  Vorausse tzung dass g(x) unbeschr~nkt  oft differenti ierbar  ist, den ~ b e r g a n g  
n---~oo vorn immt ,  also eine unendl iche  Reihe ohne Restgl ied zugrundelegt .  Diese ffir spezielle A T 
gel~iufige Form einer  IAisung werden wir n ich t  betrachten,  weil sie e inersei ts  mehr  im Falle  yon 
analyt ischen Funk t ionen  zur  Gel tung  k o m m t  und  andererse i ts  auf ganz a l lgemeine l inear-dis t r ibut ive  
mi t  der Differentiat ion ver tauschbare  Operat ionen (vgl. e twa PINCIIERLE und AMALDI, Operazioni  
dis t r ibut ive ,  1901) und n ich t  nu r  auf  die yon uns  be t rach te ten  A T zugeschni t t en  ist. 
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a) Die Bedingungen sind erfiillt, falls g(x) ein Poly~om ist. 
#) Es gibt ein n, so dass L(q) durch (5) dargestellt wird, also bis auf ein 

Polynom (k--I)-ten Gradez eindeutig bestimmt ist." 
6. Unsere LSsung L(q) fiir allgemeine -//~o ist aus der yon Herrn NSrlund 

aufgestell~en ,>ItauptlSsung>> entstanden (vgl. zum Ganzen sein Buch: Vorlesungen 

fiber Differenzenrechnung, Kap. II ,  I I I ,  VI und VII,  und dort zitierte Literatur), 
welche sich auf die Ffi.lle bezieht 

I 
d go = 2  (~o (x)+ 9~ (x § I)} (6,) 

A r : 9 0  (x)--~ (x+ i), (71) 

und ihre Verallgemeinerungen 

Ago 1 {  ~ ~(x) + y ~ ( x + ~ ) +  
a = l  

+ y ,~ (x+  ~o+~)+  . .  + ~ ( x +  ~ , + ~ +  . .  + ~o)} (6~) 
] 

: { 

+~f(x+~o+~,~)  . . . . .  +_~(x + ~ , + ~ +  § o,~,1~ (7~1 
) 

(worin o h ,  o ~ , . . ,  wv irgendwelche Zahlen > o  sind). Fiir (6) ist k-~o,  fiir (7)ist 

k : I  bezw. ~ v .  Die P,(h) sind in den F~Uen (7) einfache bzw. verallgemeinerte 

Bernoullische Polynome und in den F~llen (6) entsprechend Eulersche Polynome. 

Die HauptlSsung geniig~ der Eigenschaft A und stimmt durchaus mit  der unsrigen 

iiberein, nur  dass fiir (6~) und (7~) unsere Bedingungen B etwas allgemeiner als 

die NSrlundschen sind. Aber der formale Weg zur HauptlSsung ist in der Dar- 

stellung yon Herrn NSrlund ein wenig yore unsrigen verschieden. Betrachten wit 

(6,) und (7~). U n t e r  den Bedingungen B is~ 

2.q(X)--2 q(x+ I)+2.q(X+ 2) . . . . .  
bzw. 

c+g  (x)+~ (x+ ~)+a(x+ 2)+ . . . ,  

wo C eine Kons~ante ist, gleichm~ssig in jedem endlichen Intervall  a ~ x ~  b, 

konvergent oder derart summierbar, dass z. B. fiir (71) der Limes 
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s (x) = l i ~  s (v, ~), v > o, 
~ 0  

' v ~ O  a 

existiert. Es ist S ( x ) = L ( g ) .  Analoges gilt in den F~llen (6,) bzw. (7~) yon 

c(~) + %g (x) + ~ g (~ + ~ )  + ~ g  (~ + ~.~) + ~ g  (~ + ~ )  + , ,  (s) 

wo C(x)  Null bzw. ein Polynom (k ~ I)-ten Grades ist, und die e und ~2, (o< ~1 < 

~ 2 2 < ' - . - ~ ) ,  so beschaffen sind, dass (8) formal, d. h. ohne Riicksicht auf 

Konvergenzfragen, ihre Gleichung J / ~ = g  erfiillt. Auf Grund dessen kann Herr 

NSrlund, obwohI fiir ihn im Grunde genommen die funktionen4heoretische Ein- 

stellung (Eigenschaft A) massgebend ist seine HauptlSsungen durch den formalen 

Ansatz einfiihren, dass sie durch passende Summation yon (8) entstehen soHen. 

7, Die Reihe (8) ist fiir jedes .,4q~ vorhanden. Wir  fiihren die Hilfsfunk- 

tionen 0 (t) und H ( t )  ein, 

0 ( t )=co + c~ e ~t  + c~ e ~ + . . .  + cp e~p t (9) 

0 ( t ) = t k H ( t ) ,  H(o)~=o, (Io) 

und machen die unwesentliche Voraussetzung 

H ( o )  = ~. 

Die durch (Io) definierte Zahl k>=o ist der Index yon ~qg. 

stehen dutch Ord~en der Reihe 

Die e~ und ~ ent- 

nach den eat: 

0 I(t) COI -{- I~,(---cle6't--c~e6~-t--CO~_l\ Co . . . .  fiPe6Pt) n ( i I )  

1 
O (t) ~ e~ + el e~'t + e~ e~'- t + ea e~Z~t + . . . (I 2) 

Man kann nun under Umst&nden durch Limesbildung (vgl. w 4. 2 )oder  allge- 

meiner durch eine passende Summation yon (8) eine Funktion erhalten, die als 

Reihe (51 geschrieben werden kann. Von einer ~)}tauptlSsung~ kSnnte man aber 

erst dann sprechen, wenn sie im Falle eines beliebigen Polynoms g (x) bestiinde. 
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Da wir diesen P u n k t  nicht  lds werden, wollen wir unsere LSsungen als >>Spe- 

ziallSsungen >) bezeichnen. 

9. Die in w 2 hergeleitete Summenformel  s tammt yon Hermite 1 und is~ 

eine VeraUgemeinerung der Summenformeln yon Euler-Maclaurin und yon Boole. 

Wir  schreiben ihr Restglied in wesentlich abgeiinderter Form und bringen fiir 

sie, da die Darstel lung 1. c. sehr knapp isL eine vollstiindige Herleitung. 

Aus 

w 2. E i n e  S u m m e n f o r m e l .  

Wir  erinnern an w I. 7. 

I. Es sei vorers~ k = o ,  also c 0+e~+ . .  + c v - - I .  

e, _~;  p,(~)t, 
H(t) -z..~ v! 

~ 0  

P, (o)=P,; Po (x)=Po= 1. 

Also ist 

folg% vgl. (3), 

Wir  setzen 

(13) 

(14) 

I ~ P , ,  
H(t)-~-~-~.  t". (I5) 

" ~ 0  

eXt ~ ~,e 

H(t) = e t  Z P ,  ~,j (I6) 

P,(x) = (P + x) ~, (I7) 

wobei in derar%igen symbolischen Ausdriicken nach AuflSsen der K l a m m e r n / ~  durch 

P ,  zu ersetzen ist. Aus 

i 

erh~ilt man 

t ~ 
= (eo + c~ d,' + + e~ d~') ~ P ,  

' ~ 0  

is)  

C 0 ~ + C 1 ( P + ~] ) ~ + C~ ( P + ~]) ~ + [ l l + Cp ( P + ~ )  ~ = O, ~ > 0 ' (19) 

t Crelle's Journal, Il6 (I896), S. 139 ft. 
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und damns  fiir i rgend ein Po lynom z~(x)= ~ ~r,x" die (symbolisehe) Rela t ion 

c o z~(x + P) + c, ~r (x + P + d~) + . . -  + ev z ( x  + P + dr) = ~r (x), 

oder anders  gesehrieben 

insbesondere ist fiir z~(x)-~ x" 

Das Po lynom 

(20) 

.A fr:(x-[- .P) = fir(X); (2I) 

AP~,(x) = x  n. (22) 

r 

~w?- (23) 
~' ~ 0  

ist demnaeh eine polynomiale LSsung yon A 99 = z,  u. z., wie man  an 

d 
und ~ (An(x)) 

rung  yon (24) besteht  

Aus 

v[ (24) 
v ~ 0  

A zd(x) erkennt ,  die einzige solehe LSsung. In  Verullgemeine- 

(x + h) ..... Y, P,  (h) A .+~ (x) ~l (25) 
' ~ 0  

| t" e~t - - ~ P ~ - I  t" 
~dP~'(X)~i = t ~ t )  ,=1 ( , = I ) !  
~ ' ~ 0  

entspr ingen die wichtigen Rela t ionen 

P,,'(x) - -  n Pn-1 (x), n---  I, 2, 3 . . . . .  

2. W i r  f i ihren je tz t  die Funkt ionen  ft,(x), n = o, I, 2 . . . .  , ein. 

t ion P~(x) ist e indeutig definiert durch 

A Pn(X) = O, --o0 < X < "  ~r 

(26) 

Die Funk- 

(271) 



H a u p t l S s u n g e n  yon  D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g e n .  

P,, (x) = P .  (x), o _--< x < ~ .  

9 

(27~) 

Sie li~sst sich vermSge 

P.(~) = - - ~  [* ,P , , ( *+~I )  + o , ~ , , ( x + , _ ~ ) +  + ~ , , ( . + ~ . ) ]  (28~) 
Co 

~)n (X) = --- I JOwl fin (X "~- d~--I - -  {~p) + Cp -2 P ' ,  (x + {~,. 2 - -  {~p) + " "  + Co Pn  ( x - -  [~p)] (28~) 

durch dachziegelartige 13berdeckung ausserhalb yon o _--< x < ~p konstruieren. Be- 

zeichnet man die untereinander  versehiedenen der Zahlen n I ~1 + ' "  +np 6p bzw. 

6p + n, (~p --  6p--i) + n~(~- -  6p-2) + ' . .  + n~ ~p, (n 1 . . . .  , np = o, ~, 2 . . . .  ), der GrSsse nach 

geordnet  mi t  s bezw. s v ~-o,  I, 2 , . . . ,  so ist P,,(x), auf Grund yon (28), in 

jedem offenen Intervall ,  das keinen der Punkte  --s und g2',enthglt, analytisch. 

Die s sind dieselben wie in (I2). l 

Po (x) is~ fiir -- s ---_< x < -- s und s =< x < s konstant,  fiir s ----< 

x < s konstant  ~- I. Es existieren auch die 

lim Po (x - -  s l im Po (x + s 
2"~--0 x=--O 

brauchen aber nicht den beziiglichen Werten  Po ( '-D-t) und P0 (s zu gleichen. 

Z. B. haben die Spriinge 

a ( s  = r io  ( - -  ~ , , )  - -  lim Po (x - -  s 
.2"= --0 

die Wer~e a (s = e (s w o e  (s ~- e, durch (l 2) gegeben ist. Das folgt daraus, 

dass die a(s ebenso wie die e(s der Rekursionsgleichung 

[ [C l~f/(t~.j_ 61 ) + . . .  + Cp~t)(~r ~p)] * (s = - eo 

mit  den Anfangsbedingungen:  ~p (~)= o fiir ( <  o, ~p ( o ) ~  i ~P (~)= o fiir ~2 o < 
C0 ' 

< s geniigen. Aus 

t Sofern man in (r2) zur Bestimmung der edie e unbestimmt l~sst, damit nicht durch zuf~lliges 
Verschwinden eines e~ das entsprechende ~Qv verloren geht. 

2 - -  27377. Acta mathematica. 51. Imprim6 le 13 novembre 1927. 



10 S. Bochner. 

P,, (x) = - CoL [c, p .  (x + ~ )  + . . .  + c~ P .  (x + ~.)] = P,, (x) - CoI x," ( - 4 = < x < o), 

folgg, dass fiir n >  o P~(x) im P u n ~ e  x = o ,  und daher  wegen (28)iiberall  

stetig ist. Nach (26) und  (28) ist fiir x 4= - - ~ ,  s 

d• - -  

,, (x) = n P,,-1 (x), n > I. (29) 

Es ist leicht einzusehen, dass diese Relat ion auch in den Punk ten  - - ~  und ~2' 

gilt, u. z. f i i r n  = I nu t  im Lebesgueschen Sinne '(d.  h. dass P~ (x) in den Punk- 

ten - - ~  und s absolug stetig ist). 

W i t  kommen jetzt  zu unserer Summenformel.  

3. Die Funkt ion  g (~) sei fiir ~ > x definiert und (n + l)-m~l, n = o, I, 2 , . . . ,  

differentiierbar. Fiir h aus o < h < Sp ist 

sofern die Integrale  

" P" (h).,4g(") (x) + R,, (h, x) g (x + h) = ~ - T V  
" ~ 0  " 

R,, (h, x) =- _n (x + t) d t 

0 

r 

I~= fi',,(h--t)a(n+')(x + ~q + t)dt, q =  i, 2, . . . ,p,  
0 

existieren. 

Beweis .  Es sei zuers~ h = o .  Aus 

0 

OCq 0 r 

folgt, durch Anwendung yon (271) Und Beriicksichtigung yon (27~), 

0 

q ~ l  dq 

dr. ~ 

(30) 

(3~)" 

(32) 

1 I n  d i e s e r  F o r m  i s t  d a s  R e s t g l i e d  y o n  H e r m i t e  1. c. a n g e g e b e n  w o r d e n .  
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Wenn man jedes Integral  

e r~b t  sich 

0 

f P,~ (~ -- t)g ("+') (x + t) 
d 

dt (n + I)-mal partiell integriert, 

9~ ?z 

R,,(o, x ) - -  ~,A  P,(o)g(~)(x_)~,! _ ~_~p A .q("),! (x) (33) 

Bezeichnet man die reehte Seite yon (3 o) mit G (h, x) so ist demnach 

n 

G (o, x) = ~ A P,  (o).q(') (x) (34) 
w ~ O  

und daher wegen (I9) 

4. Verm5ge 
G (o, x)-- g (x). (35) 

/ i -P,~(h--t) Ag('~+~)(x+ t)dt = P~(--t) Ag('*+~J(x+ h + t)dt 
0 - - h  

0 =/+/ 
o - - h  

ist fiir h 4= o 

" P f i,.(-t) G (h, x) = Eo_ ~ .  ~ g"' (x) + . i 
- - h  

- -  A g I'+~l (x + h + t) d t  (36) 

+ a(o ,x+h)-F,  .4gC,~(x+h). 
Y~O 

Einerseits ist nach Obigem G (o, x + h) ~ g  (w + h) und andererseits ist die Summe 

der iibrigen Terme rechts in (36) null, wie man durch partielle Integrat ion des 

Integrals finder. Also ist G (h, x) = g (x + h). 

5- Nunmehr  wollen wir die Einschri~nkung k ~ o fallen lassen und k > o 

voraussetzen. Die Summenfonnel  (44) selbst bleibt auch fiir k ~ -o  bestehen. 

6. Aus Co+ ~Cq6q:O, ( x ~ o , I , 2 , . . . , l c - - I ) ,  folg~, dass jedes Polynom 
q = l  
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(k - -  1)4en Grades der  Gleiehung _4 ~ ~ o geniigt. 

Stat~ (I8) t r i t t  

I t~ 
o (t) ~t~-(t) = 

und  daraus folgt 

(I3)--(I7) bleiben bestehen. 

e0 /~  + c, (P  + ~,)" + . . .  + cp ( / '  + ~p)~ = o, v # 

= k ! , v = k  

Start5 (21)--(24) t re ten jetzt 

~ (~ + P) = ~(~)(x) 

d k 
A r .  (x) = ~-~ (x-), 

.4 Pk (x) = k l,  
also insbesondere 

wobei 

(371) 

(37.) 

(3s) 

(39) 

~ 0  

(40) 

(4I) 

zr (x) - -  ~ P~  ~/~(')(x), (42) 
v! ~'~0 

d k 

dx~  ~ (x) = ~ (x). 

7. Die P.n(X) seien wiederum durch (27) gegeben. Es ist P,, (x) = P,, (x) fiir 

n _--< k I fiir n > k gilt, dass die fin (x) nur  in den Punk ten  t2 und  ~ '  - -  ; - -  un- 

regulis werden;  fiir n > k sind sie stetig und geniigen der Gleichung 

A t)n ('~?) = nPn-1  (x); 
dx  (43) 

Pk(x) hat  in den 

Punk ten  - - t~ ,  Spriinge yore Wef t  k[e , .  
8. An Stelle yon (3 o) tritt ,  mit ganz analogem Giiltigkeitsbereich, 

k+n P,.(h) i" ~Ok+,,. (h--t) g(x + h)= ~ WV-4{7(')(x) + j (k + .)! A g("+')(x + t)dt' 
0 

Punk~en - - t 2  und t2' l inkseitige Uns~etigkeiten und  in den 

(44) 
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was so herauskommt,  dass jetzt  (34) den W e f t  -4 Pk(o)~(k)(x) 
k! 

9. An (zS) sieht man:  

I P , ( - - x ) I < K . ~  z, x_-->--~,, 

wo 2 ( >  o) bzw. K .  nur  yon -4 q9 bzw. -4 q9 und n abh~ngen. 

- g (x) hat. 

13 

(45) 

w 3. Die  Spezial l i i sungen.  

I. Fiir 

es existiere 

irgendein n ( ~  o, I, 2 , . . . )  sei g(x) (n + i)-mal differenffierbar und  

f t)k+~(--t)g(~+l)(x+t)dt, x~a. 
0 

(Ist g(x) ein Polynom m-ten Grades, so trifft  dies mit  n ~ m zu.) Dann  ist die 

bis auf  ein willkiirliches Polynom ( k -  I)4en Grades best immte FunkCion 

~+" f L+ . ( - t )  gc.+,> (~ + t)ut L (x) = L (g) ~ ~ P" hi,) (x) + 
,,=0 ~ I ~ (k + n)! 

0 

(46) 

eine LSsung yon (1) fiir x > a. 

2. Wende t  man n~mlich d i e  t}berlegung yon w z. 4 mit k + n  start n 

auf  ~ (x) s~at~ -4g  (x) an, so erh~l~ man in erster  Linie fiir o <: h =< 6p 

k+"P~! h) / 1)*+"(h-- t) g(~+~l(x+t) dt L (x + h)--- ~,  g(~) (x) + -- (-k + n)-!- 
�9 ~ 0  " 

0 

Benutzt  man nun  dies fiir h = o, ~1,6~ . . . .  ,6p, so ergibt sich 

k + n  

,4 L (~) = F~ _4 P,  (o19(,) (x) + f -4 Pk+~ (-- t) g(~+l)(x+ t)dt, 
( k + , ) !  

o 

also, wegen (271) und (37), 

-4  L (x) - -  .q (x). 

Um (46) als SpeziallSsung yon (1), vgl. w I. 7, anspreehen zu k5nnen, muss 
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man  Vergewissert sein, dass beim Zutreffen yon 1. fiir  zwei verschiedene W er t e  

n ~ ~1 und n - -  n2, n~ > nl, die dazugehSrigen Ausdriicke L~ (x) und L~ (x) dieselbe 

LSsung darstellen. Dafi i r  sind hinre ichend die 

B e d i n g u n g e n  B 1. Es ist g ( x )  fiir x ~ a  definiert und fiir passendes n 

(----o, I, 2 , . . . )  (n + 1)-real stetig differenti ierbar.  Gleichm~ssig in jedem endlichen 

Interval l  a ~ x ~ b sind 

und 

vorhanden.  

B e w e i s .  

ao 

[ ~+,~ (-_ t) r 1)(x + t) ~ t 
J (k+n)! 
0 

lira Pk+, ( - -  t) g("+ ')(x + t) = o, ~ ~- o, I, 2 . . . .  , n, (47) 

Par t ie l le  In tegra t ion  gibt 

,g 

"'-"' f ~ , ( o ) g  (k+''+') (x )+  ~ , , , - , , ( t ) g ( " ' + l ) ( x + t ) d t  

0 

,g 

- ( x +  t ) d t  

0 

- -  n 1 

q J ~ l  

wobei ~p, (~) = (k 4 '}~1 + Y) ! 

u. z. is~ 

Es exist iert  der 

lim D (~, x) = D (x), 
T 

D (x) : L ,  (x) - -  L1 (x). 

Wir  werden beweisen, dass fiir i rgendwelche p o s i t i v e  col, w~,  . . . ,  w ~ ,  t~ ~ u~ ~ n 1, 

definiert durch 

D , ( x ) =  ~ D(x), 
t O l ~ . . . p  (o~/. 

' D (~+ o,~) D (x)) D~ (x) = -0,~ ( 
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D,+i(x)---- ~ - {D , (x+w,+ i ) - -D , (x ) } ,  , , =  ~ , 2 , . . . ,  
O),~-.F1 

identisch verschwindet, 

D.(x)-=o. (48) 

Daraus folg~, dais D (x) ein Polynom ist, und da es auf Grund unserer Voraus- 

setzungen der Gleichung A ~ o  geniigt, ist es yore (k-- I ) - ten  Grade, also sind 

L~ (x) und L2 (x) dieselbe LSstmg. 

Es wird geniigen, den Beweis von (48) im Falie ~ = 3 ,  n~imlich n~----n und 

~ : n  + 3, auszufiihren. Fiir 

~,  (~, x) = ~ ~&-) <.q(,,+')(~ + ~ + ~,)--r  ~,)(~ § 3)} 
(.01 

hut man nach dem Mittelwer~satz 

8 �84 

wo O~ (und sparer 0_o~, 02~,.. .) zwar yon verschiedenen Parame~ern abh~ngig, 

aber in o~O_--<i gelegen ist. Eine Anwendung yon (47) mit x + O ~ o q  an Stelle 

yon x gibt 

D, (~)= lira D, (~, x ) : :  l i ~  [V~, (~)g(" +~) (x + e l  ~,  + ~) + W~ (3).q(" :') (x + O~ .,, + ~)]. 

Eine erneute Anwendung des ]~Iittelwertsatzes ergibt 

D~ (x) = lira ! (D, (3, x + r 1 (~, x)) 

1 

= lira ~p~ (3) g(,,+3) (x § O~ % + O~ ~ + ~). 

Aus Ds (x) = lim I_ [D~ (~, x + ws)--D~ (~, x)] folgt dann, wiederum auf Grund des 

Mitfelwertsatzes, endg4iltig 

/)~ (~) -= o. 
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w 4. Eln Kompositioussatz fiir SpeziaUiisungen.  

Zur Rechffer t igung fiir die Einfi ihrung der Speziall5sungen wollen wir yon 

ihnen zwei Eigenschaften besprecheu: den Zusammenhang mit der Reihe (8)und 

einen darauf  beruhenden Kompositionssatz.  Fiir beides braucht  man speziellere 

Voraussetzungen als die Bedingungen B~, obwohl keineswegs solche yon so spe- 

zieUer l~atur, wie wir sie zur Vereinfachung der Uber legungen annehmen werden; 

immerhin werden wir fiir den Komposit ionssatz Voraussetzuugen haben, die der 

Eigenschaf t  A geniigen. 

I. I s t  die Reihe 

S (x)----e o g (x) + ea g (x + ~1) + e2 .q (x + ~2~) + . . - ,  (49) 

vgl. (8), fiir x > a  konvergent,  dann besteht  

A s = g (x),  

was sich in einfachster  Weise aus der Na tu r  der e und ~ ergibt. Die Reihe 

(49) ist konvergent,  u. z. absolut  konvergent,  wenn g (x) fiir x--*cr s~grker klein 

wird aIs jedes e - ~ ,  also 

g (x) =< e -*~ (*), lim w (x) = cr �9 (io) 

Auf  Grund yon (I2) gibt  es n~mlich eine Zahl ~ > o, so class 

~ t < ~ + l  

wo K eine Kons tan te  bedeutet .  

2. Falls g(x) und die Ablei tungen g{')(x), (v-~I, 2 , . . . ,  n+ I), yon der Be- 

schaffenheit  (5o) sind, ist S(x)=L(x) ,  wo L(x) durch (46) gegeben ist und g(x) 

im Falle k > I folgendermassen normiert  ist: 

r162 

Denn setzt man allgemein 

o'~0 
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so ist zufolge (30) 

s k+n g) 
.4 q(') (x) + - `4~ (x+t)dt,  

�9 (k + n)! 
0 

und hiernaeh durch einen auf Grund unserer Vomussetzungen zuli~ssigen Grenz- 

iibergang 

s 
S(x)-~__j ~ t .~( ' ) (x )+j  (~n~ .  'q (x+t)dt .  (5 I) 

~ ' ~ 0  o 

v ~(t) 

3. Gegeben seien: `4 q~= ~ c, qa (x + ~,), `4(') q~- ~ c,l'l q~(x + ~ 01) und 
' v ~ O  r  

p(O) 

`4(2)~o - - ~  c, (2) q~(x+ ~ (2)), (~o :  ~o (~)--- ~o (2) ~O), wobei 

p(~) p(2) 

y=O ,v=O 

Von den entsprechenden Reihen 

00 oa 

Sg~--- Z c,g(x+~r~,), S ( 1 ) g = ~ e ,  (1)g(x + ~  (1)) u n d  

S(2)g e ( 2 ) g ( x +  ~(2)) (~,~o=~o(1)= ~o(2)= o), gilt 

Sg = S r ( S(~) g ) ~  S (2) (SO~ g) -~ ~, e~, e, g(x + ~,~) -~ ~ , ~  ). 
H', ~ = 0  

(52) 

Die Relationen (52) haben in erster Linie formale Bedeutung, als Zusammen- 

fassung yon Beziehungen zwischen den verschiedenen e u n d ~ .  Uberdies gelten 

sie unter  bestimmten Bedingungen fiber g(x) als tats~chliche Beziehungen zwischen 

den Funktionen, z. B., wie sehr leicht einzusehen ist, immer dann, wenn g(x)voIl 

der Beschaffenheit (5o) ist. 

4. Wenn d~riiber hinaus g(x) e~wa unbeschri~nkt oft differentiierbar ist, 
3 -- 27377. .4c2a mathemaSiea. 51. Imprim6 le 13 novembre 1927. 
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und jede ihrer Ableitungen (50) geniigt, erh~lt man fiir die SpeziallSsungen die 

Beziehungen 

Lg ~-- L ~) (L(2)g)= L (~) (L(~)g). (53) 

Die Gleiehungen (53) bestehen bis auf Polynome yon hSchstens (k - I ) - t en  Grade, 

w o k  zu / / ~  gehSrt. Dies ist da~ Kompositionsgesetz, auf das wir hinweisen 

wollten. 

5- Die bisher fiber g(x) gemaehten Voraussetzungen geniigen nicht der 

Eigenschaft A. Diesem Postulat geniig~ aber g(x) unter etwas allgemeineren 

Voraussetzungen, n~mlich den 

Bodingungen B~: g(x) ist ffir x ~ a  definiert und unendlich oft differentiierbar. 

Es gibt ein no, so dass fiir n>n o 

g(") (x) -<_ ~ - ~ .  % lira w.(~) = r162 
X ~ a o  

(Dass diese Bedingung ein Spezialfall yon B~ ist, folgt n a c h w  z. 9.) 

Fiir die Giiltigkeit des Kompositionssatzes unter diesen Bedingungen werden 

wir zwei Beweise geben. 

I t~ Beweis. Der grSsseren t~bersichtlichkeit wegen schreiben wir a, fl, ~, start 

k (x) , k (2) ,/c, (7 ---- a + ~), und A, B, C start P(~), P(~), P. Weiterhin schreiben wir das 

m-fache Integral einer Funktion ~p (x) als ihre (--m)-te Ableitung, also ~p(-")(x). 

Ist g (x) ein Polynom, dann ist 

~, B. .(._:) (x) Z (x) = L (2) g = ~! (54) 

z(~) (x) = ~22 B, .(o+,-:I (x), a>--a ,  (55) 

| A 
L(1)Z = Z ~.~ Z (~ -~) (x) 

/ e ~ 0  " 

Lg = ~ C, a(,-r) (x). 

Substituiert man in L(X) Z fiir Z (~-~) die Reihen (55), so erh~lt man 

(56) 

(57) 

L(~) (L(2)g) = ~ A~, B,.q(~+,_r)(x~ 
~,,=o/~! ~'!" ' ' 
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ao 

F~ {~-r) 

= ~ o ~ g  (=), 

F~ = (A + B} ~-. 

I I I 

H(t) U(')(t) H(2)(t) 

folg~ aber, vgl. (I5), (A+B) ~ Ca, w o m i t  

Lg -- L (I) ( L(2} g) 

bewiesen ist. 

Im allgemeinen Falle f/ ihren wir neben g(x) die Funk~ion 
% 

~ ( x ) = - - j  ~ g ( n + l ) ( t )  n ~ no, 

19 

(58) 

(59) 

ein und ser 

g (x) = ~ (x) + = (x). 

Hierin is~ ~(x) yon der in 4 be~rachteten Art  und ~ (x) ein Polynom. Der Be- 

weis yon (59) ergibt sich nun in den folgenden leicht nachpriifbaren Schri t ten 

Z ----L(2) g ----L(~) ~ -t- L (2) ~ ~ g~ q- %.~ 

L(1} g -~-L0) Zt q- L(1) Z ~ - L  ~ + L 

Z ( ~ ) g = L g .  

2 ter Beweis .  Wi r  beschr~nken uns auf  den Fall a - - - -~3~7~o .  

~'~ ~ n 0 , 

n--,v eo~ 
g:'}(x):: ~, B~. g(.+.} (x} -4- J f  ~ . - -  ( -  t)g(.+ l} {x + t) dt 

/ ~ 0  
0 

Es ist, fiir 

(60) 

ao  

z{ "§ (~) = Bog{.+~) (x) + f Bo ( - - t )g( -§  t) dt 
o 

(6,} 
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" ~  /" _A. (.-t).I,,+,)(x+t)dt L")z=?~ . z '')(x)+ j .!  . 
0 

(62) 

77 t 
L q = ~ C..~ g(,)(x) -31- (in(--)g(n-{-1)(X -}- t)d t. 

6 

Substi tuiert  man in (62) die Reihen (5o) und (6I) und ersegz~ man dann in 

j unter der Voraussetzung 
nt 

0 0 

A. (--t)g(.+2) (x + t + ~) dt durch 
n! 

0 

An-1 ( - -  t) g(.+~) + ~)dt, ergibt sich Ana("+I) (x-F~)-}- (x+ t so 
~t [ ":' (n--  I)[ 

0 

" c / L , ( - t ) g ( . + l ) ( x + t ) d t  ' L g =  Z ~ r  ~i 
~'~0 

0 

wobei 
t 

n A f,,(--t)= ~, /J .B.-.(--t)+-4.(--t)Bo-~ n Bo(--T) a'z-l(--t-lt-T)d'/:. 
�9 = 0  0 

Ein Vergleich yon (63) und (64) ergibt fiir 

D (t)= F .  ( - - t ) - -  CT. (--t) 

Daraus folg~ leicht; 

f D (t)g (~+~) (x+ t) d t=o ,  
0 

f D (t) 7 (x + t) d t = o 
0 

x>=a. 

(63) 

(64) 
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fiir jedes ~ (x) das in x ~ a  unendlich of~ differentiierbar ist und ausserhalb eines 

endlichen In~ervalls verschwinde~. Das gib~ D (t) ~ o, also 

~ ( - - t ) =  Cn (-- t); ~,~I,  t > o .  

Wenn man aber erst diese l~elation hat, kann man auf dem umgekehrten 

Wege die GiiltigkeR yon (59) z. B. unter den Bedingungen B2 nachweisen. 


