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Z E T A F U N K T I O N .  

Vex 

It. J. BACKI,UND 

in HELSINGFORS. 

w I. Einlei tung.  

i. Die RIEMANN'selle Funktion ~ (s) ist bekanntlich eine in der ganzen Ebene 

der komplexen Variable 8----a + it ,  mit Ausnahme des Poles s =  i, regulSre 

analytische Funktion. In der Halbebene a > i wird sie durch die DmICHLET'sche Reihe 

~ '~1  

sowie dureh das unendliehe Produkt  

(2) ;- (8) = H - i , 
I 

we p alle Primzahlen 

Funktionalgleichung 

(3) 

P X - -  

durehl~iuft, dargestellt. Die Funktion geniigt weiter der 

~" ( i  - -  s )  = z (z  ~T)-*  c o s  z s  I" ( s )  "" ( s ) ,  
2 

I 
dureh welche ihre Werte in zwei Punkten, die s~,mmetrisch zum Punkte s = -  

2 

liegen, mit einander verbunden werden. Wenn 

8 

(:) (4)  z ( s )  = , - ~  - t" ~ (s)  
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gesetzt  wird, kann diese Beziehung durch die Gleichung 

(5) z ( s )  - -  z (~ - -  s )  

ausgedri iekt  werden.  

2. Wenn  der  erste  Sehri t t  der  EULER'sehen Summat ionsformel  auf  die Summe 

~;-!i angewende t  wird, erhMt man aus (t) die Formel  

n--1 I + I ~- - --8 ? ~ ' ( l ' l t ,  
(6)  , ( s ) =  ,," 2 n "  s - i  

J ' ~ ]  �9 

WO 

- I 
(7 )  ' r ,  (U) = U - -  [U]  - -  

2 

i s t J  Durch partielle In tegra t ion  erh/ilt man hieraus weiter  

o o  _ 

"-~I  I n 1-" B , ,  8 ( 8 + _ I ) j " ~ 2 , ( ~ ) d , ~ t  ' 
(8) ~ ' ( s ) =  :;~+--2n" + - s - r  + 2 n  ~+l 1.2 ! u,+- 

wo Bt die erste  BERNOULLI'sche Zahl und el2 (u) eino periodische Funk t ion  mit  der  

Per iode  I bezeichnet,  die im Interval le  o < u  < i mit  dem Po lynome  tf2(u ) 

I 
= u ~ - u  + 6  zusammenfgll t .  Durch wei tere  Entwick lung  folgt hieraus 

n--1 I A_ I -{- - ~  + Tv + Rk, 
(9) , ( s ) ~  v * ' 2n" s - - i  

v=l r = l  

w o  

(IO) 

und 

( i I )  

B~ s(s + I ) . . . ( s  + 2 v - - 2 )  
T~ = ( - -  I)~-1 (2 v)! ni4~-;- 1 

o o  _ 

R k  = 8 ( S " [ - I ) ' " ( 8 + 2 k + I )  [ ' P 2 k + 2 ( U ) .  
( 2 k + 2 ) !  j u , ~ i  ~ au 

ist. Hier  bedeu te t  B~ die ~,:te BERNOULLI'sche Zahl, wi~hrend P ,  (u) eine periodische 

Funk t ion  mit  der Per iode x ist, die im Interval le  o < a < I mit  dora BERNOULLI'schen 

' lu] b e z e i c l m e t  d ie  g r 6 s s t e  g a n z e  Zah l  < u .  
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Polynome P~(u) f ibere ins t immt?  Fiir  das Restgleid R,  gilt  die Ungleicbung * 

(i2) ]Rk] < ]s + 2 k + }] + 

Die Formel  (9) besteht  fiir a > ~ (2 k + i) ,  und da k beliebig gross gewiihlt werden 

kann,  liefert sie also einen Beweis fiir die For t se tzbarke i t  von ~ (s) fiber die ganze 

Ebene.  Die Formel  ist fiir numerisehe Berechnung yon ;,-(s) besonders geeignet. 

Aus (i) folgt, dass ] ~ ( s ) [ < ~ ( a )  fiir a >  I i s t .  In  der Halbebene a>=ao(> i) 

ist also ~ (s) besohrgnkt.  Weiter  erhal ten wit  aus der fiir a > - -  I giiltigen Formel  

(8), wenn wir n = i wghlen, 

or~ 

i +  x + B , s  s ( s+I )  ~'~,(3~!d u 
(8') ~ ( s ) = 2  s ~ i  a 2 f l  u '+2 ' 

1 

woraus folgt, dass I~'(s) l im Gebiete o < a < a  0 , 1 t l > t 0 ( > o )  beschr~nkt  ist. In  

der Halbebene a > o  ist also, nach der bekannten ,  von LANDAU eingefi ihrten 

Bezeichnungsweise 

( ~3) "; (s) = o (t') .  

3- Aus (2) geht  hervor,  dass die Zetafunkt ion  in der Halbebene a > i keine 

Nullstellen besitzt.  Aus (3) folgt dann  weiter, dass sic in den Pu n k t c n  s = - - 2 ,  

- - 4 , - - 6 , . . .  Nullstellen erster  Ordnung ha t  (die s. g. t r ivialen Nullstellen), 

sonst abe t  keine Nullstellen in der Halbebene a < o. Die iibrigen Nullste]len yon 

(s) gehSren also dem Streifen o < a <  i an. 

Dass yon  diesen Nullstellen keine auf  der  reellen Achse liegen, ersehen wit  

z. B. aus der  Gleichung 
ao 

+ ~ J"f'  ( '* )du,  

1 

�9 I 
welehe aus (6) fiir n =  xhervorgeht .  Da naeh (7) Ief,(u) l<  2 ist, haben wir 

nfimlich ffir reelle s (> o) 

L Vg| .  E. ]J1NDEL()F, Quelques applications d'une formule sommatoire gr (Acta Soc. So. 
Fenn. ,  Tom X X X I ,  19o2); Sur une formule sommatoire g(ndrale (Acta Ma thema t i ca ,  Bd 27, S. 
3of--31I). 

Vgl. R. J. BACKI,UNI), Uber die Nullslellen der Riemannschen Zclafuuktion (Oissertatiou, 
Helsingfors 1916, S. ~7--18). 
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I s ;  u,+l I 
~',f , (U) d u < s 1' d,t  i 

Y 

und da weiter i < _ I fiir 0 < s < I is t ,  so wird also in diesem Intervalle '." (s) < o. 
8 - - I  

FOr s :  o nimmt die Funktion den yon Null verschiedenen Wer~ __I an, wie 
2 

aus der Gleichung (8') hervorgeht. 

4. Die Funktion 

1 8 ( 8 - - i )  , , -~  1' ~'(8) (r4) ~ (s) = 2 

ist eine ganze Funktion.,  Die Pole yon ;_~(s)und 1" (~)werden n~imlieh von den 

Nullstellen der Faktoren s ( s - - I )  und den trivialen Nullstellen yon ~(s) aufge- 

hobeu. Die Nullstellen yon ~(s) fallen hiernaeh mit den nicht-trivialen Null- 
stellen you ~'(s) zusammen. 

Naeh (5) geniigt _~(s) der Funktionalgleiehung 

(~) ~(s)  = ~(x - - 8 ) .  

Weil S(.~) auf der reellen Aehse reell ist und also in Punkten, die in bezug auf 

dieser Achse symmetrisch liegen, konjugierte Werte annimmt, kSnnen wit aus 

(i5) schliessen, dass diese letzte Eigensehaft auch in bezug auf der Geraden 
I 

o = gilt, mid dass also ~'(s) auf derselben reell ist. Die Nulistellen von f(s)  
2 

liegen demnach symmetrisch sowohl zur reellen Aehse als zur Geraden ( r - - I  
2 

w 2. Existenz der  Nullstellen yon _~(s). Abschlitzung der  Dicht igkei t  
derselben.  

5. Wir wollen in diesem Paragraphen dio Existenz der nicht-trivialen Null- 

stellen yon ;:(s) sowie die v. MANGOLDT'sehe Forme] fiir die Anzahl derselben 

unter einer gegebenen Ordinate beweisen. Hierzu benutzen wir den e]ementaren 

Grundsatz der Funktionentheorie,  der aussagt, dass das Argument einer analy- 
tisehen Funktion, die in einem endlichen Gebiete regulhr ist, auf dem Rande 

desselben nicht versehwindet und im Innern desselben n Nullstellen hat, genau 

um 2 n7~ w~ichst, wenn die Variable den Rand des Gebietes in positivem Sinne 
durehliiuft. 
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Es sei also N ( T )  die Anzahl der  Nullstellen yon ~'(s), deren Ordinate 

zwischen o und T ( >  o) f/illt, wobei jede etwa k-faehe Nullstelle k-real gez/ihlt 

werde. Wit nehmen an, dass T mit der Ordinate keiner von diesen Nullstellen 

zusammenfalle. Im Rechteck R mit den Ecken a - - T i ,  a + T i ,  i - - a  + T i ,  

i - -  a - -  T i ,  wo a eine reelle Zahl > i bezeichnet, hat ~ (s) dann 2 N (T) Nullste]len. 

Es sei J R  arg _~'(s) der Zuwaehs des Arguments yon 5 (s), wenn s den Rand 

dieses Rechtecks i n  positivem Sinne beschreibt. 
satze haben wit dann 

4 n N ( T )  = Wl~ arg ~(s). 

Infolge der in Art. 4 der Einleitung hervor- 

gehobenen Eigenschaft der Funktion ~'{s), in 

Punkten,  dim zu einer yon den Geraden t ~  o 

und t~ ~ I symmetrisch liegen, konjugierte Werte 
2 

anzunehmen, ist aber J R  arg ~ (s) gleich viermal 

demjenigen Zuwachs, den das Argument von 

.~'(s) erf/ihr~, wenn s, yore Punkte  a der reellen 

Aehse ausgehend, nur den ersten Viertel der 

Begrenzung des Reehteeks beschreibt (Streeken- 

zug abe  in der Figur). Wenn wir diesen Zuwaehs 

mit Jabr arg ~(s) bezeiehnen haben wir also 

Nach dem angefiihrten Grund- 

J, 
' i i ; ! 

i 
; i 
t i 

(I6) N (T) = I J ,b~ arg ~'(s). 
J ~  

l-a -Ti. 
Naeh (i4) ist 

(I7) arg ~ ( s ) =  a r g s +  arg ( s - - i ) +  arg .~c-: + arg 1" (~ )+  arg :~'(s), 

o.-TL 

und wir miissen also die Zuw/iehse der einzelnen Glieder dieser Summe auswerten. 

Die ganze Schwierigkeit der Aufgabe liegt dabei in der Aufsch~itzung des Zuwaehscs 
yon arg ~(s) auf der Strecke bc.  

6. -/abe arg s und Aabc arg ( s - - i )  sind die in der Figur mit bzw. cr und fl 
bezeichneten Winkel. Da diese Supplementwinkel sind ist also 

(i8) Aabc arg s + Aabc arg ( s - - I ) =  ~r. 

Welter ist arg ~t--~ = -  t log Jr, und somit 
2 
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(19) 

Zur Berechnung 

stellung yon log F (s): 

"~/.bc arg r  T log ~r. 
2 

 o.o.r  

(20) 

benutzen wir die asymptotiseho Dar- 

log F (8 )=  ( s - -~)  log s - - s  + log 1/2~J~ + J (s), 

wo das Restglied J(s) in der folgenden Form gesehrieben werden kann: 1 

( z i )  

o o  o o  - -  

t'~pt(U) du I ~' P2(u) du g (s) = --. (;u �9 

0 0 

P2(u) bedeutet  diejenige periodisehe Funktion mit der Periode I,  die im Inter- 
vMle o < u < I mit dem zweiten Bm~l~OllLLi'sehen Polynome u ~ - -  u zusammenfiillt. 

Wenn l~ings des negativen Teils der reellen Aehse ein Schnitt  gelegt wird 
und derjenige Zweig yon log F(s)  gew~ihlt wird, der fiir reelle und positive 
reell ist, so ist log F(s) in Mlen Punkton der zerschnittenen Ebene eindeutig 

bestimmt, und wit haben also ~ 

(22) J,b~ arg F ( s ) ~ 3  log l'(4 +T~). 

Aus (20) erhalten wir 

i . l  , (;) 
(23) 3 log F = 2  log- -2  + .... 2 -  arg s . . . .  2 + . 2 J  . 

I 
Wonn wir s = -  + T i  setzen, folgt hieraus 

2 

(24) 3 l o g  F ( 4  + T / )  T T T ~r = ~  log 2 - - 2  8 +R(T)'  

wo das Restglied folgenden Ausdruck hat: 

log I + 4 T ~  + 4  arc t g 2 T .  

Wenn wir sehliesslieh 

x Vgl.  E. LI~Dn.(i~', Le calcul des rdsidus et sos applications h la thdorie des fouctions ( P a r i s  

I~5, S. 87--Im). 
Wenn u eine beliebige komplexo Gr6sse bedeutot, bezeichnen wir den roollon Toil 

dorsolben mit ~u, don Kooffizienten von i im imaginliren Toil mit 3u. 
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(26) d ~ c  arg ; , ' (s)= toP(T)  

setzen, so kommt naeh (i6), (i7), (i8), (i9), (22), (24) und (26) die Formel 

(27) N ( T ) =  . . . . . . . . . .  T log T T +o7 + P(T)  q- ~R(T)  
2 7,f 2 ~1; 2 7g ~: 

heraus. Die v. Ma~oOLDT'sehe Formel 

(28) N ( T ) ~  T log T T + 0  ( logT) 
2~T 2 ~ 2~/- 

ist also bewiesen, wenn wir ziegen, dass die zwei letzten Glieder in (27) v o n d e r  
Ordnung log T sind. 

7. Die GrSssenordnung des Restgliedes R(T)  kSnnen wir sogleich absehi~tzen. 

Fiir a > o  ist nach (21)offenbar  J ( s ) =  0 (;) und somit 

Da die iibrigen Glieder in (25) ebenfalls yon dieser Ordnung sind, haben wir also 

8. Fiir die Absehiitzung yon P (T) bedienen wir uns folgender Uberlegung. 

Wenn das Argument einer Funkt ion gleieh einera ungeraden Vielfaeh yon 

-~ ist, versehwindet der reelle Tell der Funktion.  Im Punkte  a ist arg ~ ( s ) ~  o, 
2 

und die erste auf dem Wege abe gelegene Nullstelle yon 9{~" (s) trifft also ein, 

wenn arg ~ ( s ) =  4- -~ ist. Zwisehen jo zwei auf einander folgenden weiteren 
2 

Nullstellen yon 9{ ~ (s) variiert arg ~ (s) entweder um o oder um 5: ~/. Wenn 

9{~(s) auf abc genau n Nullstellen aufweist, muss also .dab~ arg ~(s) nfimeriseh 

kleiner als -~ + n~c sein, und somit 
2 

I 
(30) I P (T) I < n + --. 

2 

Nun withlen wir die Zahl a so, dass 9{ ~ (s) auf der ganzen Geraden a ~ a 

und also besonders auf der Streeke ab stets gr6sser als eine feste positive Zahl 

ist. Dieso  Bedingung ist z. B. fiir a = 2 erfiillt, denn wir haben f i i r ,  = 2 + ti 
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oo 

~ __ I 3 
9~(s)>i-- > I - -  n-" n ~ > - -  - 

( . )  , ,  I ", I 3 I 

1,~__2 n ' -  .... ,,=~ 4 4 ] -x~--- 4" 

Es eriibrigt also nur  eine obere Grenze der  Anzahl n d e r  Nullstellen von 

9~:,'(s) auf der Strecke bc zu berechnen. 

9. Zu diesem Zweck be t rachten  wir die Funk t ion  

(32) i ,. (s  + T i )  4- '" ( s - -  T i ) ] ,  l ( s )=2[ ,  . 

welche fiir reeile s gleich 9t~'(a + Ti )  ist. 

Es sei l die Anzahl der Nullstellen dieser Funk t ion  ](s) im Kreise 

I Is--al<=a--. Da / (s)  auf  der Strecke i < s < a  dieselben Werte  ann immt  wie 
2 2 ,`= ~ =  

9t~(s) auf der Strecke bc, ist  offeubar  

(33) n < 1. 

Io. Zur Absch~tzung der  Zahl l bedienen wir uns des JENSEN'schen Satzes. 

Wenn e i n e  Funk t ion  / (s)  im Kreise I s l < r  regular ist und dor t  genau k Null- 

stellen, a , , a ~ , . . . , a k ,  hat ,  wi~hrend ] [ ( o ) [ = m  ~ o ist, so ist nach diesem Satze 

m r  k 

(34) log la, lla.,ll  l ) Jog ll(re")la . 
0 

Hieraus folgt die Ungleichung 

M T k 

m >l ,lla21""la, l' 

wo M das Maximum von I] (s)l auf  der Peripherie I sl = r bezeichnet. 

Diese Ungleichung wird verst/irkt,  wenn beliebig viele yon den Fak to ren  

welehe ja  > i sind, fortgelassen werden, sowie aueh wenn unter  a,,  a 2, . . . ,  ak 

Nullstellen ausserhalb des Kreises lel=r mitgereehnet  werden, denn dadureh  

werden in der obigen Ungleiehung Faktoren ,  die < r sind, reehts hinzugefiigt.  

Diese Ungleiehung bleibt  also giiltig, wenn reehts beliebig viele und irgend welehe 

Nullstellen der Funk t ion  / (s )  gew~ihlt werden. 
Wenn speziell l die Anzaht der Nullstellen yon ](s) in ein~m konzentr isehen 

Kreise I s I < q (< r) bezeichnet, ist demnach 
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woraus folgt 

(35) 

m 

M 
log - 

m / <  ...... . 
r 

log 
o 

I i .  Diese Ungleiehung wenden wir m m  auf die Fu n k t i o n  (32) im Kreise 

I I 
I s - a l ~ r  an, indem wit  a - - - < r S _ a  und q = a - - -  wi4hlen. Wenn  T nu t  so 

2 2 

gross ist, dass die Punk t e  s = i  + T i  und s = x - - T i  ausserhalb des Kreises 

I s - -  a ~ < r fallen, ist [ (s) in diesem Kreise regul/ir, und  wenn M das Max imum 

von / (s)  auf  der Peripherie I s - - a l = r  bezeiehnet und 

m = l / ( a ) l = l ~ 7 ( a  + Ti) l  

gesetzt  wird, erhal ten wir also die Ungleichun 8 (35). 

Nach (r3) ist nun / ( s ) = O ( ( T + l t l )  2) fiir a__>o. 

also / ( s ) ~  0 (T  ~) und  somit  M = O(TX), woraus folgt 

Im Kreise I s - -  a [ _<_ r ist 

log M = 0 (log T). 

Da welter naeh (3I) m fiir jedes T gr6sser als _Iist,  wenn nur  a > 2  gew~hlt 
4 

wird, sehliessen wit  aus (35), dass l := 0 (log T) ist, und  hieraus naeh (33), dass 

n = O (log T) ist, woraus sehliesslieh naeh (3o) folgt 

(36) P (T) = 0 (log T).  

Hiermi t  ist nach (27) und (29) die Formel  (28) bewiesen. 

r2. Da nach dieser Formel  N ( T )  mit  T unendlich wird, kSnnen wir zuerst  

sehliessen, dass ~(6") Wirklich unendl ieh viele Nullstellon besitzt.  

Wenn wir allgemein mit  e(x) eine F u n k t i o n  bezeichnen, die mit  waehsendem 

x dem Werte  o zustrebt ,  kSnnen wit  (28) in der Fo rm 

T 
(37) N (T) = log T (I + * (T)) 

2 ~  

schreiben. Hieraus  erhal ten wir welter, wenn wir .h r statg N ( T )  schreiben, 

log N = log T (I + ~ (T)), 

oder umgekehr t  
Azta malhematica. 41. Imprim~ le 25 f~vrier 1918. 45 
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und nach (37) wird somit 

Wenn 

R. J. Backlund. 

log T = log N (I + * (N)), 

N 
T = 2 J~,---~u ( I ,  og + * (N)). 

(~n = ft, + Jan (n ---= I, 2 , . . . )  

die in der Halbebene t > o liegenden, nach wachsenden Ordinaten a geordneten 

Nullstellen yon ~ (s) bezeichnen, ist also 

?t 
. n =  2 ~ i o g  , ~ (I + ~ (n)),  

und folglieh aueh, weft o < f l , ~  i ,  

n 

I,o,[-- 2J~iog ~i(I + t(n)).  

Hieraus folgt, dass die Reihe 

divergent ist, w~ihrend die Reihe 

n = l  

r t ~ l  

konvergiert, wie klein aueh die positive Zahl e ist. 

w  

13. 

Numerische Abschlttzung des Restgl iedes  in der  Formel  flit  N(T).  

In der Formel (27) setzen wir zur Abkiirzung 

N(T)- -  -z-'.~ log 2~r 2 ~  

wobei also 

(38) 

ist. 

Q (T) = P (T) + -~ R (T) 
7~ 

P ( T )  und R(T) sind bzw. dutch die Gleiehungen (26) und (25) definiert. 
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V. ZV[AN(]OLDT 1 hatte bewiesen, dass fiir T > 28,~s 

[ Q (T)] < 0,4.00 log T + z,9,s6, log log T + I2,2o37~ 

ist. Dureh Verseh~trfung gewisser Einzelheiten in v. MA~OOLDT'S Beweis ge]ang 

es GaOSSMANN ~ diese Ungleiehung durch die folgende zu ersetzen: 

[ Q ( T ) [ <  o,~9o6~ log T + I,TSc,-, log log T # 6,,369~. 

Dabei wurde T > 5o angenommen. 
Dureh numerische Ausnutzung der in w 2 befolgten Methode hatte ich fiir 

T > 2oo die Ungleiehung 

I Q (T) I < o,~7~ log T + 0,979 log log T + 7,446 

gefunden. 3 Naeh einer Bemerkung von Herrn Professor E. LINDELSF 1/isst sich 

aber eine gewisse angeniiherte Symmetrie des Arguments der Zetafunkticn hier 

heranziehen, wodurch die Koeffizienten der obigen Formel etwa auf die HKlfte 

reduziert werden. Wit erhalten in dieser Weise die Absch~itzung 

(39) ] Q (T) [ < O,ti7 log T + O,4.1~ log log T + 4,3so- 

I4. Wir wollen zuerst die erw~thnte Symmetrieeigensehaft beweisen. 

Wir bezeiehnen im folgenden mit A~ arg / ( s )  den Zuwaehs des Arguments 

einer Funktion [(s) ,  wenn der reelle Teil der Variable s = a  + i t  yon I bis 
2 

I 
2 + ~ (c~ > o) variiert, mit A~ arg [(s) den Zuwachs desselben Arguments, wenn 

I I 
o yon - bis - -  ~ variiert. 

2 2 

Nach (5) nimmt die Funktion Z(s) in Punkten,  die symmetriseh zur Geraden 
x 

a - ~ -  liegen, konjugierte Werte an. Folglieh haben wit 
z 

:t~ arg Z ( s ) = - - A ~  arg 7. (s), 
und also nach (4) 

(40) ,/ ,  a r g ~ ( s ) + A  s arg ~ ' ( s ) = - - J ,  arg l ' ( j ) - - A z  arg I ' ( : ) - -  

8 $ 

- - J ,  arg z~ 2--A.~ arg ~,r 

Zur Verteihmg der Nullstellen der Riemannschen Funktion $ (t) (Mathematische Annalen, 
Bd 60, 19o~). 

Uber die Nullstellen der Riemannschen ~.F, nktion und der Dirichldschen r-Funktionen 
(Dissertation, G0ttingen, I913). 

Sur les zdros de la fonction ~ (s) de Riemann (Comptes rendus, t. I58, 1914). 
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_ 8  t 
Da arg  Jr 2 = - -  log ~'c ist, so sind die zwei le tz ten Glieder der  rechten  

2 

Seite gleich o. Wir  wollen wei ter  zeigen, dass die Summe der  zwei iibrigen 

Glieder  eine GrSsse yon der Ordnung  i t i s t ,  und  dass also, wenn s sieh symmet r i seh  

I 
naeh beiden Sei ten yon  der  Geraden  a = -  bewegt,  die Zuw~iehse yon  arg ~(s) 

2 

bis auf  eine Gr6sse dieser Ordnung  e inander  en tgegengese tz t  gleieh sind. 

I 
Wenn  wir a = + d setzen, so ist naeh (23) 

2 

arg I . . . .  4 log - 4 + - 2 2  arg s - - 2 +  "~ J " 

~l; 6r 
Da arg  s =  - - a r c  tg ist, kSnnen  wit  diese Gleichung in der  Form 

2 i 

= t  ( : +  ~)-*+r- ~ t 
arg  l'(~) s l o g - -  4 --  + ( ~ - - ; ) ; - - 2  + ( :)  

schreiben,  wo 

. . . .  are tg + ~ J 2 t 

ist. 

(4 I )  

Hieraus  e rha l t en  wir wei ter  

d I arg I" = :  log 
4 

' 
d2 arg I" = 4  log 

Im folgenden wird - -  ~ < a < 5 -  
4 - -  - - 4  

dann  (wenn z. B. t > i ist) 

(42) 

(:) '  
+ ~  + t ~ + t ~ . ~ . r + d ~ ( I t ) ,  
I + l ~  4 

4 
)~ 

(:-~-+~-" ~.~:+ J~(~). 
I + t  ~ 4 
4 

und  also o < ~ < 3 angenommen.  
= = 4 

Wir  e rha l ten  

[ log I ( __ t ~_~_~_'~ < ~ +  ~J < 2I  

+F- = 4  log ~ +  ~ + F - ]  4t =64t' 
4 4 

log - -  _-- t ~ < _ < __ 
I_LI2 4 log , t ]  2t  ==8t" 

4 
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Zur Absch~itzung yon (It)bedienen wir uns der von STIELTJES 1 gegebenen 

Ungleichung 

(43) I J (s) I < B, 0 I 
. . . . .  sec-* ~ 2r 2 6(r + a)' 

wo 8 ~  r e  io  gesetzt ist. Sobald t>  i ist, erhalten wir dann 

Ferner wird 

Wir haben also 

I I I I  ' ~ j ( s )  < j (~ )  < ( 1 _ 4 / , <  4 ]  3t i 9 t" 

I I -O-  (il ~ 5 25 - - - - -  a ro tg  < a r e tg  < -- 
2 i 4 t  3~t" 

~;.i  = 288 t 

und folgleich ist sowohl 

(4I) und (42) wird dann 

WO 

und 

ist, woraus weiter folgt 

"-/2 arg 1"(s) = - - d . [ r ' +  (I) 
4 t z '  

I ( ' ) l  "' 4 i, <i+64t<t 
l |  

I { ) l  3 i 4 
t ~  t 

34~ t 3 Nach < t "  

I 8 + , j ~  t8tl IIt~ i q l <  8 

Nach (40) haben wir also fiir t > r 

.. S 
(44) I d~ arg , (s) + d~ arg ~'(s) I < t. 

Diese Ungleichung driickt die gesuchte Eigenschaft der Funktion ~(s) aus, die 
im folgenden benutzt wird. 

i Vgl. LINDELSP, Lr calcul des rdsidus (S. 99, Formel (5)). 
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I5. Hiernach gehen wir zur Absch~tzung von Q(T) fiber. 

haben wir 

(45) IO(T) l<=lP(T)l + I Iz R(T) I" 

Naeh (38) 

Bei der Absch/itzung von I P(T)] setzen wir in der Formel  (26) 

fl" 
I~ab~ arg ~" (s) l = 2 + ( n - -  i) Iv + ),,, 

wo wir die ganze Zahl n so wEhlen, dass o <=~< ~ wird. ~ Dann haben wir 

I 
(46) IP(T)l<n + 2" 

Die Zahl a soil nun  wieder so gew~hlt  werden, dass auf  der  Geraden a - - a  

stets  l arg ~(s) l <  z ist, und  zwar so klein wie mSglich, weil der Koeffizient  yon 
2 

log T in der  gesuchten Absch~tzung hierdureh egwas verbessert  wird (vgl. (39))- 

Nach der fiir a > I gfiltigen Formel  

wo p alle 

~ j  P 

Primzahlen und  m alle positive ganze Zahlen durehli iuft ,  erh~lt  man 

(47) l arg ;" (8) I = I -q log (8) 1__<. l log ; (s) l < . . . . .  m pmO - -  log  ~ (0).  
~'IZ, 11 

ft" 
In einem Punkte  zwisehen a =  I,~37 und a ~  x,:3s wird log ~ ( o ) = - .  Wenn 

2 

a >  i ,~s gew/ihl~ wird, ist  also die erwiinsehte Bedingung erfiil | t .  Wir  w~ihlen 

im folgenden a = 5 .  
4 

~6. Wenn s nun  den Weg abe besehreibt,  bleibt l arg ~ (s) l < ~~ auf der 
2 

7g ~'l: 
ganzen Strecke ab. Auf bc muss dagegen ]arg ~(s)] die Werte  2 '  ~ + ~ '  

r t  3 ~ Bei  d e r  f o l g e n d e n  A b s c h a t z u n g  s e t z e n  w i r  v o r a u s ,  d a s s  I J a b c  a rg  ~ ts)l > - - -  u n d  a lso  
2 

n_>=2 i s t .  I s t  d i e s e  A n n a h m e  n i e h t  erf i i l l t ,  so  i s t  n a c h  (26) I P ( T ) l  < 3, w e l e h e  G r e n z e  v ie l  
2 

n i e d r i g e r  i s t  a l s  d i e j e n i g e ,  d ie  w i r  im  f o ] g e n d e n  e r h a l t e n  w e r d e n .  
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7F, 7/7 
+ 2 zr + ( n - - i ) g  durchlaufen ,  kann  aber  einen jeden  von diesen Wer ten  

2 " ' ~  2 

in mehre ren  P u n k t e n  annehmen.  Alle diese P u n k t e  sind Nullstel len yon 9r 

(vgl. Art.  8). Wir  greifen diejenigen heraus,  in welchen ]arg ~'(s)] zum letzten, 

Male die be t re f fenden  Wer t e  a n n i m m t  und  bezeichnen diese P u n k t e  mi t  cq, 

7g 
cq . . . .  , a~. Auf der  S t recke  von av bis c i s t a l s o l a r g ~ ( s )  l>-2 + ( v - I ) J r "  Der  

I 
P u n k t  a= kann  eventuel l  mit  dem P u n k t e  c = - 4- T i  zusammenfal len.  

2 

Unsere  Aufgabe ist nun die Anzahl  n dieser Nullstel len yon 9~' (s)  abzu-  

sch/itzen, woraus  sich dann  nach  (46) eine obere  Grenze ffir I P (T) [ e rgeben wird. 

Mit Hilfe der  Beziehung (44) kSnnen wir zeigen, dass auf  der  zu cb in bezug 

I 1 b' i auf  der  Geraden  a = -  symmet r i s ehen  St recke  von  c = - + T i  bis = - - -  + T i  
2 2 4 

wenigstens n - -  2 Nulls tel len yon 9~ ~ (s) liegen. W e n n  s die St recke  cb yon  links 

nach rechts  durchl/ iuft ,  so wird n~imlich in den P u n k t e n  c~,, cC~_l, c~,-2 . . . . .  cq 

der absolute  Be t rag  des Zuwaehses  des Arguments  yon  ~ (s), also IJ~ arg ~ (s) l, 

bzw. gleich ~ , ~ ] + z , ~ + 2 z , . . . , 7 ] + ( n _ i ) ~ r .  Die Wer t e  yon Iz/~ arg r /  ~s) l in 

den symmetr i seh  gelegenen P u n k t e n  auf cb' weichen yon  denselben W er t en  um 

GrSssen ab, die nach (44) numerisch kleiner  als 8 ~, also sobald t > 3 gew~ihlt wird,  

sieher < ~r sind. Also ist in den zu a,,-2,  , , , - 3 ,  .. . . ,  , ,  symmet r i s chen  P u n k t e n  

]A2 arg ~ ( s ) ] > z r , 2 ; c  . . . .  , ( n - - 2 ) z .  

Wenn  aber  [./5 arg ~(s)] in einem P u n k t e  einen W er t  e r re icht  hat ,  der  grSsser 

als z~ ist, so muss zwischen diesem P u n k t e  und  dem P u n k t e  c wenigstens eine 

Nullstelle yon  9 ~  (s) l iegen; wenn [d2 arg  ~ (s) l>  2 ~ geworden  ist, muss s zwei 

Nullstel len yon ~ (s) passier t  haben  u. s. w. Nach  dem oben gesagten ha t  also 

9 ~ ( s )  auf  cb' wenigstens n - - 2  Nullstellen,  und wenn wir diejenigen,  die dem 

P u n k t e  c am niichsten liegen, herausgreifen und  dieselben, naeh wachsender  

Abszisse geordnet ,  mit  a'~, a ' : , . . . ,  a',~_2 bezeichnen,  so ist  

(4 8 ) I,G-cl<l- -cl ( " = ' 1 , 2 , 3  . . . . .  n - - 2 ) .  

17. U m  nun  die Zahl n abzuschii tzen,  bedienen wir uns wieder  des JEN- 

SEN'schen Satzes (34), indem wir denselben auf die F u n k t i o n  

(49) F ( s ) = / ( S o  + s) 

anwenden,  wo [(s) duroh  (32) def inier t  ist und So= 5 ist. Den Nullstel len av 
4 
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und ~'~ yon ~ ( s )  entspreehen die Nullstellen a,,= ce~-- So und a'~=a'~--So 
yon F (s). 

F(s) ist in dem Kreise [s[__<=r reguliir, wenn nur  r so klein gew~ihlt wird, 

J I 
dass die Pole s = - -  + Ti  und s . . . . .  T i  ausserhalb des Kreises fallen. 

4 4 
Wenn b~,b2 . . . .  , bk die Nullstellen yon F(s) in diesem Kreise sind, so ist dann 
nach dem genannten Satze 

2 ~  

F (o) r k 
log lb, bz:::bk[=2~ ~,~ log [F(rdr 

0 

Wie bei der Ungleiehung auf Seite 352 bemerken wir, dass die linke Seite der 
obigen Gleiehung nur verkleinert werden kann, wenn wir ans ta t t  bl,b2,. . . ,bk 
beliebig viele und irgend welehe Nullstellen yon F (s) wghlen. Wenn wir besonders 
die Nullstellen al, a2 . . . . .  an, a'~, a'~ . . . . .  a'n_9, w~hlen, erhalten wir also dis Un- 
gleiehung 

2 z  
F(o)r 2n-~" i j "  

log l a ~ . . . a ~ : y i . : . a , , Z 2 ] < ~  log IF(re'~)ld, f.  
0 

N a c h d e m g e s a g t e n  bes teh td iese lbe f i i r  j edes r ,  d a s n u r  < ] - - I - + T i l i s t ' 4  

Wenn 3_= ~ und l a ~ l =  Q--0~, [a'~[ = o + 0'~(v = x, 2 , . . . ,  n - -  2) gesetzt wird, 
4 

so ist nach (4 8) stets 6~ > 6'~ und somit 

la~a'~[ = (q - -  ~ ) ( r  + 6' ,)  < Q' - -  ~ < Q*. 

Weiter ist l a , _ l l < Q , [ a , ] < o .  Wenn wir noeh bemerken, dass [F(rei'~)]= 
--=[F(re-i~p)l ist, erhalten wit in dieser Weiss die Ungleiehung 

log ]F(o) l  ~! "< log IF(rdr 
0 

oder, wenn log _r o = q  gesetzt wird 

,m 

2nq< 2q--  log IF(o)l + )fl  log 
0 

woraus sehliesslieh nash (45) und (46) folgt 
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(50) < I 
IQ(T)I  2 z q ,  i l ~  

0 

3 - - - x  log IF(o)l +!IR(T)I. 
2 2q ~'r 

18. Um eine obere Grenze des Integrals  in der Ungleiehung (50) zu erhal ten,  

miissen wir zuerst  I F ( s ) l  abschiitzen. Hierzu bedienen wir uns bekann te r  Re- 

sul ta te  hinsichtlich dem Anwachsen yon I~(s)l,  wobei wir jedoch erst  die Kon- 

s tan ten  etwas genauer  abschiitzen miissen. 

Auf der Geraden a =  i ist, wie MELLIN 1 bewiesen hat ,  ~ ( s ) =  0 (log t). 

Wir werden zeigen, dass in der Tat ,  yon  einem gewissen posi t iven Wef t  yon t 

an, die Ungleichung 

(51) I~(I + t i ) I <  log t 

besteh~. 

Nach der Formel  (8) der Einle i tung f inden wir fiir s = i + t i  

(52) 
co 

n - - l I  + I + I  B,I,I+ IS<S+ I)lj'l+2(U)ldu" 
I;'(1 + t i ) l <  ~ -  2-n t + - 2 n  -~ . . . .  u ~ -  

i I 
Da c p ~ ( u ) = u ~ - - u + ~ )  ist, so haben wir 1~2(u)1<6 fiir alle Werte  u, und  also 

I~f du < g j  ; j  12 n"" 
n 71, 

Weiter  f indet  man  leieht 
n--1 

I + I < log n + C, 
~ v  2 n 

wo C die EULER'sche Kons tan te  bedeutet .  ~ Wenn wir = cq und . . . .  -t~ I = 

E i ne  F o r m e l  fi~r den L ogar i t hmus  transeendenter  Funk t ionen  yon c~dliehem Geschlecht (Acta 
Soc. So. Fenn., Tome XXIX, I9oo). 

Aus dor Definition 

ergibt sich namlich: 

C = lira J! 

/ I C = l i m  ~--Iogn 

v-t-I "~ 

A c t a  m a t h e m a l i c a .  41. Imprim6 [e 25 f~vrier 19L r 46 
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setzen, so haben wir also 

I t t ~ 
I~(~ + ti) l< log n + C + t + i2---n ~cq + 2 ~  %" 

Wean wir nun n = [ ~ ] +  i w~ihlen, so wird 

log n=<= log 3 + ~ = log 3 + log z + < l o g ~ +  t 

und andererseits z < 3 so dass wir die Ungleichung 
n t '  

{ ~ ( z + t i ) l < l o g t - - l o g 3 + C +  4 3 t ~ 

erhalten. Man hat aber - -  log 3 <--I,o~)8, C <  o,s78 und weiter, wenn z. B. 

t > 5 o g e w / i h l t  wird, 3 ( 3 ) 8ce, < o , . 6  und i " i 4 + 4 [el < 0 , 0 ) 6 .  Daher ist f i i r t  >_ 50 

(53) {~'(z + ti){ < log t - -  O,o48, 

und a fo r t i o r i  ist also die Ungleiehung (5z) fiir t > 5 o  erfiillt. 

Wir bemerken noch, dass die Ungleiehung 

(54) I~ (s){ < log t - -  0,048 , 

wenn t > 5 o  ist, aueh fiir a > i  besteht. Wenn ao diejenige reelle Zahl ( > I )  

bezeiehnet, welehe der Gleiehuag ~ (ao)= log 5 o -  O,o4s befried!gt, so ist n~imlieh 

wegen der Abseh~itzung I~ ( s ) l < ~  (a) die Ungleiehung (54) fiir a > ao erfiillt, und 

fiir z < a < a0 erhalten wir aus (8) eiao Abseh~itzung von I ~ (s) l, wo jedes einzelne 

Glied kleiner als das entspreehende in der obigen Abseh~itzung gemaeht werden kann. 

z 9. LIND~.L6F hat  bewiesen 1, dass im Streifen o < a < z  

v~-I 

' ')/"I =~+ ;+~ - -r 

n - - l [ "  1 / I ' ear l  

,y 

n - - 1  

x + ~ n  logn. 

i Quelques remarques sur la croissanee de la fonction ~ (s) (Bulletin des Sciences Math6matiques, 
Tome 32, I9o8 ). 
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|__r ) 
( s ) = O  t ~ l og t  

ist. Wir werden aueh diese Abseh~itzung bier unter Beriicksiehtigung der nume- 

risehen Konstanten durchffihren, indem wit zeigen, dass im Gebiete 

(55) o <_ o- ~ i ,  t>5o 

die folgende Ungleiehung besteht:  

, ,  
(56) I (s)l< log t. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Funktion (vgl. (4)) 

(57) Z (s) J~s ~r -~  1" ~ (s) sin :!S 
2 2 

ep(s) = log ( - -s i )  log (-- si) 

im Gebiete (55), we sie offenbar regulLir ist. Wir werden zuerst zeigen, dass auf 

dem Rande dieses Gebietes die Ungleichung 

(58) 

erfiillt ist. 

uns gibe: 

O~ log F (s) = (a--~) log l s [ - -  

bedienen wir uns der Gieiehung (20), die 

t arg s - - a  + log V2-~[: + 9~J(s). 

Hieraus erhalten wir weiter 

(59) 
WO 

i s t  

log I" -- - ~--- log . . . .  + log V2 z + ~,, 
2 4 

e l ~  arc + - - - l o g  i + 2 t g t - - 2  4 t~ + ' ~ J  

Die GrSsse el ist, wie eine Reihe im folgenden auftretender, m i t ,  oder 

(a,t) nebst  beigefiigten Indices bezeiehneten GrSssen, im Gebiete (55) hSchstens 

I 
yon der Ordnung ~ und ohne wesentlichen Einfluss a , f  das Endresultat .  Bei 

der Absohiitzung derselben wird deshalb keine gr6ssere Genauigkeit erstrebt.  
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Ers tens  haben wir nach STIELTJE$, t wenn wir 

und s = re  io setzen, 

J ( s ) =  I + J , ( s )  
I 2 8  

12 r 3 90 r (r + a) "~" 

Fiir a > o  ist a l s o l J ~ ( : ) l < . l : r ~ u n d  folglich 

Im Gebiete (55) wird demnach 

I (:)1 ' 4 9 t J  < 6 t ~  + t~< t~. 45 "50 5 

In demselben Gebiete ist weiter 

I: I "~<' 
arc tg t - -  ~', < 6~  : :  6t" '  

I~ (~ '-~176 -~ a__~tlog i + ~  < - - 4  "ti <=270' 

und indem wit diese drei Ungleichungen zusammenfassen,  erhal ten wit  also 

Io9 <_J_ 

Wenn wir noch e ~, = z + ~2 setzen, so wird im Gebiete (55) 

I*.~l < _JL, L_ < 2 I~, I. 

Wir erhal ten also aus (59) 

(60) 

wobei im Gebieto (55) 

(6~) 

ist. 

Vgl. z. B. E. LI~'I)v.I,/JF, Le calcul des rdsidus (S. 97--99, Formeln  ([) und.(i)), 
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(6z) 

und 

Ferner haben wir 

woraus folgt 

.~- =:ie (~ +~) ,  I'.,1<~-", 

1 r  Vl ' (63) sin = v 2 e i ( i  +s , ) ,  

I 
wo l~,l<~l,31 ist, und also im Gebiete (55) z. B. 

I 
(64) I ' ,  I < 

Schliesslich ist 

und wenn wir demnach 

( ;  

log (--si) = log I s l - i  arc tg t '  

(65) I log (-- s i ) [  = (I + ~)  log t 

setzen, so wird, wie eine kleine Zwischenrechnung zeigt, im Gebiete (55) 

(66) l e51 < t~" 

Zusammengenommen, kommt aus (57), (6o), (62), (63) und (65), 
(r + ~) (z + 5,) (I + ~)-1 = I + ~6 setzen, die Gleichung 

(I--1 

( ~ 7 )  ,~(,)l=,;-(~)l(~',) ~ (Jog,)-,(, + .o) 

heraus, wobei nach (6z), (64) und (66) im Gebiete (55) 

__ I "~ I --! 4 ,_4< (, ;), (,+ ;)-,<, + ~.< (,+ ,.) (,_,.4 <, +,~ 
und also 

(68) {~,1< 4. 

Naeh (53) haben wir nun 

I~(z + t i ) l < t i - , ~ - _ ~ ) ~  ~o~, l logt,  

wenn 

365 

wir 
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we a = O,o~8 ist. Wenn wir diese Ungleichung in (67) einsetzen, erhalten wir fiir 

a =  1 , t > 5 o ,  mit Rfieksicht auf (68) 

Nun ist die Funktion ~ (s) so gewiihlt, dass die Relation 

(7o) i~ ,p(~- -  ~ + ti)l = ] , f ( ~  + ti)](~ + ~7) 

besteht,, wo e7 wieder eine kleine GrSsse bezeiehnet. Wir haben n~imlieh naeh (5) 

I z ( 1 - - ~  + ti)l=lz(~ + ti)l, 

und aus dieser Gleicbung nebst (63) und (65) folgt nach (57) die G]eichung (7o), 
wenn wir 

1 + '7 ~ ( i  + , ,  (1 - -  ~ ,  t)) (~ + ,., (a ,  0 )  -1  (1 + ,~ (~ - -  ~,  t)) -~  (~ + '3 (~,  t)) 

se~zen. Mit Riieksieht auf (64) und (66) ist dann im Gebiete (55) 

und also 
5 

(7I) I~, I < t~" 

Mit~els (7 o) und (70 folgern wir nun sogleieh aus (69)die Ungleiehung 

Fiir t > 5 o  sind abet  die rechten .Seiten yon sowohl (69) als (72) kleiner als I .  
Wir haben also bewiesen, dass die Ungleiehung (58) auf den beiden der imagin~ren 

Aehse parallelen Seiten des Gebietes (55) besteht. 
Wir miissen noeh zeigen, dass diese Ungleiehung auch auf der Streeke 

t = 50, o__<=~<=I erfiillt ist. 
Wegen (7 o) und (71) ist dies w a h l  wenn wir beweisen kSnnen, class auf 

(5)-, der Hiilfte - I_<a< l  dieser Streeke Ifp(s)l< 1 + ~  ist. Naeh (67) und (68) ist. 

es wieder hierzu geniigend zu zeigen, dass auf dieser Hiilfte 



0ber die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion. 367 

ist, oder  also, dass die Ungle ichung 

1 - - o  
(73) + 

fiir x_ < a < I erfiillt ist. 
2 - -  - -  

Wir bezeichnen die Summe der  n ersten Glieder der  r ech ten  Seite der  

Formel  (9) mi t  H(s ) ,  die Summe der iibrigen Glieder mi t  K(s), so dass aJso 

(s) = H (s) + K (s), 

n--1 
I I 

H (s) = ~ ~ -t- 2 n - ~ '  

~1 --s  k 

K ( S ) = s - - I  + ~T ,+Rk .  
v--1 

Die Summe der  posi t iven Glieder des Ausdruckes  

m--I 
I I 

-- cos (50 log v) + - -  cos (50 log n) H (,~ + 50 i) = ~ ~,~ 2 n~ 

bezeichnen wir mi t  A (a), die Summe der  nega t iven  Glieder mit  B(a) ,  so dass 

Analog setzen wir 

Fiir  n = io  f inder man  

9~ H (a + 50 i) ----- A (a) - -  B (a). 

~H(a + 5 0 0  = A'(a)--B'(a). 

Da die GrSssen A(a) ,  B(a) ,  A'(a), B'(a) alle mi t  wachsendem a abnehmen und  

da -A  (a) immer  > z ist, schliessen wir hieraus fiir o c> I 

woraus wei ter  

folgt. 

--0,87o < ~}~H(o" + 50i)  < 1,649 

- -  0,684 < .q H (a + 50 i) < i,o6,, 

I H (a + 50 i) I < 1,96~ 

Wenn  wir weiter  k = 2  w~ihlen und IRk lnach  der  Formel  (x2)absch~itzen, 
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e rha l ten  wit  
nl-s [ 

I K((r + 5o01< is ~ i  [s_+ 51 +IT, I+IT~I+I.+5 IT~I. 

I(: )1 Fiir  o- . . . .  f inden wit  in dieser Weise K + 50 i < o~s,, und da die Glieder der 
2 

rechten  Seite im In te rva l l e  ! < o-< i alle mi t  wachsendem a abnehmen,  ist also 

in diesem In terva l le  

IK(~ + 5oi)1 < o,_,,~,. 

I 

Also ist fiir s = a + 5  o i ,  2 < ~ _ < I  

1"_2 (s)l < IH(s) I + IK(s)l  < 2, : , ;  

Anderersei ts  ist f f r  i < a S  I die rech te  Seite yon  (73) grSsser als o,9964 log 50 > 3,~9c,. 
2 - -  " 

In  diesem In te rva l l e  gilt also die Ungle iehung (73), und folglich ist die Ungle ichung 

(58) auf  der  S t recke  t = 50, o < o-< r erfiillt. 

H i e rmi t  ist  bewiesen, dass diese Ungleiehung auf  dem ganzen Ran d e  des 

Gebi~tes (55) bes teht .  

Wel ter  folgt aus (67) und  (13), dass im Gebiete  (55) 

~p (s) = O (t'-) 

ist. Nach einem von PHRAGM~N und LINDELOF bewiesenen Satz 1 schliessen wir 

hioraus, dass die Ungle ichung (58) auch  im Innern  vom Gebiete  ( 5 5 ) b e s t e h t ,  

und  nach (67) und (68) folgt hieraus schliesslich die Ungleichung (56). 

2o. Schliesslich miissen wir noch I~ (s) l i m  Gebiete  - -  ~ < a < o absch~itzen, 

wozu wir die 

I < (~ <_~, t > 25 
- -  - - 2  

Funkt iona lg le ichung (3) benutzen .  Naeh  (60) haben  wir fiir 

3 a t  

i r ( s - - i ) l = V z , r t " - ~  e- 2 (i + ~'~, 

w o  
"I 

(74) I ~', I < 4t~ 

t 8ur une extension d'un prbwipe classique de l'Analyse et sur quelques l~'Olrridt~s d esfonctions 
monogbnes darts le voisinage d'un point singulie; (Acta Mathematica, Bd 31, S. 382, 19o8). Vgl. die 
auf S. 362 zitierto Arbeit yon Lls~m.6~. 
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ist. Wegen der Relation F(s) . - (s- -z) I ' (s - - i )  folgt hieraus 

Weiter ist 

und naeh (3) wird also 

(75) 

WO 

I r ( s ) l = V - s 1 7 6  - " ( r+g~)  t - -  �9 

7 f 8 [  I ,-~t 
cos -U = ; ,  e2 II + e'~'il, 

1 

I, (~--s)l= I:(s)l~2~. (~ + ~.), 

gesetzt ist. 

chungen 

Wegen (74) und der im Gebiete ~ < a < 3  t > z 5  giiltigen 
- 2 

I T I  i i < 8 I < I ~ ' 8 ~ '  

Unglei- 

ergibt sieh, dass in diesem Gebiete die Ungleiehung 

(7 6) I~. I < ! 
2 t ~ 

erfiillt ist. Naeh (54) folgt dann aus (75) und (76) fiir i < a < 3 ,  t >  50 

1 I 

< I t )  ~ tog ~tZ-- iogt ]  + z log t, 

oder also fiir - -  i < o < o, t > 50 
2 == == 

1 

(77) I~(s) l< 2~ log t. 

2I. Wir kehren jetzt zu der Funktion F(s) und der Ungleichung (5 ~ ) 
zuriiek. 

Die gefundenen versehiedenen Ungleiehungen fiir [~(s)l werden wit zur 
Abseh~itzung yon IF(s)[ in den entspreehenden Intervallen benutzen. Da bei 

Acla mathemalica. 41. Imprim~ le 26 f~vrier 1918. 4"/ 
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der  Her le i tung dieser Ungleichungen t ~ 5 o  angenommen wurde, miissen wir im 

folgenden T - -  r ~ 5 ~ annehmen.  
Aus der  fiir a > i giiltigen Ungleichung ] ~ (8) ] S_ I ~ (a) ] folgt erstens unmit te l -  

bar  fiir a ~ o 

(78 ) IF(s)  [ < ~  (~ + o-). 

Zweitens folgt aus (54) fiir - -  i < a < o = =  = =  

(79) [ F(s) ] < ~ { log  ( T  + t) + log  ( T  - -  t)} < log T.  

Dri t tens  e rha l ten  wir fiir - -  5 < a < - -  i n a c h  (56) 
4 == ~ 4 

- - I ~ 4 o  

8 4 -~ 
21F(s ) I  < ~-~7-I log ( T + t )  +t),) + 

- -  1 - - 4 o  

T-- t  8 {I--  4 -1 
+ ( ~ - )  l o g ( T - - t )  ( T - t ) ' )  " 

Wenn ]t 1 < 2  und T >50  angenommen  wird, sind die Wer te  der  Fak to ren  

4 -1 (i  4 -1 5 
( I - - ( T + t ) , )  and  (T__t),) k l e i n e r a l s  I + ,  �9 w e n n w i r  

- 1 - 4 0  

? +'t ~p (t) = (-2~-r  t log (T + t) 

setzen, haben wir demnaoh 

2 [ F ( s ) l <  ( I +  5 ) ( ~ ( t ) +  tp(--t)) .  

Die zweite Ableitung yon ~p (t) wird 

4 o + 1 " /  

- - - -  a +  ~ +  log  ( T + t )  
Ip"(t) (2Jr)-'~ 27r ! a + 4  4 4 4 " 

Das zweite Glied in den Klammern  ist fiir - - 9  < a < -  i_ positiv, und  also wird 
4 4 

(p" (t) < o fiir - -  5 < a < - -  I .  Daraus  folgt, dass 
4- -  -- 4 
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q,(t) + ~ p ( -  t) < 2 ~p(o) 

is~, und also 
- - I - - 4 o  

371 

8chliesslieh finden wir naeh (77) fiir - -  7 < a < - -  5 
4 4 

3 .R /r +,/-~ (t- , i-~ 2 [ F ( s ) [ <  i~-zc-t log (T+t)+ / 2~-r I log (T--t). 

In derselben Weise wie oben kSnnen wit hieraus schliessen, dass im Intervalle 

3 < a < _ 5 _  
2 4 

3 

(8x) IF(s ) [<  2g log T 

ist. 

2 2 .  

Integral. 
Wir betrachten jetz~ das in der Ungleiehung (50) reehts auftretende 

Wenn wir 

(5) (5) (82) a = a r c c o s  -- , { / = a r c  cos - -  

setzen, so sind die Intervalle der Integrationsvariable ~f, die denjenigen Inter- 

vallen yon a entsprechen, in welchen die obigen Ungleichungen (78), (79), (8o) 

und (8I) bestehen, der Reihe naeh 

o<9<--, --<9<a, a<9<fl, fl<9<~. 
2 2 

Hierbei ist r > 5 angenommen, weil dies f/ir das Endresultat  vorteilhaft ist. 
4 

Wir erha]ten dann 

ij ~-~ log [F(rd~~ l~ + B  log log T+ C, 
0 

W O  
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4 ~ (a + 4)d~f--4~ + ~)dr 
(1 f l  

~b B i i = ~  ) d,f=-, 
4 

2 

-2 ,! 

= ;  ( )  'j C i log ~ 5 d~p + 2~. log ( I+ .5~)d( f ,  

und a = r cos ~p ist. Nach (50) folgt hieraus weiter 

WO 

[ Q (T) [ < A' log T + B' log log T + C', 

A'=A'  B'--~4q' C'=qI(C--Alog2z--Ilog]F(o)I) + 2 +~e ]R(5~ 

Wenn wir in der Formel fiir A die Integrationen ausfiihren, finden wir 

(vgl. (82)) 

a+ drp~--r sin ee + ~ ( ~ t - - a ) = - -  1 / i6~ '~ -~  - - a r e  cos , 
4 4 

.. (a+ ~)dep = - - r s i n f l  + ~ ( I r - - f l ) = - - 4 ,  25 I - -  arc cos 5 ) .  

fl 

Wenn wir zur Abkiirzung z - - a  = 7, Jr--/~ = ~ se~zen, kSnnen wir das Resul ta t  

in der folgenden Form sehreiben: 

A , = t g 7 + . 5  ~ g ~ - - ( 7 +  5 5 ) 
x6 ~,r q 

Um das Minimum dieses Ausdruckes zu finden setzen wir seine erste Ableitung 

nach r gleich Null. Nach einigen Umformungen ergibt sieh als Bedingung des 

Minimums 

tg 7 + 5 tg ~ =  i6~cA'. 
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Wenn wir r aus dieser Gleichung bes t immen,  finden wir mi t  zwei Dezimalstel len 

r = I , 3 ~ .  Mit diesem Wer te  r wird q= log - r=0 , s6~3  und 
q 

A t ~ 0, x36i , B t ~ 0,4422. 

Von den Wer t en  

~ ( I , 2 I ) : 4 , 5 9 ; I ,  ~ ( I , ~ ) = 2 , 6 , 2 4 ,  ~(I,7;)~- 1,9623, ~ ' (2 )=I ,644 , J ,  

~ ' (2 ,2s )=I ,46o~ ,  ~(2 , I )~-- - I ,34i i ,  ~ ( 2 , ~ 7 ) = I , 3 , i 7  

ausgehend erhal ten  wir wei ter  nach der  Trapezregel ,  wenn wir beachten ,  dass 

die zweite Ablei tung yon log ~ ~i + 1" cos 9 naeh  9 posi t iv ist, und  wenn wir 

, 9 v = a r c  cOS4r ,  

Y0 = log ~ ( 2 , I 7 ) ,  90  = 0 

( v ~ o ,  I , . . . , 5 ) ,  

setzen,  

2 
'5 I (y~ 

Z2~ ~ +~ d9<~_o 
b" 

+ y~+l) (9- -- 9~+1) = o,,367 

und also, da  

fl ij (~.) log x +  d ~ < f l  - ~  5 5 
21/" T 2 *~ 4 '  5 0"~ ~ O~oooi 

ist, C < o,,37,. 

(s ) Es er i ibr igt  nooh eine obere  Grenze  yon  - -  log ] F (o) ] ~ - -  log ~ ~ 4 + T i 

zu bereehnen.  Neeh (47) haben  wir 

,83, 

Woon war,og ~(~ + , , )=~  +,y so~zeo so ,s~ 
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und weiter ist naeh (83), wenn l og~  ( ~ ) = a  gesetzt wird 

(85) x 2 + y ' < a L  

Das Minimum von e x cos y im Bereiche (85) kann nur auf dem Rande des- 

selben eintreten, und dann, wenn die Bedingungen 

x = - - V a ~ - - y  ~, y = a  sin y 

erfiilit sind. Durch AuflSsung dieser Gleichungen ergibt sich, wenn fiir die Zabl 

a ihr Weft  a,~2~ eingesetzt wird 

~ I ~ : -  0,o72z +, y ~  2~ 1,523+;, 

und der Wert  des Minimums wird gleich 0,o442. 

Also ist [F (o ) l=9~  ~ : + T i  >O,o442 und somit 

- -  l o g  I F ( o ) l  < 3,,,9,. 

Wit wollen sehliesslich den dutch (25) definierten Ausdruck R(T)  absch~itzen. 

Nach (43) ist 

3 + 4 +  , 3 T '  

und weiter ist 

r ( i ) l i  log r + 4 ~  i <167' 

Also wird 
I I I I I 4 arc tg 2-T < ~ "  

25 25 ;[I R(T)I  < 4 8 z T <  4 8 . 5 o z  O,oo~3. 

Wir haben nun eine obere Grenzo yon allen in C r eingehenden Gr6ssen 

bes~immt, und erhalten endlich 

C' < 4,349'. 

Hiermit  ist die Ungleiehung (39) bewiesen. 
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N a c h  de n  g e m a c h t e n  V o r a u s s e t z u n g e n  b e s t e h t  d iese lbe  fiir T > 50 + r = 51,32. 

D u r c h  die n u m e r i s c h e n  R e c h n u n g e n  y o n  GRAM, LIND~L6F u n d  v o m  Ver fa s se r  1 

ist  indessen  die L a g e  s~,mtlicher Nul l s te ] ]en  v o n  ~(s) im ] n t e r v a l l e  ] t] < 2oo s c h o n  

g e n a u e r  b e s t i m m t .  Dabe i  h a t  s ich erwiesen,  dass  in d iesem I n t e r v a l l e  s te t s  

] Q ( T ) !  < 2, a lso b e d e u t o n d  kle iner  als n a c h  (39) ausf~illt. Die Absch~i tzung  (39) 

ist  in de r  T a t  fiir jedes  T>=2  giil t ig.  

I j. p. GRAM, Note sur les zdros de la fonction ~ (s) de Riemann (Oversigt over det Konge- 
lige Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1902 ). Abgedruckt in Acta Mathematica, 
Bd. 27. 

E. LINDELiiP, QueZque8 applications dune formuZe sommatoire gdndrale (Acta Soc. Sc. Fenn., 
Bd. 3I, I9o2). Vgl. Sur une formule sommatoire gdndrale (Acta Mathematica, Bd. ~7)- 

R. ft. ]3A.CKLUND, ~]ber die Nullstellen der Riemannschen Zeta~nktion (Dissertation, Helsing- 
x 

fors I916 ). Ich habe in dieser Arbeit 79 Nullstellen von ~(s) ate der Strecke a ~  , o < t < 2 o o  

getrennt und zugleich bewiesen, dass diese Nullstellen die einzigen sind, deren imagimtrer Teil 
zwischen o und 2oo liegt. 

Y 


