UBER DIE NULLSTELLEN DER RIEMANNSCHEN
ZETAFUNKTION.

Vox
R. J. BACKLUND

in HeLsixGFoRs.

§ 1. Kinleitung.

1. Die RieMaNN’sche Funktion { (s) ist bekanntlich eine in der ganzen Ebene
der komplexen Variable s=o¢ + 7f, mit Ausnahme des Poles s=1, regulire
analytische Funktion. In der Halbebene ¢ > 1 wird sie durch die DiricHLET sche Reihe

(1) He =3
pr==]

sowie durch das unendliche Produkt
. 1
(2) £(s)= ﬂ -
P I— }é

wo p alle Primzahlen durchliuft, dargestellt. Die Funktion geniigt weiter der
Funktionalgleichung

(3) L(r—s)=2z2(2a)"* coszrz—sl'(s);(s)’

. . . . . 1
durch welche ihre Werte in zwei Punkten, die symmetrisch zum Punkte s="

liegen, mit einander verbunden werden. Wenn

(4) 1) = "r(;
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gesetzt wird, kann diese Beziehung durch die Gleichung

(s) 2(8)=2(1—9)
ausgedriickt werden,
2. Wenn der erste Schritt der EULER’schen Summationsformel auf die Summe

Z’Is angewendet wird, erhialt man aus (1) die Formel

r=n

n—1 J—s &% —
AR S S S R L O )
(6) s (S) — §] ¥ + 2 ns + s§—1 § ’ 8t1 dlt,
WO
- 1
() g () = u—[u]~ ]

ist.! Durch partielle Integration erhilt man hieraus weiter

@
21 R ni—s 4 B,s  s(s+1) "rpz(u)du
2 2ns s—1  2nst! 1.2 ’ us+2 !

r=1 . o
n

wo B, die erste BERNoULLI’sche Zahl und ¢, (u) eine periodische Funktion mit der
Periode 1 bezeichnet, die im Intervalle o <u <1 mit dem Polynome ¢, (u) =

~—u?—u + - zusammenfsllt. Durch weitere Entwicklung folgt hieraus

6
n— k
(9) PRSI i SRS UM
s (s) s Towte T QET" + B,
wo
: B, s(s+1)-(8+2v—2)
_ e 7)1
(IO) T’u ( I) (2 1’)! ns+2v—l
und
_ s(841)-(s+2k+1) w'sz 2 (u)
(11) Rp=— 2k +2)! ] us+;k+2 du

n

ist. Hier bedeutet B, die »:te BErNouLLI’sche Zahl, wihrend P, () eine periodische
Funktion mit der Periode 1 ist, die im Intervalle o < ¢ < 1 mit dem BERNOULLI’schen

' [u] bezeichnet die grosste ganze Zahl < .
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Polynome P, (u) iibereinstimmt.! Fiir das Restgleid R; gilt die Ungleichung?

s+2k+1

(x2) VBl <[y [ Tl

Die Formel (9) besteht fiir ¢ > — (2% + 1), und da k beliebig gross gewéhlt werden
kann, liefert sie also einen Beweis fiir die Fortsetzbarkeit von £ (s) iiber die ganze
Ebene. Die Formel ist fiir numerische Berechnung von [ (s) besonders geeignet.

Aus (1) folgt, dass |{ (s)] < (¢) fiir ¢ > 1 ist. In der Halbebene ¢ > 0, (> 1)
ist also {(s) beschrinkt. Weiter erhalten wir aus der fiir 0 > — 1 giiltigen Formel
(8), wenn wir n =1 wihlen,

<«

, c =l 1o Be_slern) ()
(8) O |

du,

%

woraus folgt, dass I—/’—t(f—)l im Gebiete o <o <¢,,|t]|>¢t (> 0) beschrinkt ist. In

der Halbebene ¢>o0 ist also, nach der bekannten, von LaNDAU eingefiihrten
Bezeichnungsweise

(13) S(8)=0().

3. Aus (z) geht hervor, dass die Zetafunktion in der Halbebene ¢ > 1 keine
Nullstellen besitzt. Aus (3) folgt dann weiter, dass sie in den Punkten s =—2,
—4,—6,... Nullstellen erster Ordnung hat (die s. g. trivialen Nullstellen),
sonst aber keine Nullstellen in der Halbebene o <o. Die iibrigen Nullstellen von
5 (s) gehoren also dem Streifen 0 <o <1 an.

Dass von diesen Nullstellen keine auf der reellen Achse liegen, ersehen wir
z. B. aus der Gleichung

[+
v

=t e[ T

2 s§—1 ys+l
1

welche aus (6) fiir n=1hervorgeht. Da nach (7) |, (u)lgi— -ist, haben wir

nimlich fiir reelle s (> o)

! Vgl. E. Laxperor, Quelques applications d'une formule sommatoire ginérale (Acta Soc. Sc.
Fenn., Tom XXXI, 1902); Swr wune formule sommatoire ginérale (Acta Mathematica, Bd 27, S.
305 —311).

?* Vgl. R. J. Backrosn, Uber die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion (Dissertation,
Helsingfors 1916, 8. 17—18).
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CDW_ w

"y (u) s
s} o du <—2 ’
{ Y

du 1

'us+ly - 2’

und da weiter s < fiir o < s < 1 ist, so wird also in diesem Intervalle J (s) < o.
-1

Fir s=o0 nimmt die Funktion den von Null verschiedenen Wert —, D, wie

aus der Gleichung (8') hervorgeht.

4. Die Funktion

ey — T ale—y a1 SV
(r4) $()=2ste—n 2 r (3L
ist eine ganze Funktion.. Die Pole von £ (s) und I(z) werden nidmlich von den

Nullstellen der Faktoren s(s—1) und den trivialen Nullstellen von ;(s) aufge-
hoben. Die Nullstellen von &(s) fallen hiernach mit den nicht-trivialen Null-
stellen von J (s) zusammen.

Nach (5) geniigt &(s) der Funktionalgleichung

(15) (8) =E5(1—3s).

sy

Weil £7¢) auf der reellen Achse reell ist und also in Punkten, die in bezug auf
dieser Achse symmetrisch liegen, konjugierte \Werte annimmt, kénnen wir aus
(15) schliessen, dass diese letzte Eigenschaft auch in bezug auf der Geraden

o =£ gilt, und dass also $(s) auf derselben reell ist. Die Nulistellen von §(s)

. . 1
liegen demnach symmetrisch sowohl zur reellen Achse als zur Geraden o=

§ 2. Existenz der Nullstellen von £(s). Abschiitzung der Dichtigkeit
derselben.

5. Wir wollen in diesem Paragraphen dic Existenz der nicht-trivialen Null-
stellen von {(s) sowie die v. MancoLpT'sche Formel fiir die Anzahl derselben
unter einer gegebenen Ordinate beweisen. Hierzu benutzen wir den elementaren
Grundsatz der Funktionentheorie, der aussagt, dass das Argument einer analy-
tischen Funktion, die in einem endlichen Gebiete regulir ist, auf dem Rande
desselben nicht verschwindet und im Innern desselben n Nullstellen hat, genau

um 2nw wichst, wenn die Variable den Rand des Gebietes in positivem Sinne
durchliuft.
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Es sei also N(T) die Anzahl der Nullstellen von %(s), deren Ordinate
zwischen o und T (>o) fillt, wobei jede etwa k-fache Nullstelle £-mal gezihlt
werde. Wir nehmen an, dass 7 mit der Ordinate keiner von diesen Nullstellen
zusammenfalle. Im Rechteck R mit den Ecken a—Ti, a+ T¢, 1—a + T4,
1—a—T%, wo a eine reelle Zahl > 1 bezeichnet, hat £ (s) dann 2 N (7') Nullstellen.

Es sei /g arg §£(s) der Zuwachs des Arguments von &(s), wenn s den Rand
dieses Rechtecks in positivem Sinne beschreibt. Nach dem angefiihrten Grund-
satze haben wir dann

. 1-a+Ti c=p+Ti  b=a+T
4 N(T)=dp arg $(s). h

Infolge der in Art. 4 der Einleitung hervor- l ‘
gehobenen Eigenschaft der Funktion &(s), in i

!
Punkten, die zu einer von den Geraden t=o i

i
1 . . . Pl
uad o =, symmetrisch liegen, konjugierte Werte !

anzunehmen, ist aber ., arg & (s) gleich viermal i

o AN
demjenigen Zuwachs, den das Argument von

&(s) ertihrt, wenn s, vom Punkte a der reellen
Achse ausgehend, nur den ersten Viertel der
Begrenzung des Rechtecks beschreibt (Strecken-
zug abce in der Figur). Wenn wir diesen Zuwachs
mit 445, arg £(s) bezeichnen haben wir also

(16) N(T)=" tuse arg §(s).

t-a-Ti a-Ti
Nach (14) ist

5 8
(17)  arg §(s)= arg s+ arg (s—1)+ arg 4 arg I’ (5) + arg 5 (s),

und wir miissen also die Zuwiichse der einzelnen Glieder dieser Summe auswerten.

Die ganze Schwierigkeit der Aufgabe liegt dabei in der Aufschitzung des Zuwachses
von arg { (s) auf der Strecke be.

6. Jupc arg s und Ay, arg (s — 1) sind die in der Figur mit bzw. « und 3
bezeichneten Winkel. Da diese Supplementwinkel sind ist also

(18) Aabe 8TZ 8 + Aape aTg (8 —1)=1r.

3

Weiter ist arg &« 2 — —° log s, und somit

t
2
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_* T
(19) Jabc al‘g v 2 = -_*2‘ log T
Zur Berechnung von ;. arg I (Z) benutzen wir die asymptotische Dar-

stellung von log I"(s):
(20) log I‘(s)=(s—§) log s —s + log Vzur + J (s),

wo das Restglied J (s) in der folgenden Form geschrieben werden kann:?!

®

(21) J(s)=—.J g%zdu=_g (fir(z))ad“
0 §

P,(u) bedeutet diejenige periodische Funktion mit der Periode 1, die im Inter-
valle 0 <u <1 mit dem zweiten BERNOULLI’schen Polynome u® — u zusammenfallt.

Wenn lings des negativen Teils der reellen Achse ein Schnitt gelegt wird
und derjenige Zweig von log I'(s) gewihlt wird, der fiir reelle und positive s
reell ist, so ist log I'(s) in allen Punkten der zerschnittenen Ebene eindeutig
bestimmt, und wir haben also?

(22) Adabe arg I’ (g) =3J log I (; + 7;)

Aus (20) erhalten wir

B _tg I8l o _t (6)
(23) Slogl“(z)—zlog2+ S atg s 2+3J2.
Wenn wir s =~§ + T4 setzen, folgt hieraus

1 Ty T T T =
(24) 3 log F(:;+";)_E log;—z—rg—}—R(T),
wo das Restglied folgenden Ausdruck hat:

1, Ty T 1 I I
(25) R(T)=3J(;+f;)+;i log (1 +~4~T,-)+4 are tg .

Wenn wir schliesslich

! Vgl. E. Lisoeuor, Le caleul des résidus et ses applications & la théorie des fonctions (Paris
1905, 8. 87--101). '

* Wenn u eine beliebige komplexe Grosse bedeutet, Lezeichnen wir den reellen Teil
derselben mit R, den Koeffizienten von i im imaginiren Teil mit Ju.
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(26) Aave arg 5 (s)=u P(T)
setzen, so kommt nach (16), (17), (18), (19), (22), (24) und (26) die Formel

(27) N(T) = T log r_r +7 4 P(T) + ,.IR(T)

27 2 2a 8 T
heraus. Die v. MangoLDT sche Formel

T T T

T 2.

ist also bewiesen, wenn wir ziegen, dass die zwei letzten Glieder in (27) von der
Ordnung log 7' sind.

7. Die Grossenordnung des Restgliedes R (T') kénnen wir sogleich abschitzen.

Fiir 0 > o ist nach (21) offenbar J (s)= O (%) und somit

{1, Ty 1
873+ 5)=0lg)

Da die iibrigen Glieder in (25) ebenfalls von dieser Ordnung sind, haben wir also
(29) R(T)—0 (%) .
8. Fiir die Abschitzung von P (T) bedienen wir uns folgender Uberlegung.
Wenn das Argument einer Funktion gleich einem ungeraden Vielfach von
g ist, verschwindet der reelle Teil der Funktion. Im Punkte a ist arg {(s)=o,
und die erste auf dem Wege abc gelegene Nullstelle von R{ (s) trifft also ein,

wenn arg ((s)= ;l:y—: ist. Zwischen je zwei auf einander folgenden weiteren

Nullstellen von R{(s) variiert arg {(s) entweder um o oder um + . Wenn
RE(s) auf abc genau n Nullstellen aufweist, muss also 4,5, arg §(s) numerisch

kleiner als g + nr sein, und somit
(30) |P(T)|<n+§.
Nun wihlen wir die Zahl a so, dass R (s) auf der ganzen Geraden 6 —a

und also besonders auf der Strecke ab stets grosser als eine feste positive Zahl
ist. Diese Bedingung ist z. B. fiir a = 2 erfiillt, denn wir haben fiir s =2 + #1
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. 4 =3 < Cdr 1

g |Srls  $ 1 _3_ S s_[dr_r

(31) ts(8)>1 221# = 221&2 4 ’23n2>4 z* 4
n= 7= = v

Es eriibrigt also nur eine obere Grenze der Anzahl n der Nulistellen von
R (s) auf der Strecke bc zu berechnen.

g. Zu diesem Zweck betrachten wir die Funktion
(32) flo) = L[E(s + Ti) + Ss— T,

welche fiir reelle s gleich & (¢ + T'4) ist.
Es sei ! die Anzahl der Nullstellen dieser Funktion f(s) im Kreise

|s—a|:<=a,—»21». Da f(s) auf der Strecke ;< s <a dieselben Werte annimmt wie

R (s) auf der Strecke bc, ist offenbar

(33) n<l.

10. Zur Abschitzung der Zahl ! bedienen wir uns des JENSEN'schen Satzes.
Wenn eine Funktion f(s) im Kreise |s|<r regulir ist und dort genau k Null-
stellen, a,,a,,...,ax, hat, wiahrend |f(0)] =m = o ist, so ist nach diesem Satze

2z
% I * -
{ log — 2" L o re®)ldo.
34) & [aTa,} T 2”5} g |f(reio)|dey
Hieraus folgt die Ungleichung
M
m ~ |a|la,l---|axl’

wo M das Maximum von |f(s)| auf der Peripherie |s|=r bezeichnet.
Diese Ungleichung wird verstirkt, wenn beliebig viele von den Faktoren

7 . . )
la—l, welche ja > 1 sind, fortgelassen werden, sowie auch wenn unter a,,a,, ..., a;
v

Nullstellen ausserhalb des Kreises |s|=r mitgerechnet werden, denn dadurch
werden in der obigen Ungleichung Faktoren, die <1 sind, rechts hinzugefiigt.
Diese Ungleichung bleibt also giiltig, wenn rechts beliebig viele und irgend welche
Nullstellen der Funktion f(s) gewahlt werden.

Wenn speziell I die Anzahl der Nullstellen von f{s) in einem konzentrischen
Kreise |s| < e (<) bezeichnet, ist demnach
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M (r)’
— > ]
m " e
woraus folgt
M
log
(35) I<—-".
log !

11. Diese Ungleichung wenden wir nun auf die Funktion (32) im Kreise
. . I > S
|]s—a|<r an, indem wir a—£<r§a und ¢g=a—_ wihlen. Wenn 7' nur so

gross ist, dass die Punkte s=1+ 7% und s=1—71: ausserhalb des Kreises
|s—a|<r fallen, ist f(s) in diesem Kreise regulir, und wenn M das Maximum
von f(s) auf der Peripherie |s —a|=r bezeichnet und

m=|f(a)|=|N5 (@ + T1)|

gesetzt wird, erhalten wir also die Ungleichung (35).
Nach (13) ist nun f(8)=0 (T + |¢|)®) fir 6>0. Im Kreise |s—a|<r ist
also f(s) = O (T®) und somit M = O(T®), woraus folgt

logM =0 (log T).
Da weiter nach (31) m fiir jedes 7T grosser als :II ist, wenn nur a > 2 gewahlt

wird, schliessen wir aus (35), dass I == 0O (log T) ist, und hieraus nach (33), dass
n=0 (log T) ist, woraus schliesslich nach (30) folgt

(36) P(T)=0 (log T).
Hiermit ist nach (27) und (29) die Formel (28) bewiesen.

12. Da nach dieser Formel N (7') mit 7' unendlich wird, kénnen wir zuerst
schliessen, dass &(s) wirklich unendlich viele Nullstellen besitzt.

Wenn wir allgemein mit ¢(x) eine Funktion bezeichnen, die mit wachsendem
xz dem Werte o zustrebt, konnen wir (28) in der Form

(37) N(@)=" log T(x + (1)

schreiben. Hieraus erhalten wir weiter, wenn wir N statt N (7') schreiben,

log N = log T (1 + (T)),

oder umgekehrt

Acta mathematica. 41. Imprimé le 25 février 1918, 45
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log T =1log N (1 + ¢(N)),
und nach (37) wird somit

N
T=27ﬂfo‘g'w(1 + E(N))
Wenn
on="10h+1len (N=1,2,...)
die in der Halbebene ¢> o liegenden, nach wachsenden Ordinaten « geordneten
Nullstellen von £ (s) bezeichnen, ist also

Ay = 27T 10‘2*{’/ (I + ¢ (n)),
und folglich auch, weil 0 <3, <1,
n
lonl== 2”1"0’g”;l(1 + &(n)).
Hieraus folgt, dass die Reihe

I
On

w
n=1

divergent ist, wihrend die Reihe

konvergiert, wie klein auch die positive Zahl ¢ ist.

§ 3. Numerische Abschiitzung des Restgliedes in der Formel fiir N (7).

13. In der Formel (27) setzen wir zur Abkiirzung

T T T 7\ _
N —{ 5l o= Tl =9
wobei also
(38) Q(T)=P(T) + R(T)

ist. P(T) und R(T) sind bzw. durch die Gleichungen (26) und (25) definiert.
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v. Ma~NgoLpT! hatte bewiesen, dass fiir 7' > 28,555
IQ(T)I( 0,43200 ]og T + T,01662 lOg IOg T + I2,20375

ist. Durch Verschirfung gewisser Einzelheiten in v. MANGOLDT's Beweis gelang
es GrossMANN? diese Ungleichung durch die folgende zu ersetzen:

IQ(T)|< 0,29062 lOg T+ I,7862 lOg IOg T + 0,13695 .

Dabei wurde T > 50 angenommen.
Durch numerische Ausnutzung der in § 2z befolgten Methode hatte ich fiir
T > 200 die Ungleichung

IQ(T)I < 0,273 ]Og T + 0,979 lOg IOg T + 75446

gefunden.? Nach einer Bemerkung von Herrn Professor E. LINDELOF ldsst sich
aber eine gewisse angeniiherte Symmetrie des Arguments der Zetafunktion hier
heranziehen, wodurch die Koeffizienten der obigen Formel etwa auf die Hilfte
reduziert werden. Wir erhalten in dieser Weise die Abschiatzung

(39) 'Q(T)|<O,x;7 ]Og T + 0,443 lOg lOg 7 + 44350

14. Wir wollen zuerst die erwihnte Symmetrieeigenschaft beweisen.
Wir bezeichnen im folgenden mit .7, arg f(s) den Zuwachs des Arguments

einer Funktion f(s), wenn der reelle Teil der Variable s=o¢ + ¢t von 2 bis
i +d (0 >0) variiert, mit ., arg f(s) den Zuwachs desselben Arguments, wenn
o von  bis - — 4 variiers.
2 2
Nach (5) nimmt die Funktion y(s) in Punkten, die symmetrisch zur Geraden

0=2 liegen, konjugierte Werte an. Folglich haben wir
4, arg y(s)=—d, arg 7(s),
und also nach (4)
(40) 4, arg [(s) + 4, arg {(s)=-— A, arg I(;) — 4, arg I’ c)—~

8 s
—d, arg w ?— A, arg & 2.

L Zur Verteilung der Nulistellen der Riemannschen Funktion & (tf) (Mathematische Annalen,
Bd 60, 1903).

* Uber die Nullstellen der Riemannschen ¢-Funktion wund der Dirichletschen L-Funktionen
(Dissertation, Gottingen, 1913).

® Sur les zéros de la fonction 7 (s) de Riemann {Comptes rendus, t. 158, 1914}
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s

Da arg « %= —; log sz ist, so sind die zwei letzten Glieder der rechten
Seite gleich o. Wir wollen weiter zeigen, dass die Summe der zwei librigen
Glieder eine Grosse von der Ordnung :; ist, und dass also, wenn & sich symmetrisch
nach beiden Seiten von der Geraden o 22 bewegt, die Zuwichse von arg { (s)
bis auf eine Grésse dieser Ordnung einander entgegengesetzt gleich sind.

Wenn wir ¢ =: + 0 setzen, so ist nach (23)
{I +a)2 +er 6—

s { 2 L ;s
é)—;logf 4 + - arg 3_é+“J(;)'

arg I‘(
Da arg s =;—£— arc tg(; ist, kénnen wir diese Gleichung in der Form

S t (;+6)2+t2 \x 1 1
L L

4 2
schreiben, wo
(I)-_:I_garc tg%+3J( )

s
t 2 2

ist. Hieraus erhalten wir weiter

(s ¢
d, arg 1 (;) =?i log -=—

(41)
(s
A, arg I (5) =
Im folgenden wird —iio‘gé und also oédéi angenommen. Wir erhalten

4
dann (wenn z. B. t> 1 ist)

T \®

(L+o) 4o ! .
Elog ZI_,V,, = -1 _*_()I.j__é <jt6 i%y
4 *+t2 ,,,*_t! 4 4

(42) 4

(5 6)2+t2
¥ og 2 | g o002k
4 g ( I~+t2) 2t =8¢

4 4
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Zur Abschitzung von (;) bedienen wir uns der von STIELTJES! gegebenen
Ungleichung
Bl o T
(43) lJ(8)|<2r sec é_6(r+0)’

wo s=re'l gesetzt ist. Sobald ¢> 1 ist, erhalten wir dann

|3J(§) 7 (%)

%!

< ot H

I gt
3¢ (1_41)

=

Ferner wird

19, il P 5 <35
| p arctgt|<8arctg4t<32t.

Wir haben also
|(_I_)|<__4,Jr 25 _ 353

tl| ot " 32t 288t
und folgleich ist sowohl |4, (;) als |4, (;) sicher kleiner als i34%<§' Nach
(41) und (42) wird dann
o Sl L
d, arg 1 (i)_ d 4+ (t)x'
s o |1
A, arg 1 (5) =—d-4 + (i)z’
wo
1 3, 2L 4
(t)l|<t+64t<t
und
I 3,14
I(t), <3 tEi<i
ist, woraus weiter folgt
4 rsr) A I‘S)—- I)+'5) <8
o £ () a1 ),+ (1), <
Nach (40) haben wir also fiir ¢> 1
- . 8
(44) |, arg J(s)+ o, arg 5(3)|<2'

Diese Ungleichung driickt die gesuchte Eigenschaft der Funktion {(s) aus, die
im folgenden benutzt wird.

! Vgl. LinpeLér, Le calcul des résidus (S. 99, Formel (5))
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13. Hiernach gehen wir zur Abschitzung von Q(T) iiber. Nach (38)
haben wir

(45) QM) < P(T)] +

:I? R(T) |
Bei der Abschitzung von |P(T)| setzen wir in der Formel (26)
| Zape arg ’;(S)I='~§ +(n—1)7m +73,
wo wir die ganze Zahl n so wihlen, dass 0 <7 <m wird.! Dann haben wir
(46) |P(T)|<n+£.

Die Zahl a soll nun wieder so gewéhlt werden, dass auf der Geraden ¢ =
stets |arg §(s)|<§ ist, und zwar so klein wic moglich, weil der Koeffizient von
log 7 in der gesuchten Abschitzung hierdurch etwas verbessert wird (vgl. (39)).

Nach der fiir ¢ > 1 giiltigen Formel

I
;',,;71;513’

log (s)= 2

m)?

wo p alle Primzahlen und m alle positive ganze Zahlen durchlduft, erhilt man

(47) larg Z(s)] =19 log L (s)]<|log 5(s)| < X =z = log { (o).

In einem Punkte zwischen ¢ =1,:;; und o=1,:3s wird log §(0)=z£- Wenn
a>1,;;s gewihlt wird, ist also die erwiinschte Bedingung erfiillt. Wir wihlen
im folgenden a =‘3'.

16. Wenn s nun den Weg abc beschreibt, bleibt |arg C(s)|<72£ auf der

ganzen Strecke ab. Auf bc muss dagegen |arg ((s)| die Werte g, %4-71,

. - . T
! Bei der folgenden Abschitzung setzen wir voraus, dass |dabc arg z{s)] > 3-2— und also

n22 ist. Ist diese Annahme nicht erfiillt, so ist nach (26) | P(T}] < %, welche Grenze viel

niedriger ist als diejenige, die wir im folgenden erhalten werden.
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7t 7T . . .
; +2u,.., 2 + (n— 1) 7w durchlaufen, kann aber einen jeden von diesen Werten

in mehreren Punkten annehmen. Alle diese Punkte sind Nullstellen von %% (s)
(vgl. Art. 8). Wir greifen diejenigen heraus, in welchen |arg {(s)| zum letzten
Male die betreffenden Werte annimmt und bezeichnen diese Punkte mit «,,

Uy, ...y tn. Auf der Strecke von «, bis ¢ ist also |arg §(8)|>Z + (r—1)uw. Der
Punkt «, kann eventuell mit dem Punkte ¢ = ; + T'i zusammenfallen.

Unsere Aufgabe ist nun die Anzahl n dieser Nullstellen von R (s) abzu-
schitzen, woraus sich dann nach (46) eine obere Grenze fiir | P (7)) | ergeben wird.
Mit Hilfe der Beziehung (44) kdnnen wir zeigen, dass auf der zu cb in bezug

auf der Geraden ¢ =§ symmetrischen Strecke von ¢ = 2 + Tt bis b' = ——i + T

wenigstens n — 2 Nullstellen von 9t{ (s) liegen. Wenn s die Strecke c¢b von links
nach rechts durchliuft, so wird namlich in den Punkten «,, ¢n—1, tn-s,..., ¢,
der absolute Betrag des Zuwachses des Arguments von £ (s), also |7, arg {(s)],
bzw. gleich n,n+ 7, p+2m,...,7+(n—1)m. Die Werte von |4, arg {(s)| in

den symmetrisch gelegenen Punkten auf ¢b' weichen von denselben Werten um
Grossen ab, die nach (44) numerisch kleiner als %, also sobald ¢ > 3 gewéhlt wird,

sicher <z sind. Also ist in den zu «p—s, tn—s, ..., ¢, symmetrischen Punkten
|4, arg S(s)| >, 2,...,(m—2)7.

Wenn aber |4, arg [(s)] in einem Punkte einen Wert erreicht hat, der grosser
als # ist, so muss zwischen diesem Punkte und dem Punkte ¢ wenigstens eine
Nullstelle von R (s) liegen; wenn |4, arg {(s)|> 2 geworden ist, muss s zwei
Nullstellen von R (s) passiert haben u. s. w. Nach dem oben gesagten hat also
RE(s) auf cb’ wenigstens n—2 Nullstellen, und wenn wir diejenigen, die dem
Punkte ¢ am nichsten liegen, herausgreifen und dieselben, nach wachsender
Abszisse geordnet, mit «',, «,, ..., «'n_2 bezeichnen, so ist

(48) ley—cl<]aev—c| (v=1,2,3,...,n—2).

17. Um nun die Zahl » abzuschitzen, bedienen wir uns wieder des JEN-
sEN’schen Satzes (34), indem wir denselben auf die Funktion

(49) F (8)=f(so + 8)

anwenden, wo f(s) durch (32) definiert ist und s, ==‘2 ist. Den Nullstellen «,
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und ¢, von R{(s) entsprechen die Nullstellen a,=a,— 38 und a',=cda',— s
von F(s).
F(s) ist in dem Kreise |s]<r regulir, wenn nur r so klein gewéhlt wird,

dass die Pole s= —3+ T+ und s=—i—Ti ausserhalb des Kreises fallen.

Wenn b,,5,,...,b; die Nullstellen von Fi(s) in diesem Kreise sind, so ist dann
nach dem genannten Satze

For 1] ;
log \blbz...bk|*27rj log | F(re')|d -
0

Wie bei der Ungleichung auf Seite 352 bemerken wir, dass die linke Seite der
obigen Gleichung nur verkleinert werden kann, wenn wir anstatt b,,5,,...,5;
beliebig viele und irgend welche Nullstellen von F (s) wihlen. Wenn wir besonders
die Nullstellen a,,a,,...,a,,d',,a',,...,a'n_s wihlen, erhalten wir also die Un-
gleichung

2=
F{o)yrin-2 1 .
S P G ig .
log |a,...an.a’l...a'n_glizzn\} log | F(ret)]dy
0
Nach dem gesagten besteht dieselbe fiir jedes r, das nur < _}1 + T1) ist.

Wenn 3 =
4
so ist nach (48) stets 0, > ¢', und somit

ound |a,|=¢—d,|as| =0+ &, (»=1,2,..., 0 — 2) gesetzt wird,

lava's| = (e — d.) (0 + 9') <o — d; < @2

Weiter ist |a@n,—1]<e,|a.|<9¢. Wenn wir noch bemerken, dass |F(rei¢)|—

==~

== | F (re=%7)| ist, erhalten wir in dieser Weise die Ungleichung

T

2n —2
log |7 @)1 )" < ;flog |F(réo)|do,

0

oder, wenn log £=q gesetzt wird

T

2ng<2q— log | F(o)| +;J log | F (re?)|d e,
0

woraus schliesslich nach (45) und (46) folgt
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(50 1@ T)|<—/log|F ewnmg—;%uog|F<o>|+;w<m.

b

18. Um eine obere Grenze des Integrals in der Ungleichung (50) zu erhalten,
miissen wir zuerst |F (s)| abschitzen. Hierzu bedienen wir uns bekannter Re-
sultate hinsichtlich dem Anwachsen von | (s)]|, wobei wir jedoch erst die Kon-
stanten etwas genauer abschitzen miissen.

Auf der Geraden o =1 ist, wie MELLIN! bewiesen hat, {(s)= O (log ).
Wir werden zeigen, dass in der Tat, von einem gewissen positiven Wert von ¢
an, die Ungleichung

(51) |5 (1 + ti)] < log ¢

besteht.
Nach der Formel (8) der Einleitung finden wir fiir s =1 + ¢

n—1 AT
- . 1, 1 1 B¢ |s(si+ | (. (n)l
(52) 15(x +2d)]< 1/+2n+ ;1 54”—2 L ] ua“*d

y=]

Da ¢, (u)=u?—u +é ist, so haben wir |¢,(u)]|< < fiir alle Werte u, und also

ml@(u)l 7 ["du 1
flotoly, o3 fav_ 1

Weiter findet man leicht
n—1
iy Lotogntc,
- Vv 2n

. . s(s+1
wo (C die EvLER’sche Konstante bedeutet.? Wenn wir j : m-g L

| _
! Eine Formel fir den Logarithmus transcendenter Funktionen von cndlichem Geschlecht (Acta

Soc. Sc. Fenn., Tome XXIX, 1900).
? Aus der Definition

= ¢, und

ergibt sich niamlich:
n
dz
l 2 l (I )
,.lll?xz n+2|:7 p+y{—]

Acta mathematica. 41. Imprimé le 25 février 1912, 46
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setzen, so haben wir also
2

- . I t
|5(x + ti) 1< log n+0+3+a§al+ma2.

Wenn wir nun n = [;] + 1 wihlen, so wird

log n < log (;—FI): log §+ log (I+%)<]og§+?
und andererseits 712< %, so dass wir die Ungleichung
IC(x+ti)|<logt—log3+ C+ :’ +:132a‘ + {33'“2
erhalten. Man hat aber — log 3< —1,08,C <o0,5;s und weiter, wenn z. B.

!> 50 gewdahlt wird, %a_, < 0,376 und —3;(4 + ia,) < 0,05¢. Daher ist fiir {> 50

(53) |5 (1 + t)] < log ¢t — 0,048,

und a fortiori ist also die Ungleichung (51) fiir ¢ > 50 erfiillt.
Wir bemerken noch, dass die Ungleichung

(54) I§(3)|< lOg {— 0,048,

wenn t>s0 ist, auch fiir ¢ >1 besteht. Wenn o, diejenige reelle Zahl (> 1)
bezeichnet, welche der Gleichung { (s,) = log 50 — 0,043 befriedigt, so ist ndmlich
wegen der Abschéitzung | (s)|<{ (¢) die Ungleichung (54) fiir ¢ > g, erfiillt, und
fiir 1 <o <o, erhalten wir aus (8) eine Abschitzung von |{(s)], wo jedes einzelne
Glied kleiner als das entsprechende in der obigen Abschidtzung gemacht werden kann.

19. LiINDELOF hat bewiesen?!, dass im Streifen 0 <o <1

o v+l _
e 2Cra)- %
v=1 4 R
I~ B 1 v+¢;z-
>5+2] 5(;+v+,)—f‘;
=t J o

n—l1
J— ZE-F"X——IO n
- v 2n g .
v=1

L Quelques remarques sur la croissance de la fonction ( (8) (Bulletin des Sciences Mathématiques,
Tome 32, 1908).
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V—n

;(s)=0<t ® log t)

ist. Wir werden auch diese Abschitzung hier unter Beriicksichtigung der nume-
rischen Konstanten durchfiihren, indem wir zeigen, dass im Gebiete

(55) 0<06<T1,t2>50

die folgende Ungleichung besteht:

. ¢ t\'=e

Zu diesem Zweck betrachten wir die Funktion (vgl. (4))

(8= log -—-sz) =“‘~E§(:’g5"*‘*"

im Gebiete (55), wo sie offenbar regulir ist. Wir werden zuerst zeigen, dass auf
dem Rande dieses Gebietes die Ungleichung

(58) lp(s)]<1
erfiillt ist.
r (5)
2

Rlog I’ (s) = (a—i) log |s|—targs—o +log Vzu + RJ (s).

Zur Abschitzung von bedienen wir uns der Gleichung (z0), die

uns gibt:

Hieraus erhalten wir weiter

—_ ¢ st J——
(59) Rlog I’ (Z) 25{‘2‘}_ logé—i:—+log Vzma + ¢,
wo
g o as 78
arc tg, — + ——— log (1 + ?5) + J\J(Z)
ist.

Die Grosse ¢, ist, wie eine Reihe im folgenden auftretender, mit ¢ oder
e(0,t) nebst beigefiigten Indices bezeichneten Grossen, im Gebiete (55) hiochstens

von der Ordnung t—i und ohne wesentlichen Einfluss avf das Endresultat. Bel

der Abschitzung derselben wird deshalb keine grossere Genauigkeit erstrebt.
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Erstens haben wir nach STIELTJES,! wenn wir

und s = reif setzen,

B, (& 1
I/, (s)|<-1~2 r3 (sec 2) gor(r+ a)®

Fir ¢ > o0 ist also 3
== r

J, (f) l < 4 und folglich
2|45

|$RJ(‘—:) <k +|J, () <ght
Im Gebiete (55) wird demnach
IW Gl <ot iston<qe
In demselben Gebiete ist weiter
o o® T
ST TR

g —

und indem wir diese drei Ungleichungen zusammenfassen, erhalten wir also

109 1

Ig‘l<27cf)t2 21

Wenn wir noch e = 1 + ¢, setzen, so wird im Gebiete (55)

g—1 wt
(60) II‘ (s>|= Vau (5)_2*[ 1 (1 + &),
2 2
wobei im Gebiete (55)
(61) lEJ l < 'tIg'
ist.

' Vgl. z. B. E. Lixperor, Le caleul des résidus (S. 97—99, Formeln (1) und. (5))
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Ferner haben wir

(62) |7C_2| :-.-:,('_2
und

woraus folgt
(© T Y
3) 'l/sm i) Vo (1 + &),

wo |84|<2|83| ist, und also im Gebiete (55) z. B.

(64) I‘a ' < tIz
Schliesslich ist
log (— s1) = log |s] —1 arc tg (t”
und wenn wir demnach

(65) | log (— s2)| = (1 + &) log ¢
setzen, so wird, wie eine kleine Zwischenrechnung zeigt, im Gebiete (55)
1
(66) J&]< It
Zusammengenommen, kommt aus (57), (60), (62), (63) und (65), wenn wir

(1 +¢&) (x +&) (r+¢)" =1+ g setzen, die Gleichung

a—1

(67) lp@ =161 (;5) * togn=(x +
heraus, wobei nach (61), (64) und (66) im Gebiete (55)
—1 [ —]
I—t~4§<(1—}_) (I+t”) <Ir +66<(I+t2) (1——;2-) <I +;§
und also
() ol <
Nach (33) haben wir nun

- ; 2
5+t < (I og t) log t,
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WO @ = 0,08 ist. Wenn wir diese Ungleichung in (67) einsetzen, erhalten wir fiir
g =1,1>50, mit Riicksicht auf (68)

(69) I(’)(I+ti)|<(1_f()z—t) (1+ti§).

Nun ist die Funktion ¢(s) so gewahlt, dass die Relation
{70) lp(t—o + )] =|plo + )1 + ¢,)
besteht, wo ¢, wieder eine kleine Grosse bezeichnet. Wir haben ndmlich nach (5)
|x(x—o + ti)]=|x (o +ti)],

und aus dieser Gleichung nebst (63) und (65) folgt nach (57) die Gleichung (70),
wenn wir

I+e=(1+e&(@—a,))(r+e(0, ) (1+e&r—0o,1)7'(x+¢(0,1)

setzen. Mit Riicksicht auf (64) und (66) ist dann im Gebiete (55)

2 —2 1\2 I\—°
1—755<(I_t£*) (I+i];) <I+67<(I+t-§) (I—-ig) <I+t§,,
und also

(71) l& | < tsz
Mittels (70) und (71) folgern wir nun sogleich aus (69g) die Ungleichung

(72) Irp(ti)l<(1—1;%;) (Iﬂ‘f) (I+:2)

Fiir t>350 sind aber die rechten Seiten von sowohl (6g) als (72) kleiner als 1.
Wir haben also bewiesen, dass die Ungleichung (58) auf den beiden der imaginéren
Achse parallelen Seiten des Gebietes (55) besteht.

Wir miissen noch zeigen, dass diese Ungleichung auch auf der Strecke
t=150,0<0 <1 erfiillt ist.

Wegen (70) und (71) ist dies wahr, wenn wir beweisen konnen, dass auf

—1 .
der Halfte §=<:0:<:1 dieser Strecke | (s)]| < (1 + t-ss) ist. Nach (67) und (68) ist

es wieder hierzu geniigend zu zeigen, dass auf dieser Hilfte

1—o

- t\ e 4\~ 5\
I:(s)|<(2—;) logt(1+tv,) (I-i-t,)
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ist, oder also, dass die Ungleichung
1—0

(73) 150 + 507)| < 0,596¢ (%—E)T log 50

Mrgéaéxeﬁmhi%.

Wir bezeichnen die Summe der n ersten Glieder der rechten Seite der
Formel (9) mit H (s), die Summe der iibrigen Glieder mit K (s), so dass also

5(s)=H(s) + K (s),
n—1
Hs)= X+

v=1

1
2ns’

nl—s s"‘
K(S)z;:‘f' dey'{'Rk-

vl

Die Summe der positiven Glieder des Ausdruckes

n—1
RH(6+ 5017) = Z%COS (50 log ») +

r=1

I

2n’

cos (50 log n)

bezeichnen wir mit A4 (¢), die Summe der negativen Glieder mit B(¢), so dass

RH(o + 50¢)= A(c) — B(g).
Analog setzen wir

3H (o + 501)=A'(6)— B' (o).
Fiir » = 10 findet man

I 1
A (5) < 1,649, B (5) < 1,870,
A (E) < 1,061, B' (E) < 0,684 .
2 2

Da die Grossen A (o), B(o), A'(0), B'(c) alle mit wachsendem ¢ abnehmen und

da-4 (6) immer > 1 ist, schliessen wir hieraus fiir 03;5

— 0,870 <R H (0 + 50) < T,649

— 0,684 < I H (0 + 50¢) < 1,061,
woraus weiter
|H (0 + 50¢)] < 1,962

folgt. Wenn wir weiter £ =2 wiihlen und | Ri|nach der Formel (12) abschétzen,
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erhalten wir

. nl-s , s+t5
1K+ sont< |7 [+imds |3
Fiir a=: finden wir in dieser Weise { K (; + 350 i) < 0,81, und da die Glieder der
rechten Seite im Intervalle ;gagx alle mit wachsendem ¢ abnehmen, ist also

in diesem Intervalle
| K (6 + 50%)| < 0,251,

g .
Also ist fiir s=0 + 507, ~2_<,,bo':<ir

IE@I<IH @] +1K(s)]| <2245

Andererseits ist fiir 25:05 1 die rechte Seite von (73) grosser als 0,9964 log 50 > 3,896.
In diesem Intervalle gilt also die Ungleichung (73), und folglich ist die Ungleichung
(58) auf der Strecke ¢ = 50,0 <0 <1 erfiillt.

Hiermit ist bewiesen, dass diese Ungleichung auf dem ganzen Rande des
Gebietes (55) besteht.

Weiter folgt aus (67) und (13), dass im Gebiete (55)
¢ (s)=0(t?)

ist. Nach einem von PRRAGMEN und LINDELOF bewiesenen Satz! schliessen wir
hieraus, dass die Ungleichung (58) auch im Innern vom Gebiete (55) besteht,
und nach (67) und (68) folgt hieraus schliesslich die Ungleichung (56).

Lo . . .. . . 1 .
20. Schliesslich miissen wir noch |7 (s)]| im Gebiete - <0 <o abschatzen,

wozu wir die Funktionalgleichung (3) benutzen. Nach (60) haben wir fiir
3

1<657,t225
] “_3 _at
jr(s—n)|=Vazat 2e 2(1+¢),
wo
1
(74) 1< 5

U Sur une extension dun principe classiqgue de UAnalyse ct sur quelques propriétés d esfonctions
monogenes dans le voisinage d'un point singulier (Acta Mathematica, Bd 31, 8. 382, 1908). Vgl die
auf S. 362 zitierte Arbeit von LINDELOF.
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ist. Wegen der Relation I'(s) = (s— 1) I'(s—1) folgt hieraus

e gL w2 s§—1
| (s)|=Vaut 2e 2(r+e'2)|"‘t‘"
Weiter ist
A
cos ———l—:.;e2 1+ evsi|
und nach (3) wird also
g1
. . 14 2
(75) |5(I~S)|=|’>(S)|(;7;) (1+4&),
wo
I+eg=(1+¢,) s:—l- Ilr + e7si|
gesetzt ist. Wegen (74) und der im Gebiete Iéaii, t>25 giltigen Unglei-
chungen
1< $l<1+£2, IT—e "1+ e <1 + e

ergibt sich, dass in diesem Gebiete die Ungleichung

1
(76) leal < ps
erfiillt ist. Nach (54) folgt dann aus (75) und (76) fiir Ii(iiz’, t>50
1 _1
fe—g)<[t) —oe) g L)< ) g
15(x s)f<(2”) logz(r logt) 14 el < 27[) og ¢,
oder also fiir ——;_gafzo, t>50
1—0‘
(77) L@l< () og
77 ot gt

21. Wir kehren jetzt zu der Funktion F(s) und der Ungleichung (50)
zuriick.

Die gefundenen verschiedenen Ungleichungen fiir | (s)] werden wir zur
Abschéitzung von | F(s)| in den entsprechenden Intervallen benutzen. Da bei

Acta mathematica. 41. Imprimé le 26 février 1918. 41
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der Herleitung dieser Ungleichungen > 50 angenommen wurde, miissen wir im
folgenden T'— r > 50 annehmen.

Aus der fiir ¢ > 1 giiltigen Ungleichung | (s)]| <|{ (o) | folgt erstens unmittel-
bar fiir 6 >0

{78) |F(s)l<¢j(i—+o).

Zweitens folgt aus (54) fiir —ig;agzo

(79) |F(s)|<§{log (T +t) +log (T — 1)} < log T.
Drittens erbalten wir fiir — 3::g§~3 nach (56)
T ; —1—40o .
Ty s I S
2|F(s)|<(—2” log (T +¢) (I (T+t)’) +
. , 1
__t 8 _ _ 4 —_
+ ( 2 ) log (T'—1) (I (T——t)’)

Wenn [t|<2 und 7 >s50 angenommen wird, sind die Werte der Faktoren

4\ 4 V7 e 5 .
(I_(—Q—Ym) und (I— (_T——t)g) kleiner als 1+ s Wenn wir
~1-40

vo=(H T l0g @

setzen, haben wir demnach
21 P ()< (1 + 24) W@ +w(—.

Die zweite Ableitung von v (¢) wird

40417

Wity—=— (M)‘T{Hi_i(ﬁa(ﬁg) log(T+t)}.

(27 \ 2z

Das zweite Glied in den Klammern ist fiir -—2—{<0<—2 positiv, und also wird

Y'(t)<o fﬁr—égaé——-

= X, Daraus folgt, dass
4 4
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Y+ Y (= <zy(o)
ist, und also
—1—4g

(80) |F(s)|<(1+—5—)(T) ® log T.

T \2n

Schliesslich finden wir nach (77) fiir —§< g< ——Z

T+t

3 :
- T—t," % 4
‘E?) ‘mgw+n+(;—) log (T'—1).

25T

ﬂF@H<(

In derselben Weise wie oben konnen wir hieraus schliessen, dass im Intervalle
—3<o<— >
2 4

—_—— —

(81) | F(s)] <(§;) *log T
ist.

22. Wir betrachten jetzt das in der Ungleichung (50) rechts auftretende
Integral.
Wenn wir

- I — _35
(82) a——arccos( 4r)’ B =arc cos( 47)

setzen, so sind die Intervalle der Integrationsvariable ¢, die denjenigen Inter-

vallen von ¢ entsprechen, in welchen die obigen Ungleichungen (78), (79), (80)
und (81) bestehen, der Reihe nach

o<¢<§, §<¢<m a<p<p, p<@p<m.

Hierbei ist r>% angenommen, weil dies fiir das Endresultat vorteilhaft ist.

Wir erhalten dann

I d i T
szJ log | F (rei?)|dp < A log — + B log log T + C,
0

wOo
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b3 T

-

- Ngep — L 5
4= 4”f(0+4)dlp 47rj (O’+4)d(p,

« 3

I X
;;j dop=

T

s

I
T

4

B=

T

2 3
_L AL N 5)
C= 2”_V[log g (4 +0) do + 2;1., log (1 + e ao,
0

a

und ¢ =7 cos ¢ ist. Nach (50) folgt hieraus weiter

1Q(T)}< A" log T + B'loglog T'+ (',
wo

A 1 1 1 3,1
a4== Bp-X, 0’=7(0——Alo 2m—11o F(o))+f+ | R(50)]-

q 29 q g Slog | Fo)l )+ 5 +

Wenn wir in der Formel fir 4 die Integrationen ausfiihren, finden wir
(vgl. (82))

' 1 . 1 Iy I
j (0 + ;) dp=—r sin « + 4(91'—41) = (V16 2 —1 -— arc cos 41‘),

T

' 5 . 5 5 167° 5
Ndp — — 2 (g — =_,~(l/_*__ _ _).
‘ (a + 4) P r sin g + 4(75 ) 4 25 1 — arc cos pre
)
Wenn wir zur Abkiirzung = —a =7y, = — # =J setzen, kénnen wir das Resultat
in der folgenden Form schreiben:

_tgy+s ngd—(y+56).

t
4 1671 ¢q

Um das Minimum dieses Ausdruckes zu finden setzen wir seine erste Ableitung
nach r gleich Null. Nach einigen Umformungen ergibt sich als Bedingung des
Minimums

tgy +5tgd=16w 4"
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Wenn wir r aus dieser Gleichung bestimmen, finden wir mit zwei Dezimalstellen

r=1,;2. Mit diesem Werte r wird q=logg=0,;s;, und

A = 0,1361, B = 0,4422.

Von den Werten

Z(I,zs)=4,s9sn S(1,5) = 2,612, §(1,7s)=1196233 5(2) = 1,649,

g(2)25)=1146031 ;:-(235)=Is3415’ ‘;(2737)=I:3157

ausgehend erhalten wir weiter nach der Trapezregel, wenn wir beachten, dass

die zweite Ableitung von log § (i + 7 cos (p) nach ¢ positiv ist, und wenn wir

y»=lo g(§+1—/) ¢, — arc cos —- (v=o0, 1 5)
» g 4 4’ Py 47" ) 3y ey y

?/u=10g ;(2157); (ps=0
setzen,

2

5

1 [ [ 1
—27,;./ lOg C (3 + 0) d(p < :}—ﬁ— 2 (?/v + yv-H) ((/’v - (/’v+l) = 0,1367

by =0
und also, da
4
—I—' log (I+%)d([)<#——a3’< 5 5 — 0,000;

27 2 T? " 4.50%
a

iSt, C< 0,1372.
Es eriibrigt noch eine obere Grenze von —log | F(0)|=— log R (i + Ti)
zu berechnen. Nach (47) haben wir

(83)

1 ;‘(5+t')<| (5
og ) i :ogg‘t)

Wenn wir log ¢ (i -+ ti) = x + 1y setzen, so ist

(84) RE (i + ti) = €% cos ¥,
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und weiter ist nach (83), wenn log g(i) =a gesetzt wird

(85) 2* + y*<a’,

Das Minimum von e® cos y im Bereiche (85) kann nur auf dem Rande des-
selben eintreten, und dann, wenn die Bedingungen

z=—Va’—y?, y=asiny

erfiilit sind. Durch Auflésung dieser Gleichungen ergibt sich, wenn fiir die Zabl
a ihr Wert 1,525 eingesetzt wird

X = — Oy0721, Y = + I,5233,

und der Wert des Minimums wird gleich 0,0442.
Also ist | F(o)|=R¢ (3 + Tz') > 0,044z UNd somit
—_— lOg IF(O)I < 31191,

Wir wollen schliesslich den durch (25) definierten Ausdruck R(7T') abschétzen.
Nach (43) ist

I

I
< &,
1 I 3T
3(2+ ]/4+T2)

T I 1
IZ log (I+4ﬁ12)|<;ﬁ’

3o+

und weiter ist

I I I
;m@ﬁkﬁ'
Also wird

T SB 2 G ess
/5|R(T)I<487IT<48.507t 0033

Wir haben nun eine obere Grenze von allen in C' eingehenden Grissen
bestimmt, und erhalten endlich

C' < 45091,

Hiermit ist die Ungleichung (39) bewiesen.
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Nach den gemachten Voraussetzungen besteht dieselbe fiir 7' > 50 +7 = 51,5..
Durch die numerischen Rechnungen von GraM, LINDELOF und vom Verfasser!
ist indessen die Lage sdmtlicher Nullstellen von {(s) im Intervalle |¢] < 200 schon
genaner bestimmt. Dabei hat sich erwiesen, dass in diesem Intervalle stets
|Q(T)1l< 2, also bedeutend kleiner als nach (39) ausfillt. Die Abschitzung (39)
ist in der Tat fiir jedes T > 2 giiltig.

' J. P. GraM, Note sur les zéros de la fonction 7 (s) de Riemann (Oversigt over det Konge-
lige Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, 1902). Abgedruckt in Acta Mathematica,
RBd. 27.

E. Lizxveror, Quelques applications dune formule sommatoire générale (Acta Soc. Sc. Fenn,,
Bd. 31, 1902). Vgl. Sur une formule sommatoire générale (Acta Mathematica, Bd. 27).

R. J. Backruosp, Uber die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion (Dissertation, Helsing-

fors 1916). Ich habe in dieser Arbeit 79 Nullstellen von Z(8) aui der Strecke a=§,0< t <200

getrennt und zugleich bewiesen, dass diese Nullstellen die einzigen sind, deren imaginarer Teil
zwischen 0 und 200 liegt.



