
SUR LA St~RIE DE LAMBERT ET SON APPLICATION A LA 
THI~ORIE DES NOMBRES. 

PAR 

S. WIGERT 

~t STOCKHOLM. 

Introduct ion.  

Dans ce m6moire j'6cris la s6rie de LAMBERT SOUS la forme 

2 e n z -  I 

en rempla~ant dans la s6rie originale 

I -- X n 
n = l  

la variable x ~ module < i par e- ' ,  o~ il faut donc supposer R(z)>o. Alors la 
s6rie peut encore s'6crire 

~.(n)e-'~" 
en d6signant par r(n) le nombre des diviseurs de n, et elle repr~sente une fone- 

tion analytique L(z), dont  le domai~e d'existence est limit~ par l'axe imaginaire. 

M. LANDAU a d6montr6, i en effet, d 'une mani~re 616gante et fort simple, que 

L(z) devient infinie chaque fois que la variable z s'approehe d'une valeur de la 

2m~i 
forme - -  en suivant la droite parall~le h l 'axe r6el. 

n ' 

i Cf. KNoPP: J O u r n a l  f~ir M a t h e m a t i k ,  Bd. 142. 
s u r  l a  s d r i e  o r i g i n a t e  en  x. 

Acta mathematica. 41. Imprim6 le 29 juin 1917. 
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On sait  de plus que la fonct ion L(z) peut  ~tre repr6sent6e, pour les valeurs 

r~elles dans le voisinage de z = o, par une formule a sympto t iquO de la forme 

L ( z ) _ y - - l o g z  ~- I__ :_ 2:2v_1 
z 4 ~,= __.v~ + Op 

oh 7 est la eonstante  d'EULER et B,, le v-i~me nombre de BERNOULLI. Pour  p = 

on aura i t  une s6rie divergente,  mais puisqu 'on a 

]Opl<BpB~,+iz~'P~ (_() + 4 ~ : r ' - '  z ~ ) 

le d6veloppement  en quest ion est du type  di t  s6mi-convergent. 

Je  me suis demandg s plusieurs reprises s'il n '6 ta i t  pas possible de modifier  

ce d6veloppement  asympto t ique  afin qu'il  ffit valable aussi pour les peti tes valeurs 

complexes de z. Mais il me paraissai t  toujours  difficile de donner  une forme 

pra t iquable  au terme-reste  dans le cas g~n~ral, oh L(z) devient  infinie dans  eha- 

que voisinage de z = o .  La  r6ponse que je sais donner  ma in tenan t  s cet te 

question, peut  6tre formul6e ainsi: 

Pour les valeurs de z dans le voisinage de l'origine la [onction L(z) admet une 

dquation [onctionneUe asymptotique de la [orme 

L(z) 7--1~ + [ z  4-- 2 2Vl~vB" ze~,_ ~ :t: ---- L27riz ( ~ )  +Op 

oh les signes T- correspondent 0, R (~ )~o .  Quant au terme-reste Op, on a 

(2 ~)'9+~ I z I~p 

en ddsignant comme it l'ordinaire par ~ la [onction connue de RIF~ytAN~. 
I1 y a lieu d 'en faire comparaison avec l '~quation fonctionnelle exacte de 

/t savoir 

l (z)  = ~ . f  - 

I(Z) 6Z ~ 2Z 2 4 

Voir p. ex. SCHLOMn,CH, Compendium d. h. Analysis, Bd. II, pag. 238 et suiv. 
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don t  j ' a i  fir6 beaucoup  de pa t t i  dans  un t r ava i l  r6cen t '  que j ' au r a i  besoin de c i ter  

dans  ce qui  suit .  

Au rdsu l ta t  pr6c6dent  un p rob l6me  i m p o r t a n t  de Ia th6orie  des nombres  

aussi se r a t t ache .  On ob t i en t  en effet  de L ( z )  h l 'a ide de l ' in tdgra le  

la fonct ion a r i t hm6 t ique  

a + i : c  

I ~ ' e ~ " L ( z ) d z ,  l a > o  

a - - i  oc 

laquel le  a 6t6 6tudi6e s u r t o u t  pa r  M. VORONOi. Dans  deux g rands  m6moi res  ~ 

ce s a v a n t  en a fair  un  e x a m e n  approfond i ,  d o n t  je me borne  ici b, c i ter  le th6o- 

r~me s u i van t  : 

, P o u r  k ~  i la fonct ion  ar i thmOtique  - -  ( n ) ( x - - n )  k p e u t  s'Oerire 

off 

~.f (x- t)~(log 
0 

t + 2 7 ) d t  -t i'. - - ,  . - ,~ - - -  :----  x . . . . .  ~- Fk  
~.~ L~ I ~: - j"  

0 Ix  ~ + F k  \ 

L' in t6gra le  f iguran t  dans  ce t te  express ion  est  6gale h 

x ~+~ J U ( k  + 2) / 
fk:~l  l~ + ~' r (k  + ~)" 

En y a j o u t a n t  le po l yn6m e  du degr6 k on au ra  pr~cisdment  la s o m m e  des r6sidus 

de la fonct ion a n a l y t i q u e  de la va r i ab l e  s: 

zs+~'-o(s) 

s(s + z ) . . . ( s + k ) '  

et  d ' ap r~ s  une le t t re  a que  M. LANDAU a bien voulu  m'6cr i re ,  je sais que  l ' 6 tude  

de l ' in t6gra]e  

Sur quelques fonctions arithm6tiques, Acta Mathematica, T. 37- 
-" Annales de l'~cole Normale, s6r. 3, T. 2t (19o4). 
a du 31 Aofit Iqt4. Los recherches de M. LA,~DXu ont 6t6 publides plus tard dans les GOb 

tingische gelehrte Anzcigen, nos 7 et 8 (1915). 
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a + i ~  

~ri  ~s(s + ~). . .(s + k) 
a - i ~  

lui a donn6 le moyen  de r e t ro u v e r  par  un caicul plus simple le r6sul ta t  cit6 de 

M. VOaONOL Je  prends  ici l 'occasion d ' expr imer  h M. LA~DAC ma reconnais-  

s ance  r i v e  de l ' in t6r6t  qu ' i l  a pris k mes recherches  ant6r ieures  et  des renseigne- 

ments  pr~cieux sur diverses  quest ions,  d o n t  fl m 'a  fourni .  

Main tenan t  il me semble assez in t6ressant  qu'on peut obteniraussi ~ l'aide de 
lYquation asymptotique de L(z) le rdsultat prgc~dent, du moins pour k > 3. En effet,  

l 'expression de M. VORO~Oi, moins F~, n 'es t  a u t r e  chose que le r6sul ta t  de 
a + i ~  

i 'opgrat ion 2~i]zk+~ ( )dz ex6eut6e sur les termes pr~c6dant  7= 2 ~ i L  dans  

l '6quat ion en quest ion.  Quan t  ~ la fonc t ion  F~, elle est repr6sent~e pa r  une 

sgrie infinie de la forme 

2 ~ v(n) (- I)k+l~k+'(4~nx) + r~k+l(41r"Znx) 

n = l  
( 4 ~ ' n )  T M  

et  ~ 6rant  deux  fonctions qui  sa t i s font  aux  6quat ions  diff6rentielles 

7i~-x,-- - - I ) ~ x  _ 
d~v~k 
- ~ - -  (;~-- =o.  

Pa r  rues reeherches  j 'en ai ob tenu  une s6rie t ou t  h fair analogue 

o~ 

a o  

2 2 , ( n )  crPu+l(4z~nx) + c'r 

n = l  
(4 Jt~n) T M  

{ x~p"k -- (k -- I)~f'k + q~k = o 

x~"k -- (k-- x)*P'k + ~k = -- xke -" 

et  ce t te  s6rie est aussi ~ 0 x ~- +4- . Or, il f au t  ici a jou te r  un  termeLreste, don t  

l 'ordre  de g randeur  ne d6passe pas x ~ ou x, selon que l 'cnt ier  k est  pair  ou im- 

pair.  P o u r  k > 3  l 'ordre  du  reste  est  done inf~rieur ~ eelui de  la s6rie. Si, au eon- 

t raire ,  k = 2 o u  I ,  certes  la s6rie est  encore  valable,  mais la discussion du  reste 

exige d ' au t r e s  m6thodes.  
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P r e m i 6 r e  P a r t i e .  

L ' d q u a t i o n  fonc t ionne l l e  a s y m p t o t i q u e  de L(z). 

w I. Trans[ormaHon de [a s~rie 

2 
s  _ _  I 

Parbons de la formule  d'EULER-MACLAURIN ~ 

~ F ( n ) =  ( F(v)dv 

0 

oh 

En  y posan t  

" I P2(v)F"(v)dv + ~ [F(p)  + F(o)]  + P , ( o ) [ F ' ( p ) -  F ' ( o ) ] - - ,  

0 

P~(v) =~,~ cos 2 z n v  

~ 1  

i i (R(z)>o) 
F(v) e~'--i zv' 

o n  a u r a  

F(+ ~o)----F'(+o~)--o, jr(v)= ~ + ~  (-~),-'B'(zv)~'U~ (Ivzl<2~) 

e t  par  suite 

l; :} I z ~ lira e ~ -  ~ F(p) ~ - + 
nffi, . -1  ~-0 | j  i z 4 

P 

+ F ' (p ) - -  - -  P 2 ( v ) F " ( v ) d , , = ~ l o g ( i - - e  -p') 
g 

0 

+ X_lim log t 
% v--O I ~ e -r~ 

0 

Is) 

+ 

oe qui nous  donne  pour  io = oo 

' WIaTI~O~R: Acta Mathematica, T. 26, p. 259. 
A e t a  mathemct ica.  41. Imprim~ le 20 septembre 1917. 26 
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i 1 7 - -  logz  I Z + 
rifle n z -  1 z 4 144 

Or) 

; P2(v )F" (v )dv .  

"o 

ao 

or ,  l ' in t6grale  ;I r'(v)Idv 6tan t  

0 

- ~z~n~ -] ( )d 
i/\,,=q+ ' n / I 

d'ofi il sui t  

convergente ,  on a 

< If"(v)ldv< IF"(v)ldv 
2 ~ T ' n f q + i n  5 /  6 

P2 (v) F " ( v ) d v  = F"(v)  cos 2 z r n v d v  
, . /  n ~ l  2 ~ n , . I  
0 0 

et  enfin,  en obse rvan t  que 

co 

F" ( v) cos 2~r nvdv  z f I2 4zr2n s F(v) 
0 0 

cos 2 ~ n v d v  

le r6sul ta t  su ivan t  

i 7 - - 1 ~  + .+ 2 cos 2Tcnvdv. (2) 
e n ~  - -  I 2: 4 

n = l  t?1,~ 1 ~" 

Nous allons ma in t enan t  donner  k la s6rie f iguran t  dans  le membre  dro i t  de 

(2) une  forme plus  pra t iquable ,  et  pour  eela nous calculous d ' ab o rd  la va leur  de 

l ' int6grale 

co o,,, 

0 

en y supposan t  a r~el et  > o. Elle peut  done s '6erire 

? ] lim I I d t - -  I i - c o s a O d l  = 
{ : : i t / '~ ' -~  e , - i  

E 

r?e, - -  - - c ~  t - -  1 + lim[,=o . ~ e * - - I  

0 e 

= lira log - -  e--_- 7 + c i  (a~) - -  d 
~ffi0 I - -  - -  I 

0 

cos a td t ]  
t 
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en e m p l o y a n t  la no t a t i on  connue  

c~ 

., , / ' c o s  tdt 
c, (x) = - - 3  -t- 

2: 

O r ,  o n  a t 

et de plus, pou r  a < i 

(x > o). 

i - cos,:,.tat = ~, ( -  ~)_~-, . , , , / 'g, ,at  
e ' - - ,  12. 

o o 

• ( - -  I)t'-l~(2p + I)a 2,''. 
# = 1  

Cet te  sdrie reprdsen te  la fonct ion  

Fr( 'r  + ai) 
7 +  F ( I  + ai) 

F ' ( I - - a i )  i [ r ' ( . i )  Fr(--  ai)] 
+ F ( ~ - - a i ) =  7 + 2Ll ' (a i )  + l ' ( - - a i ) J  

c o m m e  il est  bien connu,  et  nous avons  ainsi 

; ( i  i) ; i t ' ( . , ) _ r ' ( = . i )  1 
�9 e t - - i  t c ~ 1 7 6  + F ( - - a i ) J  =rf(a)" 
0 

(3) 

oo 

L a  sdrie de  puissances  ~ (-- i ) ,~ ' - l~(2!t  + i)aef ' ne converge  que  p o u r  a < I ,  mais  

la fo rmule  (3) est  va lab le  pou r  tou tes  les va leurs  r6elles et  pos i t ives  de a. En  

s u b s t i t u a n t  dans .  (3): t = z v  et  a z = ~ ,  off z aussi  est  suppos6  p rov i so i r emen t  

rdel et  > o, nous  avons  f ina lement  

oo 

�9 2 :  

0 

(4) 

Ici l'intdgrale converge tant que R(z)> o, et la formule (4) reste vraie sous cette 
hypoth~se. Nous avons par ]~ ddmontr6 la formule importante 

~ ~ 2 2 n I 7--1~ + ~rp --. (A) 
e n"i--  I z 4 z 

i Cf. NIzLSZ~: Theorie des Integrallogarithmus (Leipzig 19o5), w167 3 et 8. 
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w 2. Les [onctions J e t  o. 
Consid6rons l ' int6grale 

j [ ~ e - t y d t  

0 

(R(y) > o) (S) 

laquelle a toujours  un sens, p o u r v u  que le quo t i en t  z - ne soit pas r6el et  n6ga- 
Y 

t if  ou z6ro. On au ra  alors (voir  la f igure!)  

/ 
/ 

/ 

7(.,) 

S(BI 
/ 

/ 

J =  ! t + z  eZ 

En a y a n t  soin de faire var ier  y seulement  d 'une  telle mani6re que le vec teur  

Vz, parall61e s V0, ne passe po in t  par  l 'origine, on voi t  donc que J repr6sentera  

la fonct ion a n a l y t i q u e - - e "  lie -z, rendue  monodrome  en p r a t i q u a n t  ia eoupure  

o . . . - - ~  dans le plan de la var iable  z. La  valeur  de J(z)  au p o i n t - - ~  de l 'axe 

r6el n6gatif  sera pa r  eons6quent  

J (--  ~) = - -  e-~li,  e~ T ~rie-~ 

selon q u e - - ~  est  consid6r6 comme a p p a r t e n a n t  au bord  sup6rieur ou inf6rieur 

de la coupure.  Ici j 'ai  adopt6  la no ta t ion  de M. NIELSEN ~ 

l) Loc. cit.w I. 
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oo  

l i t e ~ = - - v . p .  - 
-r 

Dans  ce qui sui t  nous  au rons  s u r t o u t  besoin de la propr i6 t6  su ivan t e  de J ( z ) :  

La [onction J (z) reste ]inie dans tout le plan, sau[ pour z = o, el elle admet 
le d~veloppement asymptotique 

oh 

En effet,  l ' ident i t6  

J ( z ) =  ~ z,;~ i + Rp 
it=0 

IR I<Is 

I ~I(__ i)/~ ~/#+ 1 
Z # t + l  

t + - t~=o 
Y 

.yP tP 

t + -  
Y 

nous donne  pr6eis6ment  ce d 6 v e l o p p e m e n t  avec  

(6) 

(7} 

Soit m a i n t e n a n t  

qD 

R p = ( - -  i)p yp /-'tPe-tudt. 

0 

Z ~ r e  i v  

y = qeiO 

ot~ cos 0 > o. P o u r  R(z)>o cela suffit ,  mais  si R(z)< o, il f au t  oneore  supposer :  

II  s ' ensu i t  

0 > - -  (~  - -  v) p o u r  -z < v < ~r 

O<~r+v ,> - - ~ r < v < - -  -z. 
2 

[ Y[ rt rS>r 2 = c o s ( v - - O ) + - -  - - s i n  ~ ( v - O )  t + s t ~ + 2r r =Qs 

et pa r  cons6quent  
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iR, l<e' ~' 12_ 
, ' ,  I sin (v - -  0} I ~+ '  COsP+l ~} = ~tP+I e o s P + l  01 sin (v - -  0} I 

la fonc- E n  d6signant  pa r  fl l 'angle posi t i f  < ~--'2 d o n t  le sinus est 6gal h Vp + 2' 

p + l  

t ion sin u cosP +l u aura  pour  u = ~ son max imum z [p + x / ~ i ~v-~/ > v(~-~' 
et  en fa isant  

{ O = - - f l  pour  o < v < - ~  et  - - z < v <  

0={~  ,) ~C<v < o  , - - < v < z  
2 - -  2 = 

7]s 

2 

on aura  tou jours  

cos 0 > o, I sin (v - -  0) I cosp+l 0 > sin fl cos p+l fl 

d 'oh  enfin 

IRpl< izl~+~ 0. q. f. d. 

Le r4sul ta t  t rouv6 t ou t  h l 'heure  nous  pe rme t  d '6tabl i r  des formules asymp-  

to t iques  analogues pour  les fonct ions  

,Q(z) = J ( z )  + J ( - -  z) t 

oo 

e t  ~s  don t  nous aurons  besoin plus tard .  
m ~ l  

moindre  difficult6 

(8) 

On t rouve  en effet  sans la 

~ ( ~ ) = - 2  - -+s / z ) ,  I S ~ ( ~ ) l < -  
.u=l 

et  f ina lement  

I~p+,  (9) 

I1 sera bon d'observer les formules suivantes 

hma(~+*~)=- - [ e~he  ~+e "liie ~]4- ~rte ~ I ~0 ~l 
hmO(--~+t~)=-- [e~l~e  "-+e ~lhe ~]T ~r~e 
~=o J 

!:)(4-  a ~  = - -  2 ( s i n  ~ s i  ~ + c o s  a ci a), (~ > o).  

(~ > o, ~<>o) 
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m=l #ffil (2 7t'Z)2" 

co 

m~l ' a l l  2 I t  Z 2It 

IT~(z)l< 2I~PVz(P + x)e~(zp + x) 
(z~r Izl)~p+ ' 

(Io) 

w 3. La relation entre ep et Y~. Application ?t L(z). 
I1 nous res te  s m o n t r e r  c o m m e n t  la fonct ion  ~p de la fo rmule  ( A ) s ' e x p r i m e  

l 'a ide de,.Q. E n  nous s e rvan t  du  d 6 v e l o p p e m e n t  connu 

/" ' (Z) I i ( I  I ) 
r ( z )  7 - - z  + n n + z 

nous pouvons  6crire 

~. z g = log z + z__ ~ (In i r 
fp(z) = l o g z  + 7 - - . . n ( z ~  + n~ ) 2z  + in  

nff i l  nf f i l  

, i )  
+ ~ z - - i n  " (H) 

D ' a u t r e  p a r t  n o u s  a v o n s  

e 2 z " ~ I  - -  2 ~ + in + z -  in  
n - - I  

d'ofl  

(i2) 

cp(Z) -I- eZaz ~ logz  + 7 - - ~  + ~-~-- n - - i z  
ttl~l 

= l o g  z 

~ri logz + 7 + cri i ~ (~ I ) 
( f (Z)  e 2 " ~ " -  I 2 2Z  n + ~ = 

~ i  i F'( - -  iz) 
z 2z r ( - - i z )  

~ri i r ' ( iz)  
- -  log z + - -  + 2 2z F(iz) 

Les 6qua t ions  (i2) se p r 6 t e n t  bien h l ' app l i ca t ion  de la fo rmule  su ivan te ,  ~ va lab le  
p o u r  R(u) > o 

I LINDELOF: Calcul des r~isidus (Paris x9o5), pag. 87 et suiv. 
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On en tire 

r'(u) 
r(u) 
- - -  = logu  . . . .  

2 u 

S. Wigert. 

~ri 
~ ( z ) -  e 2"~ ' -  I 

~(z) = + e2~. - I 

r  

0o 

2v dv  
lp(U) = V ~' + u~ e 2 a v -  I 

0 

+ ~ p ( - - i z )  pour  R(~)  > o  / 

+~p(iz)  ,) R(~)  < o  
(~3) 

ce qu 'on  pourra i t  voir d 'ail leurs d 'une  formulO 6tablie par  M. LINDELOF d 'une  

mani~re diff6rente. En  6crivant  ma in tenan t  

co 

~ ( i z ) = ~ J ( - - i z ) = /  2v dv  

o 

l ' int6grale certes n 'a  pas de sens pour  les valeurs r6elles de z, mais dans (i3) la 
fonet ion ~p s ' approehe  6v idemment  d 'une  valeur  finie et  d6termin6e, quand  z 

devient  r~elle. Du  reste  on aura  p o u r R ( ~ ) ~ o  

. ]  v 4- z J( : t :  2m/rz), - - e -2amVdVv" - -  z 2 = ~(2~rmz) 
0 0 

ce qui nous donne 

qJ(iz) = t p ( - - i z )  = ~ O(2m~rz) 
m--1 

e t  par su i t e  la r e l a t i o n  chereh~e  entre  ( p e t  

Itlt l t--I 

A l 'aide de  ce t te  formule imp0r tan te  le  d ~ v e l o p p e m e n t  ( A ) p r e n d r a  une 

forme nouvelle.  Car on a d 'apr~s  (io) 

t Loc. cit.. n:o io, p. 9 2. 
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"~ ? )  i + = -  

n ~ l m = l  n ~ l  n = l  

t BT, z2~,-1 
2 ,,1~,, + % t t= l  ' 

oh 

I%1< 412pV2(p + I)e~(2P + I) 
(2 ~) ,p+2 I z I ~p (15) 

et par lh le r&ultat  final 

L ( z ) = 7 - - z l ~  2Jriz L - - i  2 u ~  + Op, R <>o - (B) 
l t ~ l  ' ' 

C'est l '6quation fonetionnelle asymptotique de L(z)  que j 'avais signal6 dans I'in- 
troduction. 

Avant de f~erminer co paragraphe je voudrais dire un mot sur deux formules 

concernant la fonction L(z) ,  dont il est question dans l 'ouvrage de M. G. 

TOa~LLI: SuUa totalit5 dei humeri  pr imi  [ino ad un  limite assegnato (Napoli  1901). 

Ces formules, qu'on retrouvo pag. 188, s'6erivent en employant la variable z 
eomme il suit 

ao 

L(z) I I I .  I s e - ~ s i n z t  dt 
. -  + log ~- ~ + 2 ~ ~ " e2~t  

2 e - - I  z i - - e - -  # I - - 2 e -  c o s z ~ + e  - ' 2 a  - - 1  

o 

oo 

L(z)  -- 7 - -  l~ I ~'1 zt  2 ~ dt  
-- - - + ~ + /  ? ~  

0 

La premibre de ces deux formules est vraie, mais seulement pour Ies valeurs 

r6elles (et positives) de z, ee qui ne doit pas 6tonner du reste, la variable z ne 

pouvant pas quit ter  le domaine r6eI sans traverser une infinit6 de lignes singuli- 

6res de l'int~grale, h savoir les eereles 

~ t + ~ + 2 k ~ = o  ( z = ~ + i ~ ,  k = r ,  2, 3 . . . .  ). 

Dans la seeonde 6quation, au eontraire, l'int6grale n 'a un sens que pour les 

valeurs de z situ6es hors de l'axe r6el, mais dans ee cas l'dqualion n'est pas 

exacte. Supposons en effet que z ne soit pas r6elle, et posons z = re iv. On trouve alom 
Acta mathema t l ea .  41. lmprim6 le 20 septembre ]917. 27 
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co o o  

_ ~.. ~ ~ ~ t z~t ~ - -  4 z " n ~ / e  T M  - -  I .. c o t  2 z t l  e T M  ~ J l , , =  z t - - 4 " z  n +,,=v+~ 
o o 

e t  d e  p l u s  (cf .  p a g .  2o8)  

d ' o f i  

r oa 

~ t " - - ~ r t  *- e2~ ' t - -  i z ~ 4)T~-n ~ e'~.~t-- i z 

, J  z ~ 
o o 

r oo 

z ]  d t  2 (p 2~ n i  + z ' t '  --~-4~r'n' le  2 n t -  c o t  - - ~ / e  2 ~ t 2 - I  z - - -  
n = l  n = p + l  

o o 

O r ,  o n  a 

d e  s o r t e  q u e  

e t  p a r  s u i t e  

z~t ~ ~ 4 n ~ n ~ [  < n -~ . ~r ~ s i n  -~ v 

~-ff~p+lz.~t ~ 4 z t  
_ _  4 ~ n  ~- 

n 

< - -  
r t  ~-~ ~ r t  

2. ~r ~* s h l  ~ v ~r ~' s i n  ~ v ,  p 
n = p  + 1 

l P 4--z-t- 1 d l  < r t d t  
n lZ~[ 2 - -  4~*n~]  e T M  - -  I Ir ~ s i r l  ~ v 7 P ,  e 2 n t  - -  1 

0 

r I 

2 4 I c  2 s i n  s v  p 

d o n e ,  e n  f a i s a n t  p = co 

t 2 

. e2 n ~ _ _  I 

= L ( z )  7 - - i ~  I =l= - ~ -  ~ - z !  
z 4 
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I1 faut  done,  pour  rendre  exae te  l '6quat ion en quest ion,  a jou te r  au membre  dro i t  

le t e rme fonct ionnel  ~:2~viLl4Z~'l. 

Seconde  pa r t i e .  

w I .  

A p p l i c a t i o n  de L(z) & la thdor ie  des  n o m b r e s .  

a + i ~  

f exzdz 
Calcul de la ~r t i e  r~elle de l'int~rale j ~4 i  

a 

II no sera pas sans in tdr6t  d ' examine r  l ' intdgrale 

a + i  oo 

I_ . f e""L(z)dz, 
2 ~ i J  z T M  

a - - i~  

(a > o, x >  I) 

en fa isant  usage de l '6quat ion fonet ionnel le  de L(z) trouv6e a u p a r a v a n t .  Comme 

il est bien eonnu,  la va leur  de ce t te  int6grale n ' es t  au t r e  chose que  la fonct ion  

a r i thm6t ique  

~ ~<f f (n) (x- -n)  k 

et on en ob t i en t  do ce t te  mani~re une repr6senta t ion  a sympto t ique ,  don t  nous 

allons nous occuper  dans ce qui suit. 

Quant  ~ eela, il ne nous suffi t  plus de conna l t r e  l ' int6gra]e 

a + i ~  

f e~"dz 2~ ix"  
z n+, [n 

a - - i  oo 

mais le signe double  dans la formule  (B) n6cessite encore le calcul de 

(7 ;) �9 ezzdz 
g n + l  

a a too 
a + i ~  

., . l~eXZdz 
c'est-s  la par t ie  r~elle (multipli6e pa r  2) de 1 i n t 6 g r a l e J  z.+- 1 �9 

a 

calcul.  En  p a r t a n t  de la formule  1 

Faisons  e e  

NIELSEn: w IO. 
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oo 

f e i=t d t 
I aT-  ~ --  ~r'e-a~ + ie-a=li~ea'~ 

8 ~ 

on t r o u v e  en d6 r ivan t  n fois p a r  r a p p o r t  h a 

In f "  ei=tdt 
( - -  I )"  (a + il),,+1 

t ) ~ a x  

( - -  I )" 1~ x" e - '~:  + i x "  / d" ~ e - ~  li ,  e ~ 

Or, nous avons  

de sor te  que 

~" ( ~i I,,, 't 
dv, e-~ li, e ~ = (--  I)" e-~ li, e ~ -  , ~ i ~ 4 i !  

, l l ~ O  / 

oo 
, ei=tdt 

�9 (a + it; "+t E 7 g e _ a x  
�9 - - ~ o ( a : ~ ) " + ' ] /  

et  pour  z = a +  i t  

a+ir 
[ "ex, d , 

. .  2 n + l  

a 

~ . [  -_=., I,, / 
E I ,e~=O (ax~+l  - - l i l  eaz + ~ i  �9 I 

On en t ire f ina lement  

a + i ~  a 1 n - - I  I l l  \ 

- -  ! - ~ - 4 i  - -  2 l i l  e "=] . ~:, . : , j  E\ ~o(~X) T M  

(I6) 

(~7) 

w 2. Reprdsentation asymptotique de 

Nous  avons  m a i n t e n a n t  t ou t  ce qu ' i l  f au t  p o u r  le ealcul de l ' in t6grale  

a + i ~  
z ( e = ' L ( z ) d z  

a- - i  ,~, 
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En  observant  que 

a + i~  

, / 
k + i  

on obt ient  pour  p < - -  
2 

I x k + l  {lc , x + y  
r ' ( k  + 2) / 
r(k + ~ ) / + - - - -  

I x ~ ~ B~ a: k+'-2" 

4 E  2 ~ l k  + i - ~ .  ~ |  

a + i ~  a 

z 

a+iao 

(~8) 

Comme I O,1< H, IzF', o~ H, ne d6pend pas de z, il s 'ensui t  

a+ioo I + 

~ J -  ~ I < ~ r  ~'+' a--ioo I - - ~  ( I "~- ?)2) 2 

Donc, en posant  

 our  ai 
a = x '  P =  ' I 

,> k impair 

on voit  que la valeur  de l ' int6grale sera, en sens absolu, infdrieure 

Hk-1 e 

ou ~ - - x ,  selon que k est pair ou impair. 
2 

puisque le hombre  p dolt  C~tre > o. 

Cels &ant ,  passons s l ' int6grale 

a + i ~  a 

[ f _  f~e f~ 'L i4~r ' ldz"  

H k  e 

2 X2 
7g 

I1 faut  p o u r t a n t  supposer k > 3 ,  

Par  une d6monstra t ion identique h celle, don t  je me suis servi h une autre  

occasion, 1 on t rouve d ' abord  pour  k >  4 

i A c t a  M a t h e m a t i c a :  T. 37, w 4. 
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a + i r  a 

l ] - - ]  ] ~  d z =  

4~2T~ 
a + i ~  a x z - -  

a a $ ~  

- - d z  = 

a + i r  a 

( - - I )  ~ ~ 

~ " l - ~  - ( 4 ~  ~J J ]z k+~+2 
n = l  ~'=0 t - -  a a - - - i  oo 

= 2 ~_~(n)  n=, ,ffio ~(--I)~(47c'n)~l k• -- " |ca" ~ '  ~ li'ea~ Iv + v + I ~ ~'~ (ax)M-' ] 
\ I*~0 

( I9)  

A p r ~ s  a v o i r  f a i r  a i = - ,  on  a u r a  un  r 6 s u l t a t  v a l a b l e  e n c o r e  p o u r  k > I ,  ~ b i en  q u e  
x 

p o u r  k < 3 o n  ne  s a e h e  r i en  de  l ' o r d r e  d e  g r a n d e u r  d u  t e r m e - r e s t e .  

i 
L a  s6rie  d e  (19) d e v i e n t  p o u r  a = - ~  

| _ | (__ I) ~'(4~2n)~'x'r 2~ t*  (n) __~ ~ [ v ~ - + v u  I (eA.+.+l--l i ,  e) 

en p o s a n t  p o u r  a b r 6 g e r  

e t  ee la  p e u t  e n c o r e  s ' 6c r i r e  

n - - 1  

A.=ZI,,, (20) 
g t - - 0  

e )k+l ~Vk+l 
2 v(n)  ( 4 ~  ( 4 ~ 2 n x ) - -  li, e t ~ l  2 Ik+, (4gVnxx) 

i 4 ~ n !  

off 

(3O V = N' ( - -  I) Ak+~ zk+~ (zi) 

Ik(x) d t a n t  la  f o n c t i o n  do  BESSEL a 

u  (22) 

1 Voir l 'appendice. 
Pour ce qui concorne les fonctions de BSSSEL et de NEUtSA~, on consultera p. ex. le 

grand trait6 de M. NIELSSN: Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen (Leipzig i9o4). 
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En 6crivant 
k 

x ~ I~, (2 V5) = ~fk (x) 

la fonction ~fk satisfait s l '6quation diff6rentielle: 

x~f~-- ( k - -  ~)~f'~ + 9~ = o. 

Quant ~ ~vk, on v6rifie sans peine en observant la relation A~+I = A.  + ~_ qu'elle 

est une int6grale do l '6quation non homog~ne 

xqJ~-- (k - ~) q"k + q'~, = - -  # e - " .  

Cela nous d6termine ~ introduire une nouvelle fonetion Ik par la d6finition 

d'oh 

k 

x 2 Ik (2 Vx) = ~pk(x) (23) 

(2) (24) 

La fonction 

zdro, savoir 
Ik satisfait alors h l'dquation de BESSEL ~ membre droit di//drent de 

k + X I ' k + ( Z  ~ k~)Ik 
xk+2 x~ 

2~- e - u  x/(x). (25) 

Par cons6quent elle peut s'exprimer ~ l'aide des deux int6grales fondamentales 

de l'6quation homog~ne, Ik et Yk, en d6signant avec M. NIELSEN par Yk la 

fonction dire de N~.UMANI~I 

rk(x)  = 2 xk(x) log  ~ ~ / ~ ( -  ~)" [ r ' / ~  + ~) 
Y ) - C * ] , ~ [ v  ~ + ,'LF(,~ + ~) + 

~ 0  

Le d6terminant Ik Y r k -  Ira Y~ 6taut n6cessairement de la f o rme- ,  on trouve im- 

m6diat~man~ la valeur de e = 2 ,  ee qui nous fait voir que la fonetion ~ dolt 

6tre de la forme 



216 S. Wigert. 

ik--- BIk  + B' Yk + ~ Yl, I k / d x - -  Ik 
0 0 

(z7) 

D'ail leurs la cons tan te  B' ne peu t  6tre que z6ro, parce  que Yk devient  infinie 

pour  x =  o, tandis  que I k ( o ) =  o. L ' i n t 6 g r a l e f l d d x  est divisible par  x2k+2; on 

0 

a done : 

lim Ykx -k f ' I k / d x  = o. 
�9 ~ 0  L 

0 

D'au t re  pa r t  la valeur  de Ikx -k pour  x = o est 6gale K ~ _ , _  d'ofi 

que l 'on a aussi 
x 

lim Ikx -k ~ Y k / d x  = o. 
x ~ O  , j  

0 

nous voyons  

I1 en r6sulte: 

l i m  Ik  x -k  = A ) _  = _  B 
x-0 2klk 2klk 

c 'est-s  

k--1  

A,=ZI. , ' .  
I t s 0  

(z8) 

I1 suffi t  ma in t enan t  de se rappeler  la propri6t~ impor t an t e  des fonet ions 

Ik et  Yk, la va leur  de x 6rant  grande  e t  posi t ive,  savoir  

= O i 

r eeonna i t r e  que les in t6gra les l l k /dx  f et  Yk/dx  sent  born4es et  que la pour  
J 0 '6 

fonet ion Ik est par  eons6quent  a u s s i = O ( d x ) .  Nous  sommes ainsi p a r v e n u s a u  

r6sul ta t  final 
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..I xk+~ {log 
~n~< V(n)( x -  n) k = i ~ + 

k + l  

+ 2x -~- ~_~ 

,,= ~ ( 4,.T ,.n ) ~ -  

F ' (k  + 2)1 + I x k B.,; x k+l-2'' } 

+ ;'- r(k + ~)l 4-ik- ~_~,,I~,.I k + i-~.. + J 

"-<: ~ I (C) 

J. 

(~ ') oh la sSrie i n f i n i e = O  x~+-4 pour k > I .  Quant  ~. rk(x), on n'en sait rien dana 

le cas off k < 3 ,  mais pour k__> 3 nous avona vu que r ~ ( x ) = O ( x  ~) ou O(x), aelon 
que k est pair ou impair. 

Appendiee. 

I1 faut dire encore quelques mots pour expliquer comment on parvient 

jusqu'h la valeur 3 de la constante k. En effeL dana la s6rie infinie de (C), 

G ~(n) 
laquelle s'6crit aussi sous la forme: z~(4~n)k+t{li~eep~+t(4z,~nx)--eq~k+x(4~T,:nx)} 

on peut abaisser le nombre k de 4 jusqu'h I, la convergence restant toujours 
uniforme et absolue. Or, on a: ep'k+l(x)=cpk(x), q/k+l(X) = tPk(X) + xke -~ de sorte 

que la d~rivation donne naissanee, outre la s6rie eorrespondant & k, & un terme: 

. e - *v  
- - 2 e x k L ( 4 z 2 x ) ,  qui s'annule pour x ~ ~ ,  puisque L(x)  < ( i_e_~)~.  D'autre  part  

lea valeurs de O~ pour R(~) <>o, h. eausede  trouve, en d4aignant par Ot et O l o n  

la convergence uniforme et abaolue des int~grales 

i~ + "  _ ~ I 

~+" e'+'=@ { I- ) 
=l i r a  f e~'O~dz I ~ ~x + i~ 

t_ i~  + i~ 
z 

Aeta mathematiea. 41. I m p r i m d  le  28 n o v e m b r e  1917. 28 
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~'-"~, (;-'~)1 L _':,-o-~= + ~=.[o-~ (5)-~, (;)] 
(;-")' 1/:J,. " '  

Stockholm, Novembre i9z 4. 

= O ( x ) .  


