UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEM MAXIMALBE-
TRAGE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION UND DEM GROS-
STEN BETRAGE BEIGEGEBENEM ARGUMENTE DER FUNKTION.

Von

A. WIMAN

in UrpPsala.

Es sei die Bemerkung vorangeschickt, dass, wie wohl aus den folgenden Ent-
wicklungen hervorgehen wird, die Klarlegung des obigen Zusammenhanges auch
Licht sowohl iiber das Theorem des Herrn Picarp als auch iiber die Eigenschaf-
ten der Losungen von Differentialgleichungen in der Umgebung von Unbestimmt-
heitspunkten zu werfen vermag.

§ 1.

Bezeichnet A (r) das Maximum des reellen Teiles einer ganzen Funktion und
M (r) den Maximalbetrag, so hat Herr BoreL bewiesen,! dass die Ungleichung

(1) M) <[4 (n)]'+7,

wo & eine beliebige positive Grosse bedeutet, fiir eine unendlich wachsende Folge
von r-Werten erfiillt sein muss. In (1) ldsst sich, wie ohne weiteres ersichtlich
ist, A(r) durch B(r) ersetzen, wenn fiir das Minimum des reellen Teiles die Be-
zeichnung — B(r) eingefithrt wird. Als erste Aufgabe stellen wir uns hier zu
zeigen, dass nicht nur (1) eine weit umfassendere Gliltigkeit als bloss fiir ganze
Funktionen besitzt, sondern auch insbesondere, dass dasselbe sogar fiir die dusserst
prazise Ungleichung

! Man sehe Borkr, Sur les zéros des fonctions entieres, Acta Math. XX (1897), 8. 368. Die
Frage ist spiterhin von anderen Verfassern aufgenommen worden. Man vergleiche etwa Varirox,
Sur quelques théoremes de M. Borel, Bull. de la Soc. Math. de France, XLITI (1914), S. 247.
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(I M(r) < A(r)(x+¢)

behauptet werden kann.

Der Beweis von (1) wurde zunichst durch Benutzung einer von Herrn
Hapamarp gegebenen Relation zwischen A (r) und dem Betrage m(r) des gros-
sten Gliedes der TaAyLoR’schen Entwicklung erbracht. Behufs der oben besproche-
nen Giiltigkeitserweiterung wollen wir uns einer &hnlichen Relation bedienen,
welche freilich in gewissen Fillen etwas weniger scharf ist, aber den Vorteil ge-
wihrt, dass durch dieselbe auch Schliisse iiber die Stellen auf dem Kreise |z| =1
gezogen werden konnen, fiir welche die Ungleichung (1) besteht.

Die Entwickelung

F(2) =i C, 2"

r=0

mége entweder eine ganze Funktion oder eine Funktion mit dem Konvergenz-
radius 1 bezeichnen, auf welchen letzteren Fall ja die TayLoR’schen Reihen mit
endlichem Konvergenzradius reduziert werden konnen. Es sei fiir einen gewis-
sen Wert |z|=7r c,z* das grosste Glied von F(z). Schreibt man Cn=|cn] 7"
und z=re’?, so nimmt dieses Gleied einen positiven reellen Wert an, falls

vn+ np=o{mod 2.r)

ist, d. h. fiir die n Argumente

___In 2k _ _
(2) p= n+ po (k=o,1,...n—1).

Ebenso ersieht man, dass fiir die n zwischenliegenden Argumente
7 (zk+ 1)
(2,) (p:.__%'f + =

das grosste Glied einen negativen reellen Wert bekommt. Bezeichnen etwa z,,z,,
...2n— irgend welche auf dem Kreise |z] =7 in dieser Weise dquidistante Stellen,
s0 hat man offenbar den Mittelwertsatz

F " F oo+ F n— S ’
(Z ) + (zx): + (Z 1) — zc’wzonm'

=0

Hieraus folgt, dass die Relation
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-

(3) A(r) zm (1) — e — Dleni]

r=2

fiir mindestens eines von den n Argumenten (z) gelten muss, und ebenso, dass
sich ein Gleiches fiir B(r) beziiglich der Argumente (z2,) aussagen lisst. Fiir den
Fall einer nicht ganzen Funktion F(z) haben wir in einer fritheren Arbeit,! de-
ren Ergebnisse hier iiberhaupt eine grundlegende Bedeutung haben, bewiesen,
dass, falls F(z) auf dem Konvergenzkreise nach der Bezeichnung des Herrn
Hapamarp die Ordnung o besitzt, d. h. falls

() tim 8120 ] _

zwischen dem Betrage des grossten Gliedes und dem Maximalbetrage die Un-
gleichung

(5) M (r) < [m (r)]t+e

fiir eine unendliche Folge =77, -, --- mit lim r,=1 besteht, wobei auch

Nm= D
in entsprechender Weise der Index des grossten Gliedes ins Unendliche steigen
muss. Da man nun auch, wie wir jetzt nachweisen wollen,

(6) A(r)>m(r)(1—e¢)

annehmen darf, so ergibt sich durch Kombination von (5) und (6) die zu be-
weisende Ungleichung (1).

Um den fraglichen Beweis zu erbringen, benutzen wir die Resultate von §
5 in unserer soeben zitierten Arbeit, indem wir F (z) mit einer Funktion

(D(z)=§n"z”

n=0

vergleichen. Da wir

limlol =

nl:irolo nk *
haben, so muss es beliebig grosse Indices n geben, dass, wenn fiic r=r, bez.
r=gn das Glied c,z" bez. n¥z" in F(z) bez. ®(z) den grossten Betrag hat, man
stets

L Uber den Zusammenhang zwischen dem Maximalbetrage einer analytischen Funktion und
dem grossten Gliede der zugehirigen Taylor'schen Reihe, Acta Math. XXXVII (1914), S. 326.



4 A, Wiman.

lealrn  m¥en
| Cnsh I,-::-&h = pk+h (’2+h

(h=1»2’ 31)

erhilt; freilich kann dabei r, nicht ganz beliebig in dem zugehdrigen Intervalle
gewihlt werden. Nun lisst sich g, bestimmen, indem wir n*¥s* in Bezug auf n
derivieren, wodurch wir
_k
on=—2¢ n
erhalten. Mit Riicksicht auf eine Entwickelung, deren Glieder bez. dieselben
absoluten Betrige wie @ (z) besitzen, wird jetzt (3) durch

n uﬁ\ . nr n & < Y k
(31) 4 (Qn)z_ nk Onp — I ‘22("'")]. On = (e) [I_ et go(é,v) ]_ I

ersetzt. Man hat aber, wie leicht ersichtlich,
x k k
% ki 2 1 ’
CZ(eqv) <(€) 1—(1)/:
2e

und letztere Grosse wird offenbar beliebig klein, falls k geniigend gross gewihlt
wird. Durch eine solche Wahl von % kann man also es immer bewirken, dass,
wie klein auch die positive Grisse ¢ genommen wird, man

A (gu)>m (ea)(1—¢)

erhalt. Hiermit ist aber auch unsere Behauptung beziiglich der Ungleichung (6)
erwiesen, woraus dann der in diesem § zu beweisende Satz folgt, d. h. es ist die
Giiltigkeit von (1) auf Funktionen mit endlichem Konvergenzradius erstreckt, wenn
die Ordnung der bez. Funktion auf dem Konvergenzkreise oo 1ist.

Wir glauben doch hiermit nicht dic &usserste Grenze erhalten zu haben,
fir welche (1) allgemein gilt. Es wire z. B. denkbar, dass die der obigen Er-
weiterung zu Grunde liegende Bedingung

lim 1081 ¢l

n=o logn =

sich durch
limloglenl 5 o

n=o logn
ersetzen liesse.
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Es ist weiter unbefriedigend, dass wir zwar nachgewiesen haben, dass (1)
fiir mindestens ein Argument (z) und, wenn B(r) fur 4 (r) eintritt, ebenfalls fir
ein oder mehrere Argumente (2,) gilt, aber wir sind zu keiner Entscheidung
dariiber gekommen, inwieweit es immer derartige Argumente geben muss, welche
benachbart auftreten, wofiir ja freilich alle Wahrscheinlichkeit spricht. Fiir die
Anwendungen wire aber ein solcher Satz iiber die Verteilung der fraglichen
Argumente #usserst wichtig. Hieriiber wollen wir auch in einem folgenden §
nach einer anderen Methode Aufschluss geben.

§ 2.

Uber die Grossenordnung von ganzen transzendenten Funktiénen mit posi-
tiven Koeffizienten hat man von mehreren Verfassern Untersuchungen,! welche
dahinzielen, dass, wenn n den Index des gréssten Gliedes bedeutet, unter sehr
ausgedehnten Voraussetzungen man fiir dieselbe eine Genauigkeit erhilt, bei
welcher nur von einem gegen 1 konvergierenden Faktor abgesehen wird, indem
man bloss eine Gruppe von Gliedern zu beriicksichtigen braucht, deren Anzahl
in einem fiir limn — o beliebig kleines Verhiltnis zu n steht. Es wire gewiss
keine grossere Schwierigkeit zu {iberwinden, um Resultate dieser Art auch auf
nicht ganze Funktionen mit der Ordnung « auf dem Konvergenzkreise auszu-
dehnen. Wollte man den Satz nicht durchweg fiir limn = o aufstellen, sondern
nur fir eine unendliche Folge von Indices, so hitte man sogar den Beweis ganz
allgemein sowohl fiir ganze tranzendente Funktionen als auch fiir Funktionen
mit endlichem Konvergenzradius von der bezeichneten Art unter der einzigen
Voraussetzung fithren konnen, dass die Koeffizienten positiv oder Null sein sol-
len. Es erscheint uns nicht unwahrscheinlich, dass der Satz, bei welcher es ja
sich um das Verhiltnis der Funktion an der Stelle handelt, wo dieselbe den
Maximalbetrag hat, ebenso allgemein bei komplexen Koeffizienten gilt. Da es
aber auf sehr erhebliche Schwierigkeiten zu stossen scheint, um die fiir den Be-
weis des letzteren Satzes notige Abschidtzung von Summen komplexer Glieder
auszufiihren, so wollen wir auch hier auf den Beweis fiir den Spezialfall von
positiven Koeffizienten verzichten.

Die Sachlage ist nun auch wiederholt von Herrn BorEL dahin charakteri-
siert worden, dass fir die Grossenordnung der Funktion dem grossten Gliede
eine durchaus entscheidende Bedeutung zukommt, und in unserer schon zitier-

! Es geniige auf die bezligliche zuletzt erschienene uns hekannte Arbeit zu verweisen,
welche wohl auch die grésste Prazision erzielt hat, namlich Vavirox, Sur le calcul approché
de certaines fonctions entieres, Bull. de la Soc. Math. de France, XLII (1914), S. 252.
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ten Arbeit glauben wir die Hauptfragen iiber das Verhiltnis zwischen dem Maxi-
malbetrage und dem Betrage des grossten Gliedes klargelegt zu haben. Von
diesen Resultaten wollen wir jetzt eine Anwendung machen, indem wir ausein-
andersetzen, wie an solchen Stellen, wo der Betrag der Funktion dem Betrage
m(r) des grossten Gliedes mindestens gleich ist, was ja fiir den Maximalbetrag
M (r) der Fall ist, man eine Anzahl zentraler Glieder herausnehmen kann, so
dass die nach beiden Richtungen nicht mitgenommenen Gleider keinen wesent-
lichen Einfluss iiber die Eigenschaften der Funktion besitzen. Zunichst soll dies
betreffend den Betrag der Funktion gelten. Dabei nehmen wir bei der Abschét-
zung der nicht zentralen Glieder die absoluten Betrige einer Majorantfunktion
und bestimmen die nétigen Voraussetzungen, damit diese Summe < em(r) sei.
Es ist dann (1 —é&)m(r) eine untere Grenze fiir den Betrag des Inbegriffes der
zentralen Glieder. Eine solche Methode ist freilich nichts weniger als vollkom-
men. Wenn es aber im nichsten Paragraphen gilt, nochw eiter gehende Schliisse
iiber die Eigenschaften der Funktion zu ziehen, so werden wir auf neue Schwie-
rigkeiten stossen, welche noch mehr den Funktionenbereich umgrenzen, fiir
welchen es uns gelungen ist, den Beweis durchzufiihren. Doch ist zu bemerken,
dass fiir die ganzen Funktionen die hier besprochenen Probleme ganz leicht er-
ledigt werden, und dieser Fall ist ja als der iiberaus wichtigste zu betrachten.
Zunichst nehmen wir an, dass eine Vergleichsfunktion

o

/) (2) = 2 Vn 2"

n=0
existiert, fiir welche man

4o (1 <ae<z2)
On—1

wihlen kann, wo, wie in unserer vorigen Arbeit ausgefiihrt wird, fiir | z| =g, 72"
das Glied vom grossten Betrage liefert. Nach S. 320 ebenda ersieht man ohne
Schwierigkeit, dass es, wenn = hinreichend gross ist, fiir lim g, = 1 erlaubt ist

(¢3

lral<e ™™ e>0)

zu setzen. Man erhélt weiter beim Vergleich mit S. 312 unserer zitierten Arbeit

n—r—1

(7) _;ZIIL_Q'I iI[ [I + (n— Z)_u]—(v—n)’
I /n I On T x=0

sowle
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n+r+1 L

(7.) e S | PR T

| 7n]on o

_ vlv+1) _ 2 (1—8)
<14+ @+rv+1)0) T e 2t

wo fiir J, wenn n (und ») geniigend gross gewidhlt wird, eine beliebig kleine po-
sitive Grosse gesetzt werden kann. Will man jetzt fiir |2| = g, den Betrag der
Summe der nicht zentralen Glieder, also derjenigen, deren Indices enweder >n + »
oder <n— v sind, mit m (g,) vergleichen, so wird offenbar das Verhiltnis

P2

o
S — T (1—0)
<22€ 2(n+1)

r

oder mit Bezug darauf, dass man ¢ immer kleiner nehmen kann,

o
. $2

— e (1= )
(8) <2 /e 2(n+x)* dz.

o/
T

Behufs der Abschiatzung des Integrals (8) zerlegen wir dasselbe in zwei Teilinte-
grale. Eine partielle Integration ergibt zunichst

%o _1=29 o “ 1—48 oy

(9) }e ’ ‘"*z)uflx<je zie dx

[}
n n

(1—o)m2—r
(I + 77)2]+ana—-1 ———21+’~L—

I = "1 > 0).
< le—ar—9) (4>0)
Andererseits ist ersichtlich:
n 2?2 «© 1—6 (1—0)r2
e P P -lzte am1ga — A2
(n+z) / 2ann 2 n 2aun
(90) f e dz< e da< 0 .

px 7

Es muss r so genommen werden, dass auch in (g,), was fiir (9) von selbst er-
fiillt wird, sich fiir lim n = « eine beliebig kleine Grosse ergibt. Am einfach-
sten geschieht dies, indem wir r=n#f2(2>8>«) setzen. Das Verhiltnis des
von den nicht zentralen Gliedern herriibrende Betrages zu m(r) wird dann

—1—£
—af

(10) <e (¢ > 0).



8 A. Wiman.

Nach dem allgemeinen Prinzipe, welches im letzten Paragraphen unserer
mehrmals zitierten Abhandlung begriindet wird, konnen wir jetzt den Satz
aufstellen:

Es bezeichne

F(z) = zoc,,z"

n=0

entweder eine ganze iranszendente Funktion oder eine Funktion mit dem Konver-
genzradius 1 unier der Bedingung

=1
(11) lim ﬁ'f—"'

=0

>0 {n>o).

Es sei ¢ eine beliebig kleine positive Grosse und o <n, <n. Die zentralen Glieder
sollen in

1™ 1"
S ;
(12) 20,, 2" n—n -~<r<ntn )

enthalten sein, wenn n den Index des grossten Gliedes bedeutet. Es gibt dann im-
mer eine unendliche Folge von Indices n, fiir welche man als Verhdlinis des von
den nicht zentralen Gliedern herriihrenden Betrages zu m(r) eine Griésse erhalten
kann, welche

§y— iyt

(13) <e n

ist. Fiir ganze transzendente Fuktionen kann man insbesondere bei beliebigem d > o
p=1—d in (13) nehmen. Ks ist dann moglich in (12) der Bedingung fiir v die
genauere Gestalt

l+A }+A
(14) n—mn? <r<n+ n’
zu geben.

Durch die Bedingung (11) werden ja keineswegs simtliche Funktionen mit
der Ordnung » auf dem Konvergenzkreise erschopft. Mit den uns hier zur Ver-
figung stehenden Mitteln sehen wir iibrigens keine Moglichkeit, den obigen Satz,
auch bei etwaiger Modifikation desselben, auf samtliche der in Rede stehenden
Funktionen zu erweitern. Etwas weiter konnen wir doch die Frage fihren, in-
dem wir eine Vergleichsfunktion @(z) heranziehen, fiir welche z. B.

on_ =1 + - (7- > 0)
On-—1
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gesetzt werden kann. Die Sache wird dann auf die Abschitzung des Integrals

L]
7o

.,‘:2
. g +1
8 }e 2+ a1+

(8)

.
'
zuriickgefithrt. Man hat offenbar
co_ e logn + )% +1 K L fog (n +2)1 +1 ) 1 logmy®
_ 2 -8 — gl

(9) /e Mt dx < /e s dx</(n+x) ’ dx =

" n n

I _1! (logn)* 41
—_—— (2 n.) g

tlogny =1
Andererseits ist fir = dn

w

z? s A 22 , .
o — = flog (n + )% + 1 — =5 llognyz +1 2nVa2
(9]} fe 2(n+ z) dx < / e 8n dx — 7 e“?/’dy<

#+1 z+1
on on (]Og n) 2 _n {log n) 2
22
2 2
4N —’:{ {logn)* +! 4 —Z (logn)* +1
T € = o o R
d{logn)»+1 J (logn)#+1

Fiir die Vergleichsfunktion lisst sich demnach behaupten, dass, wie klein auch
d>o0 gegeben wird, das Verhiltnis des von den nicht zentralen Gliedern her-
rithrenden Betrages zu m(r), wenn n geniigend gross ist,

(10) < p—llagnP=F (g5 )
wird.

Man erschliesst ohne Schwierigkeit (wobei man etwa édhnliche Relationen
wie (56)  und (57) unserer zitierten Arbeit heranziechen kann), dass die Funktio-
nen F(z), fir welche sich mit Hilfe der zuletzt betrachteten Vergleichsfunktion

ein dhnlicher Satz wie der frither in diesem Paragraphen hergeleitete Hauptsatz
aufstellen lésst, durch die Eigenschaft

= i loglal |

(x1) }.I:I:o(iagﬁ—)ﬂ 520 (y>o0)

charakterisiert werden. Funktionen mit unendlicher Ordnung auf dem Konver-
genzkreise erhiéilt man aber jedenfalls noch, falls in (1T) der Exponent 2 + 5 auf
1 + 7y erniedrigt wird.

Acta mathematica. 41. Tmprimé te 28 septembre 1916. 2
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§ 3.
Es besteht, wie leicht ersichtlich, die Identitat

thn ® ; Aiav
(15) F (z eT) =e""“[F(z) + Z(e no— I)Cnﬂz"”]

Bei den Anwendungen, welche wir hiervon machen wollen, ist es vorteilhaft, fiir
n den Index des grossten Gliedes zu nehmen. Eine wichtige Frage gilt insbe-
sondere das Verhiltnis des Betrages von

®  Aiav
(16) Fan=3len —1)ensrants

=-—n

zu |F(z)], wenn die reelle Grosse A unter gewissen Schranken bleibt. Ist nim-
lich dieses Verhiltnis sehr klein, so bleibt ja der Betrag von F(z) fast unver-
indert, das Argument wichst aber mit einer Grosse, welche sehr wenig von 1
verschieden ist, d. h. das grosste Glied hat einen bestimmenden Einfluss iiber die
Anderungen des Argumentes der Funktion.

Ist F(z) eine Funktion mit positiven Koeffizienten, fiir welche die Bedin-
gung (i1) zutrifft, und wird z positiv genommen, so ersicht man aus den Erorte-
rungen des vorigen Paragraphen, dass solche Fille fiir beliebig grosse n eintreten,
da ja fiir diejenigen Glieder, welche einen bestimmenden Einfluss auf den Be-

say
trag der Funktion haben, der Faktor (elT—I) sehr klein wird. . Wie wir be-
reits angedeutet haben, ldsst sich dieselbe Eigenschaft fiir simtliche Funktionen
mit positiven Koeffizienten iiberhaupt bestitigen, zu denen die Ordnung « auf
dem Konvergenzkreise gehért. Die Vermutung liegt dann nahe, dass es sich in
ahnlicher Weise auch bei nicht positiven Koeffizienten in der Umgebung der
Stellen, wo der Maximalbetrag erreicht wird, verhilt, obwohl ein allgemeiner
Beweis hierfiir mit grossen Schwierigkeiten verbunden sein diirfte. Fiir Funktio-
nen mit endlicher Ordnung auf dem Konvergenzkreise ersieht man dagegen schon aus
dem Beispiel F(z) = (1 —z)—*%, dass ein dhnlicher Satz von vollstindiger Schirfe
nicht existiert. Der Maximalbetrag der Funktion ist ja (r — r)—%; wenn das
Argument der Funktion um eine Grosse + 7 geindert wird, bekommt der Be-

k
trag einen Faktor, der < (cos %) ist und also nicht fiir limr = 1 beliebig nahe

an 1 heranriickt, wobei selbstverstindlich ¥ > 1 vorausgesetzt wird.
Wir machen jetzt noch die weitere Zerlegung

L ) Ainy
(17) F(z,l):lniz:ic,,ﬂz’”'” + 2 (e_"——x-—

V= —

Aoy
)Cn+,,2”+v.
n

V= —n



Maximalbetrag einer analytischen Funktion und grosster Betrag bei gegeb. Argumente. 11

Fiir den absoluten Betrag der letzteren Summe bekommt man eine obere Grenze,
indem man jedes Glied durch seinen Betrag ersetzt und dann auf

itxv

Liv] . %
e —1—" | <At
n 2n?

Riicksicht nimmt. Es wird sich dann um die Summe
8 v? n+v
(18) 2;{5"‘1'”"

handeln, und wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen das Verhilt-
nis dieser Summe zu m(r) fiir limn = « verschwindend klein wird. Zu dem
Ende ist es nétig, die Voraussetzung zu machen, entweder sei F (z) eine ganze
Funktion oder es gelte anderenfalls die Ungleichung (11). Dann ist es moglich,
eine Vergleichsfunktion solcher Art zu wihlen, dass wir behufs der Abschiétzung
des in Rede stehenden Verhiltnisses eine Relation () zu Hiilfe nehmen diirfen.
Man ersieht ja hieraus, dass fiir beliebig grosse n die obere Grenze des fraglichen
Verhiltnisses von keiner hoheren Gréssenordnung als das Integrai

3 z?
2t — o
?Tge 2(m+a) Jop
a

wird, wo a irgend eine Zahl zwischen 1 und 2 bedeutet. Der Hauptteil dieses
Integrales fillt offenbar zwischen den Grenzen o and =, und wir kénnen eben
darum dasselbe durch
bt %2
j ‘—tje—ﬁdx
n?
¢

ersetzen. Letzteres Integral ldsst sich aber durch die Substitution x =2z Y2 n%y in

3a da __
(19) 16 V2 n 2 -2fy2 e Vdy—=4Vzint

o

2

transformieren. In den Fillen, wo man hier « <§ setzten darf, was nach unse-
rer mehrmals: zitierten Arbeit jedenfalls fiir

——log|¢a
'}Lni o >0 (e>0)
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erlaubt ist, bekommen wir mithin in (19) fiir lim » = « eine verschwindend kleine
Grosse.

Es wire zwar moglich, dieses Resultat fiir nicht ganze Funktionen erheb-
lich zu verbessern. Da es aber mit unseren Mitteln in den folgenden Entwicke-
lungen an erschépfende Resultate fiir nicht ganze Funktionen gar nicht zu den-
ken ist, so wollen wir uns fortan der Kiirze halber auf ganze Funktionen be-
schrinken. Wir koénnen dann in (19) « =1 + ¢ nebmen, wo 0 nur der Bedingung

o<d‘<§~ unterliegt. Die in (17) auftretende Restsumme von F(z,4) wird dann

hochstens von der Grossenordnung

1,3,
ABm(ryn 2 2,

Damit dieselbe von niedrigerer Grossenordnung als m (r) sei, braucht fiir 4 nur
die Schranke

1
li|<m ™’

gesetzt zu werden. Ks darf sonach |A] mit n unbegrenzt wachsen, doch wird
dabei der Winkel % unendlich klein. Wollte man andererseits fiir |4]| eine end-
liche obere Grenze feststellen, so kénnte bei den folgenden Auseinandersetzungen
| F (2)| von niedrigerer Grossenordnung als m (r), wie z. B. n_%Ho, angenommen

werden.
Wir schreiben jetzt

F(z)= Re'?,

X v

3 uruantr = F, (2) = RS%.

V=0

Die Anfangsstelle z sei so gewiahlt, dass R ein Maximum von | F(z)| auf dem
Kreise |z|=r darstellt. Dagegen braucht R nicht notwendig mit dem Maxi-
malbetrage M (r) identisch .u sein, sondern wir begniigen uns damit, B > m (r)
vorauszusetzen. Wir suchen den Betrag von

(20) Re?i + i1 B e®?

und finden hierfiir

(21) VR* 1 2*R: + 24 RR,sin(® —0,)
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X5

Die Entwickelung des Quadrates von IF (z e77) |f§,ngt nun offenbar mit den Gliedern
R+ 2A R R, sin(d— @)
an. Da diese Grosse ein Maximum fiir 2 = o0 haben soll, so muss
sin(@—d)=o0
sein. Es lidsst sich also (21) durch den einfacheren Ausdruck
(21,) VR + 2*R?
ersetzen. Dass in (21,) ein Minimum statt ein Maximum fiir A= o auftritt, soll

Ani
nun durch das Hinzutreten der weggelassenen Glieder von F(ze n ) aufgehoben

werden. Ist der aus den letzteren Gliedern herrithrende Betrag

<i*q R,
so wird

linm
(22) |#le™)|> vEs s R — 10y .

Als notwendige Bedingung fiir das Maximum bei 2 = o erweist sicht demnach
(23) R, <V2yR.

Die obigen Erorterungen haben klargelegt, wie fiir eine unendliche Folge r,7,, - -1n,- - -
3

i 1
7 gegen Null(wie nze ) konvergiert. Aus (23) ersiecht man dann, dass fiir die
1,8

in Rede stehende Folge auch %‘ gegen Null konvergiert, und zwar wie it

Ang

Betrachtet man jetzt die Zerlegung (15) von F(z eT) in zwei Faktoren, so ist

1
fur || < ni "’ ersichtlich, dass der Betrag sich nur um Faktoren dndern kann,
die fiir limn == beliebig wenig von 1 verschieden sind. Die wesentliche An-
derung des Argumentes riihrt vom ersten Faktor rechts, also e*#*, her, da in
dem zweiten Faktor das nicht von i abhiingige Glied F (z) von héherer Grissen-
lin
ordnung als das Restglied ist. Die Funktion F(z eT), wo hier 1 als reelle Ver-
iinderliche unter den angegebenen Schranken bleibt, wird also mit absoluten Be-
trigen, deren Verhdlinisse zu einander beliebig wenig von 1 differieren, in regelmds-
siger Aufeinanderfolge alle moglichen Argumente annehmen, und zwar so, dass die
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Anderung des Argumentes der Funktion diejenige des grossten Gliedes begleitet. Bet
dieser Anderung des Argumentes nimmt selbstverstandlich die Funktion auch rein
reelle oder rein imagindre, positive oder negative, Werte an.

Der vorhergehende Satz gilt insbesondere bei einer Stelle z, wo der Maxi-
malbetrag M (r) erreicht wird. Das Verhiltnis zwischen den Geschwindigkeiten,
mit denen die Argumente der Funktion und des grossten Gliedes in der Umge-
bung einer solchen Stelle auf dem Kreise |z|==r oszillieren, ist also fiir unend-
lich steigende r-Werte unendlich wenig von 1 verschieden. Will man dem
Argumente der Funktion die Beschrinkung — w < ® < 7w auferlegen, und bezeichnet
A (r) den Maximalbetrag der Funktion fir ein bestimmtes Argument @, so bekommt
man als Verallgemeinerung von (1)

(II) Ap(r)> M (r) (1 —¢).

Dieser Zusammenhang zwischen den Anderungen des Argumentes der Funk-
tion und desjenigen ihres grossten Gliedes bietet vielleicht eine Erklirung der
in unserer vorigen Arbeit hergeleiteten Formel

-y > R
M(7):T—morl Yo " Tn
dar, wo 7,7, n,--- nicht wie in dem bekannten Theoreme des Herrn JENSEN
die Bedeutung der Betriige der Nullstellen haben, sondern, wie hier, als Betrége,
bei denen je fiir die grossten Glieder iibereinstimmende Indices auftreten, be-
trachtet werden konnen.

§ 4.

Aus den obigen Ergebnissen erhiilt man als erste Anwendung eine bemerkens-
werte Folgerung iiber die Eigenschaften der ganzen Funktionen von der speziellen
Gestalt eF®, Bezeichnen mg,(r) und m;(r) den Maximalbetrag bez. Minimalbe-
trag dieser Funktion, und schreibt man fiir ® = o, Ag(r) = A4 (r), B(r), so hat
man offenbar die Ungleichungen

AW < m,, (,) < M),
(24)
e—B(r):)—_m.. (7’) i e— M),

Hieraus folgt mit Riicksicht auf die durch (II) ausgedriickte allgemeine Eigen-
schaft

(25) Mg ()= =6)> mj (r) > ma(r)= 0+ )
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fiir eine unendliche Folge von unendlich wachsenden r-Werten, wo ¢, eine be-
liebig kleine positive Grosse bedeutet. In (25) liegt aber eine wesentliche Ver-
scharfung “eines bertihmten Theoremes des Herrn HADAMARD, dessen Giilligkeit sich
doch auf samiliche ganze Funktionen erstreckt, und welches in der Hauptsache
seinen Ausdruck in der Ungleichung

(26) log ﬁ% < [logmg (r)Jt +*

findet.

Es diirfte auch Aufmerksamkeit verdienen, dass die Bereiche, wo |eF@| von
der Grossenordnung des Maximalbetrages bez. Minimalbetrages ist, offenbar aller-

. . .27
nieren, so dass, wenn das Argument um eine Grésse =~ zugenommen hat, won den

Index des grossten Gliedes wvon F (z) bezeichnet, man wieder aufs neue sich dem
Mazximalbetrage bez. Minimalbetrage ndhert. FEine solche Oszillation kann man
itbrigens leicht bei speziellen Funktionen, wie etwa ¢, niher studieren.

Aus verschiedenen Griinden haben wir die Uberzeugung gewonnen, dass das
obige Theorem des Herrn HapAMARD auch bei dem allgemeinen Fall der ganzen
Funktionen einer Erweiterung fihig ist, so dass (26) durch

(26,) mg (r) > [m, (r)]=+0)

ersetzt werden kann. Doch ist es uns bisher nicht gelungen, den Satz in dieser
Allgemeinheit zu beweisen. Noch schwieriger diirfte es sein zu entscheiden, fiir
welche Klassen von Funktionen mit einem Konvergenzradius 1 die Ungleichung

(26,) charakteristisch ist. Als ein Beispiel, wo dies nicht der Fall ist, fiihren
wir an:

1

F(z)=e =7 a+29 (z<1),

1 1

wo m;(r) und m,(r) von den bez. Grossenordnungen e '~ und e'—7" sind, und
wo fiir die Koeffizienten die Eigenschaft

lim ]oﬁg/lcm"l == 00 (¢>0)
S it

nachgewiesen werden kann.
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§ 5.
Fiir die erste Ableitung haben wir
(27) F'(z) = i (n+v)enyr2™t?— 1= Z[F(z) + ii‘@n-}-v z"'“’] =
—2[F @) +F, ()

Ist nun z eine Stelle, wo der Maximalbetrag M (r) erreicht wird, so ist nach (23)

¥, (2)
F(z)

setzungen kann man also schreiben

eine sehr kleine Grésse. Unter den dort zu Grunde liegenden Voraus-

(28) F'(z) = ZF(Z) (1 + tn),

WO |én| = 7 beliebig klein wird. Bezeichnet M, (r) den Maximalbetrag von F' (2),
so folgt aus (28)

(20) M, (r)> :l M(r)(1—1).
Ganz entsprechende Relationen gelien fiir die folgenden Ableitungen. Man erhilt

(30) F@ (2) = 2(" +¥)(n+rv—1)- (Bt rv—zxtI)eny 2t TE=

P o= —

== DI D e ) 4 P @) + Pl ol

Da die Koeffizienten der zentralen Glieder von F,(z, x), denen die eigentliche
2
Bedeutung bei der Abschiitzung zukommt, von der Grissenordnung :’Tgcnw sind,

so ist an einer Stelle der hier gedachten Art nach den Auseinandersetzungen in § 3
FIZ_"(Z)I_) zu vernachlissigen. Als Verallgemeinerungen von (28) und

(29) haben wir sonach auch bei den hoheren Ableitungen:

das Verhiltnis

(28,) F (2) = 'Z‘— F(2) (1 + &),
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(20) M. (r)> "2 M (1) (x — ..

Fir die Grossenordnungen der Maximalbetrige der Ableitungen geben (2g9) und
(29,) zunichst nur untere Grenzen. In vollig analoger Weise lassen sich obere
Grenzen feststellen. Es sei z eine Stelle, wo wir fiir | F'(z)| das Maximum M, (r)
haben. Schreiben wir dann

o

K
)
F, (Z) = 27n+1! z”+1'_1 = 2 (n + 1;) (\"+vz7:+’t'—],

v=—n41 = —n41
so erhalten wir
[v4} [+ .3
Intw , 2 t o ntv~—1
(31) F@) =y + X0t = F @)= rera®t
r=—n+] re=—n+1

p? 2
e tr—1| 4o =2 p
+2n(n+w)’"+°'z" L l-}- 70 nF(Z)(I—{-e”)'

r=—n+1

Man bekommt in der Tat diese letztere Umformung, indem man beachtet, dass
die in § 2 ausgefiihrte Abschétzung iiber das Verhiltnis der nicht zentralen
Glieder zu m(r) leicht auf die erste Ableitung iibergefiihrt werden kann, wenn
wir fiir diese ncn,2"—! als grosstes Glied betrachten, da es ja von keiner wesent-

lichen Bedeutung ist, falls in (8) der Integrand mit einem Faktor 1 +$ multipli-

ziert wird. Dann lassen sich die zwei in (31) auftretenden Summen in ganz der-
selben Weise wie die entsprechenden Summen in (17) behandeln. Tn gleicher
Weise finden wir betreffend die folgenden Ableitungen fiir die Stellen, wo | F (z)| ==
M. (r) ist:

(31.) F@)= 2 F () (x + ).
Aus (31) und (31,) ergibt sich
(32) M) 2] M, () (x— 1),

sowie allgemeiner

(32) M) 2 M) (x— o).

Fassen wir (29) und (32) zusammen, so erhalten wir
Acta mathematica. 41, Imprimé le 29 septembre 1916. 3
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(I11) 7:M (1) (1 —1) < M, (r) < ’:—M @) (1 + ),

wo die positive Grosse v beliebig klein gegeben werden kann. Ebenso erschliessen
wir aus (29,) und (32,) fiir die hoheren Ableitungen
(I1L,) %"M (r) (1 —1) <M,,(r)<-—’rf;M(r)(x +1).

Die Art und Weise aber, auf welche wir diese Ungleichungen gefunden ha-
ben, lehren uns noch, dass, wenn |z|=1r gewisse Anforderungen beziiglich des
Uberwiegens der zentralen Glieder erfiillt, die Maximalbetrige der Funktion und
der Ableitungen einander begleiten, so dass an einer Slelle, wo die Funktion oder
irgend eine der Ableitungen den Maximalbetrag hat, die absoluten Betrdge der an-
deren von den zugehorigen Maximalbetrdgen nur mit je gegen 1 konvergierenden
Faktoren abweichen.t

Aus (28), (28,), (31) und (31,) erhalten wir noch Aufschliisse iber die Be-
ziehungen zwischen den Argumenten der Funktion und threr Ableitungen an einer
Stelle der gedachten Art. Hat man z= re’?, und bedeutet @ das Argument von
F (z), so gibt offenbar @ — zqp einen Ndherungswert fir das Argument der Ablei-
tung = (z),

Die soeben erhaltenen Resultate gestatten verschiedene Anwendungen auf
die Beschaffenbeit der Losungen von gewdhnlichen Differentialgleichungen, iiber
welche wir uns doch hier kurz fassen miissen. In ganz besonderer Weise be-
kommt man Aufschliisse iiber die linearen Differentialgleichungen mit rationalen
Funktionen als Koeffizienten, deren Lésungen ganze Funkiionen sind, was ja im-
mer der Fall sein muss, wenn z =« die einzige singulire Stelle der Differential-

gleichung ist. Substituiert man nimlich Z;y, Zf y,--- fur y',---y»,--, so erhilt
man asymptolische Relationen zwischen n und z, welche sowohl fir die moglichen
Grossenordnungen der Maximalbetrige als auch fiir die Richtungen, in denen die
Léosungen ihre Maximalbetrdge besitzen konnen, entscheidend sind; hierbei hat man
sich nur der sogenannten Newton-Cramer’schen Methode zu bedienen. Wie ohne
Schwierigkeit zu ersehen ist, muss jede derartige Relation von der Gestalt

I3

(33) "z

sein, wo u und » natiirliche Zahlen sind. Hat man « =|a]e, so ergibt sich

! Auch bei den frither, insbesondere von Herrn Boren angestelliten Untersuchungen iber
den Zusammenhang zwischen M{») und M, (+) spielt der Vergleich mit dem grossten Gliede
eine wesentliche Rolle. Wir verweisen hier nur auf die hereits zitierte Arbeit des Herrn
VariroN, Sur quelques théorémes de M. Bovel.
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aus (33) fiir das Argument ¢ von z die Relation
(34) v+ I;’ ¢ = o(mod z.r),

wodurch u dquidistante Richtungen bestimmt werden. Ebenso findet man durch
Rechnungen, die von keinerlei prinzipieller Schwierigkeit sind, auf welche wir
aber hier nicht eingehen wollen, dass aus (33), worin ja eine Abhingigkeit zwi-
schen r und dem Index n des zugehdrigen grossten Gliedes ausgesprochen wird,
als Grossenordnung des Maximalbetrages sich

(35) Mt

ergibt. Doch miissen wir einstweilen die Frage betreffend die Umkehrung dahin-
gestellt lassen, d. h. wir vermdgen nicht zu entscheiden, in wie weit zu jeder
mdglichen Kombination von (34) und (35) auch wirklich eine Lésung der Diffe-
rentialgleichung gehort.

Jedenfalls finden wir doch, dass die ganzen transzendenten Funktionen,
welche als Losungen von linearen Differentialgleichungen auftreten konnen, de-
ren Koeffizienten rationale Funktionen der unabhingigen Veridnderlichen sind,
die folgenden zwei charakteristischen Eigenschaften besitzen miissen.

1. Dieselben sind nicht nur von rationaler endlicher Ordnung, sondern geho-
ren smmer dem nach einer von Herrn PRINGSHEWM eingefiihrten Terminologie soge-

nannten Mitteltypus an. Dadurch sind Funktionen wie I—;I—(—z—)—und die RieMaNN’sche

Funktion £(z) ausgeschlossen.!

2. Die Stellen, wo die Funktionen ihre Maximalbetrage besitzen, ordnen sich
asymptotisch in ganz besttmmie Richtungen.®

Als ein einfaches Bespiel betrachten wir die Differentialgleichung

y' —zy'—2°y=o.

Als asymptotische Relation zwischen n und z erhilt man

! Nach einem lingst bekannten Satze gilt fiir die Funktion f—(l;) dieser Satz nicht nur fiir

lineare Differentialgleichungen. Man sehe O. Houper, Uber die Eigenschaft der Gammafunktion
keiner algebraischen Differentialgleichung zu geniigen, Math. Ann. XXVIII (1886).

? Obgleich wir keinen Beweis dafiir haben, so k6nnen wir es hier nicht unterlassen, die
Vermutung auszusprechen, dass auch die Nullstellen sich asymptotisch gewissen bestimmten
Richtungen anschmiegen. Man vergleiche doch hier insbesondere die Resultate des Herrn Horx.
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n? .

2*2 —2 p — 2" =0
oder nach der Lésung
(a) n_ Vs + T

2? 2
(b) n__Vs—1
’ 2t 2
Vo1 , )

Durch (a) wird ein Maximalbetrag von der Grissenordnung e 4 in den Rich-
tungen ¢ =o,s charakterisiert; dem gegeniiber entsprechen der Ldsung (b) die

Vi—1

Grossenordnung e 4 " und die Richtungen ¢ = + ;r Offenbar ist (a) der

allgemeine Fall. Ob es wirklich partikulire Integrale gibt, fiir welche (b) cha-

rakteristisch ist, scheint nicht ohne weiteres beantwortet werden zu koénnen.
Zur Zeit sind wir mit einer strengen Erledigung der entsprechenden Fra-

gen fiir den Fall, dass die Koeffizienten transzendente Funktionen sind, wie bei

?/” =e*y,
nicht fertig.

Bei nicht linearen Differentialgleichungen ist die Sache auf Grund der
moglicherweise auftretenden beweglichen kritischen Punkte verwickelter. Am
leichtesten scheint man Kriterien zu bekommen, damit ganze Transzendenten
auch nicht als partikulire Integrale auftreten konnen. Als Beipiele nehmen wir
die beiden Gleichungen

(a) Y'y—2y* + P(2)y" + Q2)y + R(z)y + S(z) =o,
a
Y'y—zy?+ P(2)y" + Q(2)y' + R(z)y + 8(z) =o,

wo P(2), Q(z), R(z) und S(z) ganze rationale Funktionen bedeuten. Es lasst
sich ohne Schwierigkeit eine obere Grenze fiir die Ordnung einer ganzen rationalen
Funktion, die hier Losung sein kann, abschitzen. Hierzu kénnen wir jetzt in
erginzender Weise behaupten, dass die fraglichen Gleichungen auch keine ganzen
transzendenien Funktionen als Integrale haben kénnen. Denn bei den Maximal-
betrigen sind ja yy"— 2y’ bez. yy" —zy'® mit —y'® bez. (1—z2)y"* vergleichbar
und mithin von héherer Grossenordnung als die linearen Glieder. In ganz an-
derer Weise verhilt es sich mit

(/g) yyn_yrz + yn +y+1=o,
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wo wir das partikuldre Integral y == sin (z 4+ ¢) haben. Als ein anderes Beispiel
nebhmen wir

() yy' + ¥+ Yy —y=o,

wo als partikulires Integral y — ce— auftritt. Die Fille () und (y) gehoren
insofern zu zwei verschiedenen Typen, als man, auch wenn die Koeffizienten be-
liebige rationale Funktionen P(z), @(z), R (z) und S(z) wiren; im Falle (y) auf
Grund der vorhergehenden Entwickelungen bestimmt behaupten kann, dass eine
etwa als Integral auftretende ganze transzendente Funktion von der Grossen-
ordnung e” sein muss, ein entsprechendes Ergebnis aber fiir den Fall (8) nicht
herauskommt.

§ 6.
Der spezielle Picard’sche Saiz lisst bekanntlich die Formulierung zu, dass
keine Relation

(36) e @) — oFua) | g,

wo F(z) und #,(z) ganze Funktionen bedeuten, bestehen kann, es sei denn, dass
F(z) und F,(z) sich auf Konstanten reduzieren. Wir wollen zeigen, wie aus den
vorangehenden Entwicklungen sich ein einfacher Beweis fiir diesen Satz herleiten
lasst. Man wird hoffentlich zugeben, dass die Schwierigkeit des Beweises eigent-
lich in unseren ungeniigenden Kenntnissen von den allgemeinen Eigenschaften
der ganzen transzendenten Funktionen liegt. Dem gegeniiber werden wir den
Beweisgrund eben darin suchen, dass wir in § 3 analoge Eigenschaften fiir ganze
transzendente Funktionen nachgewiesen haben, wie solche fiir rationale Funktio-
nen von selbst einleuchten.

Fiir die ganze Funktion F(z) gibt es nach § 2 eine unendliche Folge von
Indices n, denen Werte |z| = r, zugeordnet sind, so dass, wenn f irgendwie zwi-
schen 1 und 2 genommen wird, als zentrale Glieder, von denen der wesentliche
Einfluss auf M (r,) herriihrt, diejenigen bezeichnet werden konnen, deren Indices
zwischen n—n% und n + n’: liegen. Beachten wir, dass bei einer ganzen Funk-
tion « beliebig wenig grosser als 1 genommen werden kann, so ist aus (10) zu
ersehen, dass das Verhiiltnis des von den nicht zentralen Gliedern herriihrenden
Betrages zu m(r,) und mithin M (r,)

g—1—¢

(37) <e ™ (¢ > 0)

wird. Wir wollen zeigen, dass, falls die Relation (36) als giiltig angenommen
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wird, die beiden einander zugeordneten Folgen » und r, die gleiche Bedeutung
fur F,(z) wie fiir F (z) haben miissen.

Da der grosste positive reelle Teil A (r,) von F (z) dieselbe Grossenordnung
wie M (r,) hat, so muss dies auch fiir den Maximalbetrag M, (rx) von F,(z) der
Fall sein. Man hat also M, (r.) > M (rs) (1 — &) mit lime, =o0. Wir versuchen

N=w
mit der Annahme, dass von den Gliedern in F, (z), deren Indices nicht zwischen
n—mnz und n + n’: liegen, fiir |z| =7, ein Betrag herriihre, der > d, 4, (1) ist, wo
d, eine gegebene positive Grosse bedeutet.

Zunéchst erinnern wir daran, dass wir bei der Abschétzung einer oberen
Grenze fir den zu m(r.) komplementdren Faktor u(r.) in M (r.) = m (r.) e (ra)
die Funktion F(z) durch eine mit n bewegliche Majorantfunktion mit positiven
Koeffizienten ersetzt haben, welche iibrigens einen endlichen Konvergenzradius
hat und das Glied vom Index n dem Betrage nach unverindert besitzt. Es ist
einleuchtend, dass innerhalb des Konvergenzkreises dieser Majorantfunktion,
welche wir etwa mit @, (z) bezeichnen kénuen, M (r) niemals den Maximalbetrag
von ,(z) iberholen darf. Lasst sich also beweisen, dass aus der gemachten
Annahme die Folgerung gezogen werden kann, dass fiir irgend einen r-Wert der
grosste positive reelle Teil der Funktion F,(z) von hoherer Grossenordnung als
der Maximalbetrag von @, (z) wird, so darf hier letzterer Betrag durch M (r)
ersetzt werden.

Das Integral (8), durch dessen Abschitzung wir die Resultate (10) und (37)
erhalten haben, bezieht sich zunichst auf die nicht zentralen Glieder von @ (z),
also erst in zweiter Instanz auf #(z). Ohne besondere Schwierigkeit lasst sich
ersehen, dass das Integral (8) fiir lim n = o noch unendlich klein wird, falls der
Integrand durch

) e(n+.’r)'g_u_'£l (g, > 0)

multipliziert wird, und die untere Grenze r = nf: gesetzt wird. KEs handelt sich
ja dann um das Integral

4]

[(nu)"““‘“— Z (-0

e Hntn o dy,
w2

und wenn man hier den Exponenten im Integranden betrachtet, so kommt of-
fenbar die entscheidende Bedeutung dem negativen Gliede zu, weil bei gegebe-
nem ¢, > o fiir > nfh
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x—ni\ 2
2 (I T ) ( :
— e o e - () + Lt
('ﬂ/ + 3— e z\
[ ) (I n 7;)

mit n ins Unendliche steigt. Da man « + ¢ =1 + ¢ setzen kann, so muss es
bei der oben angenommenen Eigenschaft von F,(z) fiir |z| = mindestens ein
Index = + v geben, so dass das zugehorige Glied in F,(z) zu dem entsprechen-
den in @,(z) ein griosseres Verhiltnis als

1—¢

(38) g+’

hat. Im Allgemeinen konnen wir das Verhiltnis zwischen den absoluten Betri-
gen der zu den gleichen Indices n + » gehorigen Koeffizienten von F, (z) und
@, (2) in der Gestalt

. (n)

“n )
ey

schreiben, -und aus (38) hat man fiir das Maximum der Exponenten /Z'l,

die un-
tere Grenze f—1—e. Fiir grosse positive v-Werte miissen dagegen die frag-
lichen Exponenten negativ werden, da wohl F, (z), aber nicht @, (z), eine ganze
Funktion ist. Ein Gleiches muss aber, jedenfalls bei geniigend grossem %, der
Fall sein, wenn » sich gegen — n bewegt, da offenbar die besondere Bildungs-
weise von @,(z) aus F(z) die extremen Koeffizienten in beiden Richtungen we-
sentlich erhSht, so dass die Anfangskoeffizienten von @,(z) mit = iiber alle
Grenzen wachsen. Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten d. 4, bez.
Cu+w von @,(z) und F(z) liasst sich ja folgendermassen charakterisieren, wie
aus den beiden ersten Paragraphen unserer in Acta XXXVII publizierten Arbeit

. . . v n4+» . .
hervorgehen diirfte. Wie die Gréssen |c¢y.,| von den Elementen ;-"—~-’~— eines di-
n4+r—1
e . . n+r
vergenten Produktes, so hingen die Grossen d .., von den Elementen P o=
nepFr—I|

= (1 + (n + »)—“) eines konvergenten Produktes ab. Dabei ist aber das Anfangs-
glied P, von solcher Grésse, dass man P, —r, bekommt. Es ist also im Allge-
meinen zu erwarten, dass man P, > rp4. oder Py, , <rn,, erhilt, je nachdem
<o oder »>o ist. Setzen wir immer » > 0, 8o sind fiir die Abschitzung der

Grossen An—y bez. nty die Produkte
fen—vl fen sl
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: P?I—}:
(39:) z-lir;‘:‘x
bez.

’ Tn+x
(39,) 1 Prix

von entscheidender Bedeutung.! Die Richtigkeit der obigen Behauptung beziig-
lich der extremen Koeffizienten von @,(z) folgt jetzt daraus, dass beide Pro-
dukte (39) mit » und (fiir das erstere) n iiber alle Grenzen wachsen.

Man ersieht auch, dass fiir die Funktion @,(z) die Verhiltnisse sich ganz
analog stellen, wenn ein anderes Glied als dasjenige vom Index = die Rolle als
grosstes Glied iibernimmt, Fiir den Index n + » hingt der Komplementérfaktor
tnyr in ganz derselben Weise vom unendlichen Produkte

TG+ mm)

me=|

ab, als wenn es sich um eine Majorantfunktion @, (z) handelt. Ebenso ist
es bei der Abschitzung des grossten Gliedes my,,; nur dass diese Grosse auch
das Anfangsglied von ®,(z) als Faktor besitzt, welches ja beim Ubergange zu
Dy 4. (z) gedndert wird. Das wesentliche ist aber, dass dieses Anfangsglied, wie
wir oben hervorgehoben haben, mit n iiber alle Grenzen wichst. Dadurch wird
ja der in unserer fritheren Abhandlung gezogene Schluss iiber das Grissenver-
héltnis zwischen w.4, und m.4,, bei welchem ja ein gegebenes endliches An-
fangsglied vorausgesetzt wurde, nur erhirtet.

Wir kehren jetzt zu den Beziehungen zwischen F,(z) und @, (z) wieder. Ks
sei eine positive Grosse z<g—1—¢ fixiert. Es gibt dann jedenfalls einen

Index n,, fiir welchen man x::) >« hat. Andererseits muss es, auf Grund der nach-

gewiesenen EKigenschaft der Grossen 7-21 , fir lim » = o, moglich sein, den Index

7, so zu wiahlen, dass man

7'2”,);.<x (;"=2’3"")
erhilt. Fir |z| =7, sei n, der Index des grossten Gliedes von @,(z). Aus der
Formel (3) erhilt man jetzt, indem man die Abschitzung der betreffenden Glie-
der von F,(z) auf die ensprechenden von @n(z) zuriickfiibrt und letztere durch
die Verhéltnisse zu dem grossten Gliede m,, ausdriickt:

' Man vergleiche insbesondere (12) S. 309 unserer zitierten Arbeit.
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o G
—C

Da man hier x + «, < 2 nehmen kann, und da =, offenbar mit n unendlich gross
werden muss, so ldsst sich die obige Ungleichung auch in der Gestalt

(40) Al (rﬂl)imﬂl em%(I —sﬂ) (}im E-n=0)

73==0

schreiben. Hierin liegt aber ein Widerspruch mit (36), denn da fiir u,, nur eine
Potenz von n, zu setzen ist, so wiirde sich aus (40) eine héhere Grissenordnung
fir A4, (ra) als fir M (ra,) < ma, s, ergeben.

Wird dann andererseits (36) mit der Annahme vertriglich sein, dass auch
auf M (r») nur diejenigen Glieder, deren Indices zwischen n — n’: und n + n-
liegen, von wesentlichem Einfluss sind? Bezeichnet mg) den Betrag des grossten

Gliedes der Funktion F,(z) fiir |z| =r,, so ersiecht man leicht, dass

mﬁ,” <M (ra) (1 + &) limeé, = o)

n=uw

sein muss; denn die Benutzung von (3) gibt ein Resultat, dem man die Gestalt

(O .
A (r,))>m (I 2)

n

geben kann, und 4,(r,) darf ja hochstens einen #dussert geringen Uberschuss
tiber M (r,) haben. Fir

S£L
Fy(2) = Y ensnz™

pem—

bekommen wir

IXE: © .
(41) Fl (ze" ) :ei.i:r[Fl (z)_i_lzf_;_j,gcn"_].zﬂ«}—v +
o [ 2z Avim L o —
2<e R )c,.+yz"+v — i [F, (2) + A F, (2) + F, (z, V)],

Die Bestimmung einer oberen Grenze fiir |7, (z,4)], wobei nur die Glieder, fiir

Acta mathematica. 41. Imprimé le 29 septembre 1916 4
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welche — nf: < y < nfl2, beriicksichtigt zu werden brauchen, fithrt hochstens auf

bas
i2atm " 322 M (rn) ER A
T /mdx<-'-' e

(r+ £a).

Da man p’<§' nehmen kann, wird das Verhialtnis dieser Grosse zu M (r,) und

also auch zu M () fiir lim n =— o« beliebig klein, falls z. B. | 1] unter einer gegebenen
endlichen Grenze bleibt. Aber eben diese Eigenschaft ist es nach § 3, welche bedingt,
dass fiir lim n = o das Verhiltnis zwischen dem grossten positiven reellen Teile 4, (7}
und M, (r,) gegen 1 konvergiert. Wenn nun A (r,) und 4,(r,) sich in solcher
Weise den zugehdrigen Maximalbetrigen anschmiegen, so verlangt offenbar (36),
d .ﬂf (7'”) .
ass auch =" gegen 1 konvergieren muss.
-‘Ml (72)

Geht man von einer Stelle z aus, wo | F(2)|= M (r,) ist, so gibt es nach
§ 3 in der Nachbarschaft auf dem Kreise |z|=r, mit sehr wenig von 2—;Ea,bwei-

chenden Zwischenwinkeln beliebig viele Stellen, wo F (z) positiv und > M (rn) (1 — ¢)
ist. [Eine Gleichung (36) verlangt nun, dass an diesen Stellen die Differen-
zen zwischen den reellen Teilen von F,(z) und F(z) sehr klein sein miissen.
Auf Grund des Verhiltnisses der fraglichen Griossen zu den beziiglichen Maximal-
betrigen muss dann das Argument von F,(z) niherungsweise ein Vielfaches von
27t sein.

Man hat sonach fiir eine Folge von i-Werten, welche der Reihe nach den
Niherungswert 2 als Differenz besitzen

IFl (ze;t':‘{j) ' > M, (ra) (1 —¢).

Aai
Der Faktor von iF, (ze""ﬂ) , welcher von i abhingig ist, weicht mithin sehr we-
nig von 1 ab. Nun ist es oben nachgewiesen, dass bei gehoriger Beschrinkung
von || das Verhiltnis l%(z(’;;—l eine sehr kleine Grosse ist. Man hat demnach
1 k
ras

fiir |Fl (z en ’I den Niaherungswert IF, (2) + 4 F\(2) | Letztere Grosse kann offen-

bar in der angegebenen Weise nur dann von A unabhingig sein, falls H;:‘ Ei; ’genii-
1

Lai

gend klein ist. Beim Ubergange von z zu ze * indern sich also die Argumente
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sowohl von F (z) als F,(z) anniherungsweise um die Grosse 4. Da die Stellen,
fiir welche die Argumente der beiden Funktionen Vielfache von 2z sind, einan-
der begleiten, so muss ein Gleiches der Fall sein, wenn die Argumente der bei-
den Funktionen ungerade Vielfache von = darstellen. Wenn man also z. B. die
Winkel zwischen den Richtungen halbiert, in denen F (z) positive reelle Werte
bekommt, so gelangt man auf Stellen des Kreises |z|=r,, in denen die reellen
Teile von sowohl F(z) als F,(z) negativ und dem absoluten Betrage nach von
der Grossenordnung der Maximalbetrige sind. Dann werden aber die beiden nicht
konstanten Qlieder in (36) fiir limn =« beliebig klein; etne solche Identitdtl ist
sonach unmoglich.

Hiermit ist der Beweis des speziellen PICARD schen Satzes erbracht, indem wir
dargetan haben, dass aus dem durch (36) bedingten Ubereinanderfallen der Stellen,
wo F(z) und F,(z) grosse positive Teile haben, als Begleiterscheinung ein Glei-
ches fiir Stellen mit grossen negativen Teilen folgt.

Betreffend die ausgedehnte Literatur, welche sich mit”diesen und dhnlichen
Fragen beschiftigt hat, sei nur an folgendes erinnert. Der erste Beweis des
speziellen Prcarp’schen Satzes, der nicht von der Modularfunktion Gebrauch
macht, ist von Herrn BoreL gegeben,! und die entsprechende Leistung fiir das
allgemeine Theorem riihrt sodann von Herrn ScHOTTKY her.? Indem wir die
sich- an die merkwiirdigen Resultate des Herrn E. LANDAU anschliessenden Un-
tersuchungen nur kurz erwihnen, wollen wir noch besonders auf eine neuer-
dings erschienene Arbeit des Herrn P. MoNTEL aufmerksam machen, welche
neue fruchtbringende Gesichtspunkte beim Beweise der Prcarp’schen Sitze
darbietet.®

Bei der von uns benutzten Methode bereitet es keine prinzipielle Schwie-
rigkeit, falls man Erweiterungen des Picarp’schen Theoremes, wie solche zuerst
Herr BoreL fiir ganze Funktionen endlicher Ordnung gegeben hat, auch auf
den Fall unendlicher Ordnung ausdehnen will. So z. B. lasst sich die Unmag-
lichkeit einer Identitit

D (2) eF @ = @, (2) 1@ + D, (2)

! Comptes rendus (1896).

? Berliner Sitzungsberichte, XLII (1904), XLVI (1907). Man vergleiche auch E. Lixpe-
LOF, Sur le théortme de M. Picarp dans la théorie des fonctions monogénes, Congrés des mathéma-
tiques & Stockholm (1909).

® Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs exceptionelles dans un
domaine, Annales de 1'Ecole Normale (3) XXIX (1912). Man vergleiche auch C. Ds La Varrke
Poussis, Démonstration simplifiée du théortme fondamental de M. MoxteL sur les familles normales
de fonctions, Annals of Mathematics, (2) XVII (Sept. 1915).
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nachweisen, wo ®(z),®, (z) und @,(z) ganze Funktionen endlicher Ordnung bedeuten,
und mindestens eine von den ganzerr Funktionen F (z) und F, (z) transzendent ist.

Unser Beweisverfahren lisst sich aber auch auf den allgemeinen P1icArD’schen
Satz anwenden, dass es hochstens zwei Ausnahmewerte gibt, welche eine in
der Umgebung eines isolierten wesentlichen singuliren Punktes eindeutige ana-
lytische Funktion in beliebiger Niahe des Punktes nicht annimmt. Machen wir
die Voraussetzung, fiir die Funktion F (z) existiere in der Umgebung des we-
sentlichen Punktes z —= o die drei Ausnabmewerte o, 0, 1. Betrachten wir
dann die Funktion log £ (z), so muss es méglich sein, einen Kreis mit geniigend
grossem Radius zu konstruieren, dass diese Funktion sich in jedem Punkte aus-
serhalb dieses Kreises regulir verhilt. Lisst man dann z in diesem Bereiche
eine geschlossene Kurve um den Punkt o durchlaufen, so kann offenbar
log F (z) sich nur um ein Vielfaches der Grisse 27¢ dndern. Es muss also
eine gewisse ganze Zahl k= o geben, so dass die Funktion log %g;z—) sich in der
Umgebung des Punktes z== o eindeutig verhilt. Dann wird aber eine Ent-
wickelung von der Gestalt

tog "1 = ¢(2) + 1 (2

existieren, wo G (z) eine ganze rationale oder transzendente Funktion bedeutet,
und z= o eine regulire Stelle fiir die Funktion ¢ (z) darstellt. Ubrigens lisst
sich ¢(z) in der Art fixieren, dass lim¢(z)=o0 ist. In ganz derselben Weise

2 w= O

bekommt man die entsprechende Tdentitit

og "D = 0,0+ . (a)
Manp erhilt alsdann
(364) 2k eGR (D (2) = 2k 1@V @ (2) + 1,

wo G(z) und G, (2) ganze Funktionen bedeuten und z = o einen reguliren Punkt
fir die Funktionen ®(z) und @, (z) bezeichnet, welche dortselbst den Wert 1
annehmen. Offenbar beeintrichtigt aber das Hinzutreten der Faktoren 2k, 0 (2),
zk, @, (z) in keiner Weise die Schlussitze, wodurch wir die Unmdglichkeit einer
Identitdt (36) nachgewiesen haben.

—e—————— -



