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4 LYON.

VI

Passons maintenant au cas de n, = n, = 0, cas comprenant avec
Véquation de Lamg celle de M. Picarp.
Posons pour ce cas

dn’a, = z,, k*sn a,cn a, dn a;, = u,.
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Les équations (10) et (12) deviendront alors en les multipliant par
une puissance convenable de k

8 8 g
;u,_-:o, 2(t—zu =0, ..... ?(I—“’)"—Z“'“O’

ici f=n+n,.
En résolvant ces f— 1 équations linéaires et homogénes par rapport
‘aux quantités « on aura
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(— 1)y,

1 1 I

(1—a) ooiis (1 — ) (1 — ) oeens

. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . - . . . . . .
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Mais on peut transformer ces équations de la maniére suivaute:
Multiplions les dénominateurs de tous les rapports précédants par

Ny M pht
x‘l.l,-z'l s o s 0 e 'al

‘hos équations pourront s'écrire

u,
xp Xyt ry xy o
(1 —az)ey (1 —x)ey ... (1 —ug)ay
(1 — ) Pap (1 —2,) 2y oo
! !
ot x?
(2, — E")wp~2 (2, — K%y ool
(®, — &2 (@, — KO L
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Mais je remarquerai que le déterminant qui figurc au dénominateur
de u, est égal au déterminant

I I v 1
O N
di=1x 1 ..... 0

i 1—2 3—2 3—2
x R

multiplié par un facteur constant.

En effet si T'on développait les ¢lements du 1% déterminant on verrait
que 'un quelconque de ces élements est une fonction enticre de l'une des
quantités x,, &, ..... r, de degré 3— 2 au plus, et que, dans unc méme
ligne on passe de I'élement de la premiére colonne a celui de T'une quel-
conque des autres en remplagant ., par I'une des quantités .z, ..... X5,
les cocfficients restant les mémes. Chaque ligne du premier déterminant
peut donc étre formée par I'addition de plusicurs lignes du déterminant
4, multipliées au préalable par des facteurs constants convenables.

Le premier déterminant est donc égal & J, multiplié par un facteur
constant. Nos équations pourront done s'écrire

w,  —u, =0ty
«’U;IIJI &E;‘Jn; :(':"J,'
N
ou
I ceee 1 1 es e ns
x Ce T Ty eeen.
y 2 2 2
e T A - A
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Mais si nous posons {comme a la page 124 du 1* mémoire)

I ) S |
&£, Ly eeen. L

d=| = L3 R
§—1 . 5—1 §—1

a8 /.

fry = (v —u)(e—u) .o, (0 —urp)

on aura (comme a la page 125 du 1 mémoire)

d=(= ‘)ﬁ_‘l/'("H)Jl = (— l)ﬁ (e,

S
NL..
|
!
T
\{T’
=
-~

iy

SN’

U
u

de sortc que nos équations deviennent

wSe) gl o) e ol
—‘—‘"’l“—«-—T—‘%.....-——'—TI——..-..—-'—‘"‘“———
&y &y &L Ly

A désienant la valeur commune de ces expressions.
[e)

Eu remplagant «,, @,, ....., #; par leurs valeurs ces équations
deviennent

Esna ena dna, fe) Ksona,ena,dna, fi(e)
(5 1) My - "l v
&y o’y

_ K’snuzenasdnagfies) _

A

n
Ly

Telles sont lex équations qui doivent servir & déterminer les coeffi-

cients de la fonction f(x) qui égalé & zéro admet pour racines

2 2 e’
dn’e«,, dn’a, ..... dn®a;.
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Soit

fr) =" + a@* + 22" 4 ..... + a;_,y.

On a d’abord en vertu de la relation (13)

h::(zn——x)'?k“sn“ci-——(n—{-nl + v, + v)n 4+ 0, —vy, —v,)

—Emn+v4)n—y—y,)

et comme

2

s 8
= g— ]Zdn’a‘ :::——(n—i—ﬂl) + ;k’sn’ai

()]
oh en déduira

Rt adn)m,—n+ 1) —(y + v) + B 4 v + v —yv—y,)
20— 1

(52) @

En prenant pour k l'expression dont nous sommes partis on supposc
implicitement » < o.

Mais si » était nul la solution de Yéquation se dédunirait du cas que
nous avons cxaminé précédemment ol n, == n, = %, = O en considérant
comine inconnuc @, 4+ K au lieu de q;.

a, est donc connu par la relation (52) en fonction des données du
probléme.

Elevons maintenant les équations (51) au carré elles pourront s'écrire

—EP 4 (1 + k)2, — 2% . — K (1 K, — 22,
(53) Cr F)n— %) = S ek LT W

2n—1
E7 Ly

— K (0 + EYey — 2% 4, ;
s

Il résulte de la que I'équation

— KP4+ EYe—u

2m—1
x 1

era(.b.) — =0
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admet toutes les racines z,, z,, ..... x; de f(z) = 0 et que par suite
son numérateur est divisible par f(z). On aura donc

(54 =K A K22 ) = )1

f,(¥) étant une fonction de z dont le produit par 2’ est une fonction
entiére de degré B, car le premier membre de la relation (54) multiplié
par ™' est de degré 24.

En prenant la dérivée de I'équation (54) on en déduit

(55) | [2fn(w)—k" + (;%::—lk”)z—xl

) E K = 2, = 00+ P o — 32T

= '@)fi(x) + Hi@)f).

Mais f’(r) étant premier avec f(z), puisque nous supposons toutes les
racines de f(z) = o distinctes, il en résulte que f'(z) divisera le numeéra-
teur de fi(z) et que l'on aura par suite

(56) i) = =22 @)

A et B étant des constantes.

En cffet le produit du second membre de la relation (55) par 2™
doit étre un polynome entier en x de degré 28.

Mais Ton a

v 5
f(@) = ;W—lxﬁ_i

I
f(x) —_ ?»ai—lx'—m—'

z?nl
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A
f(l) — ; (ﬂ — ’i)‘qiv_lx"_"'—i_l

2n
2™

.

L@ 3 (g i(p— i — e,

0

Posons maintenant

, — K + KYe —a®
fi@) = 2@y = U F)e—r

X

+ f(x) (2n, — DK* — 2(n, — lr)?("f + ¥z + (21, — 3)a*

ce qui peut s'écrire
I

fi(x) = X[— a(f—i— 1)(20n — 2i — 1)

—1

+ 2(0 KB — o — ay — BB — i + 1)(2n — 20+ 1a,]r

On aura donc en divisant les deux membres de I'équation (55) par
f'(x) et en en prenant ensuite la dérivée

fil@) = (4= + BLD 4 4Z2 4 (42 + B)D.LY

ce qui peut s'écrire

8
fi(x) = Z [Aa,(2n — 2i — 1) + 2Ba,_,(n — )]z ="

-1

et comme d'autre part on aura aussi

A
f(z) = _zl(n—n, — )[—a(f—1— 1)(2n — 2i — 1)

201 F KN — ) — ay — K — i + 1)(2n — 2 + g Jornm
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on aura cn égalant les coefficients des. puissances semblables de z
m—n —)[—a(f—i—1)(2n — 20— 1)+ 2(1 + k) — i) (n— )&, 4
—kK*(B—i+1)(2n— 20+ 1)a,_,] = Ax,(2n — 2i — 1) + 2Ba,_,(n—1);

en faisant d'abord i = — 1 et ensuite ¢ = o ¢t remarquant que l'on doit
prendre

A y=0 =0 et a,=1

on obtiendra

A=—pfn—mn + 1)

B = (2n — 1)a, + (n —n)A(x + k7
et notre équation deviendra par suite
(57) (20 = 26 — 1)(2n — 3)(i + 1)a, — 2(n — )[(2n — 1)aq,
+i(2n — i) (1 + )], —F(f—i+ 1)(2n— 2i + 1)(n —n, —D)a,_, = O,
d'ott Ton tire

_(2a— 1a, Fi2n — )1 + FP)
(58) %= (2n — 24 — 1)} (20 — o) + 1)

2(n — t)a,_,

(B—1t 4+ 1n(@n-—-2{ 4 1)(n—n, —1),,,
+ (20 — 20— 1)2n — 2)(z + 1) Ka_,

Toutefois cette formule donne lieu & une remarque lorsque n, > n.
in faisant en effet ¢ = 2n dans la relation (58) elle tombe en défaut
et la relation (57) devient en la divisant par (2» — 1)

2 —
200,00, — K ey, (0, — % + 1)(n, + n) = O.
Cest une relation entre les quantités déja connues a,,_, et a,, , qui devra

par suite se réduire a une identité.

20 — 665007 Acta mathematica. 3
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Si T'on fait ensuite dans la formule (57) i=2n+41, 2n 4+ 2..... 8
on aura cn remarquant que a, = 0, %2, — # équations linéaires par rapport
aux n, — % quantités oy, %y, --... 4;_; qui permettront de les calculer.

On peut d’ailleurs faire ce calcul de la manicre suivante.

Calculons an moyen de la formule (58) on I'on donne a i les valeurs

20+ 1, oo, f—1
Azut1y Qaupg ooees Gy

en fonction de a, et de a,,, les expressions que I'on obtiendra pour ces
quantités étant toutes lincaires par rapport a a,,, en substituant les valeurs
obtenues pour a; , et a, , dans la relation

(59) [(2n— 1), — Aln, —m)(1 + KNz — k(21 — 1)2,, = 0

que lon obtient en faisant ¢ = # dans P'équation (57), on en déduira la
valeur de a,,, la relation (59) étant, d'aprés ce qui a été dit, lincaire par
rapport a cette quantité.

En particulier pour n, = n 4 1, ce qui correspond au cas de 'équa-
tion de M. Picarp, la relation (59) donnera de suite a,, qui est ici a;,.

On peut remarquer, de plus, que Ton pourrait sans nuire a la
généralité supposer » > n,. Il suffirait pour cela dans le cas de #, >n
de considérer comme inconnue dn®(a; 4+ K) au lieu de dn’a,, on retomberait
alors sur les équations dont nous sommes partis, mais ott #, serait remplacé
par # et réciproquement.

L'équation f(x) = o admet pour racines dn’e,, dn’q,, ..... dn’a;
mais le signe de l'une de ces quantités étant choisi arbitraireinent, celui
de toutes les autres s'en déduit, la concordance des signes se concluant
des formules (51)

kK*sna cna, dne

2
dn™a,

2
Lf(dn?a,) = ksna,ena, dua, fdn’a) =....

2
dn""a,

k*sna;ena;dnay;

2
dn ™ a;

f{dn*a)=.....=A

L'intégrale sera ensuite donnée par la formule (14) ou Pon fait

n, = n, = O; clle scra par suite
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Ao 5 coP ™ o [ Ho—a)He—a,) ... H@ — a5 5°
8(z)8"(z)
+ BH(x 4+ a)H= —i; a,) ARLE Hez + a,g)e-§=:|
6,'(*)8"(=)

ou l'on a par les formules (9)

c_ {; 0(a) _ <= 6',(a)
2 1 g(a’i) o 1 el(a’i)

VIL

Nous allons maintenant mettre cette intégrale sous la méme forme
que pour le cas examiné en premier lieu.
Ecrivons d’abord l'intégrale de la maniére suivante:

dn’~™ z cn” x sn” [A Ho —a)He—a,) ... He — ap) egz
Hxz + a)Hz + a,) ..... H(x + ag) "gz
+ B () ’ ]

et remarquons que la fonction doublement périodique de deuxiémne cspece

Hx —a)Hz—a,) ..... H(x — ap) egt
)

qui admet les multiplicateurs

(— 1€ et e !
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peut s¢ mettre sous la forme suivante:

Haoe—a) .. ... Hie — a)ll(x + @) 6() ¢ j%'— x4 gf

07+ ) e + )

HI+HDI
2Kk "

Mais si T'on prend

”

w = Z“‘ + (3 + 1)iK’

le 1" facteur sera unc fonction doublement périodique de r aux périodes
2K et 20K’ et nous allons nous proposer de caleuler, comme dans le cas
précédent, les coefficients de cette fonction, ainsi que @ ¢t — en fonction

des coefficients de f(r).
La fonction doublement périodique en question pourra se mettre
sous la forme suivante (")

Adedn®r) —kE*snxzenz dna¢d(dn’ x)

ou ¢(r) est un polynome enticr en x de degré m, f étant égal a 2m ou

a 2m — 1 ¢t ¢(x) un polynome de degré m — 1 si B = 2m et de degré

m— 2 s f=2m—1, cest a dire dans tous les cas de degré¢ f—m —1.
Cette fonction devant étre nulle pour x = a, on a

Ag(dn’a) — k*sna,cna,dna,¢(dn’ a,) = o.
On tirera par suite de cette équation et des relations (51)

; Ag¢ (dn® a)) Adn2m a;
.2 » —— &N J— . -
k*sna; en ¢, dn ¢, = St ey — F@ay

et par suite en prenant 4 == A

dn® a,¢ (dn’ @) = ¢ (dn’ a)f’ (dn® a,)

(") Voir Cours de calcul différentiel ct intégral de Lacroix tome 2, Note de
M. HEeRMITE,
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¢t cette relation devant avoir licu pour toute valeur de dn” ¢, qui annule
f(x) on devra prendre

dn* ¢ (dn* &) = ¢ (dn? 1) f" (dn’ x) — f(dn® £)6 (dn’ 1)
ou cn remplacant dn*w par x
(61) 2" (1) = ¢ (Of (r) — O()f ()

A(r) étant un polynome cutier en . de degré m — 1.

On voit facilement, comme dans le cas précédant, que l'on peut
toujours déterminer les coefficients de ¢ (), 0(r) et ¢(r) au moyen de
I'équation (61).

Il suffit de remarquer que les coefficients des divers puissances de
@ dans les deux membres de (61) sont linéaires et homogénes par rapport
aux coefficients de ¢(r), 0(r) et ¢(x) ct comme le sccond membre est
dans tous les cas de degré 34 m— 1 en égalant les coefficients des
mémes puissances de « dans les deux membres, cela fera 3+ m ¢quations,
qui étant linéaires ct homogénes par rapport aux g4 m + 1 coefficients
inconnus permettront de les caleuler & un facteur prés. On peut opérer
de la maniére suivante.

On obtiendra d'abord les cocfficients de #(x) ct ¢(r) en égalant a
76ro, dans le second membre les coefficients des puissances de x inféricures
a n, et supéricures & n, + f— m — 1 ce qui fera 2m équations linéaires
et homogénes par rapport aux 2m 4+ 1 coefficients de ¢(r) et 0(r), ne
contenant pas les coefficients de ¢(x). On obtiendra ensuite les coefficients
des ¢(x) en fonction de ceux de A(r) et ¢(r), qui sont maintenant connus,
en égalant dans les deux membres de la relation (61) les coefficients des
puissances de . supéricures & n, — 1 ct inféricures & n, + f—m ce qui
dommera bien 3 -—— m équations.

Posons comme dans le cas précédant

¢ =d, + Ao+ Ade* + ..o+ A"
0(r) =B, + Bz + B2* +..... + B, """

¢’<‘E) = RO + Rlx + R21;2 + i + R’-m_lxﬂ«—m'—l
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Nos 2m premiéres équations pourront s'écrire comme il suit
Aoaﬂ_? -_ Boaﬂ_l == O

2Aoaﬁ__3 + Al aﬁ_2 - Boaﬂ_., _— Blaﬁ_l = O

(n, équations) } . . . . . . . . . . . . . . . ... .

nda; ., + m, — 1A, ..... — Byas_,,
— Blaﬂ_nl+1 ..... = Q0
..... 4, (B4 n —2m + 2)ag, 4,
4 A4 n—2m + Uy — - -
(2m —m, équations) vor— B sty s — B 1%m gz = O
ﬁAm _— Bm—l == O.

On tirera de la (comme nous l'avons fait dans le cas examiné
précédemment de n, = n, = n, = 0) les coefficients de #(z) et ¢(z)

Ces coefficients étant connus on aura ensuite pour les coefficients
de ¢(x)

i=m {=m—1
Rs = ;ZD (nl + §—1 + I)Atan-—a+i-—2 - ; Bian-rH—l)

en convenant toujours de prendre @;=o0 pour i< —1o0ui>f—1I.

Ayant ainsi déterminé ¢(x), 6(x) et ¢(r) nous aurons par un choix
convenable de la constante 4

(62) Ap(dn®x) — k’sn 2 cn 2 dn x¢(dn’ 2)
_ Aeﬁ/z,%mt Hae —a)Hz —a,) ..... Hz — ap)H(x + o)
9’“'(3:)
car le 1 mecmbre qui admet les zéros a, a, ..... a, admettra aussi

puisqu'il est doublement périodique aux périodes 2K et 2iK’ le zéro
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P | > |

puisque la somme de ses infinis (3 4+ 1)iK’ ne doit, en vertu du théoréme
de M. LiouviLir, différer de celle des zéro que par des multiples des
périodes 2K et 2iK'.

En changeant x en — z on aura cnsuite
]
(63) Je(dn’2) + E*snxenxdnag (dn®x)
(e D Hix + a)Hle + a) ..... H(r + a)H(z — w)
8 (x)

On en déduit dabord en faisant le produit des relations (62) et (63)
Ve (dn’a) — k' sn’cen’a dn’rg? (dn’2) = S(dn’ o — dn’ 0)f(dn®2)
§ désignant une constante, ou en remplacant dn’x par x
Aeia) — [— K% 4 (1 4 B2 — 2% (x) = S(r — dn® 0)f(x);

en égalant d’abord dans les deux membres le coefficient de x et le terme
constant on aura

VA= — Sdn’ wa,_,

(64)
WA A, + F°Ry = S(a;_, — dn® wa;_,).

Egalant ensuite dans les deux membres les coefficients des puissances
(B+ 1) dex

1° si B = 2m on aura
(65) R12n-—l =

et par suite pour ce cas les équations (64) ¢t (65) donnent

2 £}
451 Riuvaz — KPRY

242
A2 et A —

P 1 ’
Ru-as A, 24,05 — Ayas_g

(66) dn’ @ = —
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2° gi B = 2m—1 on aura
(67) N4y =8

et pour ce cas on déduira des équations (64) et (67)

;2
4 L e F'Ris .
A:,(lj_'l A:Il{;_z -+ A;,aj__l —_ ZAOAIIA(,?_]

(68) dn’ew = —

Les formules (66) et (68) donnent dans tous les cas les valeurs de
A et @ an signe prés. On obtiendra cnsnite la concordance des signes
entre 2 et w en remarquant qu'en vertu de la relation (63)

de (dn’2) + E*snaenadnzd (dn’ )

est nul pour z = w.
On a donc

¢ (dn® w)
¢(dn* w)

A= —kssmocecnowdno

relation qui, le signe de o étant pris arbitrairement, donnera celui de A
. . C .
Il faut maintenant obtenir S en fonction de w.

On a par les formules (9)

Si dans la relation (62) on change maintenant « en x 4+ K + K’
elle devient

¢ [dn? (r + K + iK")
—k*sn(z + K+ ik en(r + K+ iK)dn (e + K4+ iK)¢{dn’ (r 4+ K+ iK")]

_ 4 Rl — )l —a) . B — )8 + @)
H‘i’+](&5)

et en prenant la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant
ensuite ¥ = o
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KB, a8+ 1i {2: 0 (a) , 8,0
T 24, T 2K ~ 8,(a) ' 6,(w
d’'ou
c 7B+ 1) 0 () + E*R,
2 2K 8w ' A4,

On aura donc enfin pour l'intégrale cherchée

d’'~™ x en x sn* {A[).;: (dn®*x) — k*sn o en 2 dn ¢ (dn’ )]

6@ |7t

X e O(w) A4,

H(x + o)

+ BlA¢ (dn®2) + k*snz en z dn z¢ (dn? 7))

() K2R,
6@) [+ ]]
H(z — o) ry

toutes les quantités qui figurent dans cette intégrale se calculant comme
nous I'avons dit en fonction des données n, », v, v, v, et k.
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VIIL

Revenons maintenant au cas général ou n, n,, n,, 7, sont tous quatres
différents de zéro, et posons

sn*a, =z, sna,cnadna, = u,.

Les équations (10) et (12) deviendront

" g y % =0
Z-_ ) zl:l—z,-~ ’ 1 — k%

t

i g
Su,=0, Yux,=o, ..... Suxi?=o0
1 1 1
A u; — o £ (1 —z)u; o d (1 —m) o
2‘: (1 — k) 7’ Z (T —k=zy 7 — (1 — k)
2wy (1 — Kz, Eu (1 — Bryvu,
z___?:-,o, z#——T-zo, ..... —_——— e — =0
(l —_ x,-) (I -— a:,~) (I —33,') 2
1 1 1
B I A
u; ” ©
Z -—; — O, _ = O, ..... —"13 =
. A & T &

En résolvant ces §— 1 équations par rapport aux 3 quantités u,, ce
qui est possible puisqu’elles sont homogénes par rapport a ces quantités
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Sur une équation différentielle lindaire du second ordre.

on aura

u, B —u, B
) I
T, ... T,
=2 —3
Tt L. x5
I I
1 — ke, T I — ks
1 1
Ry =y
I —ux, I — 23
(1 —k%)* "7 (1 — k*)®
(1 — (1 =y
(U — ke, ym trees (U — kzp)™m
I I
I — U I —u
I I
(t—w)* 7777 (L—z)*

I — kP, T —Fk'zs
(1 — ) to (1 — as)?
(1 =Rty (1 — Ry
Gz (0 —ayy
I 1
z, ' 3
1 I
1 I
e S o

Mais on peut transformer ces équations de facon a les mettre sous
une forme beaucoup plus simple.
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Multiplions d’abord les dénominateurs de tous les rapports précédants
par (1 — K’z ) (1 — K'z,)m ... .. (1 — Bz )" (1 — &) (1 — z,)= ...
A —x)apa L xy.
Nos rapports prendront la forme suivante

U

(1 — &Ko) (1 —z)eap | (1 — Bz (1 — 3,z .......

(1 — Ez)"(1 — z,)2zp™ ...

.....

1 — E,)" (1 — x )y ...

(
(1 — kx ?)"'”‘(1 — z, )'”‘x .....
(
(

1 — BPr (1 — )L

(1 — gty oo

(1 — kBz)"(1 — )" ap ...

1 — Bz )" (1 — z) 2 ...
2 2

(1 — Koy (1 — )y

(1 — Bzt 2xp oo ...
(1 — Bz )" (1 — x,)eap™ ... ..

(1 — Ky (1 — o)y ... ..
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Mais nous remarquerons que le¢ déterminant

(l J— k%&»“‘(l — x2)142x;3

(l —_ k‘)xg)"'(l - x2)112x;;3+1

(1 — B'w)" (1 — x,) eyt
(I — k2x2)n|—l(l e :I/‘g)""xgs

(I -_ kiwﬂ)"l_‘z(I - x2)"2x;3 '

(I —_ k7x2)n,—a<l - ;v?);,zﬂx;,s

(1 — yerntay

(I — k2;L'2)n'(I _ xa)n.‘_lx;l
(I —_ k2w2)"’(l _ xﬁ)ng._gx;,:

(I _—_ k2x2)"l+l(l . x2)"“_3x;‘3

(1 — R,y

(1 — P (1 — )

(1 — Kz, (1 — »,)ap?

(1 — k*z,)" (1 — x,)"

( I — k.l.l'ﬁ)"‘ (l - xﬂ)l&g .t:!f

(l — klxﬁ)’h(l —_— J'ﬂ>"2x;"‘+l

(I — k')xﬂ)m(I — 3;1,’)1;2;”’,;‘3_*_“_2
(I e k‘lxﬂ)"r—l ( [ —- xﬂ)nzx;a
( I — k2xﬁ)nl—2 (I - x",>"2 -E:;s

(1 —_— k?xﬁ)n,-—li(l - w,;)"““x"?

(1 — gty
(1 — K — ey
(1 — Kz (1 — )

(I J— k2wﬁ)ru+1(l . xﬁ)"z_sfﬂ;’

(I — ka{liﬁ)""*"?“?x;:

(1 — Kz {1 — 2)"ap™

(1 — Bz (1 — )
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est égal au déterminant

1 1. 1
z, Ty ooe-- T,
2 2 2
z x; O
4, =
3 3 3
Ty ... )
e ¢ S A

multiplié par un facteur constant.

in cffet si 'on développait chaque élément du premier déterminant,
on verrait que ces éléments sont des fonctions enti¢res de I'une des quan-
tités ,, ,, ..... x; de degré f— 2 au plus, ct que, dans une méme
ligne on passe de I'élément de la 1% colonne & celui de I'une quelconque
des autres en remplacant z, par l'une des quantités z,, 2, ..... Ty
les coefficients restant les mémes. Chaque ligne du premier déterminant
peut donc étre formée par l'addition de plusicurs lignes du déterminant
4, multipliées au préalable par des facteurs constants convenablement
choisis. Il résulte de 1a que le premier déterminant cst égal & 4,
multiplié par un facteur constant.

Ce que nous venons de dire pour le dénominateur de %, s'appliquant
a celui de l'une quelconque des quantités % on aura pour nos équations

u, —u,

21— 2 )1 —'k’xl)"':l_l e — &) — Fe)"d, i

. (— I)i"’“i
o (1 — z)" (1 — k)" d;

ou
1 S | ) 1
)4 2 2 2 2 2 .
4; 3 ... LT, Xy e x5
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Mais si Ton pose comme précédemment:

I I ..... I
T, Ty ... g
B 2 2 2
A X, Tg oeens m'g

it oxgt L 2!

on en déduira au moyen du théoréme de VANDERMONDE
4= (—1y"4f ()= (— 1y 7"4f(,)=..... = (— 1Y 4f(x) = ...
“es = A’gf’(xfg)

de sorte que nos équations deviendront

ulfl@jx) — usf,(za> = .

21— 31— k)" 2™ — 2,1 — k%,)"

u"f ’(mi) — =2

2 (1 — &) (1 — k)™

en désignant par A la valeur commune de ces rapportz. Mais ces équa-
tions peuvent s'écrire

'’ 2 4 2
n
(69) 2ny—1 / (28:1—10)‘) 27,1 = " oms—1 / (:n.—la,) Zn—1 = .
sn”* a, cen”” e, dn a, sn a,en’ * a,dn a,
S (sn?a) 2
et g en™ g dn®™ e T T T Y

en les élévant au carré on pourra les écrire

£@,) _ £e,) .
x?n,—l(‘ . zl)wz——l(l _ kle)‘Zn,—l zzu,—l(l — x,)w,——l(t — k'x, 21, —1 .o
- ) ==

2" (L — 2T — R
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11 résulte de cette derniére relation que I'équation

f(=) Y

L° = O
21 — )" (1 — k)™ !

(70)

admet toutes les racines de 1'équation f(x) = o.

Cette remarque nous servira comme dans les cas précédants a calculer
les coefficients de f{(z).
Soit toujours

flx) = 2" + a2 ..... + a7 + a5

c'est a dire
6 o
f('r) = o,
o
on aura d’abord en vertu de la 1% des relations (13)
u 2
a, = — 2 8N° @
1

Wty Entn)y, +y,—n—n)+ By, 0 )+, —-n——n,)—-h'
- (2n — 1)k?

On pourrait en partant de la relation (70) opérer comme nous I'avons
fait dans les cas précédants, mais la relation entre les cocfficients a serait
beaucoup plus compliquée car elle comprendrait cinq coefficients consécu-
tifs. Nous procéderons par suite d’une fagon un peu différente.

L’équation (70) admettant toutes les racines de f(r) = o, il en sera
de méme de D'équation suivante:

fa(g') — /17(122"”'1(1 _ x)‘zng—l(l _ kgx_)g,,l_l — 0

et comme le premier membre de cette derniére équation est entier, on
aura en désignant par f,(r) une fonction entiére de x de degré §— 2

(71) a) — 2™ (1 — 2P (1 — KT = f(n)f ().
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Prenons la dérivée de cette équation nous aurons
2f'(@)"(x) — A{en, — 1 — 2[n, + n, — 1 + K’(n, + n, — 1)]x
+ (21, + 2n, + 2n, — 3k} ™ (1 — )1 — k)t
= @) + f0fi(#);

¢liminons A” entre cette équation et la précédante nous pourrons écrire
le résultat de la maniére suivante:

1) 22(x —&)(1 —K2)f"(2) — {20, — 1 — 2[n, 4+ 0, — 1 + K0, +0,— D)o
+ (2m, + 20, + 20, — K" f(2) — 2(x — D)1 — K2, (2)]
= f(o)[z(1 — 2)(1 — F*D)f;(®) — {20, — 1 — 2[n, +n,— 1 + K*(n,+n, — 1)}z
+ (22, + 20, + 2n, — IR, (1))

mais f(z) étant premier avec f'(x) puisque toutes les racines de f(x) = o
sont distinctes on devra avoir

(1t — 2)(1 — K2)fj(x) — {2n, — 1 — 2[n, + n, — 1 + F(n, + n, — 1)]x
+ (2n, + 2n, + 20, — 3K*2°}f,(2) = (dz 4+ B)f'(z)
A et B étant des constantes puisque le premier membre est de degré g

et qu'il doit en étre de méme du second.
On en déduit ensuite

22(1 — z)(1 — k’n)f"(z) — {en, — 1 — 2[n, + n, — 1 + K*(n, + 0, — 1))z
+ (2n, + 2n, + 2n, — 3)k’x’}f’(x) — 2t — z)(1 — k’z)f, () = (Adz + B)f(x).
Soit

K}
fi(x) = ? 2@

en convenant toujours, dans ce qui suivra, que g, = O pour ¢ <O ou
t>f— 2.

21 - 665007 Acta mathematica. 3
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On trouvera d’abord en égalant entre eux les premiers coefficients
de x dans les deux relations précédantes

A=—FkB(pB—2n—1)
B = — plln—n)(t + k) + (1, — )] — K (21 — 1).

Ensuite en égalant dans les deux membres de la 19° relation les coeffi-
t=]
cients de 2°! et remplacant 4 et B par leurs valeurs on a

l (ﬁ_ 2N, — i)/li——l + [(713 —n+ i)(I + kﬂ) + ("2 _ n:)kﬂ]ﬂi
— k(B — 2n + Ypy, + BPF(f— 20 — 1)(f— i — 1)
+ {8l — n)(1 + &%) + (0, — 0, )] + k(20— 1)a, J(f— D)oty = O

(72)

Puis égalant dans les deux membres de la 2% relation les coefficients
de 2°~* et remplagant A et B par leurs valeurs on a

K[ (A — 2i— 2)— (i+ 1)(2n— 2i — 1] 4 a_o{— BB — 20)(1 + )

+ 2i[n + n, —i + k¥ + 0, — i)} + (20 — 1)k%a,)
' +ao(f—it 1)(2f—2i—2n, + 1)— ., + (1 + k) —Fk*m,, = oO.

(73)

En éliminant ensuite g,,, entre ces deux relations on en déduit

2, + n) oy — 2(n, + 0k — ENi 4 1)(2n — 2i — 1)(20n — i),
+ 2{(2n-— 1)n — Dk’a, + B(7 — 2i)(n, + n,k?)
+ i(2zn — Q)[(n — (1 + &°) + n, + n,k"]}a,_,
—(f—2n+)p—1i + 1)(2 — 2n, —.25 + Va,_, = o.

Cette équation lorsqu'on y suppose n, = n, = n, = o (et par suite
= n) donne Véqunation (23) de la page 128.

On calculera cnsuite les coefficients a et p de la maniére suivante.

En faisant d'abord i = — 1 et i = o l'une des équations (72) ou (73)
donnera p, et pu,. Cela fait en faisant ¢ = 1 dans (74) on aura q,.
a, ¢tant connu la formule (73), par exemple, donnera en v faisant i =1
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/t;» on obtiendra cnsuite a, au moyen de la formule (74) ou l'on fera
i = 2, et ainsi de suite.

D'une fagon générale si Pon connait a , oy, .ovooa, €6 pro, o enee iy
la formule (73) donnera g, en y faisant i = s et p,,, étant connu la
formule (74) donnera «,,, en y faisant i = s 4 1.

Nous obtiendrons donc de la sorte tous les coefficients p et a.

Il y a toutefois lieu de faire une remarque pour le cas ol
B> 2n 4 1, car en fajsant ¢ = 2n on n'obtiendra pas la valeur de a,,
et en donnant & i cette valeur dans (74) cette relation, qui a lieu entre
des quantités déja connues, devra se reduire & une identité.

On opérera duns ce cas de la maniére suivante.

On calculera les coefficients a,, a,, ..... Gy €6 fy, My cvvve o
en fonction de a; au moyen des équations (73) et (74) comme nous
Pavons indiqué. On calculera ensuite les coefficients ay,,y, @smgey oo+ %5
€t Moty Mangzs -+ Mzo en fonction de 2, et a,, au moyen des mémes
équatlons ot Ton donne a ¢ les valeurs 2m, 2n 4 1, .. ... f— 1 dans
(73) et 2n 4 1,..... f— 1 dans (74). Les expressions que l'on obtiendra
ainsi seront toutes linéaires par rapport & a,,. En faisant ensuite i = 8
dans (73) ou (74) on obtient la relation

I a{ fln — n)(1 + B 4 (0, — w K] 4 (200 — 1k}
(75) i

—(2n, — 1)z, = 0"

et ay_, et a,_, étant linéaires par rapport & a,, cette relation fera con-
naitre cette dernicre quantité.
L’équation qui admnet pour racines sn’a, sn’a, ..... sn®a, Gtant

ainsi connue, la concordance des signes entre les quantités a
sera fournic par les rclations (69)

Ly (yy oo Uy

Sfisn®a)) o S'(sn® a))

2n,—1 n,—1 2ny—1 = I TT e T )"
d dn""" g

2 - i —1 2, -1 Dy —1
sn a, en” a dn 1, s aen T g dnT T

qui lorsque le signe de a, aura été choisi arbitrairemnent fera connuitre
celui de toutes les autres quantités.
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L’intégrale générale sera donnée ensuite pac la formule (14)

4 Hz —a)Ho —a,) ..... Hx — ag) 6221
H"(x)H¥x)0 ()0 (z)

dn’ z cn" z sn” z [

+ B H(z + al)fl(z +na.,) SIx ."H(z + aﬂ)e—-—gz]
H™@)H (x)6,'(z)6"(z)

\ C 14
ou — est donné par les formules (9)
s

C_ & 0@ ,(a) N~ Hi (1) <= H'(a)
2 X Ba) X 6,(a) 21: Ha) Z H(a)) "

1

IX.

Nous allons maintenant mettre le résultat sous la méme forme que
dans les deux cas particuliers que nous avons déja examinés.
Pour cela nous écrirons d'abord Vintégrale de la maniére suivante.

c -
(76) dn" ™z en" " g sn" "™ g [_A Hz —a)Hz —a,) ..... H(.z — ) eElJ
95(55)
n gH@+a)He +a,) ... H@ + ap) 8—51]
&'(z)

et, nous remarquerons que la fonction doublement périodique de 2% espece

H(x _— (,Ll)H(Z -_— (lg) ..... I{(C —_— ”,?) egz‘
&'(z)
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qui admet les multiplicateurs

. 2
il\"C’+%ini
(— 1Ye* et € !

peut se mettre sous la forme suivante

i a ] i Cr
cﬁ’i—;p—z Hzx-—a) ..... Hx — as)Hz + w) 6O(2) e r(";,".” T4 .

9‘”](@;) H(z + w)

Mais si l'on prend
o= 2a + (B + 1)K’
le premier facteur

(34 i
e 2K

tHx—a,)..... Hx — az) Hz + )
99+1(w)

sera une fonction doublement périodique ordinaire de .
Cette fonction doublement périodique d'ordre (B -+ 1) peut se mettre
sous la forme

(77) A¢(sn*z) —snzcenxdnxd(sn’x)

(voir traité de Lacroix note de M. HermiTe) ¢(r) étant un polynome

entier en z de degré m, si 3 est égal & 2m ou & zm— 1, ct J(z) un

polynome entier en z de degré m— 1, si = 2m ct de degré m — 2,

si = 2m— 1 (H(x) est donc dans tous les cas de degré f—m — 1).
Cette fonction devant étre nulle pour x = a; on aura

Ag(sn’a;) — sna, ena, dna,P(sn’a) = 0
d’'ou
Ag¢(sn’ay)

sne; ena, dna, = ———.
) ! ! ¢d(sna))

Mais on a aussi en vertu des relations (69)

. 2n. 2n, 2n
Jsna;ena; dn""a;

sna,cna, dna, = —
i e, ' Srsntay)
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et par suite en prenant A, qui est arbitraire, égal & 4 on aura
sn™a, cn’q, dn*™a,¢(sn’a) = ¢(sn’a)f (sn’a)

et cette relation devant avoir lieu pour toutes les valeurs de sn’a qui
annulent f(z) on est conduit a poser

s’z eng dn™ g (sn’x) = ¢ (sn’z)f (sn’x) — f(su’x) 0 (sn’x)

6(r) étant une fonction entiere de x de degré m — 1.
$i nous remplacons maintenant sn’z par x cette relation deviendra

(78) (1 — a1 — Kgle) = ¢@) (n) — [@)6)
Soit
¢(x)y=Ad, + Az +..... + 42"

(](() - I}O + Bl xr + ..... + Ifmﬂl'tmvj
J@) =R, + Rx+..... + Ry,

On va voir quon peut toujours déterminer au moyen de la relution
(78) les cocfficients de ¢(x), A(r) ct ¢(r).

En effet les quantités A4, ..... BB ..... BR ..... centrent
toutes lingairement dans les cocfficients de z dans les deux membres de
(78). En égalant donc, dans les deux membres de cette relation les
coefficients des mémes puissances de x, on aura (puisque le second
membre est dans tous les cas de degré m + f— 1 ct le premier d'un
degré au plus égal) m + [ équations qui permettront de déterminer
& un facteur constant prés, les m 4+ f+ 1 coefficients de ¢(x), 6(x) et
¢(x) puisque ces équations sont linéaires et homogénes par rapport a ces
quantites.

Parmi ces m + f3 ¢qnations, on en obtiendra d'abord n, en égalant
5 zéro dans le second membre de (78) les coefficients des puissances de
z inférieures & m,, et ensuite 2m + n— [ en égalant a zéro, dans le
méme second membre les coefficients des puissances de z supérieures a
28— m —n— 1, nous aurons de la sorte 2m-—mn, —mn, équations qui
ne contiendront pas les cocfficients R de ¢(x).



Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. 319

Les coefficients des fonctions ¢, 6 et ¢ étant ainsi déterminés, nous
aurons avec un choix convenable de la constante 4

, ¢ (sn’zx) — snz cnz dnz ¢ (sn’z)
(79>, _ Ae%",}liz Hxz —a)Hz —a,)..... H(x — a;)Hz + o)
")
car le premier membre qui admet les zéros @, a,, ..... a; admettra

aussi en vertu du théoréme de M. LiouviLLe le zéro

g
—wz—[Zl.‘a,.+ B+ I)lK']
puisqu’il est doublement périodique aux périodes 2K et 2iK’ et que la
somme de ces infinis (5 4 1)iK'.

En changeant Z en — x on aura ensuite

J¢ (8n’x) + snz enz durd(sn’r)

- (— I)w,;“i#r H@ + a)H@E +a,) ... H@ + a)He — o)

& (2

(80)

On en déduit d’abord en faisant le produit des deux équations (79)
et (80), et désignant par 'S unc constante

A¢*(sn’z) — sn’z en’x dn?2d?(sn?r) = S(sn’r — sn’o)f(sn’7)
et en remplacant sn’z par = cette relation deviendra
(81) Ko@) — 2(1 — 2)(1 — kPx)d*(r) = S(r — sn’w)f(r).

En égalant d'abord dans les deux membres de cette relation les
coefficients de x et les termes constants on aura

NA: = — Ssn’wa, ,
0 3

82) : , :
' 22 AO A} — RO = ‘S'(a,i~—l - 8N a)aﬁ_g)-
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Egalant ensuite dans les deux membres de (81) les coefficients des
puissances (§ + 1) de z,

1° si § = 2 on aura
(83) — kR, _, =S8
et les équations (82) et (83) donnerout

i’A5 et ' — az (R} — kR _1a51)

8 sn’w = T Y S —
( 4> @ k‘R?,.-]dﬁ_] ‘40(2.411,(,;_1 —_ Aoaj_g) ’

2° &i f=12m— 1 on aura
(85) ANAL =S
et des équations (82) et (85) on déduit pour ce cas

A2 et 2 — Rous—

A;z,,aI;-l 2A0Alar;_1 — A?;.a,?_l _— A:ll,;_g

(86) snw =

Les formules (84) et (86) permettront donc d'obtenir dans tous les
cas les valeurs de A et w au signe pres.

On obtiendra ensuite la concordance des signes entre 1 et @ en
remarquant que ’équation (79) nous fait voir que

J¢(sn®*z) — snzx enx dnx ¢ (sn’x)

est nul pour r = — w.
On doit done avoir

. snew cnw dnwd(sn’w)
(87) )\ _ ¢(sn*w) .

Il nous reste maintenant a obtenir I'expression de = en fonction des
p 2

coefficients connus ¢t de w.
Or on a par l'une des formules (9)

. i H'(a,)
4= Ha,

NIQ
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et si I'on prend la dérivée logarithmique de la relation (79) et qu’on
y fasse ensuite £ = 0 on aura

g0 _ aB+1i  N~H(w) |, H(w),

lg(0) 2K ~ H(a) H{w) ’

on en dédnit par suite

C a4+ 1)  H(o) + _1_?_0
2 2K Huw) A4,

Done I'intégrale’ cherchée prendra en définitive la forme

dn ™™g en" "y sn g I:A[)‘s[ (sn’z) — snz enz dnz ¢ (sn’x)]

60, [5+5)-

X H(z + w)

Blz) B k],
+ Blig(sn’z) + snz enzx dnz¢(sn’z)] G - o e Ui "1,

toutes les quantités qui figurent dans cette intégrale se calculant, comme
nous l'avons indiqué, en fonctions des données =, n, n,, n, v, v,
v, et h.

Chateau de Valliére, 11 Juin 1883.




