
k ~ (~ii I 

dn ~ x, 

?b I 

SUR L'I QUATION 

d'y [ k g sn z cn z sn z dn z cn m dn z ]  dy 
dz" + 2~ d n z  + 2 v , - -  2u s en z Tn ~ j 

I d n '  z 

( n t - -  u)(n t + u + l) -{- k ' s n ' z ( n  + u + u I -1- tq ) (n - - t , - - t l  t - - v ,  + !) + h ] y  

I~QUATION flU ~, u,, v,, DESIBNEIIT DES NOMBRES QUELCONQUESw 

~,,, n~ DES NOMBRES E N T I E R S  P O S I T I F S  OU NI~GATIFSj 

ET h UNE CONSTANTE kRBITRAIRE, 

DEUXII~ME MI~MOIRE 

P A R  

(J~" d e  S P A R R E  
/L LYON. 

VI. 

P a s s o n s  m a i n t e n a n t  a u  cas de  n 2 = n s - - o ,  

l ' 6 q u a t i o n  de LAMk ce l le  de  M. PICARD. 

P os ons  p o u r  ce cas 

cas c o m p r e n a n t  a v e c  

k ~ dn  ~ . ,  z , ,  sn a~ cn a~ dn  a~ u~. 
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Les ~quat ions  ( Io )  e t  (z2)  

u n e  puissance  c o n v e n a b l e  de k 

S p a r r e .  

d e v i e n d r o n t  a lors  en les m u l t i p l i a n t  p a r  

P 

1 
Z (~ - ~ , ) . ,  = o ,  Z (I - -  ~ , ) - -~ . ,  = o ,  

1 

P ~ P ~,~ P z~ ~ k" ~ (zi - -  k'S) "'-s 

ici f l  = n q -  "1  �9 

En r~so lvan t  ces fl ~ I 

~ u x  quant i tds  u on a u r a  

~quat ions  l ln~aires  et homog~nes p a r  r a p p o r t  

I I . . . . .  I 

( i  - -  x~)  ~ ( i  - -  x3)  ~ . . . . .  ( i  - -  xp) ~ 

( I  - -  ~ 2 )  n - ~  ( I  - -  X s )  " - ~  

I I- 

~2 ~3 

I I 

~2 ~3 

~ , - -  k '2 a~ - -  k '~ 

3 3 
X2 X3 

(z, - -  k") "'-:~ (z~ - -  k") "'--2 

Q 0 0 0 0 



S u r  une  6qua t ion  d i f fdrcn t ie l le  l inda i rc  du seeoud ,,rdve. 

(-- I)'-' tti  

I . . . . .  I I . . . . .  

I ~ X 1 . . . . .  I ~ ~ ( ' i - - 1  1 - -  ~'i+l . . . . .  

(I - - -~1)~  ( ' - - -  ~' 2 _ _  . . . . .  ,--t) (~ x,+~) ~ . . . . .  

�9 �9 �9 . �9 , ~ * �9 * �9 * * . . 

�9 �9 . * �9 �9 o �9 . �9 ~ . �9 

�9 �9 . . ~ o * o . �9 * �9 
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Mais on peut transformer ces 6quations de la mani6rc suivantc: 
Multil)lions les d6nominateurs de tous les rapports 1)rdcddants par 

hos ~quations pourront s'6crire 

X z  

Xl .l 2 . . . . .  

O O j 6  0 

:rnl (I -- ,), 2 (I -- Z,)X;' ..... (I -- J::)'\s 

�9 �9 . �9 �9 . �9 . �9 �9 �9 �9 

�9 ~ ~ ~ �9 , ~ o ~ ~ , ~ ~ �9 

Xn~--I r ' x - - I  
, z / ~  . o ,  ~ o ~  o . .  ~ . 

nt--2 X~t--~ ~ . . . . . . . . . . . . .  

( x~  - -  k ' ~ l ~ ;  ' - ~  ( ~  - -  k ' ~ l ~ ;  ' - ~  . . . . . . . . . . . . .  

�9 �9 �9 �9 ~ ~ �9 o �9 ~ . ~ �9 �9 �9 * 

�9 �9 * �9 o �9 �9 �9 �9 * ~ * * �9 �9 �9 

( ~  - -  k , . ) , , , - ~  ( ~  - -  k . ~ ) . , - ~  . . . . . . . . . . . . .  
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Mais je remarquerai que lc ddterminant qui figure au ddnominateur 
de a, cst 6gal au d6terminant 

I I . . . . .  I 

X 2 X a . . . . .  X~ 

�9 ~ . �9 . ~ �9 . 

' ~  . . . .  ' 5 1  

multipli6 par un facteur constant. 

Eli cffet si l'on d~vclopl)ait les 61emcnts du I ~ ddterminant on verrait 
que l 'un quelconque de ces dlemcnts est une fonction entiSre dc l 'une des 
cLuanti(6s .r2, x~ . . . . .  .s de dcgr6 l? ~ 2 au plus, et quc, dans une mdmc 
ligne on passe de l 'Slemcnt dc ht prcmiSre colomm ~ cclui de rune  qqel- 
cOn(lUC des autrcs en remplaqant ,)'~ par l 'une dcs quantitds .c~ . . . . .  :r~:, 
les coefficients restant los mdmes. Chaque ligne du premier d6terminant 
peut donc 6tre formdc par l 'addition de plusicurs ligncs du d6terminant 
A~ multiplidcs au prSalable par des factcurs constants convcnables. 

Le premier ddterminant est done 8gal h A~ multipli6 par un ih('teur 
constant. Nos 6quations pourront donc s'6crirc 

off 

% _ _  - - u ~  _ _  (__ i)i.l.~ 
o . o , o - -  o . ~ o , 

X 2  ~ J ~  n ,  
A ' i  ~ i  

I . . . . .  l I . . . . .  

3~1 . . . . . .  r i - - l  "~41  . . . . .  

2 . . . . .  X ~ _ l  
X~ X~+ l . . . . .  

�9 �9 . ~ �9 . �9 �9 o . 



et 

S u r  u n e  d q u a t i o n  d i f f d r c n t i e l l e  l i n d a i r e  d u  s e c o n d  ordre .  

Mais si nous  posons ( eomme it la page  I2 4 d u  I ~' mcmoi re )  

I 

J =  x~ 

I . . ~ . ~ 1 

X 2 ..... .~ 

3~.~ X ~" 
�9 . . . .  f i t  

�9 �9 �9 �9 �9 ~ , �9 

r(.,.) - ( . ' ; -  . , ' , ) r  .,'~) . . . . .  ( . ~ -  .",~) 

on am'a  (r h h~ page I25 du  I e t  1 1 1 6 1 1 1 0 ] I ' ( ' )  

~ . ( - - - ?  , i - I  , . . . . � 9  I )  ! ( . , , ) j ,  - - ( - -  ,),~ V"(:%)J~ = . . . . .  - ( - -  , ) ' ~ - ? ' ( . ~ . , ) J ,  = 

. . . .  - t " ( , ~ , ~ ) - 6  

de sorte que nos dqua t ions  dev i ennen t  

.,f '(,c,) __ ',,,f'(,%) . . . .  " f f '  r _ ~ , r  = 
, . . . . 

If I ~l I I l l  ~1| 
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(s,) k '  s n  % c n  . ,  d n  , , ,  f ( x , )  . _ k '  sn % en % dn % f ' ( . % )  _ _  
- - -  , . � 9  

d ' ,  2 

_ k ~ sn ,:,,~ cn a,~ dn ( t f f ' ( , c ~ )  __  ), .  
, , � 9  - -  

t l  I 

Telles sont les 6quations qui doivent  servir k ddterminer les coeffi- 

cients de 1~ fonction f ( x )  qui  6ga16 "k z@o admet  pour  racines  

d n  '~ t q ,  dn ~ au . . . . .  dn ~ a~. 

), dbs ignan t  la w d c u r  c o m m u n e  de cos expressions.  

En rcmpl,{, '~nt u 1, u~, . . . . .  , u~ pa r  leurs  va leurs  ces dqua t ions  

( levicnncut  
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Soit 

f ( x )  = x ~ + a o x  '~'-' + : q x  '~-'~ + . . . . .  + ~,~_,. 

On a d'abord en vertu de la relation (13) 

t~ 

h = ( : n  - -  I) Z k ~ sn'  a, 
1 

- -  (n + n, + '~, + ,~)(,n + . ,  - -  ~, - -  ~ )  

- - k ~ ( n  "4- ~ -4- ' ~ 2 ) ( n -  '~ - '~) 

et comme 

% == - -  Z d n '  a, . . . .  (n  -I- n l )  -4- Z k 2 sn'  a,  
l 1 

Olh en ddduira 

(5~) ~ 0  ~ ' 21~ ~ I 

En prenant pour h l'expression done nous sommes partis on suppose 
implicitement n < o. 

Mais s i n  6tait nul  ta solution de rdquation se ddduirait du cas que 
nous avons examind prdcddemment off na ~-n~ = n~ = o en consid6rant 

comme inconnue a , -b  K au lieu de a,. 
ao est donc connu par la relation (52) en tbnction des donndes du 

probl6me. 
Elevons maintenant  les 6quaeions (5I) au carr6 elles pourront s'dcrire 

,I~ k t2 
(53) - - k " +  ([ + ~-")z,- ~ " . ,  ,f'Yx,'~ = - -  + ( '  + k " % ,  - ,,..~ .,,,,_~ .~,,,_, c (~_~.x .  . . . . .  

~1 X2 

/1  ,2 
- -  l," + ( ~  + k ) , : ,~  - -  ~,, . ~ _ ~  

2 ~. 
�9 �9 �9 ~ ,2nl__l I k'p) 

JJ l~ 

I1 rdsulte de lk que l'dquation 

-- 1,: '~ + (I + k").c ~ ,'~ 
' " / '~(~) - -  ~,~ = o 
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admet toutes les raeines x~, x~, . . . , .  x~ de f(x)----o et que pa r  suite 
son num6rateur est divisible par f(x). On aura donc 

(54) 
- - k  '~ + (x + k " ) z -  z '  

f~(x) 6tant une fonction de x dont le produit par x ~'-~ est une fonction 
enti6re de degr6 ~, car le premier membre  de la relation (54) multipli6 

par x ~"'-~ est de degrd 2ft. 
En prenant la d6riv6e de l'6quation (54) on en d6duit 

F2f,@)-k', + (, + k")~-~' (55) L ~2tvl--1 

+ f,@)(2.,- ,)k,,- 2 ( . , -  ')('2., + k'.)~ + ( . . , -  3)~'] f(~) 

= f'(~) f,(x) + f; (~,) f(~). 

Mais f(x) 6tant premier avec  f(x), puisque nous supposons toutes les 
racines de f(x)----o distinctes, il en r6sulte que f'(x) divisera le num~ra- 
teur de f~(x) et que l'on aura par suite 

(5 6) f~(x) = Az  + B 2., f(x) 

A et B dtant des constantes. 
En effet le produit du second membre de la relation (55) par x ~', 

dolt dtre un polynome er~tier en x de degr~ 2ft. 
Mais l'on a 

f ( . )  P 
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if(z) ~o i ~ a x " - ' ' - ' - x  
7 ~  - ( f l - -  J . , - ,  

f"(z) ~ I "~ ~ , ~ . - . , - - i - - 1  ~ = ( f l - -  i ) ( f l - -  i - -  j ,_,. . 

Posons m a i n t e n a n t  

- -  k"  + ( I + k " ) z  - -  ~" 
f~(x) = 2f"(x) :~.,-1 

t v ( . T . ~ ( 2 n ,  - -  t ) k " - -  2 ( n  t - -  I ) ( I  -[- k " ) x  .-[- ( 2 n  t - -  3).'v * + I \ ]  ~g2nl 

ce qui p e u t  s'dcrire 

f~(x) = ~ [ - -  , ,  (fl - -  i - -  , ) ( : n - -  : i - -  ,) 

+ :(' + k'~)(fl--~)(,~-- ~)~,-,-- k'~(/~-i + ' ) ( : ' - -  ~ +  '),~,-d~"-"'-'. 

On aura  donc en divisant  les deux  m e m b r e s  de l '6quat ion (55) par  
f'(x) et  en en p renan t  ensui te  la d6riv6e 

B) f'(z) A f(x) f(x) f;(~) = (_~x + , ~ :  + 7~: + (Ax + B ) D ~ . . ,  

ce qui p e u t  s'6crire 

f;(x) = 27, [A~,(:n--  : i - -  ,) + 2B~,_,(n-- i)]x"-",-'-' 

et c o m m e  d 'au t re  par t  on au ra  aussi 

f;(x)---- ~_~ ( n - - ~ , - - i ) [ - - ~ , ( f l - - i - -  ~)(:n-- 2i--  ,) 

\ -I X n - - n l -  i--1 + : ( ,  + k ' ~ ) ( f l - - ~ ) ( , , -  ~ ) ~ , _ , -  k t ~ ( f l - i  + , ) ( : , , -  : i  + ,~,_~j 
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on aura  en 6galant  les coefficients d e s  puissances semblables  de x 

- -  k'2(/9 - -  i -'l- I ) (2n  - -  2i -I- I)a,_~] ---- A~,(2n - -  2~ - -  I) + 2 B a , _ l ( n - - / ) ;  

en faisant d 'abord i ~- ~ i et ensuite i ---- o et r e m a r q u a n t  que l 'on dolt 
p rendre  

on obtiendra, 

q _ ~  ~ R _ ~  -----:- O e t  r q --=-- I 

A - - - - - - f l ( n - - . . ~  + i) 

B = ( : ~ - -  ')~0 + O - -  ~)fl(~ + k '~) 

et notre  dquation deviendra  par  suite 

(57) (20z - -  2 i - -  i ) ( 2 n -  i)(i -~- I ) O t i -  2 ( $ / , -  i ) [ ( 2 n -  i)6{ o 

+ i(2n - -  ~)0 + k'~)]~(,-,-- k'~(fl - ~  + ~)(2"-- :i + I)(n--n~ - - 0 , _ ,  = o , 

d'oh l'on tire 

(ss) ai ~ ( 2 n - -  2 i - -  l ) (2n- -  i)(i + I) 

+ ( /~ - - i  + I)(2,~-- 2i + t ) 0 ~ - - n ,  - - i )  ,~ 
k c f i _  ~ 

( 2 ~  - - -  2i - - -  I ) ( 2~ ,  - -  i)(i + I) 

Toutefois eette formule  donne lieu h une r e m a r q u e  lorsque n~ > n. 

En faisant en effet i = 2n dans la relation (58) elle tombe  en d6faut  

et la relat ion (57) devient  en la divisant par  ( 2 n - -  ~) 

: , ,~o~, , , -1  - ~"%,, - . . , ( . ,  - -  ,, + i ) ( , . ,  + ,~) = o .  

C'est une relation entre les quanti tds ddj'~ connues a~n-~ et a2.--~ qui devra  

par  suite se r6duire k une identit6. 
2 0 -  a 6 a o 0 7  Aeta mathematica. 3 
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Si r o n  fait  ensuite  dans la f o rmu le  (57) i = 2n + x, 2n + 2 . . . . .  fl 
on aura  en r e m a r q u a n t  que a,~ = o, nl ~ n dquat ions  l indaires pa r  r appor t  

aux  n ~ -  n quant i t6s  a2,, a2,+l . . . . .  a~_x qui p e r m e t t r o n t  de lea calculer .  

On p e u t  d 'a i l leurs  faire ce calcul  de. lq mani6re  suivante.  

Caleulons  au moyen  de la fo rmule  (5 8) oll l 'on donne  ~l i les valeurs  

I, . . . . .  , f i - - I  

~2n+l , ~2n-F2 . . . . .  (~fl--I 

en fonction de a 0 et de a2,,, les expressions que l 'on ob t iendra  pou r  ces 

quant i tds  6tant  routes l indaires par  r appor t  k %, ,  en subs t i tuan t  les valeurs  

obtenues  pou r  a,~_2 et  a ~  dana la relat ion 

k ' ~ l a  - -  k ' 2 ( 2 n l  - -  I ) a z _  2 = o ( 5 9 )  [ ( 2 n - - I ) ~ o  - - f l ( n l  - -  ~ ) ( I  ~1- ] /  r~--' 

que l'on obt ien t  en fidsant i == ,8 darts l '6quat ion (57), on en d6dui ra  la 

va leur  de as,,, la re la t ion (59) 6tant,  d 'apr6s ce q.ui a 6td (lit, l indaire par  

r appo r t  k cette quanti t6.  

En par t icu l ie r  pour  u 1 --=-n + r, ce qui  correspond au cas de l 'dqua- 

t ion de M. PmARD, la re la t ion (59) donnera  de suite a2,, qui est ici a.,~_l. 

On p e u t  r emarque r ,  de plus,  que l 'on pour ra i t  sans nui re  k la 

g6n6rali t6 supposer  n > n a. I1 suffirai t  pou r  cela dana le cas de ni > n  
de considdrer  c o m m e  inconnue  dn2(a~ + K) au lieu de dn2a~, on r e tombera i t  

alors sur  lea 6quat ions dont  nous sommes  partia, mais  off n~ serait  remplac6  

pa r  n e t  r6c ip roquement .  

L 'dquat ion f(x) = o a d m e t  pou r  racines dn ~ a~, dn  2 %,  . . . . .  dn  2 az 

maia le signe de l 'une de ces quant i t6s  6rant  choisi a rb i t ra i rement ,  eehfi 

de routes les aut res  s 'en dddui t ,  la concordance  des signes se conc luan t  

des fo rmules  (5I)  

k 2 sn a.~ cn a~ dna~ f ,(dn~ al ) 
a n .  2hI a I 

k' sn a, en a, dn a, [,(dn2 a2 ) . . . . .  
d l l  2hI a I 

k ' s n a ' e n a ' d n a '  f'(dn= a,) . . . . . . .  2. 
�9 * " d n  2"~ a i  

L' int6grale  sera ensui te  donn6e par  la fo rmule  (I4)ou l 'on fait  

n, 2 = *  n 3 = O ;  elle sera par  suite 



Sur ame dquation diffdrentielle lind:ire du second ordre. 

dn ~ x cn ~' x s n  ~ x A H(~ - -  

C 

~,)r / (~  - -  ~,) . . . . .  u(~  - -  ~ ) e ~ -  

+ BH(z  + a,)H(z + a,) . . . . .  tt(z + a~) e 

oh l'on a par les formules (9) 

C ~ O'(a~) ~ O',(a~) 
- 2 -  1 O(a,-----)-~- , O,(a,) 
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V I I .  

Nous allons maintenant mettre cette int$grale sous la 

que pour le cas examin6 en premier lieu. 
Ecrivons d'abord l 'int6grale de la mani6re suivante: 

m6me forme 

dn ~-'' x cn ~' x sn ~ x 

BH@ + a,)H(z + %) . . . . .  H(x + a~) e_e [ 7 + ~(~) J 

et remarquons qtm la fonction doublement p6rlodique de deuxi6me esp6ce 

C 

H(x -- a,)H(x -- a,) . . . . .  H@ -- ap) e~ 

qui admet les multiplicateurs 

(--  I)~e Kc et 

f l  
in" t ~ 'c+  ~ - ~  

1 e 



300 Sparre. 

peut s t  n ie t t l ' e  sous  la  f o r m e  suivantc: 

,,'~(,5'+ 1)i ,,":(fl4-])i C 
e '~r ~ tt(,c - -  a , )  . . . . .  11(.  - -  a,~)l/(,,~ + ~o) 0(.,~) e .l~ ~+7,.~ 

O'~+l(.c) 1I@ + ,o) 

Mais si l 'on l)rend 

t~ 

to -= ~ a, + (~ + I ) iK '  
1 

le i er fac teur  sera uric fonction doul) lcment  1,6riodique de x aux  pdriodes 

2 K  et  2iK' et nous allolm nous p r (T . s c r  de (:ah,ulcr, commc dans le cas 

pr6cddent, les coefficients de cctte fonction, ainsi que to ct (7 - en fonction 
2 

des coefficients de f(.r). 

La fonction doub lemen t  p6riodique cn question pour ra  se mct t re  

sous la fo rme  suivante (') 

AF(dn 2 x) -- k 2 sn z c. x (In :r#(dn~.c) 

olt F(x) est un po lynome entice cn ,r de degr6 m, fl 6tant 6gal ~ 2m ou 

�9 ~ e r a - -  I c t  ~b(x) un po lynome de dcgrd m - -  i si f l =  2m et de degrd 

m - -  2 si /~ = : m - -  i, c'est h. dire dans tous les cas de degr6 f l - - m - -  i. 

Cette fonctiofi devant  dtre nul le  pour  x -  a~ on a 

k 2 AF(dn  2 a,) r--- sn a, en a, dn a , ~ ( d n  2 a,) = o .  

On t irera par  suite de cet.te dquation et des relations (5~) 

A F (dn ~ a~) ), &L 2'' ~i 
k ~ sn a, en  a, dn a, = ~ (tin' . , )  : / ; ( a n "  a,) 

et par  suite en prenant  A =~ 2 

d , ? " ,  a , ~  (dn ~ a,) ----- F ( dn~ a , ) [ '  (dn 2 a,)  

(t) Voir Cours de ealcul diffdrentiel ct intdgral de LAcRolx tome 21 Note de 

~I. H~RMtT~. 
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et {:ettc relation dev'mt avoir lieu pour route wdeur de dn ~ a, qui annule 
f(x) on devra prendre 

dn~"' "~:<b ( d''~ *) = f: ( d''= x')f' (d,," x) - -  #"(dn ~ x)O (dn'.x) 

o u c n  rempla(;ant dn ~,c par x 

( 6 I )  �9 " , r  e( .)f( .)  

0(~:) 6tant un polyuomc entier en ,r de degr6 m - - i .  
On volt facilement, connne dans l c c a s  pr&ddant, que i'on peut 

toujours ddtern,incr les coefficients de t.,(.r), 0(., 9 et r  moyen de 
l'6quation (6 I). 

I1 suffit de remarqucr quc It's coefticients des divers puissances de 
x dans les deux membrcs de (6r) sont l in&ires et homog6nes par rapport 
aux coefficients de C(.r), 0(.,') ct r et comme le second ,,,embre est 
dans tous les cas de dcgr6 fl A - m - - x  en 6gala,It los coefficimkts des 
nidlnes puissances de x dans les deux menlbrcs, ccla fera 19 d -m 6quations, 
qui 6tant lindaires ct homogdncs par rapl}ort aux 19 + m + I coefficients 
incomms permettront d c l e s  calculer ir un facteur pr6s. On pout op6rer, 
dc In mani6re suiwmte. 

On obticndra d'abord los coefficients de O(.r.) et ~(.r,) cn (igalant 
zdro, dans lc second membre les coefficients des puissances de x inf6rieures 
~ % et supdrieures ~ n, + 19-- m - -  1 ce qui fera am 6quations lin6aires 
et homog6nes lmr rapport aux 2,n + I coefficients de g(*) et O(x), ne 
contenant pas les coefficients de r On obtiendra ensuite los coefficients 
des r en fonction de ceax de O(:r) et r qui sont maintenant con,,us, 
cn 6galaut dans les deux membres de la relation (61) les coefficients des 
puissances de .c sup6rieures h u I - -  t c t  inf6rieures h n~ - t - / ~  m ee qui 
d(mnera bien / 9 - - m  6quations. 

Posons comme duns le cas prdc&lant 

~(. )  -= A o + A , .  + A~+/ + . . . . .  + A,,,x" 

O(x) - -  B o + B~x + B2x '2 + . . . . .  + B . . . r ,  .... 

r  = + + R.,x" + . . . . .  + g ,  . . . . .  ,x;  . . . . .  '. 
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Nos 2 m  premi6res 6quations pourront  s'6crire comme il suit 

(n I dquations) 

n ~ A o a , ~ _ . , _  ~ + ( n ~ -  I)A~a~_., . . . . .  ~ Boap_. , 

B109_. ,+l  . . . . . .  0 

( 2 m  ~ n~ 6quations) 

. . . . .  .a.,_dfl + n, - -  2m + 2)~.,_.,_, 

+ am(fl + n , - -  2m + ~ ) ~ . , _ . , _ ~ - - . . .  

�9 . .  - -  B , , , - # 2 . - , , , - 3  ~ B , , , _ l ~ t 2 , , , _  . , _ ~  = 0 

f i l l , , ,  ~ B, , ,_a ~ O .  

On t i rera  de lk (comme nous l 'avons fair dans le cas examin6 
pr6e6demment  de n, =-n~  = n~----o) 1~ coefficients de 6@) et 9'@)- 

Ces coefficients &ant  connus on aura  ensuite pour  les coefficients 
ae ~(~) 

t = m  t ~ m - - 1  

i = O  

en convenant  toujours  de prendre  tt~ = o pour  i < -  I ou i > f l - - I .  
Ayan t  ainsi d6termin6 r 6@) et ~b(x) nous aurons par  un  choix 

convenable  de la constante A 

(62) ~F(dn ~ x) - -  k 2 sn ~ cn x an a~b(dn ~ x) 

---- A e  ~ ~ t t ( x  ~ a , ) l l ( z  - -  a , )  . . . . .  H ( z  - -  a ~ ) t t ( z  + to) 

car le I ~r m e m b r e  qui adme t  les z6ros a~, a 2 . . . . .  a~ admet t ra  aussi 

puisqu' i l  est doub lemen t  p6riodique aux  p6riodes 2K et 2 i K '  le z6ro 
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- - t o : - - [ ~ a , - t - ( / ~ - 4 - I ) i K ' ] ,  

303 

puisque  la s o m m e  de ses infinis (fi 4-  I ) i K '  ne  dolt,  en ve r tu  du  th6or6me 

de M. I aouvnmE,  diff6rer de celle des z6ro que par  des mul t ip l e s  des 

pSriodes 2 K  et  2 i K ' .  

En changean t  x en - - x  on aura  ensui te  
I 

(63) ),ff (dn 2 x) -4- k 2 sn x en x dn x r  (dn 2 x) 

,-r(,~+ 1 )i 
= (__  I )3+ ,Ae  ~A- 

z H(x "4- a , )H(x  + %) . . . . .  H(x "t- a,i)H(x - -  to) 
a*+'(~.) 

On en d6dui t  d;abord en faisant  le p rodu i t  des re la t ions  ( 6 2 ) e t  (63) 

) ? f '  (dn ~ .~) - -  k 4 sn ' x en ' x dn  ' .~,~ (dn ' :r) = S (dn ~ x - -  d n '  ~o)f(dn ~ x) 

S d & i g n a n t  une constante,  ou en r e m p l a c a n t  d n 2 x  par  x 

,~:~'~(.T) - -  [ - -  k ']x -~- (I  + k'~).r 2 - -  x'~]r S ( : r - - d n  ~ w)f(x) ;  

en 6galant  d ' abord  dans les deux  m e m b r e s  le coefficient de x et le t e rme  

c o n s t a n t  o n  a u r a  

] ,~A~ = - -  S dn ~ ~o~_~ 

(64) e ,~ 'AoA,  -t- " ' ' k R~ = ,S(~_~ - -  dn ~ o)~_~). 

t 

E g a l a n t  ensui te  dans le~ d e u x  m e m b r e s  les coefficients des puissances 

(]~ Df_ I)  de x 

I ~ si f l =  2m on au ra  

(65) 2 _-= R,._I S 

et pa r  suite pour  ce cas les 6quat ions  (64) et (65) donnen t  

- - k  R~ 2 A o e t  . . . . . . . . .  ; (66) dt~ 2 to  = R~ , - - la ,  s_ l  A o 2 A , a ~ _ ~  - -  Aoa2 . -  ~ 
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(67) 

2 ~ si / ~ =  2 m - - I  

S p a r r e .  

on au ra  

2 2 2 A , , = S  

et pour  ce cas on ddduira des 6quatipns (64) et (67) 

(68) dn ~ to - -  et 2 ~ = 

Les formules  (66) et (68) donnent  dan.~ t o u s l e s  cas les valeurs  de 

), et to au signe prd+s. On obt iendra  ensuite la concordance des signes 

entre 2 et to en r e m a r q u a n t  qu 'en ver tu  de la relat ion (63) 

),~ (,l,, ~ ~) + k ~ ~n ~. c~ ~,: (1. �9 r (a~ ~ ~) 

est. nul  pour  x = to. 

On a donc 

,2 ~ - -  k ~ .~n to en to dn to 
r (dn' ,o) 
r ~ ~o) 

relation qui, le signe de to 6tant pris arbi t ra i rement ,  donnera  eelui de 2. 

I1 faut  ma in t enan t  obtenir  C. - e n  fonetion de to. 
2 

On a pa r  les formules  (9) 

Si dans la relation (62) on eh,mge main tenant  x en x + K +  i K '  

elle devient  

),r [d,, ~ (.~ + K + ~K')] 

- -  k 2 sn (x + K + ih") cn (x + K + iK') dn (x + K -4- iK') r 'ln~ (.r 4- K -4- iK')] 

~+ ' ) '  ~+ ~)~  O,(x - -  ,,.,)0,(.~. - -  %) . . . . .  .A e ~ e .21( 

H~,+'(~) 

O, ( .  - -  a,~) O, (.~ + .o) 

et en prenant  la d6riv6e logar i thmique  de cette expression e t y  faisant 

ensuite x --= o 
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k " ~  o ,~(/~ + l)i ~ O' t (a,) (9',(to) 

),A o - -  2 K  Or(a,)  "~ (9,(,o) 

O r,(fl + I)i O',(,o) k"Ro 
2 -  2K -----"O,(ro) + ),A o " 
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~o t o ,  On aura donc enfin pour 1,nt%,rale cherchde 

IA[~,S (dn 2 m) - -  k ~ sn x cn  ~ d n  x ~b (dn'  x)] 

[~',(~,). ~'2 Rol 
(9(z) e t . - ~ * - ~ : l -  

X H (z + ~o) 

i.'~ Rol 1 
0 (z) - t-~,c~ + BD,  r (dn ~ x) + k ~ sn x cn x dn x r  (dn 2 x)] n ( z  - -  ,o) e , 

�9 pr162 toutes les quantit6s qui figurent dans cette mt%rale  se calculant comme 
nous l'avon.~ d i t e n  fonction des donnOes n, n~, v, v~, u: et b. 
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V I I I .  

Revenons maintenant au cas gdndral off n, n~, n~,n, 3 sont tous quatres 
diff~rents de zdro, et posons 

sn ~ a~ -~ xi ,  sn ai cn a~ dn a i ~ ~r 

Les dquations (,o) et (,2) deviendront 

fl 8 # 

o, Z o, Z 
1 1 1 

qzl 
[ ~ k ~ x i  

~ 0  

~.  U i 0 ,  ~_, U~X i O, 2 .  Ui '~ 
1 1 1 

~ 0  

P ~, P (I - -  z,)u, ~ (I -- ,~) ' , -~, ,  
( ,  - k ' . , ) "  = o ,  ~ ( ,  - k ' . , ) '  - o ,  ( ,  - k ' . , ) . ,  

1 1 I 

~ 0  

P ,tli ~ ( I  - -  kZxii~i ~ ( I  ~k~xi)n2-2~ti 
(x - -  ~,) '  = o ,  ( ,  _ ~,), - -  o ,  . . . . .  ( ,  _ ~ , ) . .  = o 

1 1 1 

- ~ =  o ,  / . . , . ~ =  o, . . . . .  
I I 

~- - -O .  

En r~solvant ees / ) - -  z ~quations par rapport aux D quantit~s u, ,  ce 
qui est possible puisqu'elles sont homogSnes par rapport k ces quantit~s 
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U] - -  1(,:~ 
0 0 ~ ~ 4 

X~ X~ 
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Xn--2 2 

I 

I 

I ~ X~ 

(, - -  ~.~x,) ~ 

n--2 
X~ 

I 

I - -  k 2 x f  

1 

(~ - -  k ~ x ~ )  ~ 

I - - ~  X,~ 

[ "~ s 
- -  I,'. [gt~ ) 

( I  ~ 332)nl--2 ( I  - -  Xt~)"' - 2  

( ,  - -  k ~ r ~ )  ", . . . . .  ( I  - -  k % . , ) " ,  

I I 
�9 * . ,  . 

I - -  03 2 I - -  33~ 

I I 

I -- k " x  2 ! - -  k ~ x ~  

( [ ~ k '%2) . .~-~  
( ,  " . . . .  ( ,  - -  xz)"  

[ I 

fc 2 2eft 

I I 
- -  ~ . . . .  - -  

I I 
- -  ~ . ~ ~ . - -  

Mais on peut transformer ces 
une forme beaucoup plus simple. 

6quations de fagon ~ les mettre sous 
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p a r  

�9 �9 o 

Sparre. 

Multiplions d'abord lcs dGnominatcurs dc tous los rapports pr+c~dant~ 
( ,  - -  k 2 x , ) . , ( i  - -  k 2 x 2 )  . ,  . . . . .  ( ,  - -  k 2 x 3 ) " , ( I  - -  X l ) " 3 ( i  - -  x2)"~ . . .  

" 2  P 1 3  / ' 1 3  , . . . . ( z  - -  x+) x ,  x+ x~' .  

Nos rapports prendront la formc suivante 

l+ t 

( i  - -  k + + , ) " , ( ,  - - -  x y " 3 x + +  ( I  - -  k 2 x 2 ) n l ( I  - -  X 2 ) n 2 X ~ 3  . . . . . . .  

(~ - -  k2x+)" ' ( ,  - -  x ~ ' , x  "++' ~] 2 . . . . . .  

�9 �9 o �9 o , �9 �9 . �9 

�9 �9 . o �9 o �9 �9 

' ~  ] " - ' 2  . . . .  

( ,  - -  ~ % ) " ' - ' ( ,  - -  x ~ ) ' ~ ' ~ :  ~ �9 . . . .  

( I  - -  k ~ x 2 ) " , - ~ ( ~  - -  x2)"+x~"+ . . . . .  

- -  - -  X 2 1  X 2  . . . .  

�9 �9 ~ �9 . . . . .  o �9 

�9 o �9 �9 o ~ �9 ~ �9 �9 o �9 

, a / 2 ]  , ~ u  2 ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 . �9 ~ �9 * 

( ,  - -  k 2 x J ' , ( ,  _ _  ~ ~. . - ,+ . .  ' ~ 2  ] w2 . . . . .  

_ _  ; ' t 2 - - 2  n a t  �9 �9 �9 �9 �9 ( ,  k % ) ' , ( ,  - -  x~ )  x+ 

- -  , S l ~ - - 3  n 3 �9 �9 �9 �9 ( I  - -  k 2 x s ) " ] + l ( I  +S)  X2 

�9 o , �9 o * �9 �9 ~ �9 

�9 �9 o �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

2 " 1 + " 2  - 2  , " 3  (I - -  kx .+)  x.+ . . . . . . . . . . .  

( I  k 2 x 2 ) " ' (  I - -  "+21 "'2 . . . . .  

( I  - -  k 2 x 2 ) ' h ( I  - -  X2)"+X;+--2  . . . . .  

�9 + �9 �9 �9 o o �9 

�9 ~ �9 , * o �9 . o �9 

( ,  - -  k 2 ~ ) ' , ( ,  - -  x+)'~ . . . . . . . . .  

O O I 0 O 
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Mais  n o u s  r c m a r q u e r o n s  q u c  lc  d 6 t c r m i n a n t  
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- - ~ x , . , )  ( ~ - -  . . : . .  

x~) ( , - ~ )  x~ ( ,  - ~ % ) . , - ~ ( ,  - -  x , ) . ,~x. , .  

(I - - k ~ x 2 ) a ' - 2 ( I  - -  x 2 ) " ~ x g 3  . . . . . .  ( I  - -  k 2 x ; ~ ) ' ~ r ' z ( I  ~ x ~ ) ~ ' ~ x j  3 

x '~"~§ ! x t~a 

l - -  " ~ 2 /  ~ 2  . . . . .  

(I  - -  k 2 x . j ) " ( I  - -  x 2 )  " ' ~ - ! x ;  3 �9 . . . .  

(~ - -  k '~x .y ,r  _ x ~ ) , , - 2 r  . . . . .  

(I  - -  k~x2)" '+ ' ( I  - -  x.~)  ' ' r 3  x ; '  �9 . . . .  ( I  - -  k2x~)a '+ ' ( I  ~ X ~ ) " ~ - - 3 X : ;  3 

( I - -  k'~ x 2 ) "  + "~- ~ x~ ~ 

(~ - -  k '~x . , ) . , (~  _ x .~) .~x; .  - ,  . . . . .  

]~ X 2 )  ~.~] X.~ . . . . .  

(~ - -  k ' % ) " , ( ~  - -  x.,)"~ . . . . .  (~ - -  k % ) " , ( ,  - -  x~)  ~~ 
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est 6gal au ddtern,inant 

S p a r r e .  

I I . . . . .  I 

X 2 Xs . . . . .  X d 

2 " . . . . .  X 2  
X 2 X.~ �9 'fl 

'~ :' . . . . .  X:! X 2 X; j  ~ 

�9 o ~ �9 ~ ~ ~ ~ 

~ - - 2  ,~--2 T f i - - 2  
X 2 3~ 3 . . . . . . . . .  ~ 

multipli6 par un facteur constant. 
En effet si l'on d6veloppait chaque 616mcnt du premier  d6terminant, 

on verrait que ces 616ments sont des fonctions errti6res de l 'une des quan- 
tit6s x~, x3, . . . . .  x~ de degr6 f l - - 2  au plus, et que, dans une m d m e  

ligne on passe de l'616ment de la I ~'re colonne ~ celui de l 'une quelconque 

des autres en rempla(;ant x.~ par l 'une des quantitds x 3, x 4, . . . . .  x,, 
les coefficients restant les mdmes. Chaque ligne du premier d6terminant 
peut donc dtre forme~e par l'addition de plusieurs lignes du d6terminant 
31 multipli6es au pr6alable par des facteurs constants convenablement 
choisis. I1 rdsulte de 1/t que le premier d6terminant est 6gal ~r d, 

multipli6 par un facteur constant. 
Ce que nous venons de dire pour le d6nominateur de u, s'appliquant 

celui de rune quelconque des quantitds u on aura pour nos 6quations 

oh 

' ~ g t  - -  U . ,  = - -  ~ ~ . 
n 3 / [  _ _  n . ,  2 n l  

_ . ~ . 
o ~ ~ - -  

x ,  "~ ( [ - -  x i ) " ' ( t  - -  k'x~)"'  s 

/-Ji = 

I I . . . . .  I I . . . . .  I 

Xl X~ . . . . .  ~i--I Xi+ I . . . . .  X~ 

2 ~ 2 2 
X l X~ . . . .  X i _  1 Xi+ 1 . . . . .  X~ 

�9 ~ ~ ~ ~ ~ . 

3 - - 2  
X~+I . . . . .  ~ - 2  

m Q 
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Mais si l 'on pose comme pr~c6demment:  
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f(x) - -  (~ - -  ~)(~ - -  x~) . . . . .  (~ - -  ~)  

A 

I I . . . . .  I 

X t X 2 . . . . .  gC~ 

�9 , �9 �9 ~ ~ ~ . 

~-~ ~-~ ~-~ 
~ �9 �9 �9 �9 t ~  

on en d6duira au moyen du thfior6me de VANDERMONDE 

= ( -  , ) ~ - ' 4 f ( ~ O  = ( - -  , ) ~ - ~ 4 f ( ~ . )  . . . . . . .  ( - -  ~)J- ' ,J , f ' (~ , )  . . . .  

. . . .  ~/(~A 

de  s o r t e  q u e  n o s  6 q u a t i o n s  d e v i e n d r o n t  

u,f'(z D u,f'(z,) 
~:3(i ~ __  z , )  ( ,  k'~,)"' .3 - -  z ~ ( ,  - -  ~.)~( ,  k'z . )"'  

m 
m g O ~ 

- -  u , f ' (z , )  - -  - -  2 . . . - -  - -  . �9 . �9 . - -  

z T ' ( ,  - -  z , ) " ( ,  - -  k ' ~ , )  "1 

en d6signant par  ), la valeur  commune  de ees rapports�9 Mais ces 6qua- 

tions peuvent  s'dcrire 

(69)  S l l  2 n a - I  a t 

f ' ( s n '  a , )  f ' ( s n '  a , )  
2 h i - - 1  ~ S l l ~ . z - - I  c n 2 n ~  - I  VII 2n'z-1 a t a n  a ,  a~ a~ an 2n1-1 a t 

f ' ( s n '  ~,) 
. . . . . .  - - - - 2 ;  

" " " S n  2 h a - 1  a i e l l  2 ~ - 1  a i a n  2"1-1 a~ 

i $ j 

en les 616vant au carr6 on pourra  les 6erire 

2ha--1 / �9 - -  ~ 2ns--1  t I g~l k" -- Sgl) 2n2 1( I -- k2~,) ~n'-I ~2 i, -- ~,)2n,-l(i -- k,~:)2n,-I 

f " ( x , )  --__ . . . . .  --__ , p .  

""  " oe~ ~ ' -1  ( I - -  ~ f , ~ . ! (  x - -  k ' z f  ' ' - 1  
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I1 r6sulte de eette derni6re relation que l '6quation 

(70) /'~(~) - -  ),~ = o z~',-~(i __ ~)~"~.-1(i __ k,~)~", -1 

admet toutes les racines de l '6quation f ( z ) =  o. 
Cette remarque nous servira comme dans les cas pr6c&tants h calculer 

les coefficients de f(x). 
Soit toujours 

f (x)  = ~ + ~o~-~ + . . . . .  + ~ _ :  + a~ 

c'est s dire 

f ( ~ )  ~ E ~i--1 'T~-~ 
o 

on aura d'abord en vertu de la I ~ des relations (I3) 

a o ---~ - -  ~ sn ~ at 
1 

_ (~, + v~ + ~t + n , ) ( v ,  + v.~ ~ ~ ~ n , )  + k_'(~ + ~, + n + n , ) (~  + v ~ . - -  n - -  n~)  ~__h 

(2//, - -  I )k ~ 

On pourrait  en partant de la relation (7 o) opdrer eomme nous l'avons 
fair dans les cas pr6c6dants, mais la relation entre les coefficients a serait 
beaucoup plus compliqu6e car elle eomprendrait cinq coefficients cons6cu- 
tifs. Nous procdderons par suite d'une faqon un peu diffdrente. 

L'6quation (7 o) admettant  t~utes les racines de f ( x ) =  o, il eli sera 
de m6me de l'6quation suivante: 

r (x) - -  , : : . . - , ( ,  _ x F . - l ( ,  _ _ _  o 

et comme le premier membre de eette derni6re 6quation est entier, on 
aura cn d6signant par f~(z) une fonction enti6re de x de degr6 f l -  

(7 I) f ' ~ ( x ) -  ~ x 2 " , - 1 ( 1 -  x ) ~ " , - ' ( i -  k2ac)~",-' = f(.~)f~(x). 
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Prenons la d(~riv6e de eette 6quation nous aurons 

2 f ' ( x ) f " @ ) -  2 ~ { 2 n ~ -  I - -  2[,z~ + n 2 - -  I + k2(,,.~ + n , -  I)]X 

+ (2n 3 + 2n 2 + 2 n , -  3)k2x2}x~*,--~(~- z)2~,-~( i - -k '~)  2n,-' 

= f'@)f~(x) + f (x ) f (x ) ;  

61iminons 22 entre cette 6quation et la prdc6dante nous pourrons 6crire 

le r6sultat de la mani~re suivante: 

f ' (x)[ex(I  - - x ) ( I - - k 2 x ) f l ' ( x ) - - { 2 n 3 ~ i  - -  2In 3 + n 2 - -  i + k2(n3 --~-n~-- i ) ]x  

+ (2n~ + 2% + 2n 1 - - 3 ) k 2 x ~ } f ' ( x ) - - x ( , - - x ) ( , - - k ~ x ) f ~ ( x ) ]  

= f(x)[z(~ - - z ) ( ~  - -  k~x)/;(x)  - - -  {2n3- -  ~ - -  2[n~ + n ~ - - i  + k~(ns + n I -- , ) ix  

-'l-(2n.~ + 2 .  2 + 2 n , -  3)k2x')f~(x)]; 

mais f(x) 6tant premier avec f ( x )  puisque routes les racines de f ( x ) =  o 
sont distinctes on devra avoir 

�9 ( , - - x ) ( ,  - - k ~ x ) l ; ( ~ ) -  {2 . .~ - - ,  - -  2[,,~ + , , 2 - - ,  + k2( , ,  + - 1 -  ,)]~ 

+ (2n~ + 2% + 2,, 1 - -  3)k~x2}f~(x) ---- (Ax + B)f ' (x)  

A e t  B dtant des constantes puisque le premier membre est de degr6 fl 
et qu'il dolt en 6tre de m6me du second. 

On en d6duit ensuite 

2x(~ - -  x)(~ - -  k 'x ) f" (x )  - -  {2n~ - -  ~ - -  2[n.~ + n~ - - 1  + k2(.3 + ~t, - I)]X 

+ (2n3 + 2n2 + 2n,  

Soit 

en convenant toujours, 

i>f l - -2 .  
21-665007 Acta mathematiea. 3 

[.Li__2 

dans ce qui-suivra,  que p~ = o pour i < o ou 
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On trouvera d 'abord ei~ 6galant entre eux les premiers coefficients 
de x dana les deux relations pr6cddantes 

A = -  k ? ( / ~ - -  2 n - -  i) 

U - ~ - - - f l [ ( n - - n a ) ( i  -31- ]~) -Jl- ('i~ 1 - - ~ / 2 ) ] r  2 n -  I ) .  

Ensuite en 6galant dans les deux membres  de la I ~'~ relation les coeffi- 

cients de x'~-~-! et remplagant  A et B par  leurs valeurs on a 

I (f l - -  : . ~ -  i)/~,_, + [ ( , ,~ - - .  + i)(, + k ~) + (.~--.,)k,~]/~, 
(72 ) [ --k2(1 ~ 2n + i)/.~,+~ + k ? ( f l - -  2 , , -  I ) ( f l - - i w  I)a, 

I + { /3 [ (n - -n3) ( I  + k ~) + (n - -n2 )k  '2] + k2(2n - I)%}(fl-- i )~,_,  = o. 

Puts  6galant dana les deux membres  de la 2 d~ relation les coefficients 
de ~ -~  et remplagant  A et B par  leurs valeurs on a 

k~,[f l(f l-- 2 i - -  2)--  ( i+  l)(2n-- 2 i - -  I)] + a,_, { - -  f l(f l-- 2i)(I +k  ~) 

(73) + 2 i [ .  21- n , -  i "Jl'- ]r "iF- 9 ' ~ -  i)] + (2,~. - -  I)]C~to} 

En ~liminant ensuite It~+~ entre ces deux relations on en d6duit  

:(,,, + n~)/_,,__,- :(,,, + n~) /~ ,_  k~(~ + , ) ( : . _  :~._ , ) ( ~ . _  ~)~,, 

+ ~ { ( ~ n - - , ) ( n -  ~)k~% + ~(,~-- ~){., + .~k ~) 
(74) 

+ ~(~, , -  ~)[(,,-- i)(, + k ~) + .,~ + ,~k~]}~,,_, 

- - ( / ~ - -  ~ + 0(f l - -~ +, ,)(~fl-- ~ , -  ~ + ,)~,-~ = o. 

Cette 6quation lorsqu'on y suppose  ~]l = ~ = '~'3 = o (et pa r  sui te  
/ 9 = n )  donne l '6quation (23) de la page 128. 

On calculera ensuite les coefficients a et /~ de la mani6re suiwmte. 

En faisant d 'abord i == ~ ~ et i ---- o l 'une des 6quations (72 ) ou (73) 

donnera /~0 et p~. Cela fait en faisant i = I dans (74) on aura a~. 

a~ 6rant connu la formule  (73), par  exemple,  donnera e~ v faisant i---- I 
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/ 6 ,  on obtier, dra cnsuite % nu moyen de la fo rmule  (74) ok l 'on fera 

i = 2, et ainsi dc suite. 

D 'une  faqon ggndrale si l 'on eonnait  %,  %, . . . . .  a, et  #0,/ t~,  . . . . .  /t,, 

la f0rmule  (73) donner,q I~,+1 en y faisant i = s e t  lt,+~ gtant eonnu la 

formule  (74) donnera  r en y faisant i-----s + I. 

N o u s  obt iendrons  done de la  sorte tous les coefficients # et a. 

I1 y a toutefois  lieu de faire une remarque  pour  le eas oll 

fl > 2n + I, t a r  en faisant i = 2n oil n 'ob t iendra  p'ls la va leur  de a~. 

et en dormant  i~ i eette va leur  dans (74) eette relation, qui a lieu entre  

des quanti tds (ldjh, eonnues, devra  se reduire  i~ une identit6. 

On opdrera dans ee eas de la manidre suivante.  

On ealeulera  les coefficients a l ,  a.~, . . . . .  a~,_1 et / to ,  / t t ,  . . . . .  /L.~, 

en fonetion de % au moyen  des (!quations (73) et (74) co,nine nous 

l 'avons indiqu6. On ealeulera  ensuite les coefficients a..,,,+~, %,+..,, . . . . .  a~_~ 

et /t~+~, I~,~+2, �9 . . . .  /~__~ en fonetion de % et %,, au moyen ties nkdmes 

6quat~ons oit l 'on donne k i les wdeurs  2 , ,  2n + I, . . . . .  f l - - i  dans 

(73) et 2u + i, . . . . .  f l - -  , dans (74). l.es exp,'essio,,s tl,m l'on obt ie , ,dra  

ainsi seront toutes  lin6aires par  r appor t  h, ~..,,,. l:n faisant ensuite i = / 9  

dans (73) ou (74) on obt ient  la relation 

I 
(75) 1 

I 

~ , _ , { / ~ [ ( , . ~ , _  ,i.a)( I + ]f2) "Ji- ( t l , -  t/2)~."' ] 71-- (2ll-  ,)k'~o) 

- -  (~,,.~ - -  I > , , ,  = 0 

et ~,~-1 et a,~__20ant lindaires par rappor t  "l, ~..,,, cette relation fera con- 

nail.re eette derni&'e quantit6.  

L '6quat ion  qui a(hnet pour  racines sn ~ r sn'2% . . . . .  sn" a~ dtant 

ainsi eonnue, la concordance des signes entre ]es quanti t6s r q ,  % ,  . . . . .  a~ 

sera r par  les relations (69) 

f '  (sn ~ . ,  ) .f'(sn" a,) 
Slqt2 ~t a -  1 2 u . - I  ~ 2hi--1 

(/'l c n  - ( / t  (Ill_ (I, 1 $112ua--I ( l i  C112o2- 1 (/'i d l l 2 ~ q - t  ( / i  
---- . . . . .  - -  2, 

qui lorsque le signe de a 1 aura  6t6 ehoM arb i t ra i rement  fera connaitre 

eelui de routes les autres  quantit6s. 
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c 
2 

S p a r r e .  

L'int6gr.ale g6n~rale sera donn6e ensuite pa," la fo rmule  (I4) 

dn ' x cn v' x sn ~* x A H(.  - -  
C 

a t ) H ( x  - -  a , )  . . . . .  H(x --- a~) e~* 
H'(.)H?(.)O['(.)S'(.) 

+ B H(. + ,~,)H(. + o.,) . . . . .  H(. + o.,) - -%]  
H"'(z)H~"(z)O~'(z)O"(z) e 2 

est donn6 par les formules  (9) 

IX. 

Nous allons ma in tenan t  met t re  le r6sultat  sous la m~me forme que 
dans les deux  cas part icul iers  que nous avons d6j~ examin6s. 

~" tO, Pour  cela nous 6crirons d 'abord 1 mt%,rale de la mani6re suivante. 

(7 6 ) dnv-"'xcn~'-"'~xsnV~-"3x[ AH(z-a')lt(z-a')- ~(z) . . . . .  H(z--a~)e~]-; 

BH(* + a,)H(x + a,) . . . . .  H(x + aZ) e -~  1 + 
a~(.) J 

et nous remarquerons  que la fonction doublcment  pdriodique de 2 ae esp6ce 

C 

q"(x) 
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qui tidmet les mul t ip l ica teurs  

i K ' C + i ' ~ . Z a i  

( - -  l)'~e 'vc et r 
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peut  se mettre  sous la forme suivante 

2K - - ~  n ( .  - -  ,~,) . . . . .  H O  - -  a,,) H O  + ,o) o(,~) 

Oz+~(z) H(z + ~o) 

+ 1)t C.,': 
x+- -~F  

e 2K - 

Mais si l 'on prend 

le premier  facteur 

to = ~..a,  + ([~ + l ) i K '  

~(~ + D~ 
2K - - ~  H( z  - -  a , )  . . . . .  H ( x -  a ~ ) H ( z  + to) 

tr 

sera une fonction doublement  pdriodique ordinaire de x. 
Cette fonction doub lement  pdriodique d 'ordre (/~ + ~) peut se met t re  

sous la forme 

(77) 

(voir trait6 de LAcnoIX note de M. HERMITE) 9"(.T) 6tant un polynome 

entier  en x de degrd m, si fl est 6gal k 2m ou k e r a - -  r, et r un 
polynome entier en x de degr6 m - -  I, si f l =  2m ct de degr6 m - - 2 ,  
si fl = 2 m - - I  (r est done darts tous los cas de degr6 f l - - m -  ,). 

Cette fonction devant  (~tre nul le  pour  x = a~ on au ra  

d'oh 

- -  c n a ,  = o 

A~(sn'-,) 
sna, cna, dna, r 

Mais on a aussi cn ver tu  des relations (69) 

�9 2n s ~n:t 2th 
I S I I  0 i  c n  ~ i  a l l  a i 

s n  (I i e l l  ( l  i (111 a i = J k )~"'SIl"(ti" 
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et par suite en prenant A, qui est arbitraire, dgal h Jl on aura 

sn2.,a, cn'-~a, d n ' " , a d b ( s n ' a , )  _-- F (sn 'a ,)f '  (st, ~a,) 

et cette rel'ttion dcvant avoir lieu pour toutes lcs wdeurs de sn~a qui 

annuIent f ( x )  on est conduit k poser 

s ,?  "~ x cn2""x an TM x ~b (sn' x) = ~ (sn ~ x) f '  (sn' x) - -  / (sn %) O (s,, ~ x)  

0@) 6tant une fonction enti6re de ~c de degrd m - - I .  
Si nous rempla(;ons mainl'enant sn2x par x cettc reh,tion deviendra 

(78) Xn3( I  - -  X ) " : ( I  - -  ]C2, / ; )" t r  = ~ ( Z ) / ' ( X )  - -  f(3c)O(x). 

Soit 

~(~) = Ao -t7 A , z  + . . . . .  + A , , , :  

O(:) - -  Bo + 1~,.~ + . . . . .  + 1L, : " - '  

r  1~o + ~,.~ + . . . . .  + n+ ..... : ,; ...... '. 

On va voir qu'on peut toujours r an moycn de la relation 

(78) l,'s coefficients de ~(~r), #(:) , t  r 
En effct led quantit6s A o A  1 . . . . .  B o B  ~ . . . . .  B o R l  . . . . .  cntrent 

toutes lindairement dans les coeffi('ier,ts de x dans los dcux mcmbrcs dc 
(78). En 6galant donc, dans les deux mcmbres de cctte relation les 
coefficients des mOnes puissances de ;r, on aura (puisque le second 
membre est dans t o u s l e s  cas de dcgr6 m + ~ - - I  ct le premier d'un 
degr6 au plus dgal) m + l~ dquations qui permcttront de ddterminer 
k un facteur constat~t pr6s, los m + ~ + I  coeffieie,,ts de ~@), 0(x) et 
~(~c) puisque cos 6quations sont lin6aires et homogbncs p'lr rapport k ces 

quantitds. 
Parmi c e s m - 4 - ~  6qnations, on en obtiendra d'abord n:, en 6galant 

z6r0 dans le second membre de (78) les coefficients des puissances de 
x inf6rieures ~ n 3, et cnsuite 2m + n - - f l  en 6galant /t z6ro, dans le 
m~me second membre les coefficients des puissances de x sup6rieures 
2 ~ m  ~ n - - I ,  nous aurons de la sorte 211i~--n I ~ n  2 6quations qui 
ne contiendront pas les coefficients R dc g,(x). 
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Les coefficients des fonct ions  ~, 0 et r 6 tan t  ainsi d~terminds,  nous 

aurons  avec un choix convenable  de la constante  A 

! 
(79),, I 

2f,(sn~x) - -  snx  cnx  dnx~b(sn 'x)  

= Ae~'('~+~)'~ ~ H(~  - -  a,)H(:e - -  % )  . . . . .  H ( x  - -  a , i )H(x  "t- to) 

0~+~(~) 

car le p remie r  m e m b r e  qui  a d m e t  les z~ros a~, a~, . . . . .  a,~ admet , tm 

aussi en ve r tu  du  th6or6mc de M. LIOUVIr~LE le zgro 

puisqu ' i l  est d o u b l e m e n t  p6r iodique aux  p6riodes 
somme  de ces infinis (fl A- I ) iK' .  

En changean t  x en - - x  on au ra  ensuite 

(80) 
- -  ( - -  

[~ai-I- (~ -Jr- i)iK'] 

2K ct 2iK'  et quc la 

) ,F ( sn2x )  -t- s n x  c n x  d , , . r ~ , ( s n ' x )  

,K ~ H(~e "4- a , ) H ( z  + % )  . . . . .  H(x  4- a,~)H(x - -  ,o) 

On en d6dui t  d ' abord  en faisant le p rodu i t  des (lcux 6quat ions (79) 
et (8o), et d6s ignant  par  'S une cons tante  

,~2 F 2(sn2 x) - -  sn L~." e,,~x dn ~'x r (.~,, 2:r) = S(sn ~:r - -  s,, : to)f(sn ~ :r) 

et en r e m p l a q a n t  sn :x  par  x eette re la t ion devicndra  

(s,) 

En 6galant  d 'abord  dans les deux  m e m l m s  ,h' ccttc relat ion les 

coefficients de :r et les te rmes  cons~ant~ on aura 

(82) I 
)~2Ag = - -  S gn2(o~fl._l 
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Eg,qlant ensuite  dans les deux  membrcs  de (8I)  les coefficients des 

puissances (fl + I) de x, 
~o si fl = 2m on aura  

( 8 3 )  = --kR,~_l S 

ct les fiquations (82) et  (83) donne ron t  

�9 o 2 

z'Ao et  ~t ~ = (84) snow - -  k~/r 

2 ~ si fl----- 2 m -  I on a u r a  

( 8 8 )  ' �9 , tA, , ,=S 

L 21.J U (71 \ 

A u ( 2 A , a , ~ _  1 ~ Aoa,~_2 ) ' 

s .  ~o e .  ~o d n  ~or 

( sn* ,o )  

II nous reste m a i n t e n a n t  k obteni r  l 'expression de - C en fonet ion des 2 
coefficients connus  ct  de to. 

Or  on a par  l 'une des fo rmules  (9) 

G ~_ H'(a,) 
1 H(at) 

( s 7 )  ;, - 

('st nu l  pou r  x ~ -  (o. 

On doit  done avoir  

et des 6quat ions (82) et  (85) on d6du i t  p o u r  ce cas 

( 8 6 )  sn2~  ~ _ Ao e t  2 ~ ~-- R~ 
A~mr - 1 2 A o h ,  a ~ - I  ~ A ~ q , ~ - I  - -  A*oa3-~" 

Le's fo rmules  (84) et  (86) p e r m e t t r o n t  donc  d 'obtenir  dans t o u s l e s  

cas les wdeur s  de ~ et  to au  signe pr6s. 

On obt iendra  ensui te  la concordance  des signes entre  ~ et  w en 

r e m a r q u a n t  que l '6quat ion (79) nous  fai t  voir  que 
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et si l 'on prend la d6riv6e logari thmique de la relation (79) et qu'on 
y fasse ensuite x- - - -o  on aura 

~b(o) ,-r(~ + I)i ~ H'(a+) H'(r 
~ ( o ) -  2K HO,) + H(,~; 

on en d6duit par suite 

C ,-r(fl + I)i H'(eo) R o 
2 2 K  ~ ~ "t'- 2A ~ �9 

Donc l'intdgrale" cherch4e prendra en ddfinitive la forme 

dn 

0(X) L ~--~'~) 
X H(x + +o)e 

P'')+ "Ix] 
+ B[,~,f(s~,) + +nx enx dnxr H(+--,~,) e 

toutes les quantit6s qui figurent dans cette int6grale se calculant, comme 

nous l'avons indiqu6, en fonctions des donnSes n, n~, n~, n3, ~, ~ ,  
~2 e t  h. 

Chateau de Valli6re, t i Juin I883. 


