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Tout le monde connait les 616gantes propri6t6s des surfaces et des 
couches de niveau par rapport aux masses agissant d'apr6s la loi de 
NEWTON, ainsi que la belle application que ces propridtds reT~ivent dans 
l'6tude des syst6mes ellipsoidaux. 

Des propridtds tout-k-fait analogues ont lieu par rapport aux actions 
61ectromagn6tiques. D6s I872 ,dans une courtc note insdr6e au Nuovo 
Cimento, j'ai indiqu6 des syst&nes de courants, auxquels j'ai donn6 le 
noIn (qui peut-dtre n'a pas 6td parfaitement bien choisi) de soleno'l'des 
neutres, et qui pr6sentent des analogies tr6s-frappantes avec les couches de 
niveau. J'ai inontr~, un peu plus tard (en I874), dans des Recherches 
sur la cindmatique des fluides, que l'on rencontre une application trSs-simple 
de ces syst6mes chez les surfaces de second ordre: seulement ces surfaces 
ne sont pas, cette fois, des ellipsoides, mais des hyperboloTdes ~ une nappe. 

J 'ai quelquc raison de croire que la connaissance de ces propridtds 
n'est pas aussi gdn6ralement rdpandue qu'elle pourrait l'6tre. C'est pourquoi 
je prends la permission d'en pr6senter un expos6 succinct aux lecteurs 
de ce Journal, d'autant plus que des recherches post6rieures me permettent 
d'en abr(!ger consid6rablement la ddmonstration. Je m'6tais d'abord servi 
du thdor6me de GREEN, et ce proc6dd est sans doute le plus naturel et 
le plus direct, lorsque l'on tient compte d'une reinarque due b. M. W. 
THOMSON (Reprint, w 5 I5). Mais les fonctions qu'il faut consid6rer n'6tant 
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pas, en g6n~ral, monodromes, l 'emploi de ce thSoi~(~me cxige, commc on 
sait d'apr6s M. HELMHOLTZ, quehlues modifications qui compliquent un 
peu les raisonnemcnts. Jc suivrai donc une autrc vole, cn m'appuyant  
sur les formules qui servent s dSfinir los syst~mcs de courants dont 
l'action ext6ricure est I'L m6mc que cellc d'un corps magn6tique donnS. 
J 'ai  eu tout rScemment 1'occasion d'Stablir ces formules d'unc maniSre 
rigoureuse, dans unc Note communiquSe i~ l 'Institut Royal de Milan 
(s6ance du I2 Avri l  x883). 

Je vais d'abord rappelcr cos formulcs, ainsi que los conventions sur 
lesquclles clles reposcnt. 

Soit S l'cspace occup6, par un corps magn6tiquc et soient a, /~, T 
trois fonctions monodromcs, continues et finics des coordonndes x, y, z, 
repr6sentant les composantes suiwH~t les axes du moment magn6tiquc 
(rapport6 b~ l'unit6 de volume) au point (x, y, z) de l'espacc S. L'action 
que lc corps excrce sur un point ext5rieur quclconque est identique, 
comme on salt d'apr6s AMr~RE, h Faction 61ectromagndtique cxcrc6e, sur 
ce mdme point, par un certain syst6mc de cour'mts constants ct fermds 
qui circulent en partic dans l'espacc S, cn partie sur l~ surface a qui 
termine cet espace. Pour d6finir complL'tcment ce syst6me il faut con- 
naitre les composantes u, v, w de l'intcnsitd spdcifique (de volume) en 
tout point (:r,, y, z) de l'cspace S e t  les composantes ~t, V, W dc l'intensit6 
sp~cifique (de superficic) en tout point (x, y, z) dc la surface o-. Or ces' 
six quantitds sont donndes eu fonction des composantcs a, fl, T du moment 
magn6tique par los formules trd.s-simplcs 

oh n est la normale intdricure ~ la surface a (voir le Beln'int de TIIOMSON, 
w 554, OU la Note citdc ci.dessus). 

Il cst commode de transformer lcs trois dcrni6rcs formulcs. On a 
d'abord 

~x ~ !/ ~z 
(2) + + = o,  
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relation dont la n~cessit6 d6eoule de la d6finition m6me des quantit(~s 
u ,  v, ~ .  Menons, ensuite, par lc point (.T, y, Z) de la surface deux 61& 
ments lindaives orthogonaux ds, d~ de cette surface, de telle mani~re que 
les trois directions ds, d~, dn soient congruentcs ~ celles des axes positifs 
des x,-y, z. On tire alors des 6quations (i)~ 

~x ~y ~z ~x {~ ~y az 

et l'on reconnait tr6s-aisdment que les quantit& U, V, ?V, assujetties k la 
condition (2), ne peuvent satisfairc ~ cette derni6re 6quation, quel que soit 
le couple orthogonal (ds, du), qu'en prenant les valeurs (~)~. La derni6re 
(~quation peut 6tre encore simplifi6c. Soit j l'intensit6 sp&ifique dont 
u ,  v, ~g~ sont les composantes suivant les axes, et soit j~ la composante 
dc cette m6me intensit6 suivant une direction quelconque ~: on peut 
alors 6erire 

(5), .i, ds + =ax + flay + r,lz = o, 

ola dx, dy, dz sont les composantes, suivant les axes, de l'616ment lindaire 
ds, et oll u indique la direction de l'616ment lin6aire normal k ds, dans 
le sens pr6cis qui a 6t6 indiqu6 ci-dcssus. 

Cela pos6, nous consid6rerons une distribution de magndtisme tr6s- 
particulid, re. On salt d(~j,~ par PoISSON que lorsque les composantes du 
moment  magndtique satisfont aux conditions 

aa ~ a r en tout point de S, 

~z ay 2z 
a N + f l ~ + r N =  o )) )) )) )) 

la fonction potentidlle magn6tique est partout nulle. Mais nous suppo- 
serons, en outre, qu'il existe une fonction ~ des points de S, telle que 
ron ait 

I" c~ I ~ I ~ 
(3) a ---- fi ---- 4ray' 47r ax ' iF ---~ 41r az 
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et que l'on sit aussi, par consdquent, 

(3), A~9,----o en tout point de S, 

(3)b ~r~ o )) ~ )) )) ,r. 

Les 6galit6s (3) exigent que les premi6res ddrivdes de ~ soient mono- 
dromes, continues et finies en tous les points de & Si donc on veut 
pouvoir satisfaire en mgme temps aux conditions (3),, (3)b, sans que ~, 
devienne = Const., il faut supposer que l'espace ,q soit infini, ou, s'il est 
fini, qu'il ne soit pas simplement connexe; et, dans ce second cas, il faut 
que la fonction 9, ne soit pas monodrome dans cet espace. Cettc fonction 
peut, en effet, dtre envisag6e commc le potentiel des vitesses d'un liquide 
incompressible, mobile dans l'espace S. (Pour fixer les iddes, il est bon 
d'avoir en vue le cas simple d'un espace S fini et doublement connexe, 
c'est k dire d'une surface a tubulaire et rentrante.) 

Les 6quations (I) donnent u--=+ v = w = o, d'o(t il suit qu'il n'y a 
pas de courants dans l'espace 5'. L'dquation (2)~ donne de son c6t6 

(3)~ j f l s  =d____r 
4 r  

d'oh il s u i t , j ~ = o  pour d~--=-o: il n'y a donc de courants que sur la 
surface a e t  ces courants circulent le long des lignes d'intersection de 
cette surface avec les surfaces f = 6'onst. Si la direction ~ est celle du 
courant, on a, pour l'intensit6 vraie du courant qui circule darts la bandc 

comprise en t r e  les deux lignes contigrtes F +--- Const., F 4- dF = Const., 

j d s  ~ d_.__~ . 
4 ~  

On peut dire aussi que l'intensit6 sp6cifique j est donn6e par la formule 

i +p 
(3)d J - -  4rrahr' 

o~t N est la normale aux surfaces ~ ----- Const., de sorte que cette intensit6 
a la mdme expression, au signe pr6s, que la densit6 d'une couche de 

niveau sur une de ces surfaces. D'une mani~'re ou d'autre, on voit que 
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la fonction ~ r4git la marche aussi bien que l'intensit~ de tousles courants 
du syst+me. 

De l'~quivalence de ce systSme avec le corps magn~tique on conclut 
immddiatement que l'actio~ des courants est nulle au dehors de l'espace 
S. Pour calculer cette action dans l'espace S lui-m~me, il suffit de se 
rappeler qu'~ l'int~rieur d'un corps magn~tique les composantes de la 
force, suivant la d4finition dite dlectromagndtique, sont donn~es par les 
.d~rivdes n~gatives de la fonction potentielle (qui est nulle dans notre cas) 
augmentdes respectivement de 47ra, 4~r/~, 4~rr. Cette force n'est d'ailleurs 
autre chose que celle due au syst&ne de courants ~quivalents: done (3) 
les composantes cherch~es sont 

ox' oy' - - ~ "  

On peut maintenant 6carter tout k fait la considSration du corps 
magndtique et envisager ~ comme fonetion potentielle ~lectromagn5tique 
de courants existant en dehors de l'espace S. On a alors le th~or~me 
suivant, dans l'~nonc6 duquel on a rdtabli la g~n~ralit~ des hypotheses 
essentielles: 

Soit ~o la fonction potentielle dlectromagn~tique arun syst~me F de courants 
el soit o" une surface, lieu gdomdtrique de lignes de force extdrieures relatives 
a c e s  courants, et partageant l'espace infini en deux rggions, S e t  S', dont 
la premiere ne renferme aucune pattie de F. Si l'on fait parcourir cette 
surface par un syst~me de courants (soleno'lde neutre), dont l'intensitd spdci- 
fique (de superficie) soit 

N dtant la normaIe aux surfaces ~ ~ Canst., l'action dlectromagn~tique de ce 
.syst~me est nuUe dans tout l'espace S' et est identique, dans tout l'espace S, 

ceUe du syst~me primitif  F. 
On peut ajouter que l'intensit~ totale du sol~noide est ~gale k celle 

du syst~me F, lorsque les lignes de  force dont a est le lieu g~om~trique 
entourent tousles  courants de ce syst~me. 

L'analogie de ces dnonc4s avee ceux qui se rapportent aux couches 
de niveau ordinaires est ~vidente. Cette analogie paralt encore plus 
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compl6te si l'on tient compte ~d'une propri6td importante 6tablie d6s I87o 
par M. BOLTZMANN (Journal de BORCItArtDT, t. 73) relativement au potentiel 
d'un soldnoide neutre sur lui-mdme, potentiel qui cst exprimd par 

i f  8z A,F. dS. 

On peut encore g6n6raliser le th6or6me pr6cddent, de mani6re 
comprendre le cas qui a 6t6 consid6r6 par M. BEaTRAND par rapport aux 
distributions de masse ordinaires. On trouve alors que si le sol6no'ide 
orthogonal sdpare dcux parties, I s  ct Is,, du syst6me I ,  soil action en 
S est dgale h cello de la 1)artie I~., tandis que son action en S' est dgale 
et eontraire k celle de la partie Fs. (Cette diff6rence de signes est 
naturellemcnt subordonnde all choix que l'on a fait du sens des courants 
du sol6no'ide.) 

Consid6rons un exemple tr6s-simple. Supposons que le syst6me ] '  
sc rdtluise k un seul courant rectiligne et ind6fini, auquel cas les surfaces 

~ C'o~st. sont des plans men6s par cet axe. Toute surface de r6volution 
autour de cc mdme axe peut jouer le rble de surface (r, pourvu que la 
ligne m6ridienne ne coupe pas l'axe et soit une courbe fermde ou 
branches infinies. Les courants de ce soldno'~de dtant distribuds uniformd- 
ment le long des lignes m6ridiennes et lcur intensit6 totale 6tant 5gale 
celle du courant axial, l'action du soldno'fde dans l'espace annulaire est 
identique ~ celle de ce courant. Par consdquent, s'il existe, d,~ns cet 
espace annul'fire, une masse de fer doux, l'induction magn6tique exerc6e 
sur cette masse par le soldno'ide est ndccssairement la m(~me que si, le 
sol6no'ide 6tant supprim6, la masse 5tait expos6e k raction du conrant 
axial de mdme inten.~it5. D'apr6s cela, lorsque la ma~se de fer doux a 
elle-aussi la forme d'un anneau de r6.volution autour de l'axe (la section 
6tant quelconque), sa surface devient un lieu de lignes de force inductrices. 
Or chaque lois que la surface d'un corps mqgn6tique isotrope est un lieu 
de lignes de force inductrices, la solution du probl6me d'induction est 
imm6diatement donn6e par la seulc inspection de l'6quation fondamentale 
de POmSON (la magndtisation induite rentre alors dans le type (3), (3)~, 
(3)b, oll ~ est proportionnelle k la fonction potentiellc des forces inductrices 
extdrieures). On est ralnen~ ainsi, dans le cas trbs-particulier de l'anneau 
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de r6volution, au r&ultat que M. KIRCHHOr'r" a 6tabli par le calcul direct 
(Gesammelte Abhandlunge~b p. 2 2 6). (1) 

Voyons maintenant l'application que l'on peut faire des propri6t6s 
pr&6demlnent 6tablies aux surfaces de second ordre. 

D6signons pas u, v, w les trois racines r6elles de l'6quation en ). 

x s ys z ~ 

a~ A -------~ A" b~ "4-------~ A- c 2 "t- 2 - -  I ~ 

en supposant 

et posons 

o~ 

r > u >  - - c = > v > - - b ~ > w > - - a 2 ;  

? ? f-, d u  d v  d w  

- -  C2 - -  b 2 _ _  a'~ 

F() , )  = (a = qt_ ).)(b = _1.. 2 ) (c  2 + ),). 

Noes fixerons tout-k-l'heure le signe des radicaux sous les int6grales U, 
V, W: en attendant, nous d6signerons par ti, I, K les valeurs absolues 
de ces trois int6grales, lorsque les variables u, v, w y atteignent leurs 
limites sup6rieures (rcspectives) cx~, - -  c 2, - -  b ~. 

On salt que l'616ment lin6aire de l'espace est donn6, eli u, v, iv, par 
l'6quation 

4ds 2 -~- ( u - - v ) ( u - - w ) d U  2 q- ( a - -  v ) ( v - -  w)dV 2 q- ( u - -  w ) ( v - -  w ) d W  2, 

d'ofl l 'on tire 

4 4 , W-- -=  4 
A 1 U ------- ('t{, - -  '/J)('~/~ - -  W ) '  A 1 V : (?~, - -  '1)) (V - -  W) A 1  ('//4 ~ I/))(V - -  "~U) " 

(1) I1 n'est pas inutile de remarquer qu'il  y a deux cas gdn6raux off le problhme 

de l 'induction magn6tique admet une solution immddiate. Le premier est celui off la surface 

qui termine 10 corps est de niveau par rapport aux forces inductriccs: c 'est le cas qui a 

servi ~ M. THOMSON pour expliquer les rdsultats de FARADAY au sl l jet  de l 'induetion 

dlcctrostatique. Le second est eelui dont il est question eidessus. 
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De ces derni~res expressions on conelut, comme on sait, que les d6riv6es 
des fonctions U, V, W par rapport ~ x, y, z sont finies partout,  except6 
le long de l'ellipse locale, pour U, de l 'hyperbole locale, pour V, et de 
ces deux lignes k la lois, pour W. Les d6riv6es secondes de ces trois 
fonctions satisfont aux dquations 

A2U = o ,  A 2 V =  o,  A 2 W =  o 

partout  off elles sont finies. 
D'apr~s cola, si on consid~re un des hyperboloides "~ une nappe, que 

nous d6signerons par r et qui sera ddfini par une valeur particuliSre v 0 
de v, et si, pour distinguer entre elles los deux r6gions d e  l'espace qui 
sont sdpar6es par cette surface, l'on indique par S celle off st  trouve le 
centre et par S' la r6gion annulaire ext6rieure, on volt clue les d6riv6es 

~U ~U ~U 
~x ' ~y ' ~z 

sont finies en tout point de S et que les ddriv6es 

aw ~w ~w 

song finies en tout point de S'. 
Pour que les d6riv6es de U deviennent aussi continues en S, il suffit 

de changer le signe au radical VF(u) chaque lois que le point (x, ~], z) 
traverse le plan z = o, oh ce radical s'annule. De mdme, pour que les 
d6riv6es de W deviennent aussi continues en S', il suffit de changer le 

signe au radical VF(w) chaque lois que le point (x, y, z) traverse les 
d e u x  plans x = o, y = o, oh ce radical s'annule. Afir~ de satisfaire 
ces deux conditions, nous conviendrons de donner toujours au radical 

VF(u) le m6me signe que z et au radical Vf'(w) !e signe contraire k celui 
d u produit xy. Par ces conventions, lorsque le point (x, y, z) ira de 
z = - - o , 9  ~r z =  + co par un chemin quelconque en S, la fonction 
monodrome U passera avec continuit6 de la valeur - - H  ~ la valeur + H;  
et lorsque le point (x, y, z) d6crira en S' un chemin ferm6 autour de 
l 'hyperbololde (v0) , la fonction polidrome W passera avec continuit6 de la 
valeur W, qu'elle pos~dait  au point de d6part, k la valeur W +  4K 
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qu'elle prendra au m~me point, apr6s le tour complet (en sens positif). 
Par ces m6mes conventions, si l'on d6signe par s l'arc de l'une quelconque 
des courbes b, branches infinies 

v = Const., w -~ Coast., 

qui existent dans l'espace 8, et par s' l'arc de l'une quelconque des 
courbes ferm6es 

u = Const., v = Const., 

qui existent en S',  on aura 

~ U  2 ~ W  2 

~-T - -  V (~ - -  ~)(,~ - -  ~o) ' ~ : ~' (,~ - -  ~o)(~ - -  ,o) 

(radicaux toujours positifs), les arcs s et s' croissant dans lessens indiqu6s 
ci-dessus: On volt done que ces d6riv$es, a insi 'que celles prises par 
rapport k x, y, z (que ron ddduit imm6diatement des pr6c6dentes), sont 
bien r6ellement monodromes, continues et finies dans les espaces (respectifs) 
S e t  S', et qu'elles deviennent, k rinfini, infiniment petites du second 
ordre par rapport h l'inverse du rayon vecteur. 

(On peut faire des consid6rations tout-k-fait analogues sur la fonction 
V, qui est de l'esp6ce de W.y 

Les fonctions U et W 6tant d~finies de la sorte, rien ne s'oppose 
d6sormais k ce que nous consld6rions ces fonctions comme des cas parti- 
culiers de celle que nous avions d6sign~e par 9', c'est k dire que nous 
prenions 9'----U, par rapport k l'espace S, et 9' = W, par rapport k 
respace 8'. On a aIors sur l'hyperbololde a deux syst6mes de courants 
et on peut imm6diatement 6noncer les th6or6mes suivants: 

8i  les lignes de courbure elliptiques de rhyperbdoi'de ~ une  nalrlm (v o) 

sent parcourues  p a r  des courants,  avec ~intensit~ SlMCifique 

x OU 

= 4rr~N~ 

N e s t  la normale  aux  ellipso~des, l 'action ~lectroma9n~ti<lue de ce syst~,ne 

courants  est nulle dan s l'espace 8'  el a la fenction potentielle U ('a une  

~onstante lor~s) darts l'espace 8. 
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Si les lignes de courbure t~yperboliques du m~me hyperbolo~de sont 

parcourues par des courants, avec l'intensitd sp&,ifique 

t ~ W  

= 4~r ~ N  ' 

o~ N est la normale aux hyperbolo'Mes it deux nappes, l'action dlectromagnd- 

tique de ce second syst~me de courants est nulle dans l'espace S e t  a la 

fonction potentielle W (a une constante pros) dans l'espace S'. 
On peut consid6rer U commc la fonction potentielle de courants 1~. 

existant dans l'espace S' et W comme la fonction potentielle de courants 
I s  existant dans l'espace S. Ces courants peuvent prendre, 6videmment, 
des dispositions trbs-vari6cs. On peut, par exemplc, concevoir ]].  comme 
6tant form6 dc courants dispos6s suivant lcs lignes de courbure clliptiques 
d'un hyperbolo'ide k une nappe au param6tre v > v o , ou m4me, k la 
limite, suivant les ellipses du plan z = o homofocalcs et cxtdrieures 
l'ellipse focale: la loi de distribution de ces courants serait la m6me que 
pour ceux de l 'hyperboloide (%); seulement il faudrait, dans le cas limite, 
en doubler l'intensitd. On peut, par la mdme raison, concevoir I s  comme 
6tant form6 de courants disposals suivant los lignes de courbure hyper- 
boliques d'un hyperbolo'~de k unc nappe au param6tre v < v 0, ou m6me, 

la limite, suivant les hyperboles du plan y = o homofocales et in- 
t6rieurcs 'k l 'hyperbole focale (avec los m~mes remarques touchant la loi 
de distribution). 

Si on fait coexister, sur un mdme hyperboloide (v0), les dcux sys- 
t6mes de courants qui circulent le long des lignes de courbure, on obtient 
un nouveau syst6me, dont les courants parcourent les lignes 

= U +  W = C o n s t .  

ou les lignes 

= U - -  W - ~  Const., 

suivant le sens des deux syst6mes composants. I1 est facile de voir que 
ces ligncs ne sont autres que les g6n6ratrices rectilignes de l 'hyperboloIde 
(ce qui n'est qu'une lbrme particuli6rc du th6or6me d'addition). L'intensit6 



Sur les couches de niveau dlectromagndtiques. 151 

du courant compos6 qui parcourt la bande comprise entre deux g6n6ra- 
trices contigaes est donn6e par la formule g6n6rale 

d__~. 
4,-z ~ 

mais oil peut aussi exprimer l'intensit6 sp6cifique au moyen (le la troisi6me 
fonction V, quc nous n'avons pas encore mise en oeuvre. En effet l'dld- 
ment lin6aire de l 'hyperboloide 6tant donn6 par l '6quation 

4 d s '  = (u - -  w){(u - -  v o ) d U  ~ -b  (v 0 - -  w)dW21)  , 

la condition d'orthogonalit6 de deux 616ments ds,  3s du mdme hyperbo- 
loide est 

( u -  ~,o)dU,~r + (vo - -w)dW,~)V= o. 

Si le second (~16ment appartient ~t l 'une des g6n6rat.riccs rcctilignes, savoir 
si l'on a o ' U +  3 t V  = o,  ccttc condition se r6duit k 

(,, - -  ~ , 0 ) ~ i  T (,'0 - -  , , ) , ~ w  = o .  

De cette 6quation et de d U . + .  d W - ~  d V on tire 

V o - -  "10 

d U  . . . .  at:  , d l V  + u - -  v o dF  
~tt - -  W 

O , S  �9 ~ et, par suite, la distance normale ds  des. deux ~eneratrmes .r et ~ q -dF ,  
au point consid6r6, est donn6e par 

d'oh l'on tire 

4 d s  ~ = (u - -  v0)(v 0 - -  w)d+o ~, 

L'intensit6 spdcifique des courants rectilignes peut donc s'exprimer, 
abstraction faite du signe (que l'on ddtcrmine ais6ment d'apr6s les 
conventions), par 

J - -  41r~N' 

oh N est la normale k l 'hyperboloide (vo). 
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Ainsi l'on a cet autre th~or~me: 
Le syst~me des couranls qui parcourent les g~ndratrices rectilignes, d'une 

m~me famille, de l'hyTerbolo~'de (vo) , avec l'intensitd spdcifique 

i oV  

J = 47r0N' 

N e s t  la normale h cetle m~me surface, a, dans l'espace ,9, la function 
p otentielle U (~ une constante et au signe pros) et, dans l'espace S', la 
fonction potentieUe W (k une constante et au signe pr+s). 

Le choix des signes de U et de W d~pend du sens des courants 
reetilignes (nous omettons la discussion de ces signes, qui n'offre aucune 
dif~eult~). 

On reconnait ais~ment que ce dernier th~ordme n'est qu'un cas 
particulier de celui que nous avions ~nonc~ pour le cas oh la surface a 
s~pare le syst~me F en deux parties. Sous ce point de rue Fs et /'.r 
pourraient dtre, par exemple, les deux couches focalea (~lectromagn~tiques). 

D'apr~s ce qui pr~c&le, les lignes de courbure et lea lignes asympto- 
tiques de l'hyperbololde k une nappe rcgoivent une application ~lectro- 
magn~tique tr6s-simple. Duns eette application toutes lea racines de 
l'~quation cubique bien connue trouvent leur emploi, tandis qu'une seule 
de ces racinea figure dans lea applications qui se rattaehent k la th~orie 
du potentiel ordinaire. 


