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Plusieurs G6om6tres se sont occup6s d6j~ de la configuration [156, 2%] 
~, laquelle donnent lieu deux t6tra~dres homologiqucs, ct ont montr6 le 
r61e important qu'elle joue darts l'6tude des surfaces du troisi6me ordre, 
soit par rapport aux vingt-sept droites de la surface, (') soit pour l'inter- 
pr6tatioli g6om6trique de certains invariants de la forme cubique qua- 
tcrnaire. (~) 

Nous nous proposons d'en faire voir une application diff6rente et de 
rattacher l ex,stence de cette figure ~ des consid6rations que nous avons 
d6velopp6es ailleurs. 

Nous avons fait voir, dans divers travaux ant6ricurs,(~) l'utilit6 de 
l'homographie H~ ~ dans la th6orie des surfaces cubiques; pour aborder 
les questions actuelles, remploi des homographies biquadratiques ne nous 
parait pas d6nu6 d'int6rgt. 

Consid6rons une surface quelconque S~ ct, dans une section faite 
par un plan arbitraire to, inscrivons un quadrilat6re complet, ce qui est 
toujours possible ~, moins de positions sp6ciales du plan to. 

(') CREMONA, Memorie  della R. Accad.  dci Lincei~ 1877. Math.  Annal. ,  
T. X[I [~  p. 3OI.  CAPORALI, Accad.  dei Lincei ,  I878. VzltoN~.sv.~ Aunal i  d i .  
Matcmatioa:  I882, p. I73. Math.  Annal.~ T. XIX~ p. I94. 

(~) R. DE PAOLtS~ Aocad. dci Linoei~ T. X~ p. 123. 
(s) Bull .  de l 'Acad, roy. de Belgique,  3 c 86rie~ T. V~ p. 85. C. R.~ T. 

XCVII. Acta  Mathematica~ T. 3, P. [8x. 
Ac~ math6ma~. 5. Imprim6 1 Aofit 1884. 
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Soient x, y, z, u, les eSt6s de ce quadrilatdre. I1 est visible quc 
si nous joignons tous les points de S 3 aux c6t6s du quadrilat6re, nous 
obtenons quatre faisceaux de plans en //24. 

Pour le d6montrer, observons que si l'on consid6re x, y,  z, u, comme 
les traces, sur lc plan dont l'6quation est 

o , ~ a + f i + r +  3 = o ,  

du tdtra6dre dont les faces sont repr6sent6es par 

l'6quation 
s'6crire: 

a - - o ,  f l = o ,  r - ~ o ,  ~ = o ,  

d'une surface cubique, circonscrite ~ ee quadrilat6re, pourra 

s 3 - A ~ ~  + Bfl 3 + or  ~ + / ) ~ : '  

I | ( . ~  - -  D ) 6 c o ( 6 f  - -  ~ )  + ~ ( ` 4 -  B)~(~ - -  ~) + ~(`4 - c ) ~ r ( ~ -  r) + 

I I 
+ ~(B-- c)flr(fl-- r) + ~ (B- -  D)fl~(fl-- r + ~(c'-- 1))r~(r-- ~) 

+ `4,~fl(~ + fl) + ~:~r(~ + r) + `43~(~ + ~) + `4dr(fl + r) 

Or, consid6rons quatre faisceaux de plans 

li6s par la relation d'homographie H~ la plus g(in6rale: 

F ~  Ao}t/tv p + ao)7~v + al),flp ~1- a2~I)p + adtv p + bo),,a + b~v + b2), p 

+ b3#v + bd.~ p + b~p + co). + c,r + c.~ + c,p + 0 = o. 

Les intersections des plans correspondants d6criront une surface 84, 
contenant les quatre droites x, y, z, u. 

Cette surface se composera d'une S;, circonscrite au quadrilat(~re, et 
du plan w, si .4 0 = o. 

Si nous identifions l'6quation de 5' 3 avec celle de S;, nous trouvons 
que la forme quadrilin6aire F peut s'6crire 

F -  f +  0.~, 
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oh 
~=,~ + l.t T ~ T p - -  I. 

Mais il est 6v i~nt  que les plans homologues ne donneront un point de 
Sa que s'ils concourent, c'est-k-dire si l'on a ~: = o. 

Nous aurons donc simultan6ment, pour les plans qui donnent des 
points de Sa, les deux relations 

f = o ,  ~ = o .  

Par suite, ces plans appartiennent, comme nous l'avons dit, k quatre 
faisceaux en //4. 

A chaque valeur de 0, correspond unc forme quadrilin6aire F. Or, 
nous avons montr6(J) que ron peut toujours, par un choix convenable 
des variables, ramener cette forme k l'expression canonique: 

F _ ~  t t1111XlylZlU 1 ~ ail2.2XlYlZ.2u ~ ,-~ ax.~l.2xly.2ZlU.j -4- ttl.~.~lxly~Z.2Ul 

-]- a.~,~,2x,~y2z,2 u ~ --~ a2,~ l l X,~y.2zl u l  2t- a2121x2fflZ2U 1 -71- a.~ ~ ~ ~x~y~ z i u :. 

Appelons a~, /~, i'l, ~1; %, /32, ~'~, ~ ,  les plans des quatre faisceaux qui 
correspondent aux dldments fondamentaux, nous aurons r6quation: 

Les quatre covariants biquadratiques de F sont de la forme: 

L~ = ~ + @' + 0~; '' + 0:'~'", 

les covariants biquadratiques de ~ 6rant idcntiquement nuls. 
Ces quatre eovariants auront un m~me diseriminant 

signerons par A. 
Pour d6terminer son degr6 en 0, nous observerons 

d6velopp6e de L~ est 

L~ _~ (A o + OBo)t~ + 4(A1 + OB,)t~t= + 6(A~ + OB, + O~-G~)t~t'~l 
I 
I 

+ 4(A, + OB~ + 0 ~ C.,)t,t~ + (A, + OB, + O~Cu + O:'D,)t~. 

que nous d6- 

que la ibrme 

(i) Sur la forme quadrilindaire: At~i del la  R. A e e a d e m i a  di Torino~ T. XVII ,  

p. 299 , Fdvrier I882. 
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Il en r6sulte que nous pourrons 6crire 

= 2 .  

Si nous nous reportons aux r~sultats contenus dans notre travail relatif 
aux formes quadrilin6aires, nous verrons ais~ment que la condition A -~ o, 
entraine n~cessairement l'6vanouissement d'un des coefficients de la forme 
canonique F et que quatre 616ments fondamentaux sont pr6cisement re- 
pr6sent6s par les racines carr6s des facteurs carr~s qui entrent dans les 
covariants biquadratiques. 

L'~vanouissement de l 'un quelconque des param~tres de F ,  revenant 
un changement de notation, nous pouvons supposer que la condition 

A ---- A , ' / ~  o, 

entralne eellc-ci: a.j2~ = o. 
Alors l%quation ~crite plus haut devient: 

c o s  3 :_  a,  , , , a ,  f l ,  "f , 3 , + a~ , 2 ~ % f l  , "f , ,~ 2 -Jr a,  .~ , .~ % f12 ~', 3. ~ -~- a , .~ 2 , % L "f 2 3 ~ 

-t- % . ~ , 1 % A ' f , 3 ,  -t- a.~,.~,%[~,r.~3, -t- a,~,, ,%fl,  r , ,~  = o .  

Mais on volt ais~ment que le tdtra~dre %fl~T~3~ a ses quatre sommets 
sur S~ et forme, par suite, avec eo, un penta~dre complet inscrit k la 
surface. (') 

Nous pouvons observer quc le plan to 6tant donn6, nous nc pourrons 
plus ddterminer arbitrairement qu'un des c6tds du quadrilat6re x y z u .  x 

6tant choisi, par exemple, il n'existera, en g6n6ral, que trois syst6mes 

y~ Z, ~ .  

Lorsque le quadrilat~re eat d~termin~, nous voyons que nous pouvons, 
en g~n~ral, choisir 0 de douze fagons diff~rentes, de telle maniSre que 
los covariants biquadratiques de F aient un facteur carrY; lea plans 
correspondant ~ ces facteurs donnent alors un penta~dre inscrit k S 3. ('~) 

(1) Au sujet des penta~dres inscrits ~ une $3~ voir le beau travail de M. FRIEm~. 
SCHUR: Erzeugung dutch collineare Grundgebilde ( M a t h e m a t i s c h c  Anna len ,  T. I7~ p. 26). 

(2) Une inadvertence nous avait d~abord portd ~ attribuer ~ A le degr~ dix-huit; 
mais notre savant Coll~gue M. H.-G. ZEUTHEN ayant d~terming par la m~thode ~num~ra- 
tire le nombre des pentahdres inscrits (V. plus loin)~ nous avons reeonnu que la forme 
particuli~re de Lt 4 conduit au degr~ douze pour le diseriminant A .  
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Nous pouvons donc 6noncer ce th6or6me: 
On peut inscrire, ~ une surface $3, trois syst~mes de douze pentaddres 

dont on choisit arbitrairement une face et une ar~te dans cette face. 
Ces penta6dres forment 6videmment une quintuple infinlt6. 
Lorsque les covariants biquadratiqucs fondamentaux de F sont des 

carr6s, nous aurons ~t la lois, par exemple 

a l l l l  ~ o ,  62222 ~ O. 

Donc l'6quation de S 3 peut s'6crire: 

, + + 

+ + + - -  o. 

Alors les deux t6tra6drcs a, fllT~3~, %f12~-23~ sont tous les  dcux inscrits 
$3: nous les appellerons associds. 

Pour obtenir cette forme r6duite, le choix de l'ind6termin~e 0 ne 
suffit plus, puisqu'il faut remplir deux conditions. 

Pour arriver K la d6terminer, nous ferons usage de la remarque 
suivante. 

Commc les groupes de quatre points marquis par tous les plans 
de l'6space sur quatre droitcs arbitraires, repr~sentent pr6cisement une 
forme quadrilin6aire ~ covariants quartiques carr6s,(1) nous sommes con- 
duit K nous poser cette question: 

Etudier la surface enge~&'6e par les intersections des plans c~wourants 
que l'on obtient en jo~nant  quatre droites situ6es duns un plan o~, respee- 
tivement aux points marquis sur quatre droites arbitraires par tousles plans 
de l'espace. 

I1 est visible que le plan oJ fait partie du lieu, qui est compl6t6 
par une surface $3, circonscrite au quadrilat6re trac6 duns o~. 

(!) La d~monstration de la proposition inverse ~tant un peu longue~ nous ne la 
donnerons pas actuellement. 

Nous mentionnerons ici une application int~ressante qua M. NE~ERO a faite de 
c e  e a s  particulier d~une H~ ~ l*~tude de tdtra~dre~ de M6m~s (Mere.  de Is  Soc i~ t~  
R o y a l e  des S c i e n e e s  de L i n g %  2 e S~rie~ T. XI) .  
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Soient x, y, z, u les c6t~s du quadrilat+re donn~; A, A'; 13, B', 
C, C' les sommets opposes de telle sorte que ABC sont situ~s sur x; 
et enfin Xl, Yl, zl, u~ les quatre droites arbitraires de l'espace, ne se 
rencontrant pas deux ~ deux et n'appartenant pas ~ un m~me systSme 
de gdn4ratrices d'une surface du second ordre. 

Sur ces quatre droites s'appuient deux transversales gl, g2, qui les 
reneontrent respectivement en des points .A~B~C~D~, A~B~C2D ~. 

I1 est d'abord visible que le plan x~g~ laisse ind~termin5 le plan 
du faisceau (x) et donne trois plans yB1, zC~, uD~ se coupant en un 
point X 1 de la surface. 

De cette faqon, nous pouvons observer que les quatre plans ~A~, 
yB~ , zC~ , uD~ forment un t~tra~dre XI Y~ Z~ U~ inscrit '~ $3; xA~, YB2, 
zC2, uD~ constituent, de m~me, un second t~tra~dre inscrit X~Y2Z2U 2. 

Les deux t~tra~dres X~ I71 Z, U~, X 2 Y2 Z~ U 2 sont homologiques et 
leurs sommets correspondants sont situ4s sur quatre droites XIX2, Y~ Y~, 
Z~Z.~, U~ U~ concourant en un point Q. 

Occupons-nous maintenant de ddterminer certains 615ments qui nous 
seront utiles. 

Les g~ndratrices de l'hyperbolo'tde (y~zlul) marquent, sur ces droites, 
des ponetuelles projectives dont les groupes de trois points associ6s sont 
tels que le plan du faisceau (x) est 5videmment ind~terminS. 

Les intersections des plans qui joignent y, z, u, aux points correspon- 
dants de ces trois ponctuelles sont donc sur S 3. Or il est visible que 
ces intersections appartiennent ~ une cubique gauche c~, passant par A~, 
X~, A', B', C'. 

Maintenant considdrons les plans du faisceau x~. Ils coupent x~, z~, u~ en 
des ponctuelles projectives et laissent ind~termin~s lea plans du faisceau (x). 

Les jonctions de ces trois nouvelles ponctuelles ~ y, z, u, donnent 
une seconde cubique gauche k~, situ~e sur Sa, et passant ~galement par 
X,,X.A',B' ,C'.  

On volt ais6ment que c a et k 3 sont sur une m6me surface S 2. En 
effet, A'B', B'C', CA', c.~ et ka constituent une courbe gauche du neuvi6me 
ordre, base du faisceau de surfaces du troisiSme ordre qui correspondent 
aux points de ~ .  

Or, celle de ces surfaces du troisiSme ordre qui correspond au point 
oh x~ perce eo est ~videmment compos6e du plan to et d'une S~. 
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Done c 8 et k q sent deux cubiques de systbmes diff6rents trac6es sur S 3. 
Nous aurons de m6me des cubiques gauches des deux systbmes 

passant respectivement par Iz~ Y2BA'C, Z~Z~AB'C, U~ U2BC'A. 
Nous pouvons maintenant observer que XIX2, Y~Y~ sent dans un 

plan passant par A'. 

En effet les plans ?IBm, zC~, uD~ donnent X~; xA~, zC1, uD~ donnent 

Y~. Done X~, Y~ sent situbs sur l'intersection des plans zCq, uD~ droite 
qui passe par A'. 

l l  en rbsulte que X~X~, Y~iY~ sent deux bis6eantes, ne passant pas 
par A', de deux cubiques gauche.~ k.~, k'~ d'un m6me systbme, et situbes 
dans le plan A'X, X2Y ~Y~. 

Done Q, intersection de ees deux bis5eantes est situde sur S.~.(~) 
Les dix sommets du quadrilat6re xyzu, les huit sommets des deux 

t~trabdres et le centre d'homologie Q constituent une configuration [~ 5~ 2%] 
dent tous les points sent situds sur S:~. 

Ces remarques nous eonduisent fi. la dbtermination, sur une S..~ 
quelconque, d'une pareille configuration et nous permettent, par suite, de 
ramener l'~quation de cette surface k la forme rdduite" 

Sur la surface donn6e, ehoisissons arbitrairement deux points X~, X~, par 
lesquels nous raisons passer deux eubiques gauehes c~, k,, appartenant 
aux deux systbmes diffdrent.s: ees deux eubiques st eoupent on trois 
points A'B'C' ddterminant un plan. 

Si de X~, nous projetons c~, nous obtenons un e6ne du second degr5 
qui coupe S~ suivant une eubique gauche k; du m~me syst.dme que k~. 
De la m~me manidre k a nous conduit k une eourbe c;. 

7" X~A', X~B', X~C', reneontrent S~ en trois points I~, Z~, U~ situds 
t sur k; et c~. 

Maintenant A'B', I~Zl, situbs dans le plan X~A'B' sent des bisdeantes 
des deux cubiques gauehes k~, k[~ (et aussi de c3, c'); done d'aprds le 
thdorbme invoqu6 ddj~, elles st coupent en un point C de S~. De la 
m~me fagon B'C', Z~ U~; C'A', U~X1, donnent des points A, B de la surface. 
II hst ~;vident, d'ailleurs, que ABC sent en ligne droite. 

(x) ItEYE~ Geomelrie der Lage, I I  t~ Absch. p. I97 , (2 d~ 6dition 1882). 

Acta ~nathe~tliea. 5. I m p r i m 6  11 Aof i t  1884.  96 
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En faiaant usage de X2, nous aurions de m~me Y2Z~U2. Les deux 
t6tra&lrea X 1 Y~ZI UI, X2Y~Z 2 U~ sont homologiquea. S0it Q le point oh 
X1X 2 rencontre S~. 

X2A' , QY~ sont situ6s dans un plan pasaant par X~, car QY1 et 
X~A' s'appuient sur QX~X 2 et X~YIA'. 

Or lea deux courbea gauchea c~, c~ paaaent respectirement par 
AI,].~A'B'C' , _X1Q~ZIU~. A]A' et Q}~ se coupent (lone en un point de 
S 3. Or A~A' rencontre S 3 en :~. Donc QY~ passe par Y~. I I e n  
rSsulte que Q est le centre d'homologie des deux t~traSdres. 

Noua avona done bien, de cette maniSre, inscrit k S~, une configui'a- 
tion [I56 , 2o3]. 

Soient i, k, l, m, n, p six indices quelconquea. 
Les plans de la configuration [I5G , 2o3] pourront ~tre i'epr6sentds 

par w~k, lea points par P~k, lea droites par g~z. 
Alors eo~ contient les six points Pz,,, (l, m, cliff, rents de ik) et les 

quatre droites g~hz (l diffSrent de i, k); 
par P~z pasaent les six plans w~ et lea quatre droites g~.; la droite .q~.,. 

contient lea points .P~k~ Pkp, 1~,~ et par elle pasaent lea plans eo~,., w~., eo.~. 
Par suite, si noua prenons un plan quelconque de la configuration, 

l'6quation de S~ pourra s'dcrire: 

On peut donner quinze formes distinctes k eette 6quation. 
Lea sommets homologues de deux tStraSdrea assoeiSs sont P~,., Pk.,; 

P~., P~.; P~, P~; P~, P~.~ et les jonetions de ees s0mmets passent par P~,. 

Liege, le I i Avril I884. 


