NOUVELLES RECHERCHES

SUR LES SURFACES DU TROISIEME ORDRE

PAR

C. LE PAIGE

4 LIEGE.

Plusieurs Géomeétres se sont occupés déja de la configuration [15,, 20,]
a laquelle donnent licu deux tétraddres homologiques, et ont montré le
role important qu'elle joue dans I'étude des surfaces du troisiéme ordre,
soit par rapport aux vingt-sept droites de la surface, (') soit pour linter-
prétation géométrique de certains invariants de la forme cubique qua-
ternaire. (%)

Nous nous proposons d’en faire voir une application différente ct de
rattacher l'existence de cette figure a des considérations que nous avons
développées ailleurs.

Nous avons fait voir, dans divers travaux antérieurs,(®) utilité de
I'homographie H} dans la théorie des surfaces cubiques; pour aborder
les questions actuelles, 'emploi des homographies biquadratiques ne nous
parait pas dénué d’intérét.

Considérons une surface quelconque S, ct, dans unc section faite
par un plan arbitraire @, inscrivons un quadrilatére complet, ce qui est
toujours possible a moins de positions spéciales du plan w.

(") Cremona, Memorie della R. Accad. dei Lincei, 1877. Math. Aunnal,
T. XIII, p. 301. Carorari, Acead. dei Lincei, 1878. VERONEsE, Aunali di.
Matematica, 1882, p. 173. Math. Annal, T. XIX, p. 194.

() R. pE Paouts, Accad. dei Lincei, T. X, p. 123.

(®) Bull. de 1'Acad. roy. de Belgique, 3° Séric, T. V, p. 85. C. R, T.
XCVII. Acta Mathematica, T. 3, p. 181.

Acta, mathemativa. 5. Tmprimé 1 Acdt 1864,
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Soient =z, y, 2, u, les cotés de ce quadrilatére. Il est visible que
si nous joignons tous les points de S, aux cotés du quadrilatére, nous
obtenons quatre faisceaux de plans en H,.

Pour le démontrer, observons que si I'on considére z, y, 2, u, comme
les traces, sur le plan dont I'équation est

o=at+f+r+o=o0,
du tétraédre dont les faces sont représentées par
a =0, ﬂ"—:O, y=20, 0=0,
I'équation d’une surface cubique, circonscrite a ce quadrilatére, pourra
gécrire:

S, = Aa* + Bf* + Cy* + D3’
(4— B)ap(a— ) + :(4d — Oarla—p) + (4 — D)as(a — )

+
+3(B—OBr(B—1) +;(B— D)pa(8— 9) +5(C — Doy —0)
+ dyaf(a + f) + dyjap(a + 1) + dyad(@ + 0) + 4,87 + 1)
+ 4,508 + &) + 4,700 + &) + P,afy + P,a86 + P,ayd + P,fyé = o.
Or, considérons quatre faisceaux de plans
a— Ao =0, f—pw =0, y—yw =0, d—pw =0,
lies par la relation d’homographie H; la plus générale:
F=Aipvp + adpy + adpp + a,rvp + apvo + bdp + b Av 4 bhp
+ by bpo + b+ cddept ey cp+ 0 =o0.

Les intersections des plans correspondants décriront une surface 8,
contenant les quatre droites z, ¥y, 2, w.

Cette surface se composera d'une S, circonscrite au quadrilatére, et
du plan o, si 4, = o.

Si nous identifions I'équation de S; avec celle de Sj, nous trouvons
que la forme quadrilinéaire F peut s'écrire

F=f+46.¢,
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¢=A4+p+v+p—1.

Mais il est évident que les plans homologues ne donneront un point de
S, que ¢’ils concourent, c'est-a-dire si I'on a ¢ = o.

Nous aurons donc simultanément, pour les plans qui donnent des
points de S, les deux relations

f=o0, ¢=o0.

Par suite, ces plans appartiennent, comme nous l'avons dit, & quatre
faisceaux en H},

A chaque valeur de @, correspond une forme quadrilinéaire ¥. Or,
nous avons montré (') que l'on peut toujours, par un choix convenable
des variables, ramener cette forme 4 l'expression canonique:

FEallllxlyl'glul + a1]21x1y122u2 + a1212m]y231‘l¢2 + al‘l‘llwlyﬂzﬂul
+ 02122{”‘)!/252“2 + a22111ﬂ2y251u1 + a?l:{lx‘l?jl'g?ul + a21,2x2y121u2.

S, ) S B
Appelons a;, f, 7, 6,3 % By Iy Oy les plans des quatre faisceaux qui
correspondent aux éléments fondamentaux, nous aurons I'équation:

— Yy . D N ‘N
st :anual/?lrlol + a1122a1ﬂ17202 + “1212a1ﬂ27102 + al?')lalﬂ?r'lol
] Y D Do
T Q0,20 5,7,0, Gy @10, + it fi7,0 + e find, = O
Les quatre covariants biquadratiques de F sont de la forme:
Lt =1 O+ 00 4 0,

les covariants biquadratiques de ¢ étant identiquement nuls.
Ces quatre covariants auront un méme discriminant que nous dé-
signerons par A.

Pour déterminer son degré en @, nous observerons que la forme
développée de L} est

Li= (4, + OB + 4(4, + OB)YAL, + 6(4, + 0B, + 00,383

+ 4(4, + 0B, 4 CCY,8 + (4, + 0B, + 6°C, + D).

(") Sur la forme quadrilinéaire: Atti della R. Accademia di Torino, T. XVII,
p- 299, Féyrier 1882,
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Il en résulte que nous pourrons écrire
A = Ay

Si nous nous reportons aux résultats contenus dans notre travail relatif
aux formes quadrilinéaires, nous verrons aisément que la condition A = o,
entraine nécessairement I’évanouissement d’'un des coefficients de la forme
canonique I’ et que quatre éléments fondamentaux sont précisement re-
présentés par les racines carrés des facteurs carrés qui entrent dans les
covariants biquadratiques.

L’évanouissement de 'un quelconque des paramétres de F, revenant
a un changement de notation, nous pouvons supposer que la condition

A _ };‘J == O’
entraine celle-ci: a,,,, = 0.

Alors V'équation écrite plus haut devient:
—_— N N\ A\Y N
st =a,,%47.9, + Oy103% P 120, t 0y, 551,0, + @t 391% 53759,
o . >
+ @y 5000, + 05005 1,0, + Uy19%0 7,0, = O

Mais on voit aisément que le tétraédre « B3,7,d, a ses quatre sommets
sur S, et forme, par suite, avec ®, un pentaédre complet inscrit a la
surface. (')

Nous pouvons observer que le plan @ étant donné, nous ne pourrons
plus déterminer arbitraireinent qu'un des cotés du quadrilatére myew. o«
étant choisi, par exemple, il n'existera, en général, que trois systémnes
Y, 2, .

Lorsque le quadrilatére est déterminé, nous voyons que nous pouvons,
en général, choisir § de douze fagons différentes, de telle maniére que
les covariants biquadratiques de F aient un facteur carré; les plans
correspondant & ces facteurs donnent alors un pentaédre inscrit a S,.(%)

(*) Au sujet des pentaddres inserits & une S, voir le beau travail de M. Friepr.
Scaur: Erzeugung durch collineare Grundgebilde (Mathematische Annalen, T. 17,p. 26).

(*) Une inadvertence nous avait d'abord porté 3 attribuer & A le degré dix-huit;
mais potre savant Collégue M. H.-G. ZEUTHEN ayant déterminé par la méthode énuméra-
tive le nombre des pentaddres inserits (V. plus loin), nous avons reconnu que la forme
particulitre de L! conduit au degré douze pour le discriminant A .
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Nous pouvons donc énoncer ce théoréme:

On peut inscrive, & ume surface S,, trois systémes de douze pentaédres
dont on choisit arbitrairement une face et une aréte dans cetle face.

Ces pentaédres forment évidemment une quintuple infinité.

Lorsque les covariants biquadratiques fondamentaux de F' sont des

carrés, nous aurons a la fois, par exemple

=0, @

1111 2222 =

Donc Véquation de S, peut s'écrire:

oS, =)0, 7,0, + 814100110y + Gy, 5,7,0,
] \ N
+ 00,050,160, + 0y5,9,0 7.0, + @y119%0, 170y = O.

Alors les deux tétraedres a,f 7,6, a,4,7,0, sont tous les deux inscrits &
S,: nous les appellerons associés.

Pour obtenir cette forme réduite, le choix de 1'indéterminée 6 ne
suffit plus, puisqu’il faut remplir deux conditions.

Pour arriver 4 la déterminer, nous ferons usage de la remarque
suivante.

Comme les groupes de quatre points marqués par tous les plans
de léspace sur quatre droites arbitraires, représentent précisement une
forme quadrilinéaire 4 covariants quartiques carrés, (") nous sommes con-
duit & nous poser cette question:

Etudier la surface engendrée par les intersections des plans concourants
que l'on obtient en joignant quatre droites situées dans un plan w, respec-
tivement aux points marqués sur quatre droites arbitraires par tous les plans
de lUespace.

Il est visible que le plan w fait partie du lieu, qui est complété
par une surface S, circonscrite au quadrilatére tracé dans w.

(") La démonstration de la proposition inverse étant un peu longue, nous ne la
donnerons pas actuellement. )

Nous mentionnerons ici une application intéressante que M. NEUBERG a faite de
ce cas particulier d’une H; A V'étude de tétraédres de MoBus (Mem. de la Société
Royale des Sciéences de Lidge, 2° Série, T. XI).
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Soient x, y, 2z, u les cotés du quadrilatére donné; 4, 4’; B, B,
C, C' les sommets opposés de telle sorte que ABC sont situés sur z;
et enfin x,, y,, 2, %, les quatre droites arbitraires de I'espace, ne se
rencontrant pas deux & deux et n’appartenant pas &4 un méme systéme
de génératrices d'une surface du second ordre.

Sur ces quatre droites s'appuient deux transversales g,, g,, qui les
rencontrent respectivement en des points 4, B,C,D,, A,B,C,D,.

Il est d’abord visible que le plan z,g, laisse indéterminé le plan
du faisceau (x) et donne trois plans yB,, 2C,, uD, se coupant en un
point X, de la surface.

De cette facon, nous pouvons observer que les quatre plans z4,
yB,, 20,, uD, forment un tétraddre X,¥,Z U, inscrit » S,; xd,, yB,,
2_0_2, u_D—2 constituent, de méme, un second tétraédre inscrit X,Y,Z, U,.

Les deux tétraedres X Y,Z U, X,Y,Z U, sont homologiques et
leurs sommets correspondants sont situés sur quatre droites X X,, Y, Y,
Z,Z,, U U, concourant en un point @.

Occupons-nous maintenant de déterminer certains éléments qui nous
seront utiles.

Les génératrices de I'hyperboloide (y,2,u,) marquent, sur ces droites,
des ponetuelles projectives dont les groupes de trois points associés sont
tels que le plan du faisceau () est évidemment indéterminé.

Les intersections des plans qui joignent y, 2, #, aux points correspon-
dants de ces trois ponctuelles sont donc sur §,. Or il est visible que
ces intersections appartiennent &4 une cubique gauche c,, passant par X,
X, 4, B, C.

Maintenant considérons les plans du faisceau x,. Ils coupent ,, 2, », en
des ponctuelles projectives et laissent indéterminés les plans du faisceau (z).

Les jonctions de ces trois nouvelles ponctuelles a y, 2, », donnent
une seconde cubique gauche k,, située sur S,, et passant également par
X, X, 4, B, C.

On voit aisément que ¢, et k, sont sur une méme surface S,. En
effet, A'B', B'C", C'A’, ¢, et k, constituent une courbe gauche du neuviéme
ordre, base du faisceau de surfaces du troisiéme ordre qui correspondent
aux points de z,.

Or, cclle de ces surfaces du troisiéme ordre qui correspond au point
ou x, perce w est évidemment composée du plan w et d'une S,.




Nouvelles recherches sur les surfaces du troisidme ordre. 201

Done ¢, et k, sont denx cubiques de systémes différents tracées sur §,.

Nous aurens de méme des cubiques gauches des deux systémes
passant respectivement par Y, Y BA'C, Z Z, ABC, U U,BCA.

Nous pouvons maintenant observer que X, X,, ¥, Y, sont dans un
plan passant par 4’

En effet les plans 9B, 2C,, uD, donnent X,; xd,, 2C,, uD, donnent
Y,. Done X,, ¥, sont situés sur lintersection des plans 2C,, uD),, droite
qui passe par A4’

Il en résulte que X_I_X;, fY—? sont deux bisécantes, ne passant pas
par A’, de deux cubiques gauches k;, ¥ d’'un méme systéme, et situées
dans le plan 4A'X X, Y, V..

Donc @, intersection de ces deux bisécantes est située sur S,. (")

Les dix sommets du quadrilatére ayzw, les huit sommets des deux
tétraédres et le centre d’homologie @ constituent une configuration [15,, 20,]
dont tous les points sont situés sur 8.

Ces remarques mnous conduisent & la détermination, sur une 8,
quelconque, d’'une pareille configuration et nous permettent, par suite, de
ramener 1'équation de cette surface & la forme réduite:

A ) ;
OS; = y19,0,317,0, + @000, + ..+ Uyy11% 0110, = O

Sur la surface donnée, choisissons arbitrairement deux points X,, X, par
lesquels nous faisons passer deux cubiques gauches ¢, k,, appartenant
aux deux systémes différents: ces deux cubiques se coupent en trois
points A'B'C’ déterminant un plan.

Si de X, nous projetons ¢,, nous obtenons un céne du second degré
qui coupe S, suivant une cubique gauche k; du méme systéme que F,.
De la méme maniére %, nous conduit &4 unc courbe c;.

X 4", X B, X (', rencontrent S, en trois points ¥, Z,, U, situés
sur k; et c;.

Maintenant A'B’, Y, Z,, situés dans le plan X A'B’ sont des bisécantes
des deux cubiques gauches k;, ki (et aussi de ¢, ¢;); donc d'apres le
théoréme invoqué déja, elles se coupent en un point C de S,. De la
méme facon B'C’, Z U,; C'4’, U, X, donnent des points 4, B de la surface.
Il est évident, d'ailleurs, que ABC sont en ligne droite.

(") REYE, Geomelrie der Lage, I1° Absch. p. 197, (2* édition 1882).
Acta mathematica. 5. TImprimé 11 Aodt 1884, 26
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En faisant usage de X,, nous aurions de méme Y,Z,U,. Les deux
tétraedres X ¥, Z U, X,Y,Z, U, sont homologiques. Soit ¢ le point ou
X, X, rencontre S,.

X, A, QY sont situés dans un plan passant par X, car QY et

[ 3 ’

X, A" gappuient sur QX X, et X ¥, 4.

Or les deux courbes gauches ¢, ¢; passent respectivement par
XX, ABC, X QY Z U. X,4 et QY, se coupent donc en un point de
S,. Or X,4’ rencontre S, en Y,. Donc QY, passe par Y,. Il en
résulte que ¢ est le centre d’homologie des deux tétraédres.

Nous avons donc bien, de cette maniére, inscrit & S,, uue configura-
tion [15,, 20,].

Soient 4, k, I, m, n, p six indices quelconques.

Les plans de la configuration [15,, 20,] pourront étre représentés
par o, les points par Py, les droites par g,,.

Alors @, contient les six points P, (I, m, différents de ik) et les
quatre droites g, (¢ différent de i, k);

par P, passent les six plans o,, et les quatre droites g,,,,; la droite g,,.,
contient les points P, P,,, P, et par clle passent les plans w,,, ©,,, @,.

Par suite, si nous prenons un plan quelconque de la configuration,
Véquation de S, pourra s'éerire:

. g — ¥
S, = A0y 0. 0, .0, + Boy. 0. 04 0, + Coy. 0. 04 . 0,,

’ ’ Y
+ Ao, o,. Dy« Wiy + Bw,.w,,.w,. Wy + Co,. Wiy Wpy « Oy, = O,

On peut donner quinze formes distinctes & cette équation.
Les sommets homologues de deux tétra¢dres associés sont P,

ims Pkm;
P, P Py, Py; Py, Py, et les jonctions de ces sommets passent par P,.

Liége, le 11 Avril 1884.




