
B.EWEIS EINES SATZES 

A U S  DER M A N N I G F A L T I G K E I T S L E H R E  

V O N  

E D V A R D  PHRAGMI~N 
i n  S T O C K H O L M .  

Hr. BFND:XSO~ hat im zweiten Bande der Ac ta  M a t h e m a t i c a  unter 
anderen auf die Theorie der Punktmengen sich beziehenden Satzen auch 
den folgenden gegeben: 

Ist 19 eine beliebige Punktmenge und ~2 die erste Zahl der dritten 
Zahlenklasse des Hrn. CANTOR, SO hat die Menge P ' - - t  s~:) die erste M(ich- 
tigkeit. 

Den Beweis giebt er daselbst nur fiir den speciellen Fall einer li- 
nearen Punktmenge, deutet aber an, es kSnne derselbe auch im allgemei- 
hen Falle in analoger Weise geftihrt werden. WiG dies geschehen kann, 
will ich hier zeigen - -  nach einer Methode, dig einfacher zu sein scheint 
als die, welche Hr. BENDIXSON selbst gebraucht. 

In der That, man nehme eine unendliche Folge positiver Grr 
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im Ubrigen willkfirlieh, jedoeh so an, dass immer o;, > o;,+~ und dass 
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ist. Ferner definire man die PunktmengGn 
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durch die Bestimmung, dass Q, die Gesammtheit derjenigen Punkte von 
P ' -  P(~) sein soll, die der Bedingung entsprechen, dass die untere Grenze 
ihrer Entfernungen yon den Punkten der Menge P:~ grOsser als ~., aber, 
wenn n > i, kleiner oder gleich ~._~ ist. Mit der Entfernung eines 
Punktes (x~, x2, . . . ,  x.) yon einem eunkte (x~, x~, . . . ,  x ' )  ist bier wie 
gewshnlich der Ausdruck 

4 1 ~ , - ~ ' ,  I' + I ~ , -  ~', I' + . . - +  I ~ . -  ~ ' . l '  

gemeint, jedoch mit der Modifikation, dass wenn eine der Grsssen x[, x~, . . . ,x:  
I 

den Werth 6x~ hat, die entspreehende Differenz ac~-  x:. gegen ~ ausge- 

tauscht werden soll. 
Es muss dann 

Q ( ~ _ o  

sein, denn ein Punkt yon Q(~) mfisste aueh zu /xa)gehSren undes  miisste 
die untere Grenze der Entfernungen der Punkte von Q, yon diesem zu 
P(~) gehorigen Punkte gleich Null sein, was nach der Definition von Q. 
nicht sein kann. Die MeRge Q. ist also eine abzahlbare und dies ist 
somit auch mit der Menge 

Q= Q, + Q~ + Q3 + . . .  
der Fall. 

Nun ist abet 
Q - p, __ /~ ) .  

Ffir jeden Punkt der Menge P ' -  p,u) muss n~mlich - -  da jeder Grenz- 
punkt yon /):4) auch ein Punkt dieser Menge ist - -  die untere Grenze 
seiner Entfernungen von den Punkten der Menge /xs~) einen yon Null 
verschiedenen Werth haben, u n d e r  muss daher zu einer gewissen Menge 
Q. und somit auch zu Q gehsren. Jeder Punkt yon Q aber gehsrt nach 
der Definition dieser Punktmenge nothwendig auch zu P ' - / ~ ) .  

Es ist also 

eine abzahlbare Punktmenge. w . z . b . w .  
Der obige Beweis gilt auch noch far den Fall unge~ndert, wo 

x~, x2, . . . ,  x, komplexe Veri~nderliche bezeichnen. 


