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UBER ABEL'S SUMMATION ENDLICHER DIFFERENZENREIHEN. 

VON 

H E I N R I C t t  W E B E R  
in S T R A S S B U R G .  

In der Abhandlung L'int~grale finie ~,"F(x) exprin~e par u~e intg. 
grale ddfinie simple (Bd I[, N ~ VII  der HOLMnOE'schen Ausgabe yon 
ABEL'S Werken, Bd I, S. 34 der neuen Ausgabe) giebt ABEL einen h~ufig 
angewandten sehr eleganten Ausdruek fiir das Integral einer Differenzen- 
gleichung. Er benutzt bei der Ableitung dieser Formel gewisse bestimmte 
Integrale fiber reelle Variable. Aber schon die ~ussere Form des Resultates 
weisst uns auf die Integration fiber complexe Variable bin, und in der 
That erh~lt man auf diesem Wege die ABEL'sehe Formel fast unmittelbar. 
Dieser Weg soll hier eingeschlagen und dann noch einige Anwendungen 
des Resultates hinzugefiigt werden. 

Io 

Die Aufgabe, um die es sich handelt, l~sst sich so aussprechen: 

Es sou eine Function f(x) der Variablen x gefunden werden, die, wenn 
~(x) eine 9egebene Function derselben Variablen ist, der Gleicl~ung 

f ( x  + - f ( x )  = 

geniigt. 
Acta ~zathematiea. 27. Imprim~ le 8 janvier 1903. 29 
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Wenn man x (lurch x q- I ,  x + 2, . . . ,  x ~ - ~ - - - I  ersetzt und dann 
die Summe alM" so ~ebildeten Gleichungen nimmt, sc~ erhiil+ man aus (I) 

n - - I  

(2) f(x + t , ) -  r + 

Jede der Bedingung (l) genfigende Function film) heisst ein Integral 
der Differenze~Jylelch~eng (~). Ist f(x) ein solehes Integral, und P(x)  eine 
willkiirliche periodische Function mit der Periode I, so ist f ( x ) q - P ( x )  
das allgemeinste Integral  dieser Gleiehung. 

Mit Hilfe des C^vc[IY'schen Satzes tiber die Integration auf einem 
gesehlossenen Wege l~isst sich nun ein solches Integral f(x) leieht bilden. 

Man murkire in der Ebene ether complexen Variublen z den Punkt,  
der dem Werthe x, der auch complex sein kann, entspricht, und die 
Punkte .~ + I ,  x__+ 2, x •  3, . . . ,  die alle auf einer zur reellen Axe 
purallelen Geraden liegen, die ich die Linie X nennen will. Dutch diese 
Linie X wird die Ebene z in zwei Halbebenen getheilt, die ich die nega- 
tive und die positive nennen will, jenachdem sie die negativ oder die 
positiv uneudlichen imagin~ren Werthe yon z enth:,ilt. 

Nun kann man auf folgende Weise ein Integral f(x) bilden: Man 
nehme einen Punkt  a auf der negativen, einen Punkt  b auf der positiven 
Seite yon X an, und verbinde d ie~  beiden Punkte dutch irgend einen 
Weg, der die Linie X in einem Punkt  c schneider, (]er zwischen x und 
x ~ I liegt. Dann ist 

b 

q~(z)dz 
(3) _ 

a 

Man erh{ilt daraus f(x q- I) wenn man denselben Integranden auf einem 
anderen Weg nimmt, der die Linie X in einem zwisehen x und x -} - I  ge- 
legenen Punkt  c' schneider, und fiir s q- I ) ~  f ix)  erhiilt man dann ein 
Integral, iiber einen gesehlossenen Weg, der yon den Polen des Integranden 
nur den einen, x, umschliesst, das also naeh dem ChuoIIY'sehen Satze den 
Worth ,r ha~, vorausgesetzt natiirlieh, dass man sieh auf ein Gebiet 
der z-Ebene besehriinkt, in dem F(x) sfetig ist. 

Wenn man in der Formel (3) die Punkte a ,  b ver;indort, ohne sic 
die Linie X {ibersehreiten zu lassen, so ~indert sieh die Function (3) nur 
mn eine periodische Function P(x).  
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II.  

Von dem gewonnenen Resultat soil zungchst eine Anwendung auf die 
Bestimmung der Gattss'schen Sammen bUS der Kreistheilungstheorie gemacht 
werden, dic sich daraus in sehr einfacher Weise ableiten l~sst. 

Wenn es die Convergenz des Integrals gestattet, so k6nnen wit in (3) 
die Grenzen a und b nach der negativen und positiveu Seite ins Unend- 
liche hinaus rScken lassen, und erhalten 

f f (z)dz ( 4 )  f ( x )  = ~ _ ~ . ( = _ ~ ,  

worth dcr Integrationsweg immer noeh zwischen den Punkten x und x - -  I 
hindurchgehen muss, w~ihrend z, mit endlichem reellem Theil nach der 
Seite des posit, iven und hog,riven Imagin~ren ins Unendliche geht. F[Lr 
f (x  d- I) erhglt man dieselbe Form, nur dass der Integrationsweg zwischen 
x und x d- I hindurehgeht. 

Maeht man in dem Integral fiir f ( x )  die Substitution 

x - - z  = - - i t  

und in dem fiir f (x  d- I) die Substitution 

x - - z - - - i t  

so erhglt man 

f e - ~ ( x  + it)dr 
f (  x )  = i e-'~' - -  e~' ' 

(4 )  - ~  

I / f(x q- I ) -~ - -  i e~t ~ (x --  it) dt 
e - - m  _ _  e m  , ( -| 

wobei abel" die Integration nach t nicht auf reellem Wege gcnommen 
werden duff, well sie sonst fiber dan Pol t ~ o ftihren wiirde, sondern 
sie geht fiber einc Linie in der t-Ebene, die mit endlichem imagin~rem 
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Theil yon nega~iv unendlichen zu positiv unendlichen reellen Werthen 
fiihrt, und dabei dem l~ullpunkt nach der Seite der positiv imagin(iren 

Werthe ausweicht. 

l'qun ist aber nach (I) 

: f ( x )  = f ( x )  + f ( x  + ,) - -  ~.,(x), 

und man erhSlt also aus (4)" 

( 5 )  f ( ~ : )  = - - -  

q~r 

r i / ~  e-"t~c(x + it) - -  e:'~'(x - -  it) dt,  
2f (x )+~ , e - ~ " - - ~  ~ 

und da hierin der Punkt  t ~ o nicht mehr Pol des Integranden ist, so 

d a r f  (lie fnteyration .}'etzt a u f  reellem Weye y o n -  c~ n a c h +  o,z yehen. 

Die Anwendung von (2) ergiebt, wenn n e i n e  ganze Zahl ist: 

n - - 1  

(6) X ~(~) - ~( r  - -  ~(o))  
v = O  

" J r ~  

i f e-~(9~(n + it) - -  ~o(it)) - -  e:t(~(n - -  it) - -  ~ ( - -  it))dt. 

Setzen wir hierin 
__ ~ix'Z- 

~ ( x )  = e " 

so folgt unter der Voraussetmmg dass n eine gerade Zahl ist' 

n - - I  - - r~ 'v  e + ~  ~rtt 2 

Z e  " = - - i  f e-;dt, 
Y ~ 0  

- - o o  

und durch die Substitution yon ~/nt fiir t: 

(7) Z e " = - -  i~/~ f e'~'t'dt, 
Y ~ O  

worin ~/n positiv zu nchmen ist. 
Um das Integral, was bier noch steht, zu bestimmen, brauchen wir 

nur n ~-- 2 zu nehmen, und erhalten 

-1r 

f e~,t...dt ~ I + i 
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(s) 

Uber Abel's Summation endlicher Differenzenreihen. 229 

n - - 1  - -  ~ri v 2 

l - - i  
Z e . . . . .  <ii= 
v=o 2 

ergiebt. 
Aus diesem spcciellen Fall lisst sich der allgemeine Fall der Gauss'schen 

�9 2 h  rr i  s'-' 

Summe " e  " , in d e r s  ein voles Restsystem nach dem Modul n durch- 
liuft und n eine beliebige gerade oder ungerade Zahl ist, wie I)IRICItLET 
gezeigt hat, durch elementare I-Iilfsmittel ableiten (])mlCHLET'S Werke, 
Bd I, S. 477, DIRICItLET'DEDEKIND, Vorlesunge~ iiber Zahlentheorie, Supple- 
ment I). Zu bemerken ist noch, dass sich schon KRONECKER der Integra- 
tion auf complexem Wege bedient hat, um den Werth dcr GAuss'schen 
Summc zu ermitteln (Crel le ' s  J o u r n a l ,  Bd tos, S. 167). 

I I I .  

Der (Jbergang zu unendlichen Grenzen, yon dem im Vorhergehenden 
Gebrauch gemacht ist, ist in der Formel (3) nur unter ganz besonderen 
Voraussetzungen fiber die Function ~(x) gestattet, die in dem vorigen 
Beispiel erfiillt sind. Zu einer viel allgemeineren Anwendbarkeit diesss 
Verfahrens gelangt man aber durch einc kleine Umformung. 

Ist wie friiher c der Durehschnittspunkt des Integrationswegcs mit 
der Linie X, so k6nnen wit den Ausdruck (3) so zerlegen: 

i i i f ( z )dz  f ( x ) d z  
f (x)  ~ -  ~ (z)dz - -  I - -  e-'~("-*) -]- I - -  e'='( =-=)' 

und wir ~indern nun f ( x )  nut um eine additive Constante, wenn wir in 
dem ersten dieser drei Integrale die untere Grenze a durch einen beliebigen 
anderen festen Wer~h ersetzen. Dann k6nnen wir in den beiden anderen 
Integralen a nach --icx9, b nach + icx9 wachsen lassen, selbst dann noch 
wenn die Function 9(z)  mit unendlieh waehsendem z wie irgend eine 
Potenz yon z unendlich wird. Wir erhalten dann, wenn wir in dem ersten 
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Integral  

lassen: 

Heinrich Weber .  

die untere Grenze, als ganz beliebig, in der Bezciehnung weg- 

/ ~(z)dz 
t ' ( * )  = f ( z ) &  - -  t - -  e - ' ~ * - ,  + 

t J ~ 

--i~4a 

9(z)dz 
t I - -  e 2r'i(x z) 

c 

oder wenn wir im zweiten und drittcn Integral z h. :c ~ - - i t  und z - - : c  
= it substituieren: 

(9) f ( x ) =  V ( z ) d z - - i  F 9(-x~i t )dt  + i ~'9(x + it)dt 
J I - -  e T M  I - -  e T M  

i ( e - - x )  --i(c--a') 

Um f(x + I) zu erhalten, haben wir den Punkt  c dutch den Punkt  c' zu 
ersetzen, der zwisehen x und x + I liegt. Es hindert  uns aber niehts, 

c - - x = x - - c '  d. h. c und c' gleich weir yon X entfernt anzunehmen. 
Dadurch ergiebt sich 

( io )  t'(x + t) = 

r ao 

,: I - -  e TM -4- e ~r,t 
t 

- - i ( c - - x )  i ( c - - x )  

und wenn man wieder f(x + I) + f (x)  = 2f(x) + ~(x) setzt, so ergiebt sich 

c' 

+ ~ f , ( .  + , ) -  ~(x -  .) d, + i f ~(x + . ) -  ~(x - , )  
I - -  e T M  I - -  e T M  d t ~  

i ( c - x )  - f i e - x )  

und hierin kann man nun, da t ----- o wieder kein P o l d e r  Integranden ist, 
c und folglich auch c' mit x zusammenfallen lassen. So erhiilt man 

( ~ )  f ( , )  - 2 ?(z) + ?(x')dx + i 
" I - -  e, T M  

0 

Dies ist die yon ABEL gegebene Formel. Von ihren zahlreiehen An- 
wendungen sollen nur einige hier angefiihrt werden. 
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Macht man die Annahme ~ ( x ) =  e ~, so wird nach (2) 

und aus (I I) folgt: 

f(x + ~) - - / ( .~ )  --  e ~ ~ - - - -  
e, nv__ I 

e v _ _ i  ' 

j ' sin vtdt 
e T M  --- I 

I e ~ + i  I I  
4 e  v -  I 2 V  

Dieses von CAUCItY aUf anderem Wege abgeleitete Integral ist ftir ABEL 
der Ausgangspunkt des Beweises. 

Die Entwieklung nach dem TAYLOa'schen Lehrsatz ergiebt" 

g(~(X "Jf- i t ) -  ~$(X - - i t ) )  = 2 Z ( -  I ) a ~ ( 2 ~  n-l' 
( - - )  

worin n die Rcihe der natiirlichen Zahlen i ,  2, 3,  4 , . . .  durchlSuft 
Wenn man also noch 

r  

(I 2) f t2"-ldt __ B~ 
e TM --- I 4rt 

0 

setzt, so folgt aus (I i) 

(~3) f ( x )  = - - -  
t I ) . _ ~ B  ~ 9 ( ~ ' ) ( x )  
~(~) +f~(~)~l~ + ~ (-- n(~.) " 

Diese Reihe ist freilich im allgemeinen divergent, da die Bernouilli'schen 
Zahlen B. ,  fiir die man aus (i2) auch den Ausdruck 

2II(2n) ~ I 

finder, mit unendlich wachsenden n wie 2II(2n)(2~r) -2" unendlich werden. 
Will man also die Reihe (I3) benutzen, so muss man sich auf eine end- 
liche Anzahl yon Gliedern beschriinken und den dabei begangenen Fehler 
abscMtzen, was far jede Function F(x) besonders geschehen muss. 

In  dem besonderen Fall aber, wenn f (x )  eine ganze rationale Function 
yon x ist, ist die Formel (i3) genau richtig, denn die Reihe bricht dann, 
wenn m dcr Grad yon ~(x) ist, ab, sobald 2 n - -  I > m wird. 
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Setzt man  i t ( x ) ~ - - x " ,  so erg'iebt sich aus (~ I) und  (t3) ein P o l y n o m  
(m + l)t~,,, Grades S, , , (x ) ,  das nach (2) fiir ein ganzzahliges x den W e r t h  

s,,,(x) = ~ + 2 ~ + 3 " +  . . .  + ( . ~ -  i)"' + S,,,(o) 
darstel l t :  

c~ 

i x ''+1 / (x + it)" - -  (x = - -  it)"' d t  
(t4) s,,,(.~,) . . . .  ) ~ "  + m + - - - 5  + i ~ .... ,.,~, 

0 

X ' n+ l  ~ + i)n__ 1 1-I ( nZ ) ][~ ff, . . . .  2 . + I  - ~ + _ _ +  ( - -  ~ , -  , 
2 m + I H ( 2 n ) f l ( m - - 2 n  + I) 

worin die S u m m e  

wird. Es ist daher  

so weir forfznsctzen ist, als m - - -  2n. + i n ich t  negat iv  

S , , , (o )  ~ o fiir ein gerades m 

'/11-- 1 

(~5) S,, ,(o) (-- ~)-TB,,+, 
m +  i 2 

Aus der Fo rme l  

fib, ein ungeradcs  m.  

ergiebt  sich, wenn  man  x ~ o sctzt, S, ,  ( l ) ~ S , , , (o)  und  folglich aus (I 4) 

fiir x ~ I- 

(,6) ( -  ,)"-' 

worin abet die S u m m e  

posi t iv 

II(m) _ _  I I 

II(2n)II (m - -  2n + I) B,, 2 m + I ' 

nu r  so weir auszudehnen  ist, als m - - 2 n  + i 

bleibt, also im Falle eines ungcrades  m das Glied 2 n - =  m + I 

wegzulasscn ist. 
Hier~us ergeben sich, wenn  m a n  m = 2n  oder ~ 2n + i ann immt ,  

ffir jedes n zwci lineare Rela t ionen zwischen den BElr Zahlen  

B l ,  B 2 , . . . , B , ,  

aus denen man  diese Zahlen  successive bereehnen kann,  und  zwar jedes- 

real zwei neue aus den sehon gefundenen .  Beispielsweise fiir m-----4 und  

m ~- 5 :  
3 

2 R ,  - -  B ~  = , B ,  - -  B ~  = - ~ ,  
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woraus man erh~lt: 
I I 

B 1 = ~ ,  B~ = 3-- ~ . 

233 

Wenn man in der Formel (*3) 9(x)  ~ l ogx  setzt, so erh~lt man die 
STIRLING'Sehe Reihe 

(*7) log F(x) - -  ~log x + x(log z ~) + ~ ( _  ,)._, B. 2,~{2n-- I) x'-'.-, ' 
worin die additive periodische Function aus dem Yerhalten yon F(x)  im 
Unendlichen bestimmt wird. 

Eine allgemeinere Entwieklung erhSlt man aus (I I), wenn man 
~(x) = log (x + c) setzt, worin c eine willki~rliehe Constante bedeutet, 
und dann naeh fallenden Potenzen yon x entwickelt. 

Man erh~lt so zuniichst 

*log (x + c) -4- (x + c)(log (x + c ) - - , )  

, , x .  . , - e ~ ,  ((~ + i t ) .  - (~ - -  #).) 
0 

und dies giebt naeh (I4) 

f(x) = - - -  * ~og (z + c) + (~ + c)(log (~ + ~ ) - , )  

- -  ~V (--,x. '-)" (8.(~) + 
C n . C n + l  

-~--n § ,/" 

Wenn man aber noch log (x + c) naeh fallenden Potenzen yon x entwiekelt 
und ein additive Constante aus x = cx3 bestimmt, so folgt endlich: 

( , s )  lo~r(x+c)--_--log ~ + ( z + ~ ) l o g z - - z - - ~ ( - ' ) " s . ( c )  
~Xn 

Die Absch~tzung des Restes dieser Entwieklung, wenn man bei irgend 
einem Gliede abbricht, ist yon HERmT~ gegeben (Cre l l e ' s  J o u r n a l ,  
Bd. ,15). 

Strassburg, Weihnaehten 190 I. 

A e t a  m a t t ~ n m t i e ~ .  27, Imprlm~ le 10 janvier 190B. 30 


