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UBER AREL'S SUMMATION ENDLICHER DIFFERENZENREIHEN.

VON

HEINRICH WEBER

in STRASSBURG.

In der Abhandlung L'intégrale finie X"¢(x) exprimée par une inté-
grale définie simple (Bd II, N° VII der Hoimpor'schen Ausgabe von
AseL’s Werken, Bd I, S. 34 der neuen Ausgabe) giebt ABEL einen hiufig
angewandten sehr eleganten Ausdruck fiir das Integral einer Differenzen-
gleichung. FEr benutzt bei der Ableitung dieser Formel gewisse bestimmte
Integrale iiber reelle Variable. Aber schon die dussere Form des Resultates
weisst uns auf die Integration iber complexe Variable hin, und in der
That erhélt man auf diesem Wege die ABEr’sche Formel fast unmittelbar.
Dieser Weg soll hier eingeschlagen und dann noch einige Anwendungen
des Resultates hinzugefiigt werden.

L.

Die Aufgabe, um die es sich handelt, lisst sich so aussprechen:

Es soll eine Function f(x) der Variablen x gefunden werden, die, wenn
¢(x) eine gegebene Function derselben Variablen ist, der Gleichung

(1) f@ + 1) — fle) = ¢(2)
geniigt.
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Wenn man z durch # + 1,2 42, ..., 2+ 2 -1 ersetzt und dann
die Summe aller so gebildeten Gleichungen nimmt, so erhiillt man aus (1)

n—1

(2) flo + ) — f(x) = Z ¢la +»).

Jede der Bedingung (1) geniigende Funetion f(#) heisst ein Infegral
der Differenzengleichung (1). TIst f(x) ein solches Integral, und P(z) eine
willkiirliche periodische Fumction mit der Periode 1, so ist flz) + P(z)
das allgemeinste Integral dieser Gleichung.

Mit Hilfe des Cavucny'schen Satzes iiber die Integration auf einem
geschlossenen Wege lisst sich nun ein solches Integral f{(z) leicht bilden.

Man markire in der Ebene einer complexen Variablen z den Punkt,
der dem Werthe x, der auch complex sein kann, entspricht, und die
Punkte 2+ 1, 24+ 2,243,...
parallelen Geraden liegen, die ich die ILinie X nennen will. Durch diese
Linie X wird die Ebene z in zwei Halbebenen getheilt, die ich die nega-

die alle auf einer zur reellen Axe

)

tive und die positive nennen will, jenachdem sie die negativ oder die
positiv unendlichen imagindren Werthe von z enthiilt.

Nun kann man auf folgende Weise ein Integral f(z) bilden: Man
nehme einen Punkt ¢ auf der negativen, einen Punkt ) auf der positiven
Seite von X an, und verbinde diese beiden Punkte durch irgend einen
Weg, der die Linie X in einem Punkt ¢ schneidet, der zwischen z und

x — 1 liegt. Dann ist
b

3) = [ 29

a

Man erhilt daraus f(z 4+ 1) wenn man denselben Integranden auf einem
anderen Weg nimmt, der die Linie X in einem zwischen  und z 4 1 ge-
legenen Punkt ¢’ schneidet, und fiir f{(x 4 1) — f(«) erhiilt man dann ein
Integral, iiber einen geschlossenen Weg, der von den Polen des Integranden
nur den einen, x, umschliesst, das also nmach dem C(avcny'schen Satze den
Werth ¢(x) hat, vorausgesetzt natiirlich, dass man sich auf ein Gebiet
der z-Ebene beschrinkt, in dem ¢(x) stetig ist.

Wenn man in der Formel (3) die Punkte a, 6 verindert, ohne sie
die Linie X iberschreiten zu lassen, so iindert sich die Function (3) nur
um eine periodische Function P(zr).
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Uber Abel’s Summation endlicher Differenzenreihen.

I1.

Von dem gewonnenen Resultat soll zunfichst eine Anwendung auf die
Bestimmung der Gauss'schen Suminen aus der Kreistheilungstheorie gemacht
werden, die sich daraus in sehr einfacher Weise ableiten lisst.

Wenn es die Convergenz des Integrals gestattet, so kénnen wir in (3)

die Grenzen ¢ und b nach der negativen und positiven Seite ins Unend-
liche hinaus riicken lassen, und erhalten

+iw

(4) fle) = f 1%

worin der Integrationsweg immer noch zwischen den Punkten x und z— 1
hindurchgehen muss, withrend 2z, mit endlichem reellem Theil nach der
Seite des positiven und negativen Imaginfiren ins Unendliche geht. Tir
f(x + 1) erhilt man dieselbe Form, nur dass der Integrationsweg zwischen
z und z 4 1 hindurchgeht.

Macht man in dem Integral fir f(x) die Substitution

x—2 = —1it
und in dem fir f(x 4+ 1) die Substitution
t—2z =i

so erhilt man
4w

flz) =i f e ™o (x + w)dt

e— Tt errt 3

-—

4o

flo+1)=—3 f ol —i)ds

e—ﬂ.l —_ e??l

—o

wobei aber die Integration nach ¢ nicht auf reellem Wege genommen
werden darf, weil sie sonst iiber den Pol ¢ = o fithren wiirde, sondern
ste geht iiber eine Linie in der ¢-Ebene, die mit endlichem imaginirem
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Theil von negativ unendlichen zu positiv unendlichen reellen Werthen
fihrt, und dabei dem Nullpunkt nach der Scite der positiv imagindren
Werthe ausweicht.

Nun ist aber nach (1)

2f(z) = f(z) + flz + 1) — ¢(x

und man erhilt also aus (4):

(5) flo) = o)+ / cp(x + i) — @ —il) o

e~ gwt )

und da hierin der Punkt ¢ = o nicht mehr Pol des Integranden ist, so
darf die Integration jetzt auf reellem Wege von — oo nach -+ oo gehen.
Die Anwendung von (2) ergiebt, wenn n eine ganze Zahl ist:

I

(6) 2 o(v)=—;(p(n) —¢(0)

+ o

+ g e~ (g(n + it) — sO(iet)_)m— :’;(ﬂo (n—it) —g(—1t) 4

-0

Setzen wir hierin

—mix?
ple)=e ",
so folgt unter der Voraussetzung dass n eine gerade Zahl ist:

n—-l —miv? 4+ mit?

v=0 " =——zfe dt,

und durch die Substitution von /ut fiir ¢:

n—1 —ri? + o
L Tit?
(7) Eo e " = z\/n_[ e dt,

worin /n positiv zu nehmen ist.
Um das Integral, was hier noch steht, zu bestimmen, brauchen wir
nur # == 2 zu nehmen, und erhalten

+ oo

f e"tdt = I——_—}_'-z,
V2

—x
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woraus sich also

n—1 —miv? 1 —3
(8) EOG = *; \/21’&

ergiebt.

Aus diesem speciellen Fall lasst sich der allgemeine Fall der Gauss'schen
2hmi

Summe Se s-, in der s ein volles Restsystem nach dem Modul » durch-
liuft und » eine beliebige gerade oder ungerade Zahl ist, wie DiricHLET
gezeigt hat, durch elementare Hilfsmittel ableiten (DiricHLET's Werke,
Bd 1, S. 477, Diricaner-DEDERIND, Vorlesungen sber Zahlentheorie, Supple-
ment I). Zu bemerken ist noch, dass sich schon KRroNECKER der Integra-
tion auf complexem Wege bedient hat, um den Werth der Gauss'schen

Summe zu ermitteln (Crelle’s Journal, Bd 105, S. 167).

111

Der Ubergang zu unendlichen Grenzen, von dem im Vorhergehenden
Grebrauch gemacht ist, ist in der Formel (3) nur unter ganz besonderen
Voraussetzungen iiber die Function ¢(x) gestattet, die in dem vorigen
Beispiel erfillt sind. Zu einer viel allgemeineren Anwendbarkeit dieses
Verfahrens gelangt man aber durch eine kleine Umformung.

Ist wie frither ¢ der Durchschnittspunkt des Integrationsweges mit
der Linie X, so konnen wir den Ausdruck (3) so zerlegen:

¢

o) = [ ole)is — f 9”‘i2,"fi_>+ f _gla)ds

a

und wir dndern nun f(x) nur um eine additive Constante, wenn wir in
dem ersten dieser drei Integrale die untere Grenze a durch einen beliebigen
anderen festen Werth ersetzen. Dann kénnen wir in den beiden anderen
Integralen @ nach —ico, b nach - ico wachsen lassen, selbst dann noch
wenn die Function ¢(2) mit unendlich wachsendem #z wie irgend eine
Potenz von z unendlich wird. Wir erhalten dann, wenn wir in dem ersten
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Integral die untere Grenze, als ganz beliebig, in der Bezeichnung weg-

lassen;
< [4
B ¢(2)dz ¢(2)dz
= [?(z)dz‘ [r*—_-;—T(I'J"l' Pt
oder wenn wir im zweiten und dritten Integral 22 — —if und 2 —

= it substituicren:

c

- . (x~ 1t)dt g:(x 4 zt)dt
o o= [plads—s f it j

i{e—2x) —i(c—a}

Um f{z 4+ 1) zu erhalten, haben wir den Punkt ¢ durch den Punkt ¢’ zu
ersetzen, der zwischen z und z 4 1 liegt. Es hindert uns aber nichts,
¢c—2x=u-—c d. h. ¢ und ¢ gleich weit von x entfernt anzunehmen.
Dadurch ergiebt sich

(IO> .’E + I /¢ — fﬂa(m —;:szt + /?(-17 + (:Qtdt’

—i(c—zx) i(e—x)

und wenn man wieder f(x 4 1) + f(z) = 2f(z) + ¢(«) setzt, so ergiebt sich

2f(x) = — ¢ () + [ p(a)de + [ p(2)ds

o

ny fsa(x + ii):ef,.—(zx_—zt)dt +i fg&(x + zlt_egifx 0 g

i(c—x) —i{c—2x)

und hierin kann man nun, da ¢ = o wieder kein Pol der Integranden ist,
¢ und folglich auch ¢’ mit z zusammenfallen lassen. So erhiilt man

@

(1) flz) = ——égo(x) + fsc(w)dx + L-fs&(x + z‘lt)_ efrgx —il)

[t}

Dies ist die von ABEL gegebene Formel. Von ihren zahlreichen An-
wendungen sollen nur einige hier angefihrt werden.
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Macht man die Annahme ¢(z) = €, so wird nach (2)

1

flo +m) — fz) = "5 =,

und aus (11) folgt:

l]'sinvtdt_le”+1 Il

e —1  4e—1 20
0

Dieses von CaucHy auf anderem Wege abgeleitete Integral ist fiir ABrL
der Ausgangspunkt des Beweises.
Die Entwicklung nach dem TAyLOR’schen Lehrsatz ergiebt:
. . . 22D () 21
€+ i) —o(x —it) = 2% (— TS
ile(@ + it) — ¢z —it) = 23" (— 1) Ton1)

worin n die Reihe der natirlichen Zahlen 1, 2,3, 4, ... durchliuft
‘Wenn man also noch

o

(12) ‘ f2n—1 . E‘
e?f!’t — 1 - 4n

0

setzt, so folgt aus (11)

2 r) = Y= AR C))
(13) o) = —3¢(@) + [p(e)do + 3 (— B ELE
Diese Reihe ist freilich im allgemeinen divergent, da die Bernowilli'schen
Zallen B,, fur die man aus (12) auch den Ausdruck

__2ll(zn) ¢
- 27)21; Z h‘)n

findet, mit unendlich wachsenden # wie 2II(2#)(27)~*" unendlich werden.
Will man also die Reihe (13) benutzen, so muss man sich auf eine end-
liche Anzahl von Gliedern beschrinken und den dabei begangenen Fehler
abschiitzen, was fir jede Function ¢(z) besonders geschehen muss.

In dem besonderen Fall aber, wenn ¢(z) eine ganze rationale Function
von 2 ist, ist die Formel (13) genau richtig, denn die Reihe bricht d‘mn
wenn m der Grad von ¢(«) ist, ab, sobald 20 — 1 > m wird.
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Setzt man ¢(x) = z™, so ergiebt sich aus (r1) und (13) ein Polynom
(m + 1)** Grades S, (z), das nach (2) fir ein ganzzahliges x den Werth

Sm( ) + + 3711 + + ( - )m + Sm( )

darstellt:
RS S xm+l (x + ity — (z — )"
() Sun)= e f e
I xm+l n -1 H(”l) m—2n+1
=" e B,
20t m + 1 + Z( 1) Hewm—2n + 1) g

worin die Summe so weit fortzusetzen ist, als m — 21 4 1 nicht negativ
wird. Ks ist daher

S,.(0) = o fiir ein gerades m

m—1
(15) | S, (o =02 D fiir el neerades m
15 W(0) — o D ur emn ungerades .
2
Aus der Formel
S (/r + I) m — ™

ergiebt sich, wenn man z = o setzt, §,(1) = S,(0) und folglich aus (14)
fir x = 1:

— I (m) it I
6 — ) —_ -
(16) Z( ) H(Zn)n(m—zn-i-I)B" 2

worin aber die Summe nur so weit auszudehnen ist, als m — 2n + 1
positiv  bleibt, also im Falle eines ungerades m das Glied 22 = m <+ 1
wegzulassen 1ist.

Hieraus ergeben sich, wenn man m = 2» oder = 2n 4 1 annimmt,
fir jedes m zwei lineare Relationen zwischen den Bersourrr'schen Zahlen

B,,B,,...,B

nj

aus denen man diese Zahlen successive berechnen kann, und zwar jedes-
mal zwei neuc aus den schon gefundenen. Beispielsweise fiir m = 4 und
m=5:

2B1"B2=’3_) B,— B, =

10



Uber Abel's Summation endlicher Differenzenreihen. 233

woraus man erhalt:

Wenn man in der Formel (13) ¢(2) = logz setzt, so erhdlt man die
STIRLING sche Reihe :

n— B, I
(17) log I'(x) = ——~100'« + 2(logz — 1) + Z — ) nien 1)

S 2k

worin die additive periodische Function aus dem Verhalten von 7/'(2) im
Unendlichen bestimmt wird.

Eine allgemeinere Entwicklung erhilt man aus (11), wenn man
¢(x) = log (x -+ ¢) setzt, worin ¢ eine willkiirliche Constante bedeutet,
und dann nach fallenden Potenzen von x entwickelt.

Man erhilt so zunichst

flz) = —élog @+ ¢) + (& + ¢)log (z + c)—- 1)

nxt

Z (— 1) ' dte%t ((0 + it)" - (C - it)")
und dies giebt nach (14)
flz) = —-—glog @ 4 ¢) + (& + ¢)(log (x + ¢) — 1)
(__ I) el
Z na" < )+“_—n+1>'

Wenn man aber noch log ( + ¢) nach fallenden Potenzen von # entwickelt
und ein additive Constante aus & = co bestimmt, so folgt endlich:

(18)  logIw+ o) = —log\/-Z + G+ dlogs—o— ¥ L5 )

nx®

Die Abschﬁtzung des Restes dieser Kntwicklung, wenn man bei irgend
einem Gliede abbricht, ist von Hermite gegeben (Crelle’s Journal,
Bd. 113).

Strassburg, Weihnachten 1901.
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