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SUR UN PROBLEME D’INVERSION RESOLU PAR ABEL

PAR

E. GOURSAT

a PARIS.

En cherchant & déterminer une courbe située dans un plan vertical,
de telle facon que le temps mis par un mobile A, soumis a l'action de la
pesanteur et assujetti a se mouvoir sur cette courbe, pour parvenir d'un
point de départ quelconque D & un point donné A4, soit une fonction
donnée ¢(@) de la hauteur verticale @ de la chute, ABEL a été conduit
a résoudre une équation qui peut s’écrire

(1) pla) = [ L2

) Va—a’
0

ol f(x) est la fonction & déterminer. En réfléchissant & la méthode
employée pour résoudre cette équation et I'équation plus générale

d
(2 plo) = [L2%,

ou 7 est un exposant positif quelconque inférieur & I'unité, il m'a semblé
que la marche suivie par ABEL devenait presque intuitive, en rattachant
le probléme a une certaine intégrale double.

1. La fonction ¢(a) étant donnée, pour déterminer la fonction f(x)

au moyen de l'équation (2), admettons d’abord que cette fonction f(z)
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peut étre représentée par une expression analogue a celle de ¢(a), et
posons

x

d
3 flo) = [ A0

n' étant un nouvel exposant positif inférieur a 1'unité, et ¢/(y) une nouvelle
fonction inconnue. La formule (2) peut s'écrire, en posant x = ax’,

1

.
¢(a) =./~a““(f1(a_x_)w,;f,,

[

et de la formule (3) on tire
$ly)dy
J (@ —yr’

0

flaz’) =

ou encore, en posant y = ay’,

2

N g | $(ay)dy
f(ax ) - al f (x' _ y’)"' ]

0

et la valeur de ¢(a) devient, en remplagant f(ax’) par cette expression,

1 x’
— o2—n—n’ dz’ 9!}(“3/,) dyl
(4) p(a) =a f(: —v | Gy
0 0

Mais le second membre de cette égalité n'est autre chose que
I'intégrale double de la fonction

@ J(ay)
T—ay@—y)

étendue a l'aire du triangle formé par les droites ¥’ =0, y' =7/, ' = 1.
En intervertissant I'ordre des intégrations, on a donc aussi

2—n—n' ’ ' ’ dz’ .
pla)=a fﬂb(“y)dyf(ﬁt_m,
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or la premiére intégration nous donne, en posant ' =y + (1 — y')¢,

dz’ -
f ara—yy = T —

_ It —mI(t—mn) 1—n—n
Te—n—m G Y7

et par suite

ota) = U fmame(c — gy giap)ay

en revenant a la variable y = ay’, on a encore

(s) pla) = TGO Fla— gy=giy)dy.

On satisfait facilement & cette condition en prenant pour I'exposant »’,
qui est resté indéterminé jusqu’ici, la valeur 1 — », ce qui donne

[

© p(a) = T(n) (s —n) [ 9y — " [p(o)dy;

0

on ne peut trouver de fonction ¢(y) vérifiant la relation précédente que
si la fonction ¢(a) est nulle pour ¢ = o, et, s'il en est ainsi, on a im-
médiatement, en prenaut les dérivées par rapport a la variable q,

(7) $(a) =" (a),

et la fonction inconnue f(x) a pour expression

x

®) flz) — sin nn-f ¢ (9)dy

=) b=y

0

2. Cette expression de f(z) n’est valable que si la fonction ¢(a) est
nulle pour @ = 0. Lorsqu’il n'en est pas ainsi, la fonction f(x) ne peut
étre continue pour £ = o, comme le montre immédiatement la formule (1).
Dans ce cas, nous prendrons pour f(#) une expression de la forme

¢y)dy .
(9) f(x f(x )l-—-n’
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par une suite de transformations tout-a-fait pareilles aux précédentes, on

trouve que g¢(a) peut s'écrire

1

N dz’
(10) o) = [ty [ o=t e

12

La premiére intégrale peut étre calculée, car si si l'on pose

o — y

I+ @ — De
elle devient
1
1 dt _ImI'a—my =
y'l—ﬂ P —ty —— yin " &in nn‘y }

0

et la formule qui donne ¢(a) devient

1
= [ ¢lay)dy
sin nw yi-r
)

(11) pla) =

ou, en revenant a la variable y = ay/,

a

(12) a‘¢(a) :"‘:—fﬂl)dy.

sin nx y
0

Les deux membres de 1'égalité (12) s'annullent pour @ = o; il suffira
donc que leurs dérivées soient égales, ce qui donne

gin nr

¢(a) = [ag'(a) + ngp(a)]

et l'expression cherchée de f(z) est

_sinar [ ye'(y) + ne(y)
(13) f(z) = g x —y)— dy.
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Cette expression de f(x) coincide avec la premiére lorsque ¢(0) = o,
car on peut I'écrire

x

sin nw [ (y — x)so (y) + ne(y) sin nw ¢ (y)dy
f )l—n dy + T (x . y)l—n *

La premiére partie est égale a

in n " . innz sin nz ¢(0)
— e —yre)i="_"Ta"p(0) = =2,
et la formule (13) prend la forme plus simple
P p P
__sin nwr@(0) , sin nx ¢ (y)dy
(14) f(x) - T gzl + s (x—-y)l—" .

0

3. Pour vérifier I'identité de la solution précédente avec la solution
d’ABEL, remarquons qu'en posant y == ¢z l'expression (13) de f(z) devient

1

__sinnx [ 2*i¢ (@) + na"1p(xt)
f(.ﬁt}‘)—— . f (I—-t)‘ n dt

0

et le second membre est la dérivée par rapport & z de l'intégrale

1

sin mf a"¢(xt)dt _ sin mrf o(y)dy
(

w ) G—o= z— g

0

Si donc on pose ds = f(x)dx, la formule (13) conduit a la formule
méme d’ABEL

x

__sinnx o(y)dy
o=z (& —gy)—"

0




