79

SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE D’UNE SERIE DE TAYLOR

PAR

HELGE vox KOCH

4 STOCKHOLM.

La question de trouver une expression générale pour le prolongement
analytique d'une série de TAYLOR en dehors de son cercle de convergence,
abordée en 1896 par M. BorenL 3 laide de sa méthode de sommation
exponentielle, a fait dans les derniéres années des progrés considérables’,
grice surtout aux recherches de M. Mirrac-LEFFLER?

Le théoréme fondamental démontré par M. Mrrrac-LEFFLER, qui est
le résultat le plus complet obtenu jusqu' & présent sur ce sujet, peut
§’énoncer de la maniére suivante.

Soit

Plela)=c,+ ¢, (z—a)+c,(z2—a)" ...

une série de TAvyror convergente dans le voisinage de z=a; on peut
former avec les coefficients ¢ — et cela de plusieurs maniéres différentes
— une série de polyndmes S(z) qui a lintérieur de l'étoile principale 4
appartenant aux coefficients ¢’ converge et représente la branche uniforme

! On trouve un exposé des principaux travaux se rapportant & ce sujet dans les
livres suivants: , k

BoreL, Legons sur les séries divergentes; Paris, Gauthier-Villars, 1901;

HADAMARD, La série de Taylor et son prolongement analytique; Paris, C. Naud, 1901I.

* Sur la représentation analylique d’ume branche wniforme d'une fonction monogine:
Acta Mathem.; t. 23, p. 43; t. 24, p. 183 et 205,

® Pour la définition de Il'étoile, voir le mém. cité de M. MirrAG-LEFFLER (voir
notamment Acta Math. t. 23, p. 47 ou t. 24, p. 183 et t. 24, p. 200).

Un point 2 est, par définition, situé & Uintérieur de A si le prolongement ana-
lytique de $P(z|a) obtenu en suivant le chemin rectiligne entre les points a et z est
holomorphe tout le long de ce chemin.

Acta mathemaiica. 26 bis. Imprimé le 18 aott 1002.
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f(z) de fonction analytique définie par I'élément R(z|a) et par son pro-
longement analytique a l'intérieur de 4.

Liétoile principale étant un continuum limité (sauf dans le cas parti-
culier ot la série PB(z|a) converge pour toute valeur de l'argument) et les
expressions S(z) de M. MITTAG-LEFFLER cessant, en général, de converger
ou de représenter f(z) sur la limite de 4, on doit se proposer, pour les
points appartenant & cette limite, une question analogue a celle qu'a
proposé ABEL (Journal de Crelle, t. 2; Oeuvres complétes, Edition
Sylow-Lie, t. 1, p. 618), concernant la valeur que prend f(7) en un
point appartenant au cercle de convergence de la série P(z]a).

La question que nous avons en vue peut se formuler de la manitre
suivante:

Quelle valeur prend la branche f(z) en un point apparienant ¢ la limite
p P
de U'étoile principale?

Liobjet du présent travail est de résoudre cette question pour une
partie L de cette limite qui sera définie au § 3.
Le résultat final auquel nous arrivons au § 3 peut s'énoncer ainsi:

On peut former avec les coefficients ¢ une expression qui comverge et
représente [(z) non seulement & Uintérieur de Uéloile principale, mais aussi
en tout point de L ou f(x) est holomorphe.

Pour éclaircir dés maintenant cet énoncé par un exemple, considérons
le cas ou f(2) est méromorphe dans tout le plan; dans ce cas L n'est
autre que la limite compléte de A4, et notre expression fournit la valeur
de f(z) dans toute U'étendue du plan (les péles étant seuls exclus).

Dans le dernier paragraphe, nous montrons comment les expressions
obtenues sappliquent a la recherche des points singuliers situés dans le
domaine considéré.

§ 1. Démonstration d’une formule fondamentale.

1. La méthode que nous allons employer repose sur la propri&té
suivante de la fonction exponentielle: si # et s sont des nombres réels et
positifs on a
(1) lim z'e™* = ]o_‘

= le
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selon que x est différent de un ou égal a un; plus généralement, si oet 7
désignent des polyndmes en s prenant des valeurs positives dés que s est
suffisamment grand, la fonction

Elx,s =z"e*
jouit de la propriété
(2) lim E(z, s) = {j_,

selon que

et pour les dérivées de cette fonction par rapport & # on a aussi

%
(3) lim & B, =0 (=1,2,8,0)

pourvu que
z =1,

quant aux valeurs que prennent ces dérivées pour % = I nous n'en aurons
besoin que dans un cas particulier qui sera étudié plus tard.

A cbté de ces propriétés, nous aurons besoin de la remarque suivante:
si s est réel et positif et que # désigne une variable complexe, on a

lim ¢ = o
s=u

et plus généralement
Iim E(z,s)=o0

§=a0

tant que
| <r.

Dans tout ce qui va suivre, la lettre s désignera un nombre entier
et positif. Si u est une fonction de s, le symbole
| lim u
désignera toujours la limite vers laquelle tend % quand s augmente indé-

finiment en parcourant la suite des nombres entiers et positifs. Enfin,
Acta mathematica, 26 bis. Imprimé le 18 aont 1902, 11
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o et 7 désigneront deux polyndémes donnés en s assujettis & la seule con-
dition d'étre égaux a des nombres positifs entiers quand s est positif et
entier.

2. Considérons une série de TAYLOR
(4) et 2zt + ...

convergente dans le voisinage de lorigine; il existe toujours un nombre
positif B tel que la fonction f{2) définie dans le cercle |z| = R par pro-
longement analytique de la série proposée, jouisse des deux propriétés
suivantes:

1° f(2) est méromorphe & l'intérieur du domaine

(5) |2] < R;

2° tous les points singuliers de f(z) dans ce domaine sont situés sur
la partie positive de l'axe réel.

Dans certains cas, la valeur maximum qu'on peut donner & R coincide
‘avee la valeur du rayon de convergence de la série donnée; c’est ainsi,
par exemple, de la fonction log (1-—2) qui cesse d’étre uniforme dans le
voisinage de z = 1. Dans d’autres cas, au contraire, R peut avoir des
valeurs plus grandes; par exemple, si la fonction définie par la série (4)
n'a d’autres singularités que des poles situés sur la partie positive de I'axe
réel, le nombre R peut étre pris aussi grand que l'on veut.

Quoiqu’il en soit, il résulte des hypotheéses faites que si f(2) a des
points singuliers a l'intérieur du cercle (5) et qu'on désigne ces points par

Ay,...,0,
on a

o<a, <R (k=1,2,...,m)
et f(z) peut, dans le voisinage de z= a, étre représenté par une expres-
sion de la forme suivante:

f(z) = G

I
Z— dag

>+ Pele—ay),

I . 1 - ’, , .
G désignant un polyndme en ——— et P,(2 — a;) étant une série
% P a c J z— Q;

de TAyLOor en z— @, convergente dans le voisinage de z = q;.



Sur le prolongement analytique d’une série de Taylor. 83

3. Soit maintenant x un point régulier de f(2) situé sur l'axe réel
entre o et R; désignons par R, un nombre plus petit que R mais plus
grand que x et les a;:

oLz <R <R, o<u <R <R,

décrivons de l'origine comme centre avec le rayon R, un cercle C, ef
considérons l'intégrale suivante, prise dans le sens positif le long de C;:

zzfz%E(g, s) ds
Cy

E désignant la fonction définie plus haut.
Comme on a, pour tout point z de C:

s )<e- )

lim o= 4+ o0

§=a0

et que

il en f@sulte que
Im I =o.

§=00

D’autre part, comme la fonction sous le signe d’intégration est uni-
forme et n'admet a l'intérieur de C, qu'un nombre fini de points singuliers,
savoir les points )

o,x, a; (k=1,2,...,m)

le théoréme de CaucHY est applicable et I'on peut écrire, en abrégé:
[=[+[+E [
G ® @ ke

(0), (), (@) désignant des petits cercles décrits respectivement des points
0, %, a, comme centres et tels que, & l'intérieur de chacun d’eux, le centre
soit le seul point singulier de la fonction

6) ME(’—” s).

g—x  \g’
Le résidu de cette fonction pour z =2 étant égal & ¢ 'f(x) on a

= 2mi.e ' f(x).
@
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Pour calculer le résidu correspondant a un pole quelconque z= a,,
désignons pour abréger ce pdle par a et remarquons q'on peut écrire,
dans un certain voisinage de z = a;:

) 4,
Lot

Z—x 4

+ Ple—a)

(z——a“

a étant V'ordre du pole considéré, les A étant indépendants de z et P étant
holomorphe pour #=a. Le résidu cherché est donc égal a

AE(- s)+A,d E(%, >+ A+ A, ‘Id‘f::lE(gf,s>

a

ce qui nous permet d’écrire

[ = 2ni. zlA,_V.I:%;E(g,s).

x o s 7 e N . y . N
Or comme - peut étre, selon les cas, soit inférieur & 1, soit supérieur a 1

mais n'est égal & 1 pour aucun des poles a, il résulte de ce qui a été
dit plus haut concernant la fonction E et ses dérivées, que Pexpression
obtenue tend vers zéro quand s croit indéfiniment. Nous avons done:

hij = 0.

=1 ()

2 rd
aene-

Il reste a considérer l'intégrale f . En convenant de désigner g

©
ralement par [F(2)]z"" le coefficient de z~' dans le développement d'une

fonction F en série de Laurent dans le voisinage de 2= 0, nous avons

@f 27:z[f_(j)tE<;, s)]z_l.

Combinant les résultats obtenus nous obtenons donc enfin

et [0 (9]
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Pour calculer cette expression, remarquons que I'on a, dans le voisinage
de z=o0:

f(2) __<@+co+c,xz+“+co+6,x+--+ny"zv+._.>

52—z z z ¥l

EG) = () =n () e~

Le coefficient de 2~' dans le développement dont il s'agit est donc
égal a

(7) —Z(;'—VEX(CO + Cl x + .. + ca-}-v‘r—l xo-{—vr—l).

4. I1 est facile de voir que, quel que soit s, cette série converge
pour toute valeur de z et représente une fonction entiére de cette variable.
En effet, désignons par p un nombre positif inférieur au rayon de con-
vergence de la série (4). Pour toute valeur (réelle ou complexe) de x
remplissant la condition

(8) lz]<p
Pexpression
(9) co + -clx + . + co-}-u'z‘-—l x¢7+VT—1

est, en valeur absolue, moindre qu'une certaine constante g ce qui montre
que la série (7) converge uniformément dans le domaine (8). D’ailleurs on
a, d’apres un théoréme bien connu '

le]<go™

g désignant la valeur maximum de |f(x)| pour tous des points du domaine
(8). Par la il résulte facilement que, pour toute valeur de x du domaine
suivant

(10) - le]z e

I'expression (9) est inférieure en valeur absolue a l'expression

z a+vrT
g vT). l—l
(o +v7).9 o
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ce qui prouve que la série (7) converge uniformément dans le domaine
L>[z|zp

K étant aussi grand qu'on le veut.

Par conséquent, la série étant uniformément convergente a lintérieur
de tout domaine fini, représente nécessairement, comme nous l'avons dit,
une fonction entiére de x.

Le résultat auquel nous sommes ainsi conduits peut s'énoncer de la
maniére suivante:

Théoréme I. Soit
(4) ¢, +ezt+e, 2+ ...

une série de TAYLOR comvergente dans le voisinage de z=0; soient o et 7
deux polynémes en s prenant des valeurs entiéres et positives toutes les fois
que s est égal o un emtier positif et formoms la fonction entiére

(II) F(.’E, 3):—"8. 3 (—il—)v(co_l—clx..'_._+(»”H?_11,n+vt——l).

y=0 !—y

Pour toute valeur réelle et positive z telle que la fonction f(z), définie
par prolongement analytique de la série (4) a lintérieur du cercle

(12) |2] L =,

wadmet en dedans ow sur la limite de ce cercle d autres singularités que
des poles réels, positifs et inférieurs a x on aura

(13) f(x) =1lim F(z, s).

§=2

5. Parmi les diverses valeurs qu'on peut choisir pour o et 7, les
plus simples sont

(14) | =5 et T=s;
pour ces valeurs la formule obtenue prend la forme suivante:

(=
E

(15) (e, 4 e 4 .. A ey Y.

P
B
I
Ly
=
B
!
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Mais nous verrons plus tard' qu'il y a avantage & remplacer les valeurs
(14) par les suivantes

(16) o=¢8,7=5

ce qui fournit la formule

(I 7) f(x) =€ lim i (:iyll) (CO _I. 01 x + . + c”-’_w_lmss-l-v.y—l)

$=o y=0

valable, comme les précédentes, pour les valeurs positives de x définies
dans le théoreme 1.

Pour abréger, nous désignerons la série figurant au second membre
de (17) par le nom de fonction associée de la série de TAyYLOR (4) et nous
emploierons la notation

'S 03‘ (___I)v v
Ass. Eocyz” = e. ;;10 (CO + clz + . + cu+n_1zsx vs )

’ v

6. La fonction associde jouit de quelques propriétés simples qu’'on
vérifie immédiatement et dont nous aurons besoin dans la suite. Nous
nous bornerons a les énoncer:

Si f(2) est une série de TAyrLor donnée et K une constante quel-
conque on a

Ass. Kf(2) = K Ass. f(2),;

si f,(2), 7,(2),.., f.(2) sont des séries de TAYLOR données et K, K,,.., K,
des constantes quelconques on a

Ass. (K, f,(2) 4 .. + Koful2) = é}]{, Ass. [,(z).

Pour
1

I1—2z

fe)=14z242"4..=

on a
1 I —ez'e™™
1—z  1—2z

Ass.

! Voir la note & la fin du n:o 16.
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si & est un entier positif on a

I I df 1 —egttie"

(1——2);71:[7507:?‘ 1—z

Ass.

plus généralement, si a est une constante on a

1 a
Ass. =
a—z a—z
z kst _ ‘
 1—e(2) )
Ass _Ib_——-_l_d__ a -
C(a—2t T |k dat a—=z

§ 2. Remarques diverses.

7. 1l est facile de transformer les expressions obtenues en des séries
de polyndmes. Nous nous bornerons & le montrer pour le cas de lex-
pression (17).

Remarquons & cet effet que l'on a, d’aprés ce qui a été dit plus haut
concernant l'expression (9)

2\ ss+vs

)

2/

le, + ¢34+ .. cppppeq " |<g+ 9+ vs)(

- % désignant un nombre positif quelconque et g et p ayant la méme signi-
fication que plus haut. Par 1a s'obtient facilement, m désignant un entier
positif quelcounque,

@K

I vs—
Z —lco + Clx + . + cu+vs——1xu+s 1’

'u
v=m | -

(18) <:"_"+‘ i(ii)"+mx.e(ip)'.<l+%>.

Or, |m étant d'un ordre de grandeur supérieur & celui de m™e™™, on
voit que, si l'on prend m >, le second membre de (18) tend certainement
vers zéro quand s augmente indéfiniment. Il en résulte que si l'on pose
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—_— I)"
E

~_

(I 9) F(oc s S) = €. Z <CO + cl X + . + Css+v:—1x”+”‘1)

y=0

}

(—1y

y=0 I..lf

Mﬂz

(20) P(w , S) =e. (co + (R _I_ .. + c“+“_1xss+vs—1)

on aura, quel que soit z:

lim F(z, s) = lim Pz, s).

§=a §=00

Nous obfenons done le théoréme suivant:

Théoréme II. Si l'on forme le polynome P(x,s) défini par la formule
(20) la fonction f(x) est représentée par Uexpression

(21) f(z) = lim P(x, s)
pour toute valeur réelle et positive x telle que f(z) soit méromorphe en dedans
et sur la limite du cercle

HEX:

et que cetle fonction w'admet dans ce cercle que des poles réels situés entre
o el .

Comme on peut écrire

lim P(z,5) = Plw, 1) + % (P(,») — Plz, v—1))

on obtient par la un développement de f(z) en série de polyndémes, valable
pour les valeurs réelles et positives de x qui viennent d’étre définies.

8. Nous nous sommes borné, dans ce qui préctde, & considérer des
valeurs réelles et positives de la variable 2. Pour trouver des formules
valables aussi pour des valeurs wégatives, on n'a qu'a remplacer, dans les

formules (13), (15), (17), (21), le nombre s par 2s, s étant toujours
Acta mathematicn. 26 bis. Imprimé le 21 aofit 1802, 12
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un nombre entier et positif. Pour le voir, il suffit de remarquer que la
fonction E(x,s) introduite plus haut satisfait aux conditions

lim E (%, 2) ={e‘?.1
selon que le nombre réel (positif ou négatif) = est dlfferent de 1 ou égal
a 1 et que l'on a

. dt
}1:2 wE(x, 28) = 0 (k=1,2,..)
pourvu que le nombre réel z soit distinct de 1.
Les développements ainsi obtenus convergent et representent f( ) en
tout point réel = tel que f(#) est holomorphe dans le voisinage de 72 ==
et n’admet, & Vintérieur ou sur la limite du cercle

2] = |=]

d’autres singularités que des pbles réels.
Plus généralement, on parvient par un raisonnement analogue a I'énoncé
suivant:

Théoréme III. Si dans les formulles (13), (15), (17), (21) on remplace
s par ns, n désignant un entier positif quelconque, ces formules seront
valables pour toute valeur de z de la forme

akrd
r=17T€n

k étant un nombre quelconque de la suite
2,..,0—1

et » étant un nombre positif et réel satisfaisant a la condition suivante:
f(z) est holomorphe dans le voisinage de z = z et n'admet & l'intérieur
ou sur la limite du cercle

¢ = =]

d’autres singularités que des péles
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tels que
lal<|el,  a=]al"

Supposons, par exemple; que la série proposée (4) représente une
fonction f(2) mé_romqrp_hg ‘,d@ns tout le plan et que tous les poles a,
de cette fonction satisfassent a la condition

n étant un entier positif donné.

Les coupures définissant dans ce cas 'étoile principale de M. MiTTAG-
LerFLEr sont des demi-droites issues des pdles les plus voisins de l'origine
et faisant avec l'axe réel des angles respectivement egaux a

o, 2—”, 2. 2—7,’, coy (m— 1)2—”.
n " n

Les expressions de M. MirTag-LEFFLER fournissent la valeur de f(2)
dans tout le plan, sauf sur les coupures.

L/expression au contraire que l'on obtient enm remplacant s par s
dans la formule (21), représente (en dehors du cercle de convergence de
la série (4)) la fonction f(2) seulement sur les coupures dont il s'agit.

§ 3. Prolongement analytique a Vintérieur de Vétoile méromorphe.
9. Soit

(22) Bela)=¢c,+c,(¢—a)F+c,(¢e—a)+. .

une série de TAYLOR convergente dans le voisinage de 2 = a. Rappelons
comment on définit, d’aprés M. Mrrrag-LEFFLER, ['étoile principale corres-
pondant aux constantes c. 4

Considérons une ligne droite /, issue du point z = a et faisant un
angle @ avec l'axe réel; formons le prolongement analytique de la série
B(¢]a) en suivant cette droite. Il pourra se faire qu'on arrive & un point
au dela duquel le prolongement analytique est impossible; 81 un tel point
existe nous le désignerons par P, et nous désignerons par /; la demi-droite
obtenue en prolongeaht indéfiniment 7, au dela du point P,
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Enfin, # variant depuis # = o jusqu'a 6 = 27, nous feronms corre-
spondre a chaque valeur de # une coupure savoir la demi-droite /; qui
vient d’étre définie (dans le cas ol P, est infiniment ¢loigné de z=a, il
n'y aura pas de coupure correspondante).

Ce qui reste du plan aprés quon a fait toutes ces coupures est I'étoile
principale introduite par M. MirTAG-LEFFLER.

Cest un domaine simplement connexe 4, a lintérieur duquel la série
B(z|a) et son prolongement analytique définissent une branche uniforme
d'une fonction analytique.

Dans ce qui suit nous désignerons cette branche par f(z).

Les points P, sont appelés par M. Mirrae-LEFFLER des sommefs de
I'étoile A. Le sommet correspondant a une valeur déterminé € n’est donc
autre chose que le premier point singulier de la branche f(z) qu'on ren-
contre en parcourant la demi-droite /,.

Les expressions découvertes par M. MrrTAG-LErrLER fournissent, comme
on sait, la valeur de f(2) dans tout le plan sauf sur les coupures 7;. Ce
qui reste a faire, c'est de chercher la valeur de f(7) quand la variable z,
en suivant un chemin intérieur a l'étoile A, se rapproche d'un point
appartenant a une coupure.

Considérons un sommet quelconque P,; si ce sommet n'est qu'un pile
de f(2) il pourra arriver qu'en partant de P, et parcourant la coupure
ls, on ne rencontre jamais d’autres singularités de f(¢) que des pdles; dans
ce cas nous désignerons la coupure I; par l{. Dans le cas contraire, on
rencontre, en parcourant /;, un premier point singulier de f(z) qui ne
soit pas un pble. Nous désignerons le segment entre ce point et le point
Py par 1.

L’ensemble des segments I qu'on obtient ainsi en faisant varier 6
de o jusqu'a 27, sera désigné par L.

Nous nous proposons de former des expressions qui représentent f(z)
non seulement a l'intérienur de 4 mais aussi pour les points appartenant
a L.

Si a l'ensemble des points intérieurs a I'étoile A on joint l'ensemble
L, on obtient une étoile nouvelle M qui pourra s'appeler étoilc méro-
morphe appartenant aux constantes ¢ puisque c'est 1'étoile la plus étendue
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a lintérieur de laquelle f(z) est méromorphe'. Pour en distinguer 'étoile 4,
on pourrait appeler celle-ci U'étoile holomorphe appartenant aux constantes c.

En adoptant cette terminologie, le probléme que nous nous proposons
a résoudre peut se formuler ainsi:

Former une expression de f(z) valable en tout point régulier z & Uin-
térieur de Uétoile méromorphe M.

10. Pour ramener ce probléme au cas étudié au § 1, nous allons
nous servir de la méthode de représentation conforme employée par M.
Mirrac-LerrLEr dans la troisitme note (Acta mathematica, t. 24,
p. 205). Cette méthode dépend d'une fonction dite »fonction génératrice»
qui peut étre définie d'une infinité de maniéres différentes. Pour notre
but, la fonction génératrice la plus commode parait étre celle introduite
et employée par M. Frepuorm’. Cette fonction est définie par 1'égalité

(23) o, f) = i

ol B est un nombre réel assujefti aux conditions
(24) oL p<1,

et jouit des propriétés suivantes:
Quand % décrit la circonférence

(25) |u] =1

dans le sens positif, ¢ décrit dans le méme sens un contour fermé S;
comprenant dans son intérieur le segment o — 1 de l'axe réel; aux valeurs

U=0,u=1

! Un point 2 est & considérer comme intérieur 2 1'étoile M si on peut décrire
autour du segment rectiligne joignant les points @ et 2z un contour fermé T tel que
f(&) soit méromorphe A lintérieur de T'.

? Ofversigt af Kongl. Vet. Ak. Forh. 1901, p. 203. Voir aussi une note de
M. Mrirrac-LEFFLER: Sur une formule de M. Fredholn, Comptes rendus (Paris), le 2§
Mars 1goI.
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correspondent respectivement les valeurs
sp = QO , Sp = I

et & une valeur réelle u entre o et 1 correspond une valeur de ¢ entre
o et 1; pour =0 le contour S se réduit a une circonférence décrite de
Porigine comme centre dvec un rayon égal & un; enfin, quand 3 tend vers
la valeur un, le contour S, devient de plus en plus mince et se confond,
a la limite, avec le segment o — 1.

Ceci rappelé, désignons par = un point & l'intérieur de I'étoile méro-
morphe M dans le voisinage duquel f(2) est holomorphe. Posons

; Z—a

(26) ——=plu, f);

la fonction 2 de w définie par cette formule réalise la représentation con-
forme du cercle (25) sur un contour S; semblable a S; et jouissant des
propriétés suivantes: aux valeurs

correspondent les valeurs

quand % décrit le segment o — 1, z décrit le segment a—x; pour p=o0
- §; se réduit a la circonférence

|z —a| =]z —a]

et quand B tend vers l'unité, S; s'aplatit et se raccourcit indéfiniment et
se confond, a la limite, avec le segment a — .

Or 7{z) ¢tant méromorphe tout le long du segment a — z et holo-
morphe aux extrémités z=a et z=wx, on en conclut qu'il existe un
nombre positif B <1 tel que, pour toute valeur de f satisfaisant aux
conditions

(27) B<pg<1,
f(2) soit méromorphe a l'intérieur du contour S; et sur ce contour et que,

en outre, tous les poles de f(z) appartenant a ce domaine soient situés
sur le segment rectiligne joignant les points a et x.
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Done, par le changement de -variable (26) (ot A est assujetti aux
conditions (27)), f(2) se transforme en une fonction f,(u) méromo_rphé a
Pintérieur et sur la ljmite du cercle

Jul=1

et n’admettant dans ce domaine que des péles réels situds entre u = o
et w=1.

11. Les résultats obtenus au § 1 sont donc applicables & cette
fonction f, (u). - ‘ '

D'aprés la formule de M: Freprorm (loc.” cit. p. 205), le-développe-
ment de f,(#) en série de TAYLOR dans le voisinage de % = o peut s'écrire
sous la forme symbolique trés simple

I Y S LS

olt 'on a posé ,
H=—1log (1 —Pp);
les coefficients

I o
‘—v%‘,f(“)=0y

qui y figurent sont identiques aux coefficients définissant la série donnée (22)".
Comme ¢ se réduit & « pour ¥ =1 on a

' En posant
AA+1..Q04+n—1)=2+4+E"I7 4+ .. + EP2
le produit symboligue:
z—ad fz—ad z—a d
7 %< T %-!-1)...(11 %+n——l)f(a)

peut étre remplacé par le polyndme

xX—a

n n % —a\*! ‘& — a\"
ED e, 7 +..+E§’|n—x.c,,_1( H) +:'ﬁ,.c,..( H)




96 Helge von Koch.

et il suffit donc a appliquer a f,(1) les développements des paragraphes
précédents pour avoir l'expression cherchée de f(x) dans toute I'étoile
méromorphe.

En posant pour abréger:

Co(w) B = f(“):

(28) frz—ad (z—ad z—ad
0"(m,ﬂ)=E H %( H %'I" I)..(“—}I—"'%‘*—n——I)f(a)

on a, en employant la notation introduite au n:o 6,

Ass. fi(u)=e.y (_I_VI)' (€, + G+ .. Cpp ™).
y=0 —
Mettant u =1 et appliquant le théoréme I nous obtenons donc le
théoréme suivant:

Théoréme IV. Si l'on choisit un nombre positif 3 daprés les condi-
tions (27) et quwon forme la fonction suivante:

X)v (Co + 01 + .. + C.m+vl—1)

l v

(29) Flo, 8 =e. 3

y=0

ou les C sont des polynémes en x définis par les formules (28), on aura
(30) f(z) =lim F(z, B, s)
x étant un point régulier de f(z2) & Uintérieur de U'étoile méromorphe M.

Le point z étant fixé, le nombre g doit étre supérieur a un certain
nombre B qui dépend, en général, de x; si l'on fixe la valeur de f§, la
formule (30) n'est valable que dans un certain domaine M’ intérieur a M.
Mais nous savons d'aprés ce qui précéde que, quand S croit indéfiniment
vers la valeur un, le domaine 1’ s'étend de plus en plus et se confond,
a la limite, avec M. Il en résulte que l'expression

lim lim F(z, g, s)

f=1 s=w
converge et représente la valeur de f(x) en tout point régulier x a l'in-
térieur de I'étoile méromorphe.
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12. On peut simplifier la formule ainsi obtenue:

(31) fl@) = lim lim F(a, §, )

de la maniére suivante.

Soit # en point régulier fixe de f(2) & l'intérieur de I'étoile méro-
morphe et soit E un nombre positif aussi petit qu'on le veut; d'aprés ce
que mous avons vu, on peut faire correspondre & tout nombre § remplis-
sant (27) un nombre positif s’ tel que I'on ait

(32) @) — Flz, B, 5)| <=

dés que:
§>¢.

Soit p, un nombre positif inférieur au rayon de convergence de la
série (22) et désignons par G le maximum du module de cette série a
I'intérieur du domaine

(33) |z —a|<Zp,.
Soit p un nombre positif tel que, pour toute valeur de » du domaine
(34) |u|<p

la valeur correspondante de 2z, définie par l'égalité (26), satisfasse a la
condition

IZ - alépl'
Comme on a
|F(s) |2 @
quand z appartient au domaine (33), on a
AR

tant que % reste dans le domaine (34).
Tl en résulte que les coefficients C,(x, 8) figurant dans le développe-
ment

satisfont a la condition suivante:

|C.le, Bl < Go™

Acta mathematica, 26 bis. Imprimé le 20 aoft 1902, 13
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d’ott résulte, par le méme raisonnement qui nous a conduit a lindgalité
(18), que l'on a

|Co + C] + L + 0;s+vs—1|

]
<l -

< l%j + |m_—(’_3 (%)’“ (1 +2)

m étant un entier positif quelconque.
1
Or, le second membre dans cette formule tendant vers zéro avec <

si 'on prend

)

on aura, en posant

y=0
I'inégalité suivante:
(36) |F(zzn,‘8,s)——P(ac,ﬂ,s)|<~12j
deés que
§>8"
olt s” est un nombre positif suffissamment grand.

11 résulte alors des formules (32) et (35) que lon a
|flz)— Pz, 8,8)| < E

tant que l'entier positif s est supérieur a s et a s”.
Nous pouvons, par conséquent, énoncer le théoréme suivant:

Théoréme V. Soit
G tele—ay4clz—a)y+ ...

une série de TAYLOR comvergente dans le woisinage de z = a et désignons
par f(z2) la branche umiforme de fonction analytique définie par cette série
et son prolongement analytique ¢ Uintériewr de Uétoile méromorphe M appar-
tenant aux constantes c¢. Si Uon définit les polynimes C, par la formule (28)
et le polynime P(x, B, s) par l"égalité (35) on awra
(37) fle) = lim lim Plz, #, 5)

en tout point régulier de flx) a Uinterieur de Vétoile M.
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On peut en déduire facilement que f(x) est représentable a l'intérieur
de M par une série de polynomes.

13. Par définition, 1'étoile M est un domaine continu comprenant
d'une part tous les points appartenant & I'étoile holomorphe (ou principale) 4,
d’autre part la partie des coupures I, que nous avons désignée par L.

Soit X un domaine compris tout entier en dedans de 4; il résulte
facilement des formules précédentes que le developpement (3%) converge
uniformément dans X.

Soit d’'autré part I, un segment d’une coupure quelconque appartenant
a L tel quil v’y a sur cc segment (y compris les points qui le limitent)
aucun point singulier de f(x). La formule (37) non seulement a lieu le
long de Z,, mais le second membre converge uniformément sur ce segment.

Au contraire, dans une aire embrassant un tel segment L, I’expression
ne converge pas uniformément puisque le nombre B (n:o 10) tend vers
l'unité quand z se rapproche de L. '

14. Dans le cas particulier ol tous les poles de f(x) & lintérieur
de l'étoile méromorphe sont situés sur une ligne droite ! issue du point «,
il suffit, pour avoir une expression de f(z) valable sur !/, de mettre dans
les formules précédentes f=0 ce qui donne

H=o0
—_ 7 dn
Ow, /=" glla) = o —

P(x ) ﬁ, 8) =¢e€. Z (:—|-—‘—‘VI)‘I(CO + Cl (58— a) —I— V. + css+v.9—l (x__ a)u+ux—1)

v=0 —

et enfin

fle) =e.lim 3 (]I)” (6 + €, (& — @) + . . Cupur (@— @)Y

pour tout point régulier situé sur /.
La formule générale (37) se réduit donc, dans le cas envisagé, a celle
que nous avons obtenu au § 2.

+! Dailleurs, d’aprés une remarque que je dois & M. PHRAGMEN, aucune série de poly-
ndmes représentant f(x) dans M ne saurait converger uniformément dans une telle aire,



100 Helge von Koch.

15. Comme application du résultat obtenu, considérons le cas ol la
série (22) définit une fonction f(z) méromorphe dans tout domaine fini.
Dans ce cas, I'étoile méromorphe I embrasse tout le plan et nous avons
le résultat suivant: I’expression:

lim lim P(z, 8, s)

A=1 s=o

définie plus haut comverge et représente f(x) en tout point régulier du plan.

§ 4. EKecherche des points singuliers. — Conclusion.

16. Dans ce qui précéde nous avons formé des expressions de f(z)
valables en tout point régulier de f(x) a lintérieur de V'étoile méro-
morphe M.

Une question qui se pose nécessairement est donc la suivante: étant
donné un point & a lintérieur de l'étoile M, décider si & est un point
régulier ou un poiut singulier pour f(z).

Pour étudier cette question, il convient d’employer les notations in-
troduites au n:o 6.

Supposons quun point donné & a lintérieur de l'étoile M soit un
point singulier de f(2); comme f(2) est méromorphe dans le voisinage de
2= § nous pouvons écrire

4.
(38) O e R G

en désignant par o P'ordre du pdle &, par A certaines constantes et par P
une fonction holomorphe au point z=§.
Par la transformation

a) lOg (I — /9“)

(39) s—a=E—a) 05

employée plus haut f(z) se transforme en une fonction f,(u); d’aprés ce
qui précede, il y a un nombre positif B<1 tel que, pour toute valeur
de B remplissant les conditions

(40) B pg<rm,
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cette fonction f(#) soit méromorphe & l'intérieur et sur le contour du cercle
(41) |#] =1

et que tous les poles de f,(u) dans ce domaine soient réels et positifs.
Comme les points z=§&, u =1 se correspondent, le point # = 1 est un
pole de f,(u) et I'on peut écrire
B

— +

I—u (I——u)

@) = o gt B — 1)
les B étant des constantes qui s’expriment linéairement par rapport aux
4 et P, étant holomorphe pour u = 1.

Il nous faut maintenant calculer la valeur de la fonction associée de
fi(u) pour u =1 c'est-a-dire la valeur de la fonction F(x,f,s), définie
par la formule (29), au point correspondant z —&.

En vertu des propriétés de la fonction associée (n:o 6) on a

(43) Ass. f(u) = Ass. B,(u—1) + kZ:(') By, Ass. ([—_ITH_I

a—1 ]
Bk+1 dk 1 — euk+ae—u

= Ass. 5}31(74——1)—]—;—: |Ia T —

ol I'on a posé s*= ¢ pour abréger.
Or comme

1 ——eu““’e‘“‘ 2 —, 1)" 14w w4 .. uttl)

I -—
u y=0 —

on peut écrire

dt 1 — eut+roe—w . ® (___ [)v dr 1 — kot
awr 1—u ¢ 2 B dwt 1 —u
et il suffit done de calculer la valeur de la fonction

dF 1 — uk+¢7+w
dut 1 —wu
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pour #=1. A cet effet, remarquons que l'on a, m désignant un entier
positif quelconque,

4k 1 — yttm mti—1 : m@m + 1), . (m+ k)
<Wﬁrij17>u = v; yy—1)..v—k+ 1)= I )

=1

Il en résulte

(ﬂdil—eu"“e—“' . i(—l)"(o+vs)(a+vs+ D..c+vs+ k)
du* I—u—,,:l_e' |u E+1

y=0 —_

— e dk+l k4o ,—ut
~Fy1 <du"+‘u ¢ >M

quel que soit l'entier positif . (Pour k= o, il faut supprimer 'opération
%
% devant la fraction dans le premier membre.)
En formant, d’aprés la formule classique, la dérivée k™ du produit
des deux fonctions

wte ot e

on obtient, pour # = 1, une expression de la forme suivante:

dk+1 k4o ,—ut —_
(Wﬁu ¢ )u=1— 0:(0,s)
o @, désigne un polyndéme entier de degré k4 1 c¢n ¢ et s dans lequel
le coefficient de o*' est égal & e='. Pour g==s" on obtient, donc un
polynéme 6,(s*, s) dans lequel le coefficient de la plus haute puissance de s,
%2 est égal & e,

Nous pouvons donc écrire

savoir §

( dk I—e uk-{-a’g—u') sﬂk+2

d—u‘ I—u u=1=k+I

les termes omis du second membre étant de degré inférieur a 2k 4 2 par
rapport a s.

Portant ces valeurs dans la formule (43) et mettant ¥ = 1 on obtient,
en se rappelant la relation

(ASS. f;(u))u=l = *F’(S ’ ﬂ) 8))
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la formule suivante
B,
(44) F(E,ﬂ,S)ZK,—*I-—“

| a

s ...

les termes omis étant lindaires et homogénes par rapport & B, ;... B, et
de degré moindre que 20— 1 par rapport a s; K, désigne la valeur que
prend la fonction
Ass. P, (w—1)
pour u = 1.
Comme P,(w— 1) est holomorphe au point w =1 on a d’apres le
théoreme I,

lim K, = %, (0).

Le nombre # ayant une valeur fixe satisfaisant aux conditions (40)
et A, désignant par hypotheése le coefficient de la plus haute puissance
négative de &— 2z dans le développement de f(z), on voit sans difficulté
que BB, est une quantité différente de zéro.

La formule (44) montre, par suite, que le pole & satisfait nécessaire-
ment & la condition®

(45) EimlF(E,ﬂ,3)|=cx>.

17. Ce résultat fournit déja un critere pour décider si & est singulier
ou régulier. Mais on peut le simplifier en remplagant F par le polynéme
P défini par la formule (35).

En effet, # étant un nombre satisfaisant aux conditions (40) et &
étant un point quelconque & I'intérieur de 1'étoile méromorphe, nous savons,
d’aprés ce qui a été démontré au n:o 12 que l'on a

(46) llm(F(é,ﬂ,S)—P(é,ﬂ,S))—:O

§=w
d’oll Ton voit que la condition

lim | P&, §, 5)| = oo

! 8i an lieu des valeurs (16) de ¢ et 7 nous avions choisi les valeurs plus simples
(14), c'est-d-dire si nous nous étions servi de zfe* comme facteur de discontinuité au
lieu de z*e~*, la formule (45) n’aurait pas eu lieu en général.
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est mécessaire pour que & soit un pdle de f(z2). Cette condition est
d’ailleurs suffisante aussi, car pour un point régulier & 1'égalité (45) ne
peut pas avoir lieu puisque nous savons que l'on a

lim P(&, 8, 5) = {(£)
dans ce cas. "
On peut ajouter que, une fois décidé si & est un pdle ou non, les
formules précédentes permettent d’évaluer les valeurs des coefficients A4
figurant dans le développement (38).

Dans ce qui précéde, je me suis borné a former et a étudier le
prolongement analytique d'une série de Tayror a l'intérieur de son étoile
méromorphe." Mais par la considération de certains exemples, jai trouvé
que les formules obtenues restent vraies dans des domaines encore plus
étendus. Et il me parait probable que les méthodes employées doivent
pouvoir s’étendre a la solution de ce probleéme général:

Former le prolongement analytique de f(2) a l'intérieur de son étoile
uniforme, c’est-a-dire dans 1'étoile la plus étendue de centre a a l'intérieur
de laquelle 7(z) reste uniforme.

Mais cette nouvelle question m’entrainerait trop loin et je me borne
a la signaler.?

! Un résumé de cette recherche a été publié précédemment dans ma note » Applica-
tions nouvelles de la fonclion exponentielle» (Bib. till K. Svenska Vet.-Ak. Férh,
12 Février 1902). '

* Pendant l'impression du présent travail jai eu connaissance d'une note trés in-
téressante que vient de publier M. PAINLEVE sur le méme sujet (Comples rendus, 7 Juillet
1902). Par une méthode entitrement différente de la ndtre M. PAINLEVE arrive & des
résultats qui ont beaucoup de rapport aux précédents et parvient méme, dans certains cas,
4 une représentation de la fonction i l'extérieur de 1'étoile uniforme. Cependant il me
semble que les formules que jai obtenues présentent, dans leaur domaine de validité,
certaing avantages. Dans la recherche des singularités, par exemple, elles ne sauraient
étre remplacées par les formules de M. PAINLEVE, car celles-ci n’indiquent pas, semble-t-il,
si un point du domaine considéré est singulier ou non.




