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SUR LES PRINCIPES DE LA MECANIQUE.

Extrait d’'une lettre adressée a 1’éditeur
PAR

LEO KONIGSBERGER

4 HEIDELBERG.

[Traduit de ’allemand par L. Laugel.]

Ce n'est qu'aujourd’hui, & mon retour d'un assez long voyage d’agré-
ment, que je puis donner suite aux demandes amicales, que vous m’avez
faites verbalement et par écrit, de vous communiquer les résultats essentiels
des recherches que jai entreprises l'an dernier sur les principes de la
mécanique. Je vais essayer, bien qu'assez rapidement, de mettre en
évidence quelques points qui pourront peut-étre inspirer en général de
l'intérét.

L’établissement de la loi de WEBER sur V'action entre points matériels
électrisés avait exigé lintroduction de forces qui dépendent non seule-
ment de la situation des points mais encore de leurs vitesses et de leurs
accélérations, et Kircmmorr, HERTZ et autres ont 4 mainte reprise admis
la possibilité de forces, définies par des fonctions des coordonnées et de
leurs dérivées d'ordre quelconque prises par rapport au temps. Cest
principalement la loi de WeBER qui, dans I'étude du potentiel cinétique,

défini par Vexpression H = —T— U, ou T désigne la force vive de la
matiére pondérable et U la fonction des forces — ces mots pris dans
leur sens habituel en mécanique — a conduit C. NEumaNN a soulever

la question de savoir comment doit étre formé -U au moyen des coor-
données et de leurs dérivées premiéres, quand on admet que le principe
de Haminron reste valable. Une méthodé de nature essentiellement
différente et d’'une portée trés grande en principe, est celle, introduite
en mécanique par HeLMHOLTZ, du traitement du potentiel cinétique comme

fonction des coordonnées et de leurs dérivées premiéres, méthode qui ne
Acta mathematica. 23. Imprimé le 18 octobre 1899,
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met pas immédiatement en évidence une séparation de l'énergie actuelle
et de D'énergie potentielle, mais qui détermine d’une maniére univoque
la quantité d’énergie de l'ensemble du systéme, et qui fournit encore la
fonction fondamentale qui a été I'origine des développements de la théorie
des mouvements cachés établie par HeLmrOLTZ et reprise par HErTz.

Si l'on examine avec un peu plus d’attention les considérations ex-
posées par C. NeuMANN, on est trés rapidement conduit & des résultats
beaucoup plus généraux, qui révélent la source propre des théorémes
antérieurs, et qui de plus permettent aussi d’étendre les recherches de
Hernmuortz 4 des forces appartenant a des potentiels cinétiques qui dé-
pendent de dérivées d’ordre quelconque.

Aprés avoir, pour une fonction

BR=flt,z,y,2,...)
ou z,y,2,... dépendent de ¢, développé la relation

OR®  p(p—1)...(p— 2+ 1)2R¢D
T O 1.2...2 E

et l'identité

3R® d 9R@ d? aR® d? 3R
—_— P A — N
z dt oz dt* az” +...+ ( I) dte az'® %

que 'on en tire, on obtient, pour chaque fonction
V=F¢,R,R,R',...,RY, R, B, ..., RD,..)

ou R, R,, ... sont des fonctions de ¢ et des u grandeurs p,,p,,...,P,
qui elles-mémes doivent encore étre regardées comme fonctions de ¢, la

relation
oV  dav [ d*aV w @ ¥
. dia T arar T T args

r1%4 daV ar sV ,d” aV \oR,
- (ERj—d“ta_lzi+ aamy T (—1) li_t*aR‘;’)?pn
14 dav d*avV , 4 3V \oR,
+ (—:R‘““zum +aperr o F ) E?va—R;»')ap.

+

sur laquelle reposent les recherches qui suivent.
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Supposons maintenant que # points d'un systéme ayant pour coor-
données ,, Y, , 2, 1+. .5 &ns Yu, %, soient soumis aux conditions restrictives
exprimées par les m équations linéaires homogeénes par rapport aux dé-
placements virtuels

[0 4+ 9109, + Sl'nf}\zl + 1220%; + €2,0Ys + 1202, + ...
+ flnﬁxn + %rﬁyn + ¢'}\n6‘zn =0, A=1,2,..,m)

et que, H désignant une fonction donnée de ¢, des 3m coordonnées et de
leurs dérivées prises par rapport au temps jusqu'a lordre v, les variables
soient pendant le cours du temps #, variable indépendante, soumises au
principe de d’Alembert généralisé; on aura:

““(eH doH , & oH
Ellc aa;]-c——zl—ta—w;-c+...+(—'l> @;g;—g;_@k é\xk
"\ (6H doH d» oH
T T - S ——1"——V—Rldy
Z QY dat dyy ( )dt“ey%’ (] k
“\[oH doH : ,dv oH
+ Ellc 5;;—-d_t—3—;];—+...+(—l) Ez;'az—;:;——sk (?Zk'—o,

ou @, B,, S, sont des fonctions données du temps et des coordonnées,
et ou H, par analogie avec la mécanique, peut étre nommé le potentiel
cinétique. D'ow Senswit aisément la premiére forme des équations de La-
grange généralisées

?H doH d oH
a—;v,a_ﬁ%_l-""*_(_l)vd—t”a_wg_%—l_a‘ fathfoat ...+ fu=0,

sH dsH , & oH
’3’“‘%—“@@‘}' +(— I) @%}_Rk-l_llfplk-l—)ﬂsp%'i"“+Am¢mlc=oi
°H do°H , & oH

sz——a*t;z;‘l—---"l‘(— 1) ;l;,"a‘z’;:—)_sk'l‘lxsblk‘l'/lz%k‘l'---+M¢mk=07

tandis que le théoréme auxiliaire précité fournit, sous Uhypothése de Uinté-
Acta mathematica. 23, Imprimé le 20 octobre 1899, 9
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grabilité des précédentes équations aux variations, la seconde farme des équa-

tions de Lagrange généralisées

aH dsH
Bp, T dt Qp,

@ sH
+ + ( ) dtv (y) + (5=1,8,...00)

ot U'on a posé

_ x; Byk 92y
P, —}:{Qk Rio+ 831

Maintenant nous pouvons donner une autre interprétation & ces équa-
tions. On nommera adjointe & une fonction

’ '] ) ’
Fry gy ey ¥ 1y Ty ey 1 ey My Thy ey T,

ou 7,,7,,..., 1, dépendent d'une variable #, une autre fonction f formée
d oF oF oF
au moyen de 7, —, 37 5
& ¢t jusqu'a un ordre quelconque, quand celle-ci lors de la transformation
des variables » ,7,,...,r, en p autres p,, p,,..., p,, jouit de la pro-
oF aF oF
y —Fyees et
.’ 3p. 8p$v)
de leurs dérivées totales, est égale & la somme des projections des fonc-
tions f, qui appartiennent & 7, ,7,, ..., r, prises sur la direction de p,,

et par conséquent vérifie 1'équation

et de leurs dérivées prises par rapport

priété que ladite fonction, formée au moyen de p,,

,v( oF doF oF dpF  3F dF
R R S AR I AR CAE TPl

o aF doF  oF daF oF d oF )gr_
“2 ("r“ B T TR RLAE AR T AU TP LR F T

en sorte que
d3T 3T  d o7 oT , daT
a:c1+dtax o T d@tay "om T dios,
sont fometions adjointes de la force vive.
Maintenant si 1'on souléve en outre la question de savoir quelles sont
foutes les fanctions adjpintes, appartenant & chague fonction F queleongue gt
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valables powr chaque choiz arbitraire des tramsformations, on rvecownait qu'il
existe toujours v -+ 1 et seulement u -+ 1 fonctions adjaintes de la forme

oF d oF W—242)y—2+ 1)d* oF
o A+ D g T2 e T
pu—1) ...y — 24+ 1)d¥ oF
+(=1) IEIUNY S = Qetbie

et, si l'on nomme, d’une maniére tout a fait générale, I désignant le
potentiel cinétique H — par analogie avec le moment de mouvement, in-

. 3H rd r_ ’ e
troduit par Hermuovrz, Pt quand H ne dépend que des dérivées premieres
s

— les v expressions
oH

. d ©oH
a—pg_—h)-—-(ﬁ-—l—l— I)Ei;é?‘_l——_'_‘]‘)‘{" . e

1=0,1,2,...,y—1)

I),v(u—l)...(y—~2+ 1) d” 3H
1.2...2 At 5’

+(—

les moments de mouvement, et cette expression pour A=y la force, on
voit alors que la force — abstraction faite des moments — est lunique
fonction adjointe, appartenant & chaque potentiel cinétique dépendant des coor-
données et de leurs dérivées dordre quelconque, qui existe pour des conditions
restrictives arbitraires imposées ay systéme libre; en méme temps les équations
de Lagrange sous leur seconde forme peuvent étre remplagées par le
simple énoncé suivant: La force agissant sur la coordonnée p, pendant le
mouvement est égale ¢ la somme des projections des forces agissant sur le
- systéme libre sur la dirvection de p,.

La question snivante qui se présente alors est relative a la valabilité
des principes de la mécanique poyp la définition généralisée de force et
pour les équations de Lagrange généralisées. On voit d’abord immédiate-
ment que dans le cas ou le potentiel cinétigue H dépend d'une manicre toute
générale des coordonnées et de leurs dérivées jusqu'a Pordre y inclus, le prip-
cipe de Hamillon, représenté par Uéquation

t

o“f(l{-{- ZTEPA@)dt =0

iy

est équivalent & la seconde forme des équations de Lagrange généralisées;
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et on voit ensuite, quand le potentiel cinétique ne renferme pas
explicitement le temps ¢ et que la quantité d'énergie £ du systéme est
définie par l'expression

?H d oH a1 3H ]

I
E=H—)p,\— ——— +...+(—1)"—5—
21: ap, dtap, ) dt 13p§)

n
| oH d ?H y_a @2 0H
_Z_:ps ‘Bp;’-(_l_ta—p?-’_“'-,—(—— I) dtu—za;)—gv),

. . . . . . . . . . .

”

— Vs p(y) 3H
Z s W’
1 s

que le principe généralisé de la conservation de la force vive prend la forme

E + zjj fP_,p;dt=k,

expression d’oi l'on déduit immédiatement le principe de la force vive
pour la loi de Weber, tel que I'a développé C. NruMANN.

Relativement aux relations entre la quantité d’énergie et le potentiel
cinétique je ne ferai ressortir ici que ce point: Lorsque H ne dépend que
des coordonnées et de leurs dérivées premiéres, la quantité dénergie d'un
systéme détermine le potentiel cinétique G une fonction prés linéaire par rapport
aux dérivées premiéres des coordonnées; je citerai seulement la question
qui se présente relativement a la forme des expressions du potentiel
cinétique et des valeurs correspondantes de la quantité d’énergie dans un
méme probléme.

Pour reconnaitre I'exactitude des principes mécaniques généralisés il
faut étudier d’abord le principe de Gauss de la moindre contrainte,
qui fournit le mouvement invariable du systéme, lequel sous I'hypothése
de la conservation de la force vive exige le principe fondamental de
Hertz énoncant que le systéme doit suivre avec une vitesse restant la
méme une de ses trajectoires les plus rectilignes, et, pour le principe de
Gauss de la moindre contrainte généralisé, qui est équivalent aux équations
de Lagrange généralisées, jobtiens ce théoréme que la somme
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" 1. [sH dsH & oH 2
.le: k——————_a’H{@——'d—ts—w—;-}‘...-l—(— )dtva(“) QIG
amf:’“

+ o E (— hwa o B
1 —_—

|sH dsH dvoH 2
+Z ’—‘—_1+"'+( )dtu (v) Sk

e 2')

prend une valewr minimum, pour les valewrs, comprises parms toutes les valeurs
de 2,y , 22, — les valeurs

’ ’ ’ (v—1)  ,(v—1) (2v—1)
xk’ywzk’wk’yk,zky- 7xkv s Yk ) #k

étant conservées —, qui satisfont aux équations du mouvement de Lagrange,

lorsque les quantités
®H 3*H ’H

aad’ ay,‘:)” Yy

sont toutes mégatives, et que les conditions données pour les coordonnées sont

conservées pour les systémes de valewrs comparés.
Le développement du principe de la moindre action généralisé rend

nécessaire la séparation de la forme de Lagrange et de la forme de Jacobi,
et j'obtiens la forme la plus générale de ce principe exprimée par Uéquation

i
n
°H doH a1 oH
oS p;[_,___”+...+(—x)v—1 _ ]
fZ[ op.  didp; ot P()
1

w[oH g @2 0H o H
+p ap, _—+(_‘ I) thu—za (v)] +.. 20 p(v)} it

¢ t
— _fz?Edt ——féﬂé‘p,dt—l— [i‘(gf{_
o to 1 1 L

4

roH g d—2 oH o

+ Ké’i)_:i_-.-'*_(‘— I) thy__tlap‘('v)> + + (v) p )I:I
Y

— dv—1 aH
. + <_~ ) ldtu—l p(/))
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ou l'on suppose que H ne contient pas explicitement le temps ¢, équation
qui, dans le cas ou le potentiel cinétique ne renferme que les dérivées

M
premiéres des coordonnées, et ou par conséquent E = h— f E P,dp,, se
1

transforme en

t
t

n . . # 2
o“fgp;%dt= —fo“Edt—-fEP,o“p,dH [gz—gap,]’,
2y t, % °

et qui dans le cas ou H désigne la fonction caractéristique de Hamilton,
fournit le principe de la moindre action.

Il est alors facile de trouver la source des théorémes qui, dans la
mécanique habituelle définissent les deux principes qui restent encore;
d’abord comme principe généralisé de.la conservation des aires Uon a ce
théoréme: Lorsque le potentiel cinétique a la forme

H=o@+ 9y, 2+ v, ..., 2 + 4"
+ 9, R, R,....,R", R, B, ..., RY,..),
ot w et  sont des fonctions quelconques des grandeurs emtre parenmthése et

de 2,,2,,...,2, et ou B, R, ,... désignent des fonctionsde t,z, , ...,=,,
Yy -y Yn pour lesquelles on a

3% (2 — 5 2%) —o
- yk?xk kayk ’

et lorsqu'en outre les forces extérieures aussi bien que les fonctions f,;, ¢,
Oy qui définissent les contraintes du systéme, satisfont aux conditions

n

E(yk @ —xB)=0 et E(ykf/tk_xkso#k) =0,

1
on obtient alors comme intégrale des équations du mouvement Uéquation
différentielle du (2y — 1)*™ ordre

—1
r dr——).—l 2w (A)dr—A——l dw

r(— 1Y — W, 7 i Aadi (NN
2 2( 1) 2( I) tyk dir——1 9935:) 7 dtr——l-—lay;cr) Cy
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qui pour le potentiel habituel se transforme en le théoréme connu des
aires, et qui peut aussi étre aisément étendu au cas ou dans le potentiel
cinétique D'énergie actuelle et V'énergie potentielle ne sont pas encore
séparées. Enfin nous obtenons le principe de la conservation du mouvement
du centre de grovité, élendu & des potentiels cinétiques arbitraires sous la forme
suivante:

Lorsque le potentiel cinétique a la forme
2 2 2 2 ’ 2
H= w(wlc +uta, ety +at, ..., -’/'75:)2 +9§:) + z}:”)
) v) (v
+ w](t ’ -‘/X"p—xd’ LR '/E,(a)—‘xg‘ ’yp_ya’ ""yg‘)—y:(:)7zp_zaz reey Zp)_z?)%

el que w est une fonction linéaire des arguments x(¥® 4 y* 4 2 d coeffi-
cients constants a,,., entre les grandeurs

2((11,5!'/'1 + (AN + s + am‘wn) = Ar? 2(“1:‘?/1 + a2ry2 + LR + am'yn = Br’
2(“],.21 + Ay 2y + .o+ am‘zn) = Cr

ont liew des relations

Av— i,+A;HI-_:'?+(_‘I)“A§M_‘E Q,‘-:-O,
1

B,— B!+ By —...+ (—1yB™ — Yt R, =o,
1

Co_Ci"" C;’”_---"‘I"(—." I)vo(;‘?v)_zsk=o;
1

m m, "y,
pour alr='_—?‘7 a?r;—'—_? 3 ey qm‘=_‘?’ Ar=——MA‘! Br=—MB’

C,=— MC, les éguations différentielles du mouvement du centre de gravité
sont

M{—A4+4"—... + (—1)"A‘2")}—E Q. = o,
1

M{—B4+B'—...4+(— I)“Bﬁ’“’}——‘éRk=o,
—

M{—C+ Q' —...+ (—1yC?— Y 8, = o,
1
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et par conséquent
H= —%‘[{A’ +B*+C'+ 47+ B+ C* ... 4 AY 4 BV 4 OV}

est le potentiel cinétique du mouvement du centre de gravité, lorsque la masse

totale est concenirée en ce point et que les composantes de la force 2 Q:»
1

ER,, , ES,, agissent sur le point.
1 1

Aprés avoir établi les principes généralisés de la mécanique je me
suis appliqué a4 une recherche purement analytique, afin de voir jusqu'a
quel point sont liés & la forme que donne par hypothése Helmholtz au
potentiel cinétique, les théorémes, énoncés dans son célébre travail die
physikalische Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung, sur la relation
entre les forces P, d'une part, telles qu'elles sont données par les équa-
tions de Lagrange comme fonctions des coordonnées et de leur dérivées,
et entre les accélérations, les vitesses et les coordonnées d’autre part.
Dans T'hypothése d'une composition arbitraire du potentiel cinétique, lors-
que les dérivées s'étendent jusqu'a I'ordre », jobtiens les relations suivantes
tout & fait analogues

9P, 93P,
ap, 3P, i1 *H *H
apgv—-l)_apﬁ?v—-l): (_" I) 2 apﬁ”)apf}'_l)-—apf,")api"'”}’
oP, + apP, =2v1_§§=2vij_&,
ap?v——l) apiﬂv——l ) dt ps’sv) dt, pgzy)
3P, oP, _2v—1d| ?P, 3P,
apff””“”_apﬁ’"*” - 2 Eilapgv—x) a.p?v—l)l

ete. et enfin

aaH aaH 3312 aﬂi-
3P, 3P, d| “op, ap, d: P, ap,
e e 2 — b - + ...

ap,  ops o, op.
S ol
a’ ﬁpa 9]?:

— v e b e <
- ( I) dt apSv) pr;) ’
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aprés avoir ainsi démontré que les théorémes de Helmholtz, dont il a
donné d'importantes interprétations en Physique et en Mécanique, n’ont rien
a faire avec le caractére que posséde le potentiel cinétique de dépendre
seulement des dérivées premiéres des coordonnées, je puis aborder la démon-
stration du théoréme relatif au potentiel cinétique restreint, énoncé par lui
sans preuve, et qui repose, ainsi qu'il le fait ressortir, sur la théorie des
fonctions potentielles dans un espace 4 trois dimensions, théoréme d’aprés
lequel, lorsque les expressions de la force P, satisfont aux équations de
condition, il existe toujours un potentiel cinétique, au moyen duquel les
forces peuvent s’exprimer sous la forme de Lagrange. En vue de simplifier
Pexposition j'ai développé cette démonstration seulement pour des po-
tentiels cinétiques au sens de Helmnholtz et pour deux coordonnées indé-
pendantes, mais on peut par la méme voie en établir la légitimité pour
des potentiels cinétiques de forme toute générale. En employant les
relations précédentes entre P, et les coordonnées, vitesses, etc., 'énoncé
relatif & l'existence d'un potentiel cinétique peut étre exprimé comme il
suit: Lorsque les expressions P, sont des fonctions de p,, p,, Py, Pys P1’s Py,
linéaires par rapport aux dérivées secondes des coordonmmées, telles que les
trois équations de condition

e Tl ap, Tyl T adiag’  ap, op 2@t om|

oP, _ 9P, P, . 3P, d P, P, 3P, 1d|[eP, aP,,l

soient satisfaites, il existe towjours une fonction H, ne renfermant pas t, des
grandeurs p, , Py, P15 Py, qui vérifie les deux bquations différentielles

daH doH

P = ap + diap;’ 2 sp, + dtap,’
1

La démonstration du théoréme peut étre effectuée en mettant P,
sous la forme

P, = fy,(p1;s Doy Dis 03) + [1s(Prs Doy 01, P)PY + (P15 D> D15 25)02

et en tirant des équations de conditions ci-dessus les relations entre les
dérivées des fonctions f;,, fi,, far, & 'aide desquelles I'on intégrera les équa-
tions de Lagrange précédentes regardées comme équations aux dérivées
partielles en H, et de la sorte I’on pourra établir, non seulement I'existence

du potentiel cinétique, mais encore sa forme.
Aota mathemation. 28. Imprimé le 20 octobre 1899. 10
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A cette recherche se rattache la question des transformations ana-
lytiques du potentiel cinétique. Dans son travail déja cité Helmholtz
a fait ressortir deux cas d'équations du mouvement ou se présente une
diminution dans le nombre des coordonnées, et cela non comme d’ha-
bitude parceque la liberté du mouvement du systéme est soumis & des
restrictions, qui s'expriment par des équations entre les coordonnées, mais
plutét a cause de la propriété spéciale du potentiel cinétique et a cause
de la nature des équations du mouvement de Lagrange. L’hypothése, que

le potentiel cinétique H = — T'— U ne renferme pas p,,p,,...,p, et
que les forces extérieures correspondantes s'évanouissent, permit & Helm-
holtz de conclure, qu'en éliminant p;, p;, ..., p, entre les équations de

Lagrange correspondantes, les y4— o = ¢ équations du mouvement restantes
y r—p q
prennent, quand on a posé p,,,=yp,, la forme

0 , doh
_._a + Tiop — B, @=1,3,...,0
ou
o= (H) —c(p)—a@)—. - — @)
les grandeurs entre parenthéses désignant les valeurs que doivent prendre
ces grandeurs aprés que l'on a exécuté la substitution et ¢ ,...,¢c,

étant des constantes d'intégration. Le potentiel cinétique § renferme ici
aussi des termes du premier degré par rapport aux vitesses, et ce cas,
par une analogie donnée par la mécanique des corps pondérables, ainsi que
d’'autres cas appartenant 4 la physique ou le potentiel cinétique ren-
ferme aussi des termes linéaires par rapport aux vitesses, Helmholtz les
nomme cas 4 mouvements cachés, cas sur lesquels lui aussi bien que HerTz
ont édifié une belle et vaste théorie. Outre ce cas Helmholtz en fait
ressortir encore un, qui permet d’effectuer une élimination, & savoir ou
les forces extérieures P , P,,..., P, sont continuellement nulles et ou
dans le potentiel cinétique les dérivées premiéres des coordonnées p,, p,,

., p, ne se présentent au second degré que multipliées entr’elles; il
montre que les équations du mouvement restantes prennent encore la
forme de Lagrange et que le potentiel cinétique représente alors une
fonction arbitrairement compliquée des dérivées des coordonnées restantes,

et il nomme ce cas le probléme incomplet.
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Ensuite j'attaque le probléme de I'élimination des coordonnées entre
les équations du mouvement de Lagrange d'une maniére tout a fait
générale en considérant ma forme généralisée de ces équations, mais, pour
simplifier l'exposition, je suppose encore que le potentiel cinétique ren-
ferme seulement les dérivées premiéres des coordonnées. Je trouve d’abord
que la condition nécessaire et suffisante pour que les équations du mouvement
de Lagrange correspondant auw coordonnées p,, ..., p, soient des dérivées
exactes, prises par rapport au temps, de fonctions de toutes les coordonnées et
des dérivées premiéres de celles-ci, me renfermant pas les coordonnées p,, ..., p,
elles-mémes, est que le potentiel cinétique ait la forme

H=p;@ + . +10,,‘+p1f( rdp, S p,)

"l"paf(awld 4. “+9de )+‘Q(px:”',pa’pl"--;p;ypiw-'?p;z))

o & est une fonction quelconque des gramdeurs dams la parenthése et o
1y ey @, désignent des fonctions quelconques de p,, ..., P, , Pyy ...y Py
qui ne sont soumises qu'a la seule condition

o
%@, _ @,
opr,  Opr

Alors les o équations du mouvement ultérieures, lorsque des p premiéres, qui
prennent la forme

S

2 —n, L,

o = M o =h

(3]

\'

)
3

Uon tire les grandeurs pi, p;, ..., P, comme fonctions de p,, ...,P,, Pi, .., Do,
que Uon opére les substitutions, et que Uon pose

9 = (2)— h(p) —hy(p3) + - by (15 )

se transforment de mouveau en la forme de Lagrange

9 , dop
“op, T diay = P

D’ou ce résultat: Dans le cas du potentiel cinétique dans la mécanique des
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masses pondérables le cas du mouwvement caché considéré par Helmholtz, pour
lequel le potentiel cinétique doit étre indépendant de certaines des coordonnées,
est le cas unique ot les équations de Lagrange correspondantes se transforment
en dérivées exactes prises par rapport aw temps et o — ce qui est alors
toujours le cas — onm peut effectuer une élimination des coordommées telle
que les équations du mowvement résultantes prenment encore la forme de
Lagrange.

D’une maniére analogue j'étudie tous les cas, dans lesquels une série
d’équations du mouvement d’un systéme, ou les forces extérieures sont
nulles, jouit de cette propriété que I'on peut éliminer les coordonnées
et leurs dérivées, et, par conséquent, sont aussi résolus tous les cas du
mouvement caché généralisé et les problémes incomplets, ou I'on fait I'hy-
pothése de potentiels cinétiques qui ne dépendent que des coordonnées
et de leurs dérivées premiéres, et cela d’ailleurs d'une maniére arbitraire.

Maintenant pour traiter sur un exemple de la mécanique des masses
pondérables le cas ou certaines des équations du mouvement de Lagrange
se transforment en dérivées exactes prises par rapport au temps, jétudie
d’abord le mouvement de trois points matériels m, , m, , m , dont les coor-
données sont soumises a une équation de condition

zl=f(xl’y1’x2)yz7zg,x37y37‘z3)7

et dont les forces intérieures sont données par une fonction des forces
U@, 5 4,52,y Ty Yy s 835 By, Yy s 25)-

J'obtiens ce théoréme que: la condition nécessaire et suffisante pour que, dans
le mouvement de trois points matériels, dont les coordomnées sont soumises
a une équation de condition, parmi les huit équations du mouvement il y en
ait deux qui se transforment en dérivées exactes prises par rapport au temps,
est que Uéquation de condition ait la forme

7, = azr, + by, + o,

o a et b sont des constantes et ou @ me dépend que de ,,Y,,2,, %, Yy, 25,
tandis que la fonction des forces a la forme



Sur les principes de la mécanique, 77
U= (2, —aw, — by, — &) F (%, , 4, , 2, , T3y Ygr 8y 5 Ty s Yy 5 %5)
+F(zl_ax1_byl: Zys Yas %5 Ty Ys> Zs);

dans ce cas, les six équations du mouvement powr les coordonnées ,,Y,, 2

Ty, Y,, 2, prennent encore la forme de Lagrange pour le potentiel cinétique
donné par Uexpression

. m, dw\* ac,+be, do 3 cl(14+b*)—2abe,c,+c3(14a?)
b= 2(14a*+b% <-> + cdg 2"

ity I+a’+b%di 21 I4a’+b°
’ m, ’ ’ ’
_—(x2 + v+ 322)’—“2‘3(9932 F st ) —F(0, @y, Yys 25 Ty 5 Ys 5 25)-
Une application immédiate de ce théoréme montre que:

Lorsque de trois points Uun est soumis par wune liaison avec les deux
autres & la condition que sa distance & un plan fixe reste toujours propor-
tionnelle & la distance entre ewx des deux autres points matériels, ces derniers

s attirant swivant la loi de Newton, le mouvement de ce point a liew swivant
la loi de Weber.

On obtient des théorémes analogues dans le cas ou il y a deux
équations de condition entre les six coordonnées.

Aprés avoir résolu toutes ces questions, je me suis appliqué de
nouveau a l'étude de la généralisation des principes mécaniques dans le
cas du potentiel cinétique général, et, lorsque

”
o =f<ﬂ +2Plpl>dt
1

est défini comme fonction caractéristique, je trouve pour généralisation de
Péquation aux dérivées partielles du premier ordre de Hamilton, Uéquation

+Zp‘ ops +Zp’ 8p +Z (v-l) (V—2)

"
v— o¢ %¢ \ %¢
+Esw<t ce, PETD L, pt D ... _>
- AEZN W » Dus y M1 ’ ) 'p ’ap(lv 1) apg 1) 3p§" A (1)

®
= HE, s s Pusees B0, 0077, ...,wl,...,wﬂ)—l-EP,p,
1
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& la variable dépendante ¢ et aux pv + 1 variables indépendantes

(v—1) (v—1)

’ ’
t’ph'-'71’#71’17--',1’”7-"1171 LN ¢

ou les fonctions @ sont définies par les valeurs

. ? ¢

&) . (v—1) (1) ¢

P _w<t,p,...p ey BT ooy P T v_),
] s 1 y Ppy ’ [ ’apg 1) apjl 1)

fournies par les équations

%  oH °p  °H %p _ oH
a‘p(lv——l) a‘pgv) ) 3p;v—l) apgv) ’ A ’ 9p::c—]) 31?,(:)

Si Ton connait lintégrale compléte, renfermant uv 4 1 constantes
arbitraires, de I'équation aux dérivées partielles, constantes dont l'une est
additive, tandis que I'on peut prendre pour les autres les valeurs

0 0 ’0 0 (v—1)0 (»—1)0
Pry vy PusPrs oo Py P1 y ey Pu

correspondant & la valeur initiale ¢,, alors les uv équations

%  (BH dsH H(dv—l _ag_)
;PE - (ap:>° <dt ap;')o + LA + ( l) dp—1 ap(‘v) o
%9  [oH (d oH . ,_2(&4 zg>
op’ <9P2’)° dt 3P$")°+ e T G ap/ o

_ % _ (°_H_>
pgv—l)o apgu) o b

ou les grandeurs qui se présentent au second membre

()0

0
Py ee s Py s s P

(2v—1)0 (2v—1)0
1 REREY

doivent étre regardées comme de mouvelles constantes, fournissent les u
grandeurs p,, p,, ..., p*”" comme fonctions de ¢ et des 2 constantes
P, p°, ..., P ™ qui donnent lintégration compléte des p équations

de Lagrange généralisées d’ordre 2v.
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Mais le systéme complet d'équations différentielles de Hamilton trouve

aussi une généralisation essentielle au moyen du théoréme suivant:

Lorsque des équations

?H doH vy &t 3H
_a?,;_cﬁa?;’ +-..+(_ I) dtv—lngpv)_pp?v—ly

oH  d oH
op,  dtap,’

o dt H
+ .o + (—-— I) 2dtv—-2 __(y) = _pp?v—~2’
P

.......................... (pour p = 1,2,...,.;1)

oH d oH
pp ) diap) I

oH

5‘?;—5:) = P>
dont les y— 1 premiéres sont respectivement linéaires en p—>, pt=2, ...,
pytY, Uon tire les pv grandeurs p®, p*, ..., p® exprimées au moyen
de D,y Ppy ooy B8V, ooy Poserry Dprvss -+ -3 Dy €8 qu'on les porte dans Uex-
pression de Uénergie, que Uon désignera par (E), alors les équations du mowuve-
ment de Lagrange généralisées peuvent étre remplacées par le systéme géné-
ralisé d’équations différentielles hamiltoniennes

dpovs _3(E)  dpa—s _ 3(E) dpy _ 2(F)
dt aps b epy T db T Y
dpe™” _ 3(E) , dpl ™ 3(E) dp, _ 3\
dt ap.w dt - Psv1 R /7 OPizv—1

Qu'il me soit permis, finalement, d’attirer 'attention sur le théoréme
suivant, provenant de mes recherches sur la nature des intégrales de ce
systéme généralisé d’équations différentielles de Hamilton.

Si le potentiel cinétique est une fonction algébrique du temps, des coor-
données et de leurs dérivées prises par rapport au temps jusqu'a Vordre v
inclus, et si le systéme généralisé déquations différentielles de Hamilton
possede ume fonction intégrale algébrique, celle-ci est elle-méme ou bien une
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fonction rationmelle du potentiel cinétique, du temps, des coordonnées et de
leurs dérivées prises par rapport aw temps jusqu'a Uordre 2v — 1 inclus,
ou bien c’est ume fonction composée algébriquement de pareilles fonctions inté-
grales rationnelles.

Mais jai déjh trop longuement profité de votre patience. — Je serais
trés heureux si I'une ou l'autre des remarques faites dans les précédentes
communications pouvait vous intéresser. — Pour I'instant veuillez etc. etc.

Signé: Leo Komigsberger.




