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SUR LES P R I N C I P E S  DE LA MI~CANIQI.IE. 

Extrait d ' u n e  l e t t r e  adress6e ~ l'dditeur 

PAR 

LEO KONIGSBERGER 
HEIDELBERG, 

[ T r a d u i t  d e  l ' a l l e m a n d  p a r  L .  L a u g e L ]  

Ce n'es~ qu'aujourd'hui, k men retour d'un assez long voyage d'agr& 
ment, que je puis donner suite aux demandes amicales, que vous m'avez 
faites verbalement et par ~crit, de vous communiquer les rdsultats essentiels 
des recherches que j ' a i  entreprises ran dernier sur les principes de la 
m~canique. Je vais essayer, bien qu'assez rapidement, de mettre en 
~vidence quelques points qui pourront peut-dtre inspirer en gdn4ral de 
l'int~rdt. 

L%tablissement de la loi de WEBER sur l'aetion entre points matdriels 
61ectrisds avait exigd l'introduction de forces qui d6pendent non seule: 
ment de la situation des points mais encore de leurs vitesses et de leurs 
accdl6rations, et Kmc~HOFF, HERTZ et autres ont k mainte reprise admis 
la possibilitd de forces, d6finies par des fonctions des coordonndes et de 
leurs d4rivdes d'ordre quelc0nque prises par rapport au temps. C'est 
principalement la loi de WEBER qui, darts l'dtude du potentiel cindtique, 
ddfini par l'expression H - - - - -  T - - U ,  oh T d~signe la force rive de la 
mati+re ponddrable et U la fonction des forces - -  ces roots pris dans 
leur sens habituel en mdcanique - -  a conduit C. NEUMA~N k soulever 
la question de savoir comment dolt dtre formd :U au moyen des coor- 
donndes et de leurs ddrivdes premieres, quand on admet que le prineipe 
de HAMILTON reste valable. Une m~thodd de nature essentiellement 
diff~rente et d'une portde tr+s grande en principe, est celle, introduite 
en m~canique par HELMHOLTZ, du traitement du potentiel cin~tique comme 
fonction des coordonndes e t  de leurs ddrivdes premieres, mdthode qui ne 
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met pas imm6diatement en 6vidence une s6paration de l'6nergie actuelle 
et de l'6nergie potentielle, mais qui d6termine d'une manidre univoque 
la quantit6 d'6nergie de l'ensemble du syst~me, et qui fournit encore la 
fonction fondamentale qui a 6t6 rorigine des d6veloppements de la th6orie 
des mouvements cach6s 6tablie par H~.L~HOLTZ et reprise par HERTZ. 

Si l'on examine avec un peu plus d'attention les consid6rations ex- 
pos6es par C. NEU~tAm% on est trbs rapidement conduit ~ des r6sultats 
beaucoup plus g6n6raux, qui r6v61ent la source propre des th6or6mes 
ant6rieurs, et qui de  plus permettent aussi d'6tendre les reeherches de 
HELMHOLTZ k des forces appartenant k des potentiels ein6tiques qui d6- 
pendent de d6riv6es d'ordre quelconque. 

Apr~s avoir, pour une fonction 

t l =  f ( t  , x ,  y ,  ~ , . . .), 

oh x , y , z , . . ,  d6pendent de t, d6velopp6 la relation 

et l'identit6 

aRo) 
Sz 

aR~p> ---_ p ( p  - -  ~ ) . . .  (p  - -  .~ + x) aRtp -~) 

a aR(p) d 9 aRO,) ap aRr 
dt a~; + dr" az" + " "  dr- ( -  I)pdtp a#p) 

m ~ O j  

oh R ~ , R 2 ,  . . .  sont des fonctions de t et des p grandeurs P l , P 2 , . " , P ~ ,  

qui elles-m6mes doivent encore 6tre regard6es comme fonctions de t, la 
relation 

aV a aV d' aV i) ~ # aV 
ap. dta~; + at'ap; . . . .  + ( -  dt',p~'~ 

aV d aV d' aV d, aV '~aR, 

oV d oV d' ag  d' aV ~aR, 
+ ~ ,  d~ozr + ae~R; . . . .  + (--  x)'dt---'~R;'~/~. 

sur laquelle reposent les recherches qui suivent. 

que l'on en tire, on obtient, pour chaque fonetion 

v = •(t, R,,  R;,  • ' , ' , . . . ,  ~ ' , ,  R~, R;,  . . . ,  ~ ; , , . . . )  
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Supposons maintenant que n points d'un systfime ayant pour coor- 
donn&s x~,  y~, z ~ , . . . ,  x . ,  y~, z~ soient soumis aux conditions restrictives 
exprim&s par les m ~quations lin~aires homogfines par rapport aux d~- 
placements virtuels 

(it = 1 ) 2, . . . ,  m) 

et que, H d~signant une fonetion donn~e de t, des 3n eoordonn&s et de 
leurs d~riv~es prises par rapport au temps jusqu'~ l'ordre ~, les variables 
soient pendant le cours du temps t, variable inddpendante, soumises au 
principe de d'Alembert g~n~ralisd; on aura: 

1 I oH d oH . ,~ d ~ oH 
~ ~+ '"+( - -~ )~7~-~; )  Qk a~ 

1 I _{_ ~ oH d0H d ~ oH 

" i ~H d ~H d~ ~H ] 
+ ~ ozk at o4 + " "  + ( -  i)~ at. a.(k,) Sk ~zk = o, 

1 

Oh Qk, Bk, Sk sont des fonetions donn&s du temps et des eoordonn&s, 
et oh t t ,  par analogie avec la m6eanique, peut ~tre nomm6 le potentiel 
cin6tique. D'o~ s'ensuit aisdment la premidre forme des dquations de La- 
grange gdndralisdes 

OH d oH d ~ oH 
~k dt~z'k + " "  + ( -  I)~dt----~Ox(k~----)--" Qk "}- ~, f~k + ~ f~k + ' ' '  -{- ~,~ fmk = O, 

o i l  d o i l  d ~ oH 
~ dtoyl t - . . .  + ( - -  O'dt~ ~y,;, t~k + 2~ ~ + ~ 2 ~  + . . .  + ~,~,~ = o, 

o H  d o H  d ~ oH 
+ . . .  + (-- I)'dt,~A,)_ dt az'k Ozk 

& + ,~, 4',~ + ,~ r + . . .  + ,~,/',.~ = o, 

tandis que le thdorOme auxiliaire prdcit~ fournit, sous l'fiypothOse de l'intd- 
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grqbilit6 des pr6c~dentes ~quations aux  variations, la saconde forme des dqua- 

tions de Lagrange gdndralis~es 

~H d ~H d ~ ~H 
~p, dt ~p'~ -t- . . . "]- ( - -  I )~ dt ~ ~p(~) -I-/9, = O O=L~, ...,#*) 

o~ l'on a posd 

I I /9' --E n ~zl R ~y~ ~z~ = , , . ~ ,  + ~ + s ~ , .  

Maintenant nous pvuvons donner une autre interpretation/~ ces ~qua- 
tions. On nammera adjointe ~ une fonetion 

, . . .  , . . . . .  r ,  . . .  ~i')), F ( r , , r , ,  , f f > , r ~ , r ~ ,  , i f > , .  , r ~ ,  ~, , 

011 r I , r2 ,  . . , , l" t d~pendent d'une variable t~ une autre fonction f fortune 
~F ~F $F 

au moyen de r ,  V r '  ~ r " " "  vr('i et de leurs d~riv4es prises par rapport 

t jusqu% un ordre quelconque, quand eelle-ei lors de la transformation 
des variables r ~ , r ~ , . . . , r ~  en p autres P i , P ~ , " ' , P ~ , ,  jouit  de la pro- 

~F ~F ~F 
print4 que ladite fonetion, form4e au moyen de p , , ~ - ~ , - ~ T , , . . . , % p ! ;  ~ et 

de leurs d(~riv~es totales, est ~gale K la somme des projections des fone- 
tions f, qui appartiennent K r , ,  r~, . . . ,  r~ prises sur la direction de p,, 
et  par consequent v4rifie l '4quation 

p ~F d ~F vF d ~F ~F d ~P ) 
f .,E,'",Op , d t ~ , ' " "  OPi' d t O p i ' ' " '  Opl ~)' 4t~g~V ) ' ' ' "  

= 2~f~?'~, r '~, . .  . , ~r~ , dt~r,~ """  ~r', ' d t S r : ' ' " '  ~r(~ ~, ' dt~r~ ~ '  ' '"  -~p~' 

en sorte que 

oT d o T  aT d ~T ~T d ~T 

sont folaetions adjoin t~  de ia force vive. 
Maintenant si l 'on soul~ve en outre la question de savoir quelles sont 

#aqt~  ~ s  [onctians adjointes, appartem~nt d chaq#~ fonctio~ F qu~on t lue  (~t 
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vatabtes pour chaque choiz at~itmi~ des transformations, on ,'eco~nait qu'il 
eziste toufours v + I et seulement ~ + | fonctions adjointes de la forme 

, d ~F (v l + 2)(v--2 + *) d' ~E 
Or (v-x) I .  2 d~' 8r  (v-A+2) " " " 

+ (__ + ,) a a• 
1 .2 . . .  ~ drear( O, (~=0,1,~ ..... ~) 

et, si l'on nomme, d'une mani6re tout k fair g6n6rale, F d6signant le 
potentiel cin6tique H w par analogie avec le moment de mouvement, in- 

aH 
troduit par HELMgOLTZ, ~-~2~' quand H ne d6pend que des d6riv6es premi4res 

les v expressions 

ap~ ~-x) dt O_p(~-x+l) -~" " ' "  

..}_ ( _ _  i ) v y ( V - -  I ) . . .  ( y - -  a + I)  d v OH- O=0, L2 ..... v 1) 
I .  2 ,~ dr, ~ ~ (~) ' �9 . , , ~ $  

les moments de mouvement, et cette expression pour ;t---v la force, on 
volt alors que la force abstraction faite des moments est l'unique 
fonction adjointe, appartenant d Qhaqu# potentiel cindtique ddpcndant des coor- 
donn~es et de leurs ddrivdes d'ordre quelconque~ qui existe pour des conditions 
restrictives arbitraires impgsdes au systOme libre; en mdme temps les 6quations 
de Lagrange soua leur aeconde forme peuvent 5tre rempla06es par !e 
simple 6nonc6 suivant: La force agissant sur la coordonnde p, pendant le 
mouvement est dgale d ta somme des projections des forc~ agissant sur le 
systdme libre sur la direction de p,. 

La question suivante qui se pr6sente alora eat relative k la valabi!it6 
dos principes de la m6canique pour la d6finition g6n6rali~6e de force et 
pour lea 6quations de Lagrange g6n6ralia6ea. On voit d'aborr imm6diaha. 
ment que dans le cas oi~ le potentiel cindtique H dgp~nd dune mani~re toute 
9dndrale des coordonn~es et de leurs ddrivdes jusqu'd l'ordre ~ i~clus, le p~ie- 
cipe de Hamilton, reprdsentd par l'dguation 

t l  

H +  ~] P~p~ dt = o 

to 

est d~uivalent d !a s~onde forme des dquations de Lagrange gdndralisdes; 
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et on voit ensuite, quand le potentiel cin6tique ne renferme pas 
explicitement le temps t et que la quantit6 d'dnergie E du syst6me est 
ddfinie par rexpression 

,u 
d a H  ~_~ d ~-1 aH ] 

_---r, + . . . + ( - - I +  d-~-t -~;(~) dt a,v, I 

_~,p: ,  air 
d--t ap----~,', "" + " "  + ( -  dr"-' a pl o ] 

�9 �9 ~ �9 �9 �9 I �9 �9 �9 D �9 0 

que le principe gdndralisd de la conservation de la force rive prend la forme 

P 

+ X fP+:dt = h, 
1 

expression d'ofi l'on d6duit imm6diatement le principe de la force rive 
pour la loi de Weber, tel que l'a d6velopp6 C. NEUMANN. 

Relativement aux relations entre la quantit6 d'dnergie et le potentiel 
cin6tique je ne ferai ressortir ici que ce point: Lorsque H ne d@end que 
des coordonn~es et de leurs ddrivdes premi&es, la quantitd d'dnergie d'un 
syst~me ddtermine le potentiel cin~tique dune fonction pros lin~aire par rapport 
aux d&iv@s premidres des coordonndes; je citerai seulement la question 
qui se pr6sente relativement g la forme des expressions du potentiel 
cin6tique et des valeurs correspondantes de la quantit6 d'6nergie dans un 
m~me probl6me. 

Pour reconnaitre l'exactitude des principes mdcaniques gdn6ralisds il 
faut 6tudier d'abord le principe de GAuss de la moindre contrainte, 
qui fournit le mouvement invariable du syst6me, lequel sous l'hypoth6se 
de la conservation de la force rive exige le principe fondamental de 
Hertz 6noncant que le systdme dolt suivre avec une vitesse restant la 
m~me une de ses trajectoires les plus rectilignes, et, pour le principe de 
Gauss de la moindre contrainte g~ndralisd, qui est dquivalent aux dquations 
de Lagrange gdndralisdes, j'obtiens ce thdor~me que la somme 
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'~ I [aH d aH d~ aH ] M = ~  ~ , . ~ .  + . . .  + ( -  ,)~ Q~ dt az'k dt ~ ax~ ~) 
1 

I I + E t aH d a H  & aH Re 

ay(~) 2 

" ~ {a~" dart d~aH ] 
+ ~ a '~ a.~ eta4 + "'" + ( -  IYe~va4~) & 

a(0' Zk 

prend une valeur minimum, pour les valeurs, comprises parmi routes les valeurs 

de x~ ~), y~) ,  z~ ~), - -  les valeurs 

' ' ' . . .  4 ~ ' - "  y ( , " - ' )  z ? ' - "  
Xk ~ Ya ~ Zk ~ Xk ~ Yk ~ Zk, ~ " ~ 

dtant conservdes ~ ,  qui sat@font aux dquations du mouvement de Lagrange, 

lorsque les quantitds 
a'H a~H a'H 
~a~ (~)2 ~ "dykA (~)2 ~ ~Zk(V)~ 

sour toutes ndgatives, et que les conditions donndes pour les coordonn~es sont 

conservdes pour les systOmes de valeurs compards. 
Le d6veloppement du principe de la moindre action g~n&alis~ rend 

n6cessaire la s6paration de la forme de Lagrange et de la forme de Jacobi, 
et j'obtiens la forme la plus gdndrale de ce principe ex~vrim~e par l'dquation 

t 

3 P; Lap, a ~--~-,' + " "  +" ( -  at ' - '  a-7~ ~i 
to 

, ,ran ~)v-= d,-, oH 1 ,~ aH 

t t 

---- - -  3 E d t -  P, opf l t  + [\g~p'~ "'" + ( - -  dt,- '  @i')) ~ 

to to 

aH ~ 1 t / a l l  d v-' a l l '  , - ~ e ,  ( - ) t l  + k ~  '" + ( -  ,)~-,~->-,~,)ap, + . . .  + _  ,~, ~. , . ,  
eT, j j  ~, 
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oh l'on suppose que H ne eontlent pas exp|icitement le temps t, 6quation 
qui, dans le eas oh le potentid cln6tique ne renferme que lcs d6riv6es 

p 

premieres des coordonn6es, et oh par cons6quent E =  h - -  Z P,  dp,, se 

transforme en 

t t t 

f f" [,,,.] o fl2~.,~p,-6-~fdt= - -  3 E d t - -  ~ P ~ @ , d t  + ap--~olo, , 
1 to 

tO t O #$ 

et qui dans le cas oh H d6signe la fonction caract6ristique de Hamilton, 
fournit le principe de la moindre action. 

Il est alors facile de trouver la source des th6or&nes qui, dans la 
m6canique habituelle d6finissent les deux principes qui restent encore; 
d'abord comme principe gdndralisd de. la conservation des aires l'on a c e  

th~or~me: Lorsque le potentiel cindtique a la forme 

" y i ' , . ,  xi ~' H---- ~ (x~ + g ,  x~ + . ,  + V, ")') 

+ t2(t, R,,  R ; , . . . ,  Ri',, R,,  R ; , . . . ,  Ri'), . . .) ,  

o~ oJ et f2 sont des fonctions quelconques des grandeurs entre parent]~Ose et 

de z~ , z~ , . . . ,  z . ,  et o~ _R~ , R 2 , . . .  ddsonent  des fonctions de t ,  x 1 , . . . , x , ,  

y~,  . . . ,  y ,  pour lesquelles on a 

Ya azk - -  xa ay, / = o, 
1 

et lorsqu'en outre les forces ext&ieures aussi bien que les fonctions f ,k ,  9~,k, 

~bt,~, qui dgfinissent les contraintes du syst~me, satisfont aux conditions 

n 

(y~ Q, - -  xkR~) = o 
1 

et 
n 

on obtient alors comme int~grale des dquations du mouvement l'dquation 

diff&entielle du ( 2 v - - x )  ~=e ordre 

n v r--1 ! d r - ~ - I  ~oJ 

1 0 

d r - A - 1  ~o)  ~,:,~ ~,} = c, 



Sur les l~ria~ipes de 1~ m~canique. 71 

qui pour le potentiel habitueI se transforme en le th6or~me connu des 
aires, et qui peut aussi 6tre ais6ment 6tendu au cas oh dans le potentiel 
cin6tique l'6nergie actuelle et l'6nergie potentielle ne sont pas encore 
s6par6es. Enfin nous obtenons le principe de la conservation du mouvement 

du centre de gravitY, dtendu ?t des potentiels cin~tiques arbitraires sous la forme 

suivante: 

Lorsque le potentlel cin~tique a la forme 

H - -  o,(x~ + v~ + z~, xi ~ + v;2 + ~i~, �9 � 9  xl ',~ + vi* + zi '') 

+ o~l(t, x , - - x ~ , . ,  , _ ,  x(p ~) x ~ ) , y p - - y ~ , .  , - -  . �9 , . .  v(; ) - v ~ , ,  z~ z~,.. ~(~'-- ~ ? ' ) ,  

et que oJ est une fonction lindaire des arguments x([)~+ y([)~+ z([ )~ d coeffi- 

cients constants ak~, entre les grandeurs 

2(a~xt + a2~x~ + . . .  + a.~x.) ----- A~, 2(at~y~ + a2~y~ + . . .  + a.~y.) = B~, 

2(a~z, + a~z~ + . . .  + a j . )  = Q 

o~r lieu des relations 

~ - -  A;' + -4;'" - - . . ,  + (--~)' Ai ' ~ ) -  ~ Q, = o, 
1 

n 

B 0 -  B;' + B ; ' " - - . . .  + (--,)" B~")- ~ g ,  = o, 
1 

c 0 - - c ,  + , - - .  + ( - - i ) ' ~ " )  & = o ;  
! 

2n, 1 ~7"~ 2 2 ~  n 
pour al, ---- - -  7 '  a2. == 2 ' " ' "  q'" ~ 2 ' A ,  = - -  M A ,  B ,  = - -  M B ,  

C , - - - - - -  M C ,  les dquations diffdrentielles du mouvement du centre de gravitg 

sont 
I 

~ 1 -  A + . 4 , , - . . .  + ( -  ~).a~,~,}- ~ O~ = o, 
1 

n 

M{--  B + B " - - . . .  + (--  I)'B(~"} ~ / l k  = o, 

~ l - c  + c " - . . .  + ( -  ~),e,,,}- ~ s~ = o, 
1 
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et ~ar consequent 
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----- - - ~ { A '  -I- B '  q- C' -t- A'" -1- B"  -1- C '~ + . . .  q- A <')' + / ~ m  + ~")'} 

est le potentiel cindtique du mouvement du centre de gravitd, lorsiue la masse 

totale est concentrde en ce point et sue les composantes de la force E Q~' 
1 

E t l,, E S~ agissent sur le l~oint. 
1 1 

Apr~s avoir 6tabli les principes g~ndralisds de la mdeanique je me 
suis appliqud k une recherche purement analytique, afin de voir jusqu'k 
quel point sont lids k In forme que donne par hypothdse Helmholtz au 
potentiel ein&ique, les thdordmes, dnonc& dans son cdldbre travail die 
physikalische Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung, sur la relation 
entre les forces P, d'une part, telles qu'elles sont donndes par les dqua- 
tions de Lagrange comme fonctions des coordonndes et de leur ddrivdes, 
et entre les acedl~rations, les vitesses et les eoordonndes d'autre part. 
Dans l'hypoth~se d'une composition arbitraire du potentiel cin&ique, lors- 
que les ddrivdes s'dtendent jusqu'k l'ordre u, j'obtiens les relations suivantes 
tout k fait analogues 

~v<,-("-') ~vT"-" - ( -  ~)'+' ~ I~:e<,')~t)~; ' - ' > - -  _~,,,<,r:m-,-,,i~,, I ' 

~P, ~P,, d ~P, d ~Pr 
~r~ "-1) + ~pT"-"  - -  2~ 4-7 ~v,- ~'---~ = 2~ ~i ~p~,) ' 

etc. et enfin 

~P, aP~ 
~] F~ ~ 

I-~ ~H ~] 
- ( - ' J  ~ L ~  ~> ; 

-~'/+... 
~p~J  
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apr~s avoir ainsi d6montr~ clue les th6or6mes de Helmholtz, dont il a 
donn~ d'importantes interpretations en Physique et en M~canique, n'ont rien 

faire avec le caract~re que possSde le potentiel cindtique de d4pendre 
seulement des d4riv~es premieres des coordonn~es, je puis aborder la d4mon- 
stration du th~or~me relatif au potentiel cin~tique restreint, ~nonc~ par lui 
sans preuve, et qui repose, ainsi qu'il le fait ressortir, sur la th~orie des 
fonctions potentielles dans un espace ~ trois dimensions, th6or~me d'apr~s 
lequel, lorsque les expressions de la force /), satisfont aux 6quations de 
condition, il existe toujours un potentiel cin~tique, au moyen duquel les 
forces peuvent s'exprimer sous la forme de Lagrange. En rue de simplifier 
l'exposition j'ai ddvelopp~ cette d6monstration seulement pour des po- 
tentiels cin~tiques au sens de Hehnholtz et pour deux coordonn~es ind& 
pendantes, mais on peut par la m~me vole en ~tablir la l~gitimit~ pour 
des potentiels cin~tiques de forme toute g~n~rale. En employant les 

relations pr~cSdentes entre ~Ps et les coordonn~es, vitesses, etc., l'4nonc~ 
relatif ~ l'existence d'un potentiel cin~tique peut ~tre exprim6 comme il 
suit: Lorsque les expressions t ), sont des fonctions de p l ,  p~ ,p'~, p~, p~', p'~', 
lin~aircs par rapport aux ddriv~es secondes des coordonn@s, telles que les 
trois dquations de condition 

- - .  = ~.,.,, , - t -  - - - -  , ---- 

soient satisfaites, il ex~ste toujours une fonction H ,  ne renfer~nant pas t, des 
grandeurs PI ~ P~, P'I , P'~, qui vgrifie les deux ~quations diffdrentielles 

~H d ~H vH d ~H 
P1 = --~p--: + ~ ,  P, = - - ~ p _  + ~ "  

La d~monstration du th6or4me peut ~tre effectu~e en mettant P. 
sous  la forme 

P. - -  fo.(pl, p~, p i ,p ; )  + f~.(pl, p~, pl,  p;)pi' + &(pl ,  p , ,  pi ,  p;)p;' 

et en tirant des 6quations de conditions ci-dessus les relations entre les 

d~riv~es des fonctions f0,, fls, f~,, ~ l'aide desquelles ton int~grera les ~qua- 
tions de Lagrange pr6c6dentes regard6es comme 6quations aux d~riv6es 
partielles en H,  et de la sorte l'on pourra 6tablir, non seulement l'existence 
du potentiel r mais encore sa forme. 

Aota math~mat~a. 23. Imprimfi le 20 octobre 1899. 10 
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A cette recherche se rattache la question des ~ransformations ana- 
lytiques du potentiel cin~tique. Dans son travail ddj~ citd Helmholtz 
a fair ressortir deux cas d'~quations du mouvement oh se pr~sente une 
diminution dans le hombre des coordonn~es, et cela non comme d'ha- 
bitude parceque ]a libert~ du mouvement du syst~me est soumis ~ des 
restrictions, qui s'expriment par des ~quations entre les coordonn~es, mais 
plutSt ~ cause de la propri~t~ sp~ciale du potentiel cin~tique et ~ cause 
de la nature des ~quations du mouvement de Lagrange. L'hypoth~se, que 
le potentiel cindtique H ~-- - -  T -  U ne renferme pas p~, p~, . . . ,  p~ et 
que les forces extdrieures correspondantes s'~vanouissent, permit ~ Helm- 
holtz de conclure, qu'en ~liminant p ; , p ' ~ , . . . ,  p~ entre les ~quations de 
Lagrange correspondantes, les p - - #  ~ a ~quations du mouvement restantes 
prennent, quand on a posd p~+~----p,, la forme 

oh 

d 

= ( H ) - -  c , ( p ; ) - -  c , ( p ; ) - -  . .  - -  c , ( p ; ) ,  

(a--l ,~f. . . ,u) 

les grandeurs entre parenthSses d~signant les valeurs que doivent prendre 
ces grandeurs apr~s que l'on a ex~cut5 la substitution et c l , . . . ,  cp 
~tant des constantes d'int~gration. Le potentiel cin~tique (0 renferme ici 
aussi des termes du premier degr~ par rapport aux vitesses, et ce cas, 
par une analogie donn~e par la m~canique des corps pond~rables, ainsi que 
d'autres cas appartenant ~ la physique oh le potentiel cin~tique ren- 
ferme aussi des termes lindaires par rapport aux vitesses, Helmholtz les 
nomme cas d mouveme~ts cachds, cas sur ]esquels lui aussi bien que HERTZ 
ont ~difi4 une belle et vaste th~orie. Outre ce cas Helmholtz en fait 
ressortir encore un, qui permet d'effectuer une dlimination, ~ savoir oh 
les forces ext~rieures /)1, P 2 , ' . ' ,  Pp sont continuellement nulles et oh 
dans le potentiel cin~tique les d~rivdes premieres des coordonn~es p~, p~, 
. . . ,  p, ne se pr~sentent au second degr~ que multipli~es entr'elles; il 
montre que les dquations du mouvement restantes prennent encore la 
forme de Lagrange et que le potentie] cinStique repr~sente alors une 
fonction arbitrairement compliqu~e des d~riv~es des coordonn~es restantes, 
et il nomme ce cas le probl~me incomplet. 
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Ensuite j 'a t taque le probl6me de l'61imination des coordonn~es entre 
les 6quations du mouvement de Lagrange d'une mani6re tout b. fait  
g6n6rale en consid6rant ma forme g6n6ralis6e de ces 6quations, mais, pour 
simplifier l'exposition, je suppose encore que le potentiel cin6tique ren- 
ferme seulement ]es d6riv6es premi6res des coordonndes. Je trouve d'abord 
que la condition n~cessaire et suffisante pour que les ~quations du mouvement 

de Lagrange correspondant aux coordonndes p ~ , . . . ,  lop soient des ddrivdes 

exactes, prises par rapport au temps, de fonctions de routes les coordonn~es et 

des d~rivdes premidres de celles-ci, ne renfermant pas les coordonndes Pl , . . . ,P~ 

elles-mdmes, est que le potentiel cingtique ait la forme 

, I" /~  ~ ,  ) 
H = p : ~ , +  . . .  +~o;,-~, + ~ , , j t ~  dpl + . . .  + ~ d p ~  + . . .  

+ p ~ j t ~ a p l  + . . .  + ~ - j a p p )  + ~2(p, , . . . ,  p., p'l, . . . ,  p ; , p ; ,  . . .  ,p;), 

olt ~2 est une fonction quelconque des grandeurs clans la parenthdse et o(t 

~ , . . . , ~p ddsignent des fonctions quelconques de p~ , . . . , pp , Pl , �9 � 9  P,, 

qui ne sour soumises qu'~ la seule condition 

~'~ ~ ~'2 

Alors les a ~quations du mouvement ult~rieures, lorsque des p premidres, qui 

prennent la forme 

~9 ~9 ~9 
0 - ~ = h l ,  - - - r = h  2 , �9 �9 �9 , - -  ~p, ~p; = h,, 

# # 

l'on tire les grandeurs p~, p~, . . . , p ,  comme fonctions de Pl, . . . ,P~, P~, . . . ,  P~, 
que l'on opSre les substitutions, et que l'on pose 

= (~ )  - -  h , ( p ; ) - -  h~(p;)  + . .  - -  h , ( p ; ) ,  

se transforment de nouveau en la forme de Lagrange 

D'oh ce r5sultut: Dans l ecas  du potentiel c~ndti~ue dans la mdcanique des 
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masses pbnd~rables le cas du mouvement cach~ considdr~ par  Helmholtz, pour  

lequel le potentiel cindtique dolt dtre ind~pendant de certaines des coordonndes, 

est le cas unique ~ les dquations de Lagrange correspondantes se transforment 

en ddrivdes exactes prises par  rapport au temps et oit - -  ce qui est alors 

toujours le cas - -  on peut effectuer une dlimination des coordonn@s telIe 

que les dquations du mouvement rdsuttantes prennent  encore la forme de 
.Lagrange. 

D'une mani6re analogue j'6tudie tons les cas, dans lesquels une s6rie 
d'6quations du mouvement d'un syst6me, oh les forces ext6rieures sont 
nulles, jouit de cette propridt6 que l'on peut dliminer les coordonndes 
et leurs d6riv6es, et, par cons6quent, sont aussi r6solus t ous l e s  cas du 
mouvement cach6 g6n6ralis6 et lcs probl6mes incomplets, oh ron fait l'hy- 
poth6se de potentiels cin6tiques qui ne d6pendent que des coordonn6es 
et de leurs d6riv6es premi6res, et cela d'ailleurs d'une mani6re arbitraire. 

Maintenant pour traiter sur un exemple de la mScanique des masses 
pond6rables le cas oh certaines des 6quations du mouvement de Lagrange 
se transforment en d6riv6es exactes prises par rapport "tu temps, j'6tudie 
d'abord le mouvement de trois points mat6ricls ml, m2, m3, dont les coor- 
donn6es sont soumises ~ une 6quation de condition 

z 1 ~ f ( x , ,  Y l ,  x2 ,  Y2, z~, x~,  Y3, z3), 

et dont les forces int6rieures sont donn6es par une fonction des forces 

U(xl , Yl , Zl , x2 ,  Y~ , z~ , x~ , y,  , z3). 

J'obtiens ce th6or6me que: la condition ndcessaire et suffisante pour  que, darts 

le mouvement de trois points matdriels, dont les coordonndes sont soumises 

~t une dquation de condition, parmi  les huit ~quations du mouvement il y en 

ait deux qui se transforment en d6rivdes exactes prises par rapport au temps, 

est que l'gquation de condition air la /brine 

z 1 = ax,  "4- by, "4- to, 

oit a et b sont des constantes et olt to ne ddpend que de x2 ,y2 ,  z2, x3,Y3,  z3, 
tandis que la fonction des forces a la forme 
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V = ( ~ 1 - - t ~ X l - - b f f l -  O ) ) F I ( X l '  f f ' '  a#l'~ X2 '  Y~ '  ~ " '  X3 '  f f3 '  Z'3) 

+ F ( z , - - a x , - - b y , ,  x2, y , ,  z2, & ,  y~, z~); 

dans ce cas, les six, dq~tations du mouvement 29our les coordonndes x=,y=, z~, 

x3, Ya, z3 ~orennent encore la forme de Lagrange pour le potentiel cindtique 
donnd par l'expression 

c~,(I + b')--2abc,c, + C1(I @Off) ~, (a,,,~' a,-, +bq  do, 3 m, b ~ 
'~-~- 2(t+a'+b~) \ - ~ /  "it-m1 I+a2+b'~dt 2 I+a~+  

~b3 p 2 
~'~ (x ' :  + y;~ + 4 ' )  - -  2 @'fl + y" + 4~) - -  t;(~o , & , y ,  , z~ , & , v ,  , zO. 

2 

�9 ' e Une application imm6diate de ce theorem montre que: 

Lorsque de trois points run est soumis par une liaison avec les deux 
autres h la condition que sa distance d u n  plan fixe reste toujours pro por- 
tionnelle 5 la distance entre eux des deux autres points mat&iels, ces derniers 
s'attirant suivant la loi de Newton, le mouvement de ce point a lieu suivant 

la loi de Weber. 

On obtient des th6or~mes analogues dans le cas oh il y a deux 
6quations de condition entre les six coordonn6es. 

Apr& avoir r6solu routes ces questions, je me suis appliqu5 de 
nouveau g l'6tude de la g6n6ralisation des principes m6caniques dans le 

cas du potentiel cin6tique g6n&al, et, lorsque 

t 

= t t  + y P ~ P a  dt 
1 

to 

est d6fini comme fonction caractdristique, je trouve pour gdn&alisation de 
t'~quation aux d&ivOes partielles du premier ordre de Hamilton, l'~quation 

- : - , +  . . .  + ~ E p > "  ~t + ~ P" ~ ,  + ] s  p;' ~ 
1 1 aP' x aP~ ~-~) 

I " :n(v--l) + ~o, t , p , , . . . , p ~ , . . . , p ~ ' - ~ ) ,  . . ,~ : ,  , 
1 

M ' - "  ' " " " ' aP~-") ~?-') 
g 

_ . . . .  ( , ,  , .  p ~ - ,  p ~ - , , ,  , , , , , , . . .  ,,,,,) + ~ P , p ,  t t  t , ~ , , .  , ~ : ,  . . ,  , . . . ,  . . .  , 
1 
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g~ la ~;ariable d~pendante ~ et aux lay + ~ variables ind~pendantes 

t ,  ~ , . . . ,  p ~ ,  v ;  , . . . , g ,  . . . , p l  ~ - ' , ,  . . . 7  p ~ - ~ ) ,  

o~ les fonctions o> sont ddfinies par les valeurs 

( ~('~--1) 
p~) 0~, t , p ~ 7  �9 . .  , P~, �9 �9 -7 P~-') ,  �9 �9 �9 , ~ .  , - -  Op~--~)~ " " " ~ i~p~- (--~)/ / '  

Si l 'on connait  l ' int~grale complbte, r en fe rman t  /~u-!-I  conatantes 

arbitraires7 de l%quation aux  ddriv~es partiellea7 constantea dont  r u n e  eat 

addi t ive,  tandis que l 'on peut  prendre  pour  les autres  les valeurs  

p07. . .  ,po, , . . . 7 p ~ , . . . ,  , . . . 7 v ~  

correspondant  'k la va leur  initiale t07 alors lea /~  ~quationa 

: -o  + "  + ( -  
~ p ,  o 

7~o \ ~ , ' / , - -  \a-7 ~e---F/'/o + " '"  + ( -  x) - ~a--U, , ~ o )  ~,p~ \ "0lo, / o 

, , �9 . , . . ~ . ~ ~ . . . ~ �9 , . �9 o . ~ . ~ ~ . ~ �9 , . 

('5) OF~'(-~ --1)~ ~ o ' 

off lea grandeurs  qui  se pr~sentent au second m e m b r e  

~ " *  * 7 _ r ' / z  7 ~ 1 7 6 1 7 6  ~ * �9 , ~ _ r ' / x  

doivent  ~tre regarddea c o m m e  de nouvelles consfantes, fournissent lea /tu 
g randeurs  p , ,  p : , . . . ,  p~-x) comme fonctions de t et des 2/1u constantes 

~(,~-~:0 qui  donnent  l ' int6gration complete des # ~quations p 0 ,  p ~ 0 ,  . . . , ~ - ,  

de Lagrange  g6n~ralis6ea d 'ordre  2u. 

fournies par les ~quations 

o ~ 
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Mais le syst&ne complet d'fquations diff6rentielles de Hamilton trouve 
aussi une gdn6ralisation essentielle au moyen du th6or6me suivant: 

Lorsque des gquations 

~t t  d OH z)~_ ~ d ~-~ OH 
~G ~ ~ ;  + "'" + ( -  ~ - ~  o~(; ~ 

OH d O H  i ) ~ _  ~ d ~-~ OH 
Op; dt  ~p'~" -~- " ' "  -~  ( -  dt  ~-~ ~(~) = P ~ - ~ '  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (pour p ---- x, 2,..,#) 

OH d OH 

oH 

or(;)= P,,, 

dont les ~ ~ i premieres sont respectivement lin~aires en rp , ~p , . . . ,  

p(p~+l), l'on tire les /.t~ grandeurs p~), p(p~+l), . . . ,  p(p2~-l) exprimdes au moyen 
t . . ~D(u--1) de pp , pp , . , ~_p - , . . .  , pp~_~ , pp~_~ , . .  . ,  pp~ et qu' on les porte dans l'ex- 

pression de l'dnergie, que l'on d~signera par  ( E) ,  alors les dquations du mouve- 

ment de Lagrange gdn~ralis~es peuvent dtre remplac~es par le systdme ggng- 

ralis~ dYquations diffdrentielles hamiltoniennes 

dt Op, ~ dt  Op, ' " " " ~ e[t:' Op~ ~-z~ 

= _ _ _  apT-'__~ ) o ( E )  d p ,  o ( ~ )  aV?-" o ( g ) ,  = _ _  = 

dt ~p,~ dt  0 p ~ + z  ' " " " ' dt Ops~-z"  

Qu'il me soit permis, finalement, d'attirer l'attention sur le th6or6me 
suivant, provenant de rues recherches sur la nature des int6graIes de ce 
syst6me g6n6ralis6 d'~quations diff6rentielles de Hamilton. 

Si le potentiel cindtique est une fonction algdbrique du temps, des coor- 

donndes et de leurs ddrivdes prises par  rapport au temps jusqu'h l'ordre 

inclus, et si le systOme g~ndralis~ d'dquations diffdrentielles de Hamilton 

poss~de une fonction intdgrale algdbrique, celle.ci est elle-m~me ou bien une 
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fonction rationnelle du potentiel ci~z~tique, du temps, des coordonndes et de 
leurs ddrivdes prises par rapport au temps ]usqu'5 l'ordre 2 ~ - - I  inclus, 
ou bien c'est une fonction composde algdbriquement de pareilles fonctions intd- 
grales rationnelles. 

Mais j'ai d6jk trop longuement profif6 de votre p a t i e n c e . -  Je serais 
tr6s heureux si l'une ou l'autre des remarques faites dans les pr6c6dentcs 
cpmmunications pouvait vous int6resscr. - -  Pour l'ins~ant veuillez etc. etc. 

Signd: Leo K6nigsberger. 


