SUR QUELQUES POINTS

DE LA THEORIE DES EQUATIONS NUMERIQUES

PAR

E. LAGUERRE

4 PARIS.
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1. Dans tout ce qui suit, & moins que je n'en avertisse cxpressé-

ment, je désigne par & un nombre positif ou nul et par y un nombre
positif quelconque supérieur & &.

Cela posé, en considérant le polynome entier du degré =
flz) = ax + a " 4 a2 ...+ a0 + a,,

jy rattacherai le polyndéme du méme degré ¢(x) défini par D'égalité
suivante

0 by = PO =) e oD O

x—1 anp— &

En posant, pour abréger,

$(x) = Pa" + P + Pa"? + ...+ P,z + P,

il est aisé de déterminer les coefficients P;.
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Si, par exemple, on fait
f(z) = aox3 + alm2 + a,x + ay,

un calcul facile donne

= a7y’ + a7’ + @y + @,
=aép’ + ay’ + ap + a,,
=aé’ + a,ép+ ap + a,,
= 0,6 + a,&" + a,§ + a,.

NN NN

La loi de formation de ces coefficients est évidente et s'étend aisément
an cas d'un polynéme d'un degré quelconque; les coecfficients cextrémes
sont f(7) et f(&).

2. Le calcul des nombres P, seffectue de la facon la plus simple
par la méthode suivante: que V'on forme d’abord, et par voic récurrente,
une suite de nombres @, déterminés par les relations

Qo':a'(,’ Q1=600+a17 Q2=EQ1+0/2? RIS (l)n:é(l)u—l"'_an’

1

les nombres P, seront donnés par les égalités

Pn:an Pn—1=Pn_i_\(v_E)Qn—~l7 Pn-—2=Pnl+7/'(T/_E)Qn——27

SR Po =Pl + 77"_](77"_6)00‘

3. La propriété fondamentale du polynéme ¢(x) peut s'énoncer ainsi:

Le nombre des racines de Uéquation f(x) = o, qui sont comprises entre
les quantités & et n, est au plus égal au nombre des variations dw polynime
¢(x), et, si ces deuxr mombres différent, leur différence est un nombre pair.

Pour la démontrer, je remarque que, de I'égalité (1), on dédnit

E—nafley) _ z"+f(y)

‘(x—l)(:my—-g’:)_' I—z

Q)

oy — &’

+ ¢(r) +

Pour toutes les valeurs de x comprises entre ; et l'unité,

1
est
—_—€

développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances
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. 1 . , . .
crolssantes de &, et ——— développable en une séric convergente ordonnée
LYy, — &
/

suivant les puissances décroissantes de x.
Effectuant ces développements, on a 1'égalité

& — paf(ay)

C—Day—g — -t )2+ (). 2" 4 ()
DIGINGGIE ,
T st et

la séric double, qui compose le second membre, est convergente pour

toutes les valeurs de = comprises entre ¢ et I'unité, et le nombre de ces
]

valeurs, pour lesquelles elle s'annule, est évidemment égal au nombre m
des racines de Véquation f(z) = o qui sont comprigses entre & et 7.
D’ou il suit que ce nombre m est au plus égal au nombre des variations
que présentent les termes de la série; ce nombre des variations se réduit
d'ailleurs gu nombre des variations du polynéme ¢(z). Il suffit pour le
faire voir de remarquer que, le premier terme de ¢(z) étant f(y).r",
son coefficient est le méme que celui de tous les termes précédents et
que, le dernier terme étant f(£), il est de méme signe que tous les termes
qui suivent. De la résulte immédiatement la proposition que je voulais
démontrer.
4. Soit, comme application, 'équation

(2) w’ — 22" + 8’ — 32 4 45— 2 = 0.
En posant & = o ¢t y = 1, on formera le tableau suivant

valecurs des coefficients

...... + 1 — 2 4+ 1 — 3 + 4 — 2
valeurs des @, ..c.occc... + 1 —2 4+ 1 —3 +4 —2
valeurs des P, ... —1 — 2 o —1 +2 —2,

d'ou Yon. conclut, puisque la suite des P, présente deux variations, que
I'équation (2) a au plus deux racines comprises entre zéro et 4 1.
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Faisant maintenant & = 1 ¢t 9 = 2, on a ce tableau

+1 — 2z 41 —3 +4 —2
4+ 1 — 1 o — 3 + 1 — 1
+ 2 —14 —6 —6 o —1I;

la suite des P, présentant une scule variation, on voit que I'équation a
une seule racine comprisc entre 4 1 ¢t 4+ 2.
En faisant £ = 2 ¢t = 3, on a les suites

+ 1 —2 + 1 —3 +4 —2
+ 1 o 4+ 1 — 1 + 2 4- 2
+91 410 +10 +1 +4 + 2

la derniére ne renfermant aucune variation, on en conclut que 'équation
n'a pas de racine comprise entre + 2 et + 3.
Pour § = 3 et y = 4, on a le tableau suivant

coefficients ... +1 —2 41 —3 + 4 — 2
& oo+ 1+ 1 +4  4+9  +31 4913

il est inutile ici de calculer les valeurs des P, j'ai en effet démontré (')
que le nombre des racines supérieures a & est au plus égal au nombre
des variations que présente la suite des nombres @,; et cette suite, pour
€ = 3, ne présentant aucune variation, il est clair que I'équation proposée
n’a“aucune racine supérieure a 3.

5., L’équation (2) a donc une racine comprise entre + 1 et + 2;
elle n'a aucune racine supérieure & <+ 2, ni aucune racine négative,
puisque son premier membre ne présente que des variations.

L'intervalle compris entre zéro ct + 1 peut contenir deux racines,
ou n'en contenir aucune. Pour résoudre la question, je remarque quc le

(") Mémoire sur la théorie des équations numériques, Journalsde math.
pures et appliquées, 3™® Série, T. 9, p. 105.
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nombre des racines de I'équation proposée, qui sont comprises cntre zéro
¢t + 1, est égal au nombre des racines de l'équation

228° — 42t + 30—’ 22— 1 =0

qui sont supéricures a l'unité.

Formons, en suivant la méthode que jui indiquée dans le mémoire
cité précédemment (Théorie des équations numériques, p. 116), le tableau
suivant

+2 —4 +3 —1 +2 —1
+2 —2 41 o +2 +41
+ 2 o 41 o  +2;

les nombres

+ 2, O, + 1, 0, + 2, + 1,

qui forment le contour extérieur du tableau n'offrant aucune variation,
il en résulte que I'éyuation proposée n'a aucune racine comprise entre
zéro ct l'unité; elle a ainsi une scule racine comprise entrc 4 1 ¢t + 2.

IL

6. Quand on veut cffectuer la séparation des racines d’une équation
ou obtenir leur valeur approximative, il est souvent utile de détcrminer
des limites entre lesquelles demeure comprise la valeur que prend un
polynéme donné, lorsque la variable prend toutes les valeurs possibles
dans un certain intervalle.

En supposant, comme ci-dessus, & et 5 positifs et 5 plus grand que
&, CaucHy a donné de cette question la solution trés simple suivante:
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Décomposons le polynome donué f() en deux parties, cn mettant
en évidence les termes positifs et les termes négatifs, en sorte que Pon ait

fla). = f,(x) — £i(x);

£

ccla posé, si x varic entre & et z, la valcur que prend le polyndme
f(z) demecure toujours comprise entre les nombres

(7)) — (&) et f(&) — h(n)

L'exactitude de cette regle est évidente; clle est d’une application facile,
mais conduit le plus souvent a des limites beaucoup trop éloignées des
limites véritables.

On obtiendra une solution plus précise en cmployant la méthode
qui suit.

Soient Py, P, ..., P, les coefficients du polynome ¢ (x); en désig-
nant respectivement par R ct par S le plus grand ct le plus petit de
ces nombres, considérons 1'équation

(1) R —f(r) = o.
Les quantités, analogues a P,, P, ..., P,, sont dans cc cas
R—P, R—P, ..., R—P,

et il est clair qu'elles sont toutes positives ou nulles. L'équation (1) n’a
donc aucune racine comprise entre & et 7 et son premicr membre conserve
toujours lc méme signe quand r varie depuis & jusqu'a y, & savoir le

S

signe +; pour toute valeur de x, comprise entre & ct », on a donc
f(z) < R.

On prouverait d’une fagon analogue que, pour les mémes valeurs, on a
f(r)> S;

d’ou cette conclusion importante:

Lorsque x prend toutes les valeurs possibles comprises entre les
nombres & et 3, la valeur du polynome f(z) demeure constamment com-
prise entre les nombrezs R et S.
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7. Soit, ecomme application, le polynome
flr) = 2" — 22* + 2° — 327 + 4r — 2

que jai déja considéré plus haut.
On voit que, quand z varie de zéro & 4+ 1, le polyndme prend des

valeurs comprises entre les nombres — 2 et + 2; la régle de Caveny
donne les limites — 7 et 4 6. Quand x varie de 4+ 1 a 4 2, la régle
¢noncée ci-dessus donnc les limites — 14 et + 2, la regle de Cavcny
les limites — 40 et -+ 41; enfin, dans l'intervalle compris entre + 2 et
+ 3, la régle de Cavcny donne les limites — 143 et + 236, l'autre

régle les limites bien plus resserrées 4+ 1 et + g1.

8. Il est moins aisé de déterminer des limites un pen précises,
entre lesquelles demeurent comprises les valeurs que prend une fonetion
¢ ()
Sy’

Voici cependant une solution assez simple, mais limitée an cas ol
relativement a Vun des termes de la fraction, au polynome f(x) par
exemple, les nombres I ont teus le méme signe.

Soient

rationnelle lorsque » varic dans lintervalle (£ ... 7).

])

0’

r,..,p

n
ces divers nombres, ct

m, 1, ..., I

les nombres correspondants relativement au polvnéme ¢(x); je suppose
les denx polyndmes du méme degré, ce que l'on peut tonjours admettre
en introduisant au besoin un certain nombre de coefficients nuls.

Cela posé, en s'appuyant sur les considérations développées plus haut,
on démontrera aisément que, lorsque » varie dans lintervalle (£... %), la

. (‘A .
valeur que prend la fraction ﬂ(—? demeure constamment comprise entre
@£
le pluz grand et le plus petit des nombres
1", 11 11,
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Considérons, par exemple, et en supposant £ = 2 et 7 =—= la fraction
3 ple, P Y y

2zt —52' + 227 — 30— 5
' — 22t 4 2 — 30t 4 4o — 2

on a

P =91, P,=P,=10, P,=1, P,—4 et P, = 2.

2

Le tableau suivant donnera les valeurs des /7,

coefficients ... o 4+ 2 —5 + 2 — 3 — 5
Qo o + 2 — 1 o — 3 — 11
I .+ 31 431 —23 —14 —14 —1I
Si maintenant nous formons les fractions
31 31 23 14 11
Ty Ty, — o, — M, ——, /5
91’ 10 10 4 2
nous voyons que la plus petite d'entre clles est — 14 et la plus grande

1 . . . \
‘;’—o; on en conclut que, quand z varie depuis + 2 jusqua 4+ 3, la

valeur de la fraction demeure comprise entre les limites — 14 et + 3,1.

ITI.

9. Soit p un nombre enticr positif quelconque, mais supérienr a
(n 4+ 1); dans le développement en série de l'expression

§f($)
an —¢&’

T 4 ) +

considérons senlement les termes dont les exposants sont compris entre
les limites p et — p, nous obtiendrons ainsi un polynéme 6,(r) dont la
valeur est donnée par 1'égalité
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9], = Poﬁp 4+ ...+ '1)0$"+1
+ Px+ P2 '+ P+ ...+ P_2"+P,_x+ P,

x?

EP 1 51’1) 1
+; n';+"‘+‘77_7} ”-—-

Lorsque le nombre p croit indéfiniment, #, a pour limite une série
c 1o . . 3
indéfinic @ qui, pour toutes les valeurs de x comprises entre - et 1,ala

méme valeur que la fraction

€ — paf(ey) .

@ — D@y —8&’

d'ott résulte, en désignant par m le nombre des racines de l'équation
f(x) = o qui sont comprises entre & ct », que la série # est convergente
et s'annule pour m valeurs de la variable.

Cherchons d’abord une limite supérieure du nombre des racines
positives de 'équation 6, = o; une pareille limite est donnée immédiate-
ment par le nombre des variations de 6,, qui se réduit 4 celui des varia-
tions de ¢(z). Mais on peut obtenir une limite plus précise en faisant
usage d'une proposition importante due 4 NEwTON.

Au dessous de la suite des termes de #,(x) ou se peuvent trouver

des variations, a savoir les termes
Po’ P]’ ])2’ c ey Pn—‘29 Pn—l’ Pn
écrivons les termes de la suite

])r?—Popn P?‘-Po])w Pg_PoPn

2 2 2 y S,
ey Pn——2—1)n—3pn—»1’ P,,,_|_P,,P,,_2, I,.—])ul,,,,];,
nous obtiendrons le tablean suivant
)
PO? Pl’ P?’ ey Pn—-?, ])n’l? ]n’

A
( ) + I, P‘ll—_POP2? P;z“‘PoPn ey ‘:-2“1)11--::1),:—1’ Ijz--~lmpin~2 )n’ + I,
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ou j'ai remplacé les termes cxtrémes de la seconde ligne par + 1, attendu

que, quand P, et P, sont de signe contraire, P, — P,P, est positif et

, est positif quand les termes P, ct P,

que, de méme, P, —vEP"P,,_
présentent une variation.

Cela posé, il suit du théoréme de Nrwron que le nombre g des
racines positives de I'équation 6, = o, ecst an plus égal an nombre V|
des variations de la suite supéricure du tablean (A), qui correspondent a
des permancnces dans la suite inféricure.

Ce nombre ¢ est, on le voit, indépendant de la valeur attribuée au
nombre entier p et sa valeur demeure la méme quand p croit indéfini-
ment; on en conclut que le nombre m, qui représente le nombre des
valeurs positives de x pour lesquelles la série # converge vers zéro, cst
au plus égal a p.

Dot la proposition suivante:

Si Ton forme le tableau (A), le nombre des vacines de [équation
f(xz) = o, qui sont comprises entre & et 7, est au plus égal auw nombhre des
variations présentées par la ligne supérieure du tableay et aurquelles corres-
pondent des permanences dans la ligne inférieure.

Soit, comme application, 1'équation

32 + gr* — 110 + 5 = O;

cherchons le nombre des racines comprizes entre & =1 et 7 = 2.
Les valeurs des nombres P, s'obtiennent en formant le tablean suivant

1

+ 1 © —3 4+ 9 —11 +3
4+ 1 + 1 —2 4+ 75— 4 1
+2;7 +1r +3 +11r — 3 41,

et le tableau (A) devient

+27 411+ 3 41 =3 4
+ 20 — 2 + 1.

I

Dans la ligne inférieure, je n’ai indiqué les signes des termes que quand
g s ) q 2
ils correspondent a des variations; on voit qu’il n'y a dans la ligne
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supericure aucune variation a laquelle corresponde une permancnce dans
la ligne inférieure, d’olt il suit que I'équation proposée n'a aucune racine
comprise entre 4+ 1 et - 2.

On arriverait & la méme conclusion en employant la méthode suivante
qui trouve fréquemment d’utiles applications.

L’équation peut se mettre sous la forme

(@' 4+ 2> — 22 + 72— )¢ — 1) + 1 = 0,

et, par suite, peut s'écrire

(2) r=1—= 3 lz .
'+ 2 — 28+ Jx— 4

Chérchons des limites entre lesquelles varie le polyndme dénominateur
lorsque @ varie de + 1 & 4 2; en appliquant la méthode indiquée plus
haut, on formera le tableau

+ 1 + 1 — 2 + 7 — 4
+1 42 o +7 +3.

Il suffit ici de calculer les valeurs des nombres §),; ceux-ci étant en effet
positifs, il est clair que les P, seront également tous positifs et, par suite,
le dénominateur demeure positif quand x varie dans les limites indiquées.

Il en résulte que le second membre de l'égalité (2) est toujours
inférieur & l'unité; il ne peut donc jamais étre compris entre + 1 et
=+ 2 et l'on voit, comme nous I'avions reconnu précédemment, que I'équa-
tion (1) n’'a aucune racine dans cet intervalle.

IV.

10. La proposition, énoncée dans le premier paragraphe, peut encore
étre démontrée par une autre méthode qui donne lieu & quelques consé-
quences intéressantes.

8 - 665006 Acta mathematica. 4
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I

En désignant par & et 3 deux nombres quelconques positifs ou néga-
tifs, soient f(x) un polynome entier du degré n ct ¢(x) le polynéme
déterminé par la relation

n+1 — n — 5

Appelons ¢,(z) ce que devient ¢(x), quand on remplace f(x) par (z — A);
on a évidemment

¢.(z) = TS = H=flemen —H | fleplen—H—fOE=D

z—1 xy — €& ’

d’ol1, par un calcul facile,
$i(2) = §(2)(zg — D) — H(n)a"*" + &(8).

On voit que ¢,(z) et le produit ¢(z)(zy — J) ne différent que par
leurs termes extrémes; les coefficients de #"*' étant respectivement [puis-
que f(n) = P, et (&) = F.] P,(y — A) et Py, les termes constants étant
respectivement (6 — 2)P, et — AP,.

Si donc le nombre A satisfait aux conditions suivantes

pp—A >0, {(A—§& >o0,

le polynéme ¢ (x) présente précisément autant de variations que le produit
¢(x)(@yp—2). D'ou il suit, en vertu du lemme de SEGNER, que, si A
est positif, ¢ () a au moins une variation de plus que ¢(z), et que, si
7A est négatif, ¢ (— ) a an moins une variation de plus que ¢(— ).
On peut donc énoncer les propositions suivantes:
L'équation ¢(xz) =0 a au moins autant de wariations que Uéquation
f(x) = o a de racines réelles A satisfaisant aux inégalités

(1) >0, xp(p—A)>o0, AA—§ >o.

La transformée ¢(— x) a au moins autant de variations que Uéquation
f(z) = o a dé¢ racines réelles A satisfaisant auzx inégalités

(2) <o, pp—A>o0, Ar—8&>o.
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o

11.  Supposons par exemple & ct y positifs et 5 > &, les inégalités
(1) sont satisfaites pour toutes les racines comprises entre & et . D'on
la proposition que j’ai démontrée au commencement de ce mémoire.

Supposons maintenant que & et » soient des nombres positifs quel-
conques, les inégalités (2) sont vérifiées pour toutes les racines négatives;
d’ol1 cette conclusion:

Quels que soient les mombres positifs & et y, le nombre des racines néga-
tives de Uéquation f(x) = o est au plus égal. au nombre des variations du
polynéme ¢ (— ).

Dans le cas particulier ou, & et y» étant positifs, 7 est plus grande
que &, on voit que, si toutes les racines de l'équation sont réelles et si
toutes les racines positives sont comprises cntre & et », le nombre des
variations de ¢ (x) est précisément égal au nombre des racines positives
¢t le nombre des variations de ¢(— x) égal au nombre des racines
négatives.

12. Dans ce dernier cas, jajouterai encore une observation.

Ayant, pour toutes les valeurs de x comprises entre 5 et + 1,

I'égalité

I — L )@ flp) .+ ()

+ 285+ SO+

je remarque que, si f(&) et f(y) sont de méme signe et si I'équation
¢(x) = o n'a aucune racine comprise entre o et 4 1, ¢(x) conserve dans
cet intervalle un signe constant & savoir celui de f(&), puisque ¢(x) se
réduit a cette quantité pour & = o.

Le second membre de V'égalité précédente conserve donc toujours le
méme signe [4 savoir celui de f(¢) et de f(5)], quand x varie de

g 4 + 1; il en est de méme du premier membre qui, par suite, ne peut

gannuler quand x varie depuis & jusqu'a 7.
Dot la proposition suivante que Yon peut souvent appliquer avec
utilité, pour reconnaitre si un intervalle donné renferme des racines:
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Les nombres (&) et f(y) étant de méme signe, Uéquation f(x) = o w'a
aucune racine comprise entre £ et v, si Uéquation ¢(x) = o na aucune
racine comprise entre o et + 1.

Jai d'ailleurs donné (') un algorithme trés simple qui permet, dans
beaucoup de cas, de reconnaitre facilement si une équation a des racines
supérieures a l'unité, 4 quoi se raméne immédiatement le probleme de
déterminer si V'équation ¢(x) = o a des racines comprises entre o et - I.

Soit, conme application, I'équation
2’ — 22° 4+ 32° — 8ur 4 10 =0

qui n'a, évidemment, qu'une seule racine négative.
Le nombre des alternances de la suite

I0—8+3—2+41

étant nul, le nombre des racines positives de I'équation, qui sont inféricures
a -+ 1, est égal a zéro; de méme le nombre des alternances de la suite

2°— 2.2 4+ 3.2°—8.2 4 10

étant également nul, on voit qu’il v’y a pas de racine supérieurc a 4 2.
Pour reconnaitre §'il y a des racines comprises entre + 1 ct 4 2,
j'emploierai la méthode exposée plus haut; on formera le tableau

+ 1 o) — 2 + 3 — 8 + 10
+ 1 “+ 1 — 1 + 2 —6 +
+22 +6 —2 42 —2 4+ 4

dou l'on déduit
g(x) = 222° 4 62" — 20° + 20° — 20 4 4.
Of, le nombre des alternances de la suite

4+ 4—242—~246+ 22

(") Mémoire sur la théorie des equations numcriques, p. 116,
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étant nul, Féquation ¢(r) =@ na aucune racine positive inférieure a
I'unité et, par suite, I'équation proposée n’a aucune racine comprise entre
+ 1'et 4 2. Elle a done une racine négative et guatre racines imaginaires,

V.

13. La propriété fondamentale des coefficients du polynéme ¢ ()
peut s’énoncer ainsi:

Le nomnbre des racines de I'équation f(x} = o, qui sont comprises
entre les nombres & et », est an plus égal an nombre des variations que
présente la guite

P, P, P, . .6 P

n "

Il est nécessaire d'examiner les simplifications qui se présentent, lorsque
le polyndme f(x) présente des lacunes.
Soit, pour fixer les idées, 'équation

A4 BrP 4+ Cr' 3 D2*°

I
o)

-

formons la suite
Py =44 By + O + Ny,
P = A+ By + Cf + D&,
P, =4+ By' + (3 + D&%
P, = A+ By + Oy + D&y,

P, = A+ By + C& + D&,
P, = 4 + By’ + C&" + D&y,
P, = A+ By’ + C&' + D&y,
P, = A+ By + ' + Dy,
P, = A + B&y' + C&" + D&,
P, = A + By + C&% + D&,

Po,= A+ B + C£ 4+ Degv.
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A T'égard du nombre de variations que présente la suite de ces nombres,
on peut remarquer que les termes P,, P, P, et P, peuvent s'écrire de
la facon suivante

’ § & 37
Q24 D7/107 2 4 ])qu’ Q2+ ])5?7/ , &+ ])57; y
ou j'ai posé, pour abréger,
Q= A+ By’ 4 Cy".

Il est clair que ces quantités vont toutes en croissant ou toutes en
décroissant, le nombre des variations qu’elles présentent se réduit done
au nombre des variations des deux termes P, et P, et I'on peut supprimer

les termes P, et P,; on démontrerait de méme qu’on peut ne tenir aucun

compte des termes P,, P, P, P, et P,.
Il suffit ainsi de considérer la suite

A+ By’ + O+ Dy,
4+ By + O+ DIy
A 4 By® + C&49°' + D&y,
A+ BE 4 08 4 DEY
D’une facon un peu plus générale, soit I'équation
(1) f(z) = 4 + Br’ 4+ Cr' 4+ Dr’ 4+ Exr’ = o,

ot 4, 1 6, ¢ désignent des nombres entiers positifs croissants; on établira
comme ci-dessus la proposition suivante:

En désignant par & et y deux nombres positifs, dont le plus grand soit
n, le nombre des racines de I'équation f(r) = o, qui sont comprises entre &
et 5, est au plus égal au nombre des variations que présente la suite des nombres

A+ B+ Op  +D o+ B
A+ By + 0 4+ Dy 4 EETY,
(M A+ By 4+ O + D&y + EEy,
A+ By + C&2y7 4 DE=h7 4 EE ),
A+ B+ (5 4+ DP + EE




. . . . <]
Sur quelques points de la théorie des équations numériques. 113

La loi de formation de ces quantités est évidente et il est clair que
le théoréme s'étend au cas ou le polynéme contient un nombre quelconque
de termes. _

J'ajoute qu'il subsiste encore lorsque les exposants f3, y, &, ¢ sont des
nombres positifs quelconques, commensurables ouw incommensurables, rangés par
ordre croissant de grandeur.

Pour le démontrer, supposons que f, y, 4, ¢ soient des nombres
fractionnaires quelconques et que, 7, 7, &, &, 37, 7, ¢ et &’ désignant
des nombres entiers, on ait

’1// ;‘II I‘;H ‘:l/
— " 3 .
ﬂ—/“/?—,, 7 —;7, O = P < —-e .

Iin posant, pour abréger §70'c’ = » et en faisant o = X", U'équation (1)
a pour transformée I'équation

Y

w73 wy’

(2) A4+ X7+ X7 X7 X7 —o,

’ ’ .

N3
wu w3

dans laquelle tous les exposants sont des nombres entiers.
Le nombre des racines de I'équation (1), gui sont comprises entre &

et %, est égal au nombre des racines de I'équation (2) qui sont comprises
1 1

entre & et %*. Or, en appliquant & I'équation (2) la proposition ¢noncée
dans le n° précédent, on trouve précisément la suite (A); dou il résulte
que cette proposition subsiste lorsque f3, 7, ¢, ¢ sont des nombres fraction-
naires positifs quelconques et, par conséquent, néme lorsqu'ils sont in-
commensurables.

14. Les équations importantes de la forme
A" 4 Be™ 4 ... + L = o

se raméncnt & une ¢équation de Ja forme considérée précédemment en
posant ¢ = z; d'ott la proposition suivante, qui s'étend évidemment au
cas ou le¢ premier membre contient un nombre quelconque de termes,
mais que, pour plus de clarté, j’énoncerai sculement dans un cas particulier.

En désignant par & et y deur nombres positifs ou négatifs dont le plus
grand soit 7, par a, 3, v, 0 ef = des nombres quelconques, positifs ow néga-
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tifs, que je supposerai rangés par ordre croissant de grandewr, le nombre
des racines de Uéquation

F(r) = de + Be* + C&" + D&" + Ee” — o,

qui sorit comprises entre & et y, est au plus égal au nombre des variations
que présentent les lermes de la suife

e + B 4 e + De” + Ee7,
Ae” + Be¥ 4 Ce” + De” + K3t
Ae* + Be™ + (e + ])e(r7‘;')5+n + Ec(-’—i‘)E'H”ﬂ’
Ae” _|__ Be'-"" + (Jve(r—,?)fir,?n + I)e(ﬁ—ﬁ)ﬂﬁv/ + Ee(S—ﬁ)f.Jrﬁ’/,
Ae” 4 Be® 4 Ce* + De* + Ee;

il est clair que, si ces deux nombres différent, leur différence est un
nombre pair.

Le théoréme de Fourier peut aussi sappliquer, mais, d'une fagon
moins facile, aux équations de la forme précédente; :l exige en effet
(Voir le Mémoire de M. StErn Sur la résolution des équations transcendantes,
Journal de CreLrk, T. 22) que l'on calcule les dérivées de F(x) jusqu'a
ce qu'on arrive & une dérivée qui ne change pas de signe dans linter-
valle considéré; ce qui peut exiger de longs calculs et amener souvent
a tenir compte d'un trés grand nombre de termes.

VI.

15. Les propositions, qui suivent, se rattachent a des considérations
entiécrement différentes de celles qui font I'objet des paragraphes précédents.
Etant donnée l'équation générale du degré =

fla) =a, +ar+ ...+ ax" =0
il y existe toujours une infinité de systémes de nombres

Ry Ay Ogy « vy Gy
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tels que, si T'équation f(z) = 0 a toutes scs racines réclleg, il en est de
méme de l'équation

2 .
a, 0, + 2 a.r + et + ...+ 2,60 = 0.

Il parait difficile de déterminer, d'unc facon précise, les conditions
auxquelles doivent satisfaire les nownbres a;, lesquelles dailleurs ne
dépendent que de la valeur attribuée an nombre entier #.

Je laisserai cnticrement de c¢oté cc probléme et m'en tiendrai aux
considérations suivantes qui peuvent, dans certains cas, trouver d’utiles
applications.

16. Soient f(x) un polynome entier, du degré n, ayant toutes =cs
racines réelles et a un nombre positif; il est clair que 1'équation

(1) af () + zf'(x) = o

a ¢galement toutes ses racines réelles.
Pour le voir, il suffit, dans le cas ou toutes les racines de f() sont
inégales, de mettre 'équation précédente sous la forme

o flw)
— < =0,
wo f(#)
et la proposition subsiste évidemment quand f{x) a des racines égales.
En mettant en évidence les coefficients de f(x) et en posant

f(r) = a + a0 + ap* + ... + a2,

I'équation (1) peut s'écrire
o+ a4 1)+ afa + 200t + ..+ q,(x 4+ 0o = o.

Comme elle a encore toutes ses racines réelles on peut encore en déduirce
une infinité d’équations jouissant de la méme propriété; telle sera, en
général, I'équation

¢, F(0) + a, F(1).x + a, F(2).5* + ...+ «, F'(n). 2" = 0,
F(x) désignant un polynome entier de la forme

Al + )@ 4+ ) 4+ a,) ... (r + a),

ou les o, sont des quantités positives arbitraires et en nombre quelconque.



116 E. Lagucrre.

La méme chose aura lieu évidemment, quel que soit le nombre &, &
I'égard de I'équation

0 F(©) + ¢ F()ér + o, () + ... + a,F(n)e's = o,

que l'on peut écrire

(2) a,6(0) + a,#(1)x + «a,6(2)2* + ... 4+ ¢, H(n)2" = o,
si 'on pose 7
OB(x) = de" (e + a)(x + 2,) ... (¢ + a,).

Comme le nombre des quantités a, peut croitre au dela de toute
limite et que le nombre % est arbitraire, on peut supposer que #(zx) soit
une fonction entiére du genre zéro ou du genre un.

Dol ]Ja proposition suivante:

En désignant par 6(xz) ume fonction entiére quelconque, ne sannulant
-que pour des wvalewrs réelles et négatives de x et dont les éléments simples
sont des polyndmes entiers, des exponentielles de la forme €7, des fonctions
entiéres du genre zéro ouw du genre un, si Uéquation f(x) == O a toules ses
racines réelles, il en est de méme de Uéquation (2).

17. Comme application, considérons la fonction G(z) de M. Weink-
sTRAss qui est l'inverse de l'intégrale culérienne /().

La fonction G(z 4+ ®) ne s'annule que pour z = —w, r = — (0 + 1),
cte.; si done @ est positive, G(r 4+ w) satisfait aux conditions énoncées
ci-dessus et l'on voit que, Péquation (1) ayant toutes ses racines réelles,
il err est de méme de l'équation

t, N

) @, a, W2 ot -
) + T ]>.c + o + 2)1/ + ... + o + 'n).,v o,

gue l'on peut écrire

u «, 9 «, '
a “o 4 2 — et e
o 1) + w(w + 1) + ww + 1w + 2) +
+ n“ r o O
wiow~+1)... (w4n—1)" )
J'ajouterai que le théoréme subsiste cncore pour les valeurs de o
comprises entre — 1 ¢t o (par conséquent pour toutes les valeurs de
supérieures & — 1), si l'équation f(z) = o0 a toutes ses racines de

méme signe.
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18. Ln faisant usage de la proposition précédente,(') on démontrera
aisément le théoréme général qui suit:

En désignant par q wn nombre positif quelconque égal ou inférieur i
Punité, et par H(x) et 8(x) deux fonctions enticres quelconques, ne s annulant
que pour des valeurs réelies et négatives de x et dont les éléments simples
sont des polynomes entiers, des exponentielles de la forme €, des fonctions
enticres du genre zro ou du genre wun, si Uégquation f(x) = o a toutes ses
racines réelles, il en est de méme de équation

- 6 9 .3
Q(x) =a,68(0) + a,. &§n+l J&”9”+¢rmmiﬁﬂﬂq&+'
R o (u)

HoHO . Hau—pn?*t =9

On voit ainsi qu'on satisfait au probléme, posé au -commencement de ce
paragraphe, cn faisant, quels que soient les coefficients Ayy By +ony A,
{(pourvu que Véquation f{x) = o ait toutes ses racines réelles)

8( l) _ 62 ¢

a, = H(0), a, = ol % = oumn?’

on obtiendrait encore une solution plus générale en considérant I'équation
B (;-) = 0, qui a le méme nombre de racines reelles. que P'équation
L(x) = o.

19. Pour appliquer cc¢ qui préceéde & un exemple simple, je con-
sidérerai 'équation

(142" =14 n + = n<” D

S T S N7 Tl A 8

dont toutes les racines sont réelles.
Faisant #(x) = 1, g =1 et H(z) = z 4+ 1, on voit que 1'équation

& nin—1) «f ’

¢(r) =1 +n.—1~+ +“('“—‘1)(n——i) @

1.2 1.2 1.2.3 “1.2.3

4.

'Jt""l "

o+ n. , +1 - = 0

I.2... (w—1)

[8]
-
=

a toutes ses raciues réelles et négatives; proposition bien connue.

(') Voir, & ce sujet, mon Mémoire sur la théorie des équations numériques, p. 132.
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Il en est de méme de 'équation

wn — 1) z* nin — (n— 2) °
:

1.2 "1.2.m 1.2.3 “1.2.3.n

1+n.;~2+ e S o

or le premier membre, quand » croit indéfiniment, a pour limite la fone-
tion de BesspL

Glr) =140+ — ')+ + ...

3)
De la résulte, en vertu d'unc proposition que jai fait connaitre dans une
note insérée dans les Comptes Rendus de 'Académie des scicnces,
que ¢(x) est une fonction du genre zéro, ou du woins le produit d'unc
pareille fonction par une exponentielle de la forme e*, a étant un nombre
essenticllement positif.

On a done

dln) =" I'(x),

F(r) étant une fonction du genre zéro ct n'ayant que des racines négatives.

Je veux maintenant prouver que le nombre « cst nul; i cet effet,
je remarque que () satisfait & 'équation linéaire du second ordre

P () @) — ¢lr) = o

d’'ou T'on déduit

\ ] o —- 1 ) 1‘"( &£) I.'W(Q
(J) a/l + T = ( « + )[(V(ll) 1'7(1)}) .

Quand ¢ prend des valeurs positives de plus en plus grandes, le prewier
membre a pour limite «*; cherchons la limite du second membre.

En désignant pav a,, «,, «,, ... les valeurs absolues des racines de
I'équation J'(x) = o (je suppose ces nombres rangés par ordre croissant

de grandeur), on a

-

Fe) I )
(4) F(x) () T+// + :+// +w+rt:,+‘”/

ot le second membre cst convergent pour toute valeur positive de z,
puisque, F'(x) étant du genre zéro, la serie

’+;T+}4[".+"'

est elle méme convergente.
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Soit S, la somme des p premiers termes de la série contenue dans

le second membre de l'égalité (4), on a

14
4 a’

S, <

cette quantité tend vers zéro, quel que soit p, quand x croit indéfiniment,

donc S, a pour limite zéro et il en est de méme de ;,vfg
On a d'ailleurs
Flae) i [ . 1
F(z) (2 + a)* * + a,)’ (¢ + )"

xR

z + «, x4+ a, T+ u,

F(z)
F(z)
D'ont il suit, le second membre de lidentité (3) ayant pour limite
zéro, que « est nul.
La transcendante de BEsseL est donc une fonction du genre zéro.
20. Aux considérations précédentes se rattache encore le théoréme
qui suit:
Si U'équation

on voit, a fortiori, que a pour limite zéro.

() =a, + ax + a2’ + a2’ + ...+ aa" =0
a toutes ses racines réelles et de méme signe; Péquation
a,cosh + a,cos(i + 0)x + a,cos (A + 26)x’ + a,cos(k + 30)z” + ...
oo+ a,cos(A 4+ nf)z* = o,

o A et O désignent deux arcs arbitraires, a toutes ses racines réelles.
Pour le démontrer, je m’appuierai sur cette remarque importante
due 2 M. Hermite: (%)

(") Sur Uindice des fractions ratronnelles: (Bulletin de la Soc. Math., T. 7,
p. 131); voir également, sur cc sujet, mes Notes sur la résolution des dquations
numérigues, p. 48,
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Si, pour toutes les racines de 1'équation F(x) = o, les coefficients
’ q ’

de i sont de- méme signe et si, mettant en évidence dans le polynéme
F(z) la partie réelle et la partie imaginaire, on pose

les racines de I'équation

2 () + AF,(x) = o,

olt ¢ et 3 désignent des nombres arbitraires, sont toutes réelles.
Considérons maintenant 1'équation

(5) flz(cosw + isinw)] = o;

dont les racines, en désignant par &, k,, k,, ... les racines de Péquation
f(r) = o, sont

k(cosw —isinw), k,(cosw —isinw), Fk(cosw —icinw), ete

Il est clair, puisqué les %; sont tous de méme signe, que le coefficient de
¢ a le méme signe dans toutes les racines de I'équation (5).
Or on a

flr(cosw + isinw)] = a, + a,cosw.x + a,co8 2.0 + ... + a,cosnw.a”

+ i[a,sinw.x + a,sin20.2° + ... + a,sinnw . 7"].
En vertn du théorémé de M. Hermrtg, on voit done que l'équation

cosAla, + a,cosw.x + a,co820.2% + ...]

—sinAfa,;sinw.2 4+ asin20.2° ... ] =0

a toutes scs racines réelles, quels que soient les arcs réels 4 et w.
Or cette équation peut s'écrire

a,cosk + a,cos(A+ w)r + a,co8(A+ 20)2° + ... + a,cos(A + nw)r" = 0;

ce qui démontre la proposition que javais énoncée.




