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SUR L'INTI~GRATION DE L'I~(IUATION D I F F t ~ R E N T I E L L E  

y" = Ay 3 + B f  + Cy + D + (Ey + F)y' 

PAR 

G. MITTAG-LE FFLER. 

( E x t r a i t  d ' u n e  l e t t r e  & M. E. P i c a r d . )  

Les fonctions elliptiques du second degr6 peuvent dtre d~finies par 
l'6quation diff~rentielle 

y"----- Ay ~ + By ~ + Cy + D. 

Dans l'6tude des 6quations diff6rentielles du second ordre c'cst donc un 
probl~me qui se pose de soi-mOne d'6tudier si l'~quation diff~rentielle plus 
g6n6rale 

y" = A~j~ + B f  + C~ + D + (Ey + ~)y', 

oh A, B, C, D, E,  F signifient des constantes par rapport k la variable 
ind@endante, ne pourra pas d6finir des fonctions de caractbre rationnel 1 
autres et plus g6n5rales que les fonetions elliptiques. 

Dans votre m(~moire couronn6 '~ ainsi que dans une lettre que vous 
m'avez adress6e et qui a 6t6 publi6e dans mon journal3 vous avez indiqu6 
les types principaux de l'6quation 

y " =  Ay~ + By~ + cy + D + (~y + F)y' 

1 II me parai~ naturel de signifier ainsi les fonctions analytiques uuiformes f ( x )  

qui~ n~6tant pas des fonctions enti~res rationnelles ou transeendantes~ ne possbdent pas 

d 'autre  point singulier essentiel que z = ~-x~. 

, l o u r n a l  de m a t h 6 m a t i q u e s ~  t. 51 P. 2 8 1 - - 2 8 7 -  

T. 17, p. 297--300. 
Aeta mathematif~a. 18. Imprim~ le 8 juin 1894. 30 
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oh l'int~grale est h apparence uniforme. Vu l'int~r~t qu'il y aurait de 
connaltre la forme analytique des int~grales, j 'ai voulu en effectuer l'int~- 
gration. J'avais obtenu d priori p a r  des considdrations gSn~rales qui 
au fond ne sont autres que celles employees par M. P~sL~v~, ~ que l'int& 
grale ayant le caractSre d'dtre el apparence uniforme devait 6tre aussi 
forc~ment de caract~re rationnelle et il m'a paru int6ressant de vSrifier 
?t 29osteriori ce resultat. 

Voiei comment j 'ai procSd& La fonction '~a(x) de M. WE~EaSTR~SS 
peut 8tre d~finie par l'~quation diff~rentielle de second ordre 

ga" = 6 ~  ~ g ~  

dont l'int~grale gdn~rale est 

~ = ~(x + x0 ].q~, g~), 

off g2 et g~ signifient les deux invariants. L'invariant g~ ainsi que x o 
sont des constantes arbitraires. Regardons ~d(x-[-.% [,q~, ga) dans le voisin,~ge 
d'un pble. On a 

Les pSles sont de l'ordre deux, un des coefficients duns le dSveloppement 
- -  celui de (x q-xo)  4 ~ est arbitraire, et les coefficients suivar~ts sont 
des fonctions rationnelles enti~res de ee coefficient. 

CommenTons done par chercher les conditions pour que l'int~grale 
de l'~quation 

y,, = Ay ~ + B~j ~ + c,~j + D + (Ey + F)y' 

ait un pSle fix~ d'une mani~.re arbitraire dans le champ de la variable 

1 M. Paxst, EV/~ a publi6 depuis, O. R. 24 juilleL I893 , une courte notice off il in- 

dique ]a forme g6n6rale de l'intdgrale, mais m~me ea eonnaissant eette forme il ne para~ 

pas d~re sans importance d'aeoir r~ellement obtenu l'int~grale dans un eas un pea g6n6ral. 
Je  saisis l'oeeasioa pout, annoncer que ~I. PAINLEV~ publiera proehainement dans ee journal 
daas trois mgmoires el6veIopp6s les reeherehes profondes et fertiles relatives aux 6quations 
diff~rentielles~ sur lesque]les des indications sueeinetes ont paru deraibrement dans les 

C o m p t e s  R e n d u s .  
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ind6pendante et &ant de l 'ordre deux, ainsi que les conditions pour qu'il 
entre duns le d6veloppement de l 'int6grale duns le voisinage du pble 
une autre constante arbitraire que l'affixe du p61e. 

On volt d'abord, l 'ordre du p61e de y3 6tant 6, l 'ordre du p61e de yy' 
6tant 5 et celui du p61e de y" &ant 4, que les d e u x  constantes A et E 
doivent ~tre 5gales k z6ro. Supposons que B 4= o et F=4= o, puree que si 
B - - o  on retombe sur les 6quations diff~rentielles lin6aires et si /7 = o 
on retombe sur les fonctions elliptiques. 

On peut toujours, par une substitution lin6aire, faire que le coefficient 
de y2 devient un nombre fix6 d'avance, soit 6 comme dans l'Squation 
pour ~o(x), et que le coefficient de y, eomme c'6tait aussi le cas duns 
l'Squation pour go(x), devient z6ro, On obtient alors 

(A) y" --- 6y 2 + D + F . y ' .  I 

Mettons 

en pla(;ant le p61e arbitraire ~ x--~ o. En introduisant cette expression 
d~ns l '6quation (A) et en 6galant les coefficients de la m6me puissance 
de x des deux c6t6s de l'6gMit6 on obtient 

5k = F ,  

I k 2  ' 
~176176 ~ 12  

(gl ~ I ~ k 3 '  I 2  

I 
D - - - -  

~X2 ~ I 0  

I I  

a 3 =  2 .3 .  5 

7 k4 
24.3  , 

79 k~ 
- - D k  + 2~.3,,~ . 

Voir PICA~D, loc. eit., p. 286. 
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En 6galant les coefficients de x ~, on voit disparaltre %, et on obtient 

( _ _ .  
3% + 2 . 3 ' . 5  

En mettant  k----o, on trouverait F =  o et on retomberait  sur l '6quation 
de la fonction go(x). J'ai suppos6 F =1= o. Oil a done k ~ o et les deux 
6quations pour % am6nent que 

D --  3k*. 
2 

L'int6grale de l '6quation (A) est donc d apparence uniforme s'il y a entre 
lea constantes D et F une relation telle que l'6qUation prend la forme 

3 k 4 + sky, ' (a) y" -~ 6y ~ - -  ~. 

oh k est une constante ind6pendante de x. 
I1 S'agit maintenant d'effectuer l'int6gration. Je  suis votre indication 1. 

Je  mets 
z ---~ y,2 q_ y,(a I q_ a2y ) q_ aay q_ a4y~ q_ ad]a. 

La fonction z aura des p61es sextuples. Or, il y entre 5 constantes ar- 
bitraires et on peut par cons6quent r6duirc ces p61es k des p61es simples. 
Le coefficient d'un tel pble simple devient 

2 3 2 
- -  D F  _ _  ~"___e F ~. 
5 5 

Mais cette expression est nulle k cause de la relation entre D et F .  
obtient done 

z = y , 2  _ 2ky,(k ~ + 2y) + k ' y -  2k~y ~ - -  4y ~ 

On 

off la fonetion z n'a pas de p61es. En diff6rentiant z deux lois, en 
appliquant l '6quation (a) pour 61oigner les d6riv6es y "  et y'" et en 61i- 
minant  y et y' entre ]es expressions pour z ,  z' et z" on dolt obtenir une 
relation entre z ,  z' et z" dont l ' int6grale n'a pas de pbles. Mais on volt 
de suite qu'il suffit  de diff6rentier une seule lois et qu'on obtient 

z' ~ 6kz + 3k 7, 

Voir PICARD, 10c. cit, p. 284, 285. 
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d'oh 
k ~ 

z ~ kGHe 6k~ 
2 
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o(1 j ' indique par H une constante arbitraire. On a done obtenu pour 
premi6re int6grale de l '6quation (a) 

~6 
y,2 2ky'(2y + k ~) ~ 4y 3 - -  2k2y 2 -F k4y -4-~ + k~He 6~ --~ o, 

OU 

2 

Cette 6quation, 6tant de genre un par rapport  K y e t  y', la variable x 
6rant regard6e comme param6tre, peut toujours fitre int6gr6e par une 
m6thode indiqu6e par M. PoI~c,~l~,. 1 Mais on volt imm6diatement qu'on 
peut arriver ~t l ' int6gration par une simple substitution. 

Je mets 

Y -F 1P k~se2k ~ 
2 

Done 

ce qui am6ne 

__dYdz_~ --dxdS k2e~k* H- 2 k ( y - F  k*) ' 

( d q ' =  k ~ ( 4 ~  - H). 
dx] 

Mettons done 
u =- e ~ ,  d~t -~ ke ~ d x ,  

on obtient l '6quation 
ds)  

--: 4 s'~ - -  H,  

dont l ' int6grale g6n6rale est 

- -  ~(~ + "o t o , H). 

t u  ce journal~ t. 7~ P. 5 ~ 8 .  
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L'int6grale g6ndrale de l '6quation (a) devient donc 

(~) y = (D~e~)~.~(d ~ + r176 I o ,  / t ) - - - -  
k 2 

2 

oh x 0 et l ' invariant  H sont les deux constantes arbitraires. 
Je viens de traiter le cas oh dans I'6quation 

y " =  Ay a + By ~ + Cy + D +  (Ey + F)y' 

les deux coefficients A 6t E sont nuls en mdme temps. Supposons main- 
tenant que A e t  E ne disparaissent pas simultandment. Si l ' intdgrale 
g6ndrale est de caract@e rationnel "elle aura la forme 

Y = ~  . �9 . . . . .  

dans le voisinage d'un p61e dont je mets l'affixe dgal k zdro, pour plus de 
simplicitL En 6galant les puissances de x -~ des deux c6tds de l'dqua- 
tion diff6rentielle, on obtient 

2 a = A a 3 - - E a  2 ou 2 + E ~ = A a  2. 

En inerrant y ~ ,Sz, on peut toujours d6terminer ~ de telle mani6re que 
dans l '6quation en z 

2 + E = A ,  

de mani~re que l '6quation diff6rentielle b~, 6tudier devient 

y" = (E + 2)y a + Eyy' + By ~ + C~ + D + F.y',  

oh j 'ai ntis y au lieu de z. En 6galant dans cette dquation les coefficients 
de x -3 et de x -2 on obtient 

2 + E =(2 

a 0 ( 3 ( E +  2 ) a - - E )  + B a - - F = o .  

I1 y a deux cas ~ consid6rer E = - - - 3  et E 4 = - - 3 .  Dans le premier 
cas le coefficient ao qui correspond ~ la racine a = i de l '6quation 

2 + = (2 + 
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dev ien t  arbi t ra i re ,  et  il y a entre  les coefficients de l ' 6qua t ion  diff6rent iel le  

la r e l a t ion  

B = F .  

Mais l ' in t6grale  eomp16te de 

(b) Y" + 3YY' + Y~ = B(y' + y~) + Cy + D 

s 'obt ient  i m m 6 d i a t e m e n t ,  elle est 
f 

Z v = -  
Z 

oh 

(fl') z " ' =  Bz" + Cz' + Dz. 

I1 entre ,  e o m m e  vous  voyez, dans l ' in t6grMe (fl) d e u x  eonstantes  arbi- 

t ra i res  et ind6pendan tes  l ' une  de l ' au t re .  

Dans  le second cas E 4= - -  3, on p e u t  toujours ,  en m e t t a n t  y -~ z + 7, 

d 6 t e r m i n e r  F de maniSre  que  dans l ' 6qua t ion  en z on ait  B = F ,  de 

mani6re  que nous  serons ramen6s  b~ 6 tudier  l '6quat ion  diff6rentiel le  

(C) y" = (E + 2)y ~ + Eyy' + B(!f + y~) + Cy + D, 

off j 'a i  m i s  y au  lieu de z. 

Le coefficient  a ~tant  d6 te rmin6  pa r  l '~quat ion  

+ E.a = + 

il y a d e u x  cas b~ consid5rer ,  E = ~ 2  et  E 4 = - - 2 .  Dans le p r emie r  

cas, on a p o u r  a la seule va l eu r  a =-= I. En  6ga lan t  dans  

(D) y" + 2yy' = B(y' + y') + Cy + D 

les puissances de x -~ et de x -1 des d e u x  c6tgs de l ' 6qua t ion  on t rouve  

que  a 0 --= o et  que  a 1 dev ien t  a rb i t ra i re ,  ce qu i  a m i n e  en t r e  B ,  C et  D 

la re la t ion  C = o. Mais l '6quat ion  

(d) y" + 2yy' = B(y' + y~) + D 
~ .  ~ �9 t �9 

s m t e g r e  xmmedla t emen t .  En  m e t t a n t  

y, q.. y2 = V, 
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on obtient 

V ' = B V + D  

~ " J (jr et lmte~ra le  devient par consequent 

Z '  (r y = -  
Z 

off 

(c) 

Bz" = (He €  D)z. 

Il ne nous reste donc plus que l 'dtude de l'(!quation 

y" (E + 2)y 3 -{-- Eyy' @ B(y' "b Y~) + Cy + D 

oh 

L'int6grale ~tant 
E = ~  - - 3  et E=l= - - ~ .  

" +  q0 + a,x + + ~.x" + , y = ~  . . . . . .  

on obtient en ~galant les coefficients de x "-~ et en employant  la relation 

: + E~ ---- (: + E)~ ~ 

une relation de la forme 

an(n+  2 ) ( n - - 3 - - E a ) =  fonction enti~re et rationnelle de a,_~, a,,_~, ...,a,,ao,a. 

i i  y aura deux cas ~ consid~rer: E = o et E ~ o. Dans le premier  

cas '  le coefficient % devient arbitraire et il y aura deux relations entre 

les coefficients B ,  C,  D qu'on obtient en met tant  n = 3 et a = + I 

dana l'~quation ci-dessus entre a , ,  a,,_,, ..., a, ,  a0: a. Je transforme d'abord 

l 'dquation (C) par  une substitution lin~aire en 

(E) y" = 2y~ + cy + b + F . y  ' 

Les relations entre les coefficients deviennent 

D = o, C - -  2 F~" 
3 ~ 

Voir PmARD~ ee journal~ t. I7~ p. 299. 
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L'6quation pourra done s'6crire 

( c )  y"  = 2 y ~ - -  2ky + 37~y', 

oh k indique une constante ind~pendante de x. 
L'int6grale de cette 5quation est h a p p a r e n c e  u n i f o r m e  d'apr&s votre 

terminologie. On volt que y--~ y ~tant une intdgrale, y - ~ - - y  sera de 
m~me une intdgrale et on obtient 

y = -t- + ~ + ~ x --F a.~ x 3 -t- . . . 

oh a~ reste arbitraire. 
On voit donc facilement par les m~mes considerations qui j 'ai cmploy~es 

pour l'~quation (a) que 

z = y ' - ' - -  : 1 ~ y y ' -  y~ + 7~y ~ = ( , y ' -  l~y) ~ - -  y '  

n'a pas de pble. 
On a 

z'  = 4 k z .  

D o n e  
(y,  - ky)  ~ - -  y ,  = n ~ ,  

oh je d~signe par H une constante arbitraire. 
Je mets 

y = z . k e  ~x 

et j'obtiens 

Donc en mettant 

et en mettant 

on obtient 

~,~= (ke~)~(~ + ~).  

u ----- e kx, d u  --~ ke  ~~ d x ,  

H 2 

ds) 2 
du  = 4s3 + 4 H 2 s  = 4 ( s - -  i H ) s ( s  + i l l ) .  

En employant les notations 

Acta mathemalica. 18. Imprim~ le 11 juin 189J. 31 
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oh 

G .  M i t t a g - L e t i l e r .  

j 'obtiens donc 

Mais 

s = ~(u [-- 4 H2, o) = g,9(u I i l l ,  o ,  

~ ( u )  - -  e~ = X~<~) /"  

- 

L'int6grale g6n6rale de l '6quation (e) devient par cons6quent 

G(~ '~ + ~ 0  I ~ ,  o ,  - i l l )  

off x 0 et H sont les deux constantes d'intdgration. 
L'intdgration de l 'dquation 

(c) y" ---- (E + 2)y 3 + Eyy' + B(y' + y~) + Cy + D 

dans le cas d 'une int6g,'ale g6n6rale d apparence uniforme est donc effectu6 

pour E = o .  J 'ai  d6j~ trait6 les cas E = ~ 3  et E = = - - 2 .  
Reste k traiter les autres cas. On obtient de l '6quation 

2 + Ea  = (2 + E ) a  ~ 

pour a l e s  deux valeurs 

6t (1) ~ I~ 6t(~ ) ~---- - - 2  
E + 2  

On a de m6me: 
an(n + 2 ) ( n - -  3 - -  Ea) = fonction enti@e et ration, 

nelle de a~_~, ~,,_~, . . . ,  a , ,  a 0 , a. 
Lu condition n6cessaire et suffisante pour que l ' int6grale g6n6rale 

sera h ap.parence uniforme est qu'il  y aura deux hombres entiers n, et 
n~ tels que 

n l  ~ 3 - -  E a ( 1 )  --~ o ,  n~ ~ 3 - -  E~z(~) ~ -  o 

et qu'il y aura entre les constantes B, C, Dles  deux relations qu'on obtient 
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eu m e t t a n t  le t e rme  ~ droi te  dans  l ' 6qua t ion  ci-dessus 6gal k z6ro apr6s 

y avo i r  i n t rodu i t  n~ e t a  (~) et  puis  n 2 et a (:). 

On ob t i en t  

Donc  

o n  

n ~ - - 3  = = E ,  (n 1 - I ) ( n ~ - I )  = 4 .  

n 1 ~--- 2~ n~ = 5~ 

le cas n~ parce  que 

Le c a s n  1 ~ 5 ,  •2 ~ 2 p e u t  6tre r a m e n 6  au  cas n~ = 2, n 2 
subs t i tu t ion  lin6aire.  

I1 nous  reste donc k 6 tudier :  

(F) y,, = y 3  yy, + B(y' -t" y') "~ Cy -t- D. 

Les d e u x  re la t ions  en t re  les cons tan tes  B ,  C ,  D dev i ennen t  

D ~ BC = o, 

(2.3:5 ~ 7~B3 _.1 - 5BC "4- D) (~-~ B3 q .- BC, .q- 5 D )  ----- o. 

I1 y au ra  donc  trois cas: 

(f') y " =  y ~ - - y v '  + c y ,  

(f,,) y,, = y3 yy, ..]_ 5h(y, q_ y 2 ) _  7~.h~y__ 5. 72.h~ I 

(f'") r  = v'  - -  yv' + 5h(y' + y~) - -  h~y - -  2 .  h ~ 

oh  l ' in t6gra le  

supposan t  

on au ra  

nx ~ 5~ n~ ~ 2~ 

= n~ = 3, ce qui  am6ne  E = o, a d6j~ 6t6 t rai t6.  

= 5 pa r  une  

B = s h  

g6n6rale  est d apparence uniforme, bTous avons v u  que,  

y = ~  + % + ~,z + ~ z  ~ + . . . ,  

%(3a + x) + B(a--  ~)-- o. 

Yoir PICAllD~ loe. cit.~ p. 283. 
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On a done pour a =  I, ao = o. En met tant  

V = y' -t" y 2 

et en se rappelant  que pour a = - - ~  le coefficient % devient z~ro, on 

volt que V n'a pas d'autre pble que eelui qui correspond ~ a = -  e, 

et qu'on obtient alors 

v = ~ - +  ~0 + ~ + Ax ~ + A~ ~ + s  + . . .  

t " n off f14 est arbitraire. Mais cette forme est celle de l 'int~grale de 1 equatlo 

y " =  6!] 2 --~g~ 

ainsi que celle de l ' int6grale de mon premier type 

(a) y " =  6y~=---3-k ' + sky'. 
2 

I1 y a done lieu de former l 'Squation diff~rentielle de second ordre en 

V qui correspond ~ (F). On obtient 

y(v+ c)=  V ' - - B V - - D ,  
et par consequent 

Iv"- -  B y ' - -  v ( v  + c)}(v + c) = ( v , - -  B y - -  •)(Br + D). 

Done h, cause de la relation 

D = B C  

et si on laisse de c6t~ un instant le cas V - t - C - - - - o ,  

V " =  2 B V '  + V ~ + V ( C - - B  ~ ) - B 2 C .  

On voit qu'en faisant la substitution 

on est ramen~ h. 

V = 6 z + - -  
B 2 -  C 

2 

z" --= 6z ~ - - - ~ ( C  + + eBz' 
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qui embrasse aussi bien I'6quation diff~rentielle de second ordre de ~ (x )  
que l '~quation (a). 

On obtient done les deux ~quations 

z "  = 6 Z  ~ - -  ~ C 2, 
24 

z"  6 z  2 - - 3 -  k s + 5kz ' ,  h l~ ~ - - ~  
2 2 

dont la premi6re correspond k (f') et la seconde k (f") et (f"). 
L' int6grale g6n6rale de (f') devient donc: 

(r') Y = 

oh x 0 et l ' invar iant  g~ -= H sont les deux constantes arbitraires. 
L'int6grale g6n6rale de (f") devient 

6Z I 

Y - -  6z - -  I2h ~' 
(r") 

z = (D~e:h~)2~(e ~h~ + e 2h~o 1o,  H)  - -  2h 2, 

et l ' int6grale g6n6rale de (f'") devient 

6z' 
Y - -  6z + I2h ~ 5 h '  

(r"') 
z = ( D x e ~ h ~ ) ~ ( e  2hx + e ~'~~ l o ,  H)  - -  2h 2. 

Les deux constantes arbitraires en (y') ct (y") sont x 0 et l ' invariant  H.  
J ' a w i s  laiss6 de c6t6 le cas 

V + C = o  ou y ' + y ~ + C = o .  

On volt imm6diatement que l ' int6gration de cette 6quation diff~rentielle 
nous donne une int6grale singuli~re avec une seule constante arbitraire 
pour nos 6qu~tions diff6rentielles (f). 


