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SUR L'INTEGRATION DE LEQUATION DIFFERENTIELLE

' =A4y’+ By + Cy + D + (Ey + F)y'
PAR

G. MITTAG-LEFFLER.

(Extrait d'une lettre & M. E. Picard.)

Les fonctions elliptiques du second degré peuvent étre définies par
I'équation différentielle

y' = Ay’ + By’ + Cy + D.

Dans T'étude des équations différentielles du second ordre c’est donc un
probléme qui se pose de soi-méme d'étudier si 'équation différentielle plus
générale

¥’ = Ay* + By’ + Cy + D + (Ey + Fy,

ouw 4,B,C,D, E,F signifient des constantes par rapport a la variable
indépendante, ne pourra pas définir des fonctions de caractére rationnel®
autres et plus générales que les fonctions elliptiques.

Dans votre mémoire couronné*® ainsi que dans une lettre que vous
m’avez adressée et qui a été publiée dans mon journal® vous avez indiqué
les types principaux de I'équation

v' =4y’ + By’ + Cy + D + (By + Fy

' Il me parait naturel de siguifier ainsi les fonctions analytiques uniformes f(x)
qui, n'étant pas des fonctions entidres rationuelles ou transcendantes, ne possédent pas
d’autre point singulier essentiel que z = o0,

? Journal de mathématiques, t. 5, p. 281—287.

®T. 17, p. 297—300.
Acta mathematico. 18. Imprimé le 8 juin 189%. 30
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ou lintégrale est & apparence wmiforme. Vu lintérét qulil y aurait de
connaitre la forme analytique des intégrales, j’ai voulu en effectuer l'inté-
gration, Javais obtenu & priori par des considérations générales qui
au fond ne sont autres que celles employées par M. PAINLEVE,' que Pinté-
grale ayant le caractére d’étre & apparence uniforme devait étre aussi
forcément de caractére rationnelle et il m’a paru intéressant de vérifier
@ posteriori ce resultat.

Voici comment jai procédé. La fonction ‘@(z) de M. WEIERSTRASS
peut étre définie par l'équation différentielle de second ordre

r’ ‘
P’ = 6p'—-9,
dont lintégrale générale est

@ = SO(x + Z, ]-(]2 ’93)7

ou g, et g, signifient les deux invariants. L'invariant g, ainsi que z,
sont des constantes arbitraires. Regardons p(z + 2, |g,,y,) dans le voisinage

d’'un pole. On a

go(x-[—xo{g?,,(js):m—{—21(:.?5(3‘. -+ y0>?+;{/_3_7(x -+ mo)'* 4+ ...

Les péles sont de lordre deuzx, un des coefficients dans le développement
— celui de (x4 x,)* — est arbitraire, et les coefficients suivants sont
des fonctions rationnelles entiéres de ce coefficient.

Commengons donc par chercher les conditions pour que lintégrale
de l'équation

y' = Ay* + By* + Cy + D + (Ey + F)y

ait un pole fixé d’une maniére arbitraire dans le champ de la variable

! M. PAINLEVE a publié depuis, C. R. 24 juillet 1893, une courte notice ol il in-
dique la forme générale de I'intégrale, mais méme en connaissant cette forme il ne paralt
pas 8tre sans importance d’avoir réellement obtenu Vintégrale dans un cas un peu général.
Je saisis I'occasion pour annoncer que M. PAINLEVE publiera prochainement dans ce journal
daps treis mémoires développés les recherches profondes et fertiles relatives aux éguations
différentielles, sur lesquelles des indications succinctes ont paru dernidrement dans les
Comptes Rendus.
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indépendante et étant de l'ordre dews, ainsi que les conditions pour qu'il
entre dans le développement de lintégrale dans le voisinage du pole
une autre constante arbitraire que laffixe du pole.

On voit d’abord, l'ordre du pole de y* étant 6, I'ordre du pole de yy’
étant 5 et celui du péle de y” étant 4, que les deux constantes 4 et E
doivent étre égales a zéro. Supposons que B == 0 et F == o, parce que si
B = 0 on retombe sur les équations différentielles linéaires et si ' = o
on retombe sur les fonctions elliptiques.

On peut toujours, par une substitution linéaire, faire que le coefficient
de y* devient un nombre fixé d’avance, soit 6 comme dans I'équation
pour @(z), et que le coefficient de y, comme cétait aussi le cas dans
I'équation pour ¢(x), devient zéro. On obtient alors

(A) Y’ =6y D 4 F.y.!
Mettons
“ k 2 3 1
y=?+g—5+ o, + o2 4+ o,2° 4 o + a4 ...
en placant le péle arbitraire & = o. En introduisant cette expression

dans l'équation (A) et en égalant les coefficients de la méme puissance
de ® des deux cotés de l'égalité on obtient

a =1,

5k = I,

a, = ——%kg,

a, == YIE 5

%= _%6 _2Z3k4’

@ = 'I;. : Di; + 22'932165.

! Voir Picarp, loc. cit., p. 286.
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En égalant les coefficients de z’ on voit disparaitre a«,, et on obtient
! L s\ —
<3a3 5 Db+ sk )k —o.

En mettant £ = o, on trouverait F= o et on retomberait sur 1'équation
de la fonction @(z). J'ai supposé F == 0. On a donck == o et les deux
équations pour a, ameénent que

D=3},
2

L’intégrale de I'équation (A) est donc ¢ apparence uniforme s'il y a entre
les constantes D et I’ une relation telle que l'équation prend la forme

() y" = 6y’ —gk* + sky',
ol k£ est une constante indépendante de x.
Il s'agit maintenant d’effectuer I'intégration. Je suis votre indication ™.

Je mets

2=y’ +ya, + ay) + ay + ay’ + ay’.

La fonction 2z aura des poles sextuples. Or, il y entre 5 constantes ar-
bitraires et on peut par conséquent réduire ces poles a des poles simples.
Le coefficient d'un tel poéle simple devient

2 pp 23 ps
5 5
Mais cette expression est nulle 4 cause de la relation entre D et F. On

obtient donc
2=y"— 2ky' (k" + 2y) + k'y — 2k%" — 4y°

ou la fonction 2z n'a pas de poles. En différentiant 2 deux fois, en
appliquant I'équation (a) pour éloigner les dérivées y” et y”’ et en éli-
minant y et i entre les expressions pour 2z, 2 et 2z’ on doit obtenir une
relation entre 2, 2 et z” dont l'intégrale n'a pas de poles. Mais on voit
de suite qu’il suffit de différentier une seule fois et qu'on obtient

2 = 6kz + 3k,

! Voir PicArp, loc. cit., p. 284, 285.
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d'on

kB
2 = — ——L°He**,
2

ou jindique par H une constante arbitraire. On a donc obtenu pour
premiére intégrale de I'équation (a)

y,2_ 2ky’(2y + k?) ____4y3 — 2k2y2 + I§4y +é_+ kGHesz = 0,

ou

;

(y’ — 2k<y + %)) — 4(y + %>+ k*He™ = o.

Cette équation, étant de genre un par rapport & y et y', la variable x
étant regardée comme paramétre, peut toujours étre intégrée par une
méthode indiquée par M. Poivcarg.! Mais on voit immédiatement qu'on
peut arriver a lintégration par une simple substitution.

Je mets

k?
Y+ = kse’

Donc
dy  ds ;4 o, k?
E;-—ﬁk@ +2k<y+;)’

ce qui ameéne
(%) = ke (45’ — H).

Mettons donc
u = €, du = ke**dzx,

on obtient 1’équation

dont lintégrale générale est

s=g@wu + u,|o, H).

' Voir ce journal, t. 7, p. 5—8.
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L'intégrale générale de l'équation (a) devient donc

2

(a> y — (I)Iekzylgg(ek.t + eh’o}o’ H)___l;_-

ou z, et linvariant H sont les deux constantes arbitraires.
Je viens de traiter le cas ou dans 1'équation

y'=dy'+ By'+ Cy + D + (Ey + F)y'

les deux coefficients 4 ét E sont nuls en méme temps. Supposons main-
tenant que A4 et E ne disparaissent pas simultanément. Si Dintégrale
générale est de caractére rationnel “elle aura la forme

yzg-l-ao+alw-|-a2;v+...+a,,a:"+...

dans le voisinage d'un péle dont je mets 'affixe égal & zéro, pour plus de
simplicité. En égalant les puissances de z~° des deux cétés de 'équa-
tion différentielle, on obtient

20 = Ao’ — Eq’ ou 2 + Ea = Aa’.

En mettant y = §2, on peut toujours déterminer 3 de telle maniére que
dans 1'équation en 2

2+ E=A,
de maniére que l'équation différentielle & étudier devient
y'=(E+ 2y’ + Eyy + By’ + Cy + D + F.y,

ou j'ai mis y au lieu de 2. En égalant dans cette équation les coefficients

de 2% et de 2* on obtient
2 + Ea = (2 4+ E)d’,
a,(3(E 4 2)a — E) 4+ Ba — F = o.
Il y a deux cas & considérer ¥ = — 3 et E = — 3. Dans le premier

cas le coefficient a, qui correspond & la racine a = 1 de I'équation

2 + Ea = (2 + E)a’



Sur I'intégration de 1'équation différentielle y”= Ay*+ By*’+Cy+D+(Ey+ F)y'. 239

devient arbitraire, et il y a entre les coefficients de I'équation différentielle
la relation

B=F.
Mais l'intégrale compléte de
(b) '+ 3y +y =By +y)+Cy+ D

g'obtient immédiatement, elle est

(8 y="=

z

ou
(ﬂl) Z’” — an + CZI + DZ.

Il entre, comme vous voyez, dans l'intégrale () deux constantes arbi-
traires et indépendantes l'une de Yautre.

Dans le second cas E %= — 3, on peut toujours, en mettant y = 2z + 7,
déterminer y de maniére que dans l'équation en z on ait B=F, de
manieére que nous serons ramenés i étudier 'équation différentielle

©) y' =(E+ 2y’ + Ey' + By +9") + Oy + D,
ou j'ai mis y au lieu de 2.
Le coefficient a étant déterminé par 1'équation
2 + FEa= (2 + E)da®
il y a deux cas a considérer, £ = — 2 et E 4= — 2. Dans le premier

cas, on a pour a la seule valeur @ == 1. En égalant dans

(D) ' + 2y =Bl +y)+Cy+ D

les puissances de 277 et de #7! des deux cotés de I'équation on trouve

que o, = O et que «, devient arbitraire, ce qui améne entre B,C et D
la relation ¢ = o. Mais 1'équation

() y'+2y =By +y)+ D
s'integre immédiatement. En mettant

Y+y' =Y,
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on obtient
V=BV 4 D

et l'intégrale devient par conséquent

. =
(@) y=
ou
(@) Bz = (He™ — D)z.

Il ne nous reste donc plus que l'étude de 'équation
© y'=(E+ 29"+ Ew' + By +9y)+ y+ D

ou
Ed —3 e E=#—2.
L'intégrale étant

y=g+ o o2+ ...+ a2+ ...,

on obtient en égalant les coefficients de #"* et en employant la relation
2 + FEa = (2 + E)a®

une relation de la forme

a,(n+ 2)(n—3—FEa) = fonction entiére et rationnelle de a, ,,a, 5,..,a,,0,a.

Il y aura deux cas &4 considérer: E =0 et F9=0. Dans le premier
cas ' le coefficient a, devient arbitraire et il y aura deux relations entre
les coefficients B, C, D qu'on obtient en mettant n =3 et a = + 1
dans 'équation ci-dessus entre a,, a,_,, ..., a,,a,; 2. Je transforme d’abord
Péquation (C) par une substitution linéaire en

(E) y' =24+ Cy+ D+ I'y.

Les relations entre les coefficients deviennent

D = o, C—_———%F?.

* Voir PIcARD, ce journal, t. 17, p. 299.
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I’équation pourra donc §'écrire

©) y' = 2y’ — 2ky + 3ky',

ou k indique une constante indépendante de z.

L'intégrale de cette équation est & apparence uniforme d’aprés votre
terminologie. On voit que y = y étant une intégrale, y = — y sera de
méme une intégrale et on obtient

1, k1 /k\*? 3
?/—i(;&'l‘;-l‘g(;)x‘l‘aﬁ +>
ou a, reste arbitraire.
On voit done facilement par les mémes considérations qui j’ai employées
pour I'équation (a) que

4

p=y —2ky —y +Ey = — k) —y

n'a pas de pole.
On a
7 = qka.
Donc
(yr —_ ky)? i y4 — H?k4e4kx’

ou je désigne par H une constante arbitraire.
Je mets
y = z.ke”

et j'obtiens
312 —_— (kekx)Z(Z«i + H?).
Donc en mettant
u = €, du = ke**dzx,

et en mettant

on obtient
ds\? . .
(ﬁ) = 45° + 4H’ = 4(s — iH)s(s + iH).
En employant les notations

s=p|g,,9,)=pkle,e,e)
Acta mathematica. 18. Tmprimé le 11 juin 1894. 31
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d 2
<E%> = 4s° — 0,85 — g, = 4(5— e)s—e)(s — e,),
jobtiens donc
s =pu|—4H"0) = pu|ill, 0, —iH).
Mais

L'intégrale générale de P'équation (e) devient par conséquent

Gt + etno | {H , 0, — iH)
G,(e** + ek= | ¢H, 0, —<H)’

(5) Yy = HD,[BM

ou x, et I1 sont les deux constantes d'intégration.
L’intégration de 1’équation

©) y'=(E+2)y'+ EByy + By +y )+ Cy+ D
dans le cas d’une intégrale générale & apparence uniforme est donc effectué
pour E = o. Jai déja traité les cas E = — 3 et E = — 2.

Reste a traiter les autres cas. On obtient de I'équation
2 4+ Ea = (2 4+ E)a®
pour o les deux valeurs

oV = 1, a? —

On a de méme:
a,(n -+ 2)(n — 3 — Ea) = fonction entiére et ration-

nelle de a, ;, o, o, .., 0, @y, a.

La condition nécessaire et suffisante pour que I'intégrale générale
sera 4 apparence uniforme est qu’il y aura deux nombres entiers n, et
n, tels que

n, — 3 — Ea® = o, n, — 3 — Ea® = o

et quil y aura entre les constantes B, C, D les deux relations qu’on obtient
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en mettant le terme 4 droite dans l'équation ci-dessus égal a zéro apres
y avoir introduit #n, et o’ et puis n, et ™.’

On obtient
n, — 3 = E, (n, — 1)(n, — 1) = 4.
Done
n, = 2, %, = 5,
ou
n, = 3, n, = 2,

. ‘ roen ra o,
parce que le cas m, = n, = 3, ce qui améne E = o, a déja eté traite.
Le cas n, = 5, n, = 2 peut étre ramené au cas n, = 2, n, = 5 par une
substitution linéaire.

Il nous reste donc a étudier:

(F) ' =9"—w + By +vy)+ C+ D.
Les deux relations entre les constantes B, C, D deviennent
D — BC = o,

2

(2328 + sBC + D)(

'3 3 v p—
: B +Bc+SD)._o.

Il y aura donc trois cas:
() v =y —uyy + Oy,
(fu) yn — y3 "_—yy, + Sh(y! + yi) — 72. hﬂy — 5 . 72.k3

B = 5h
Y v =y—yy + 5hy + y*) — by —5.4°

ol l'intégrale générale est & apparence wuniforme. Nous avons vu que,
supposant

a 2
=%—I—ao+alx+a2x + ...

on aura

a(3a + 1) + Bla— 1) = o.

' Voir Picarp, loe. cit., p. 283.
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On a donc pour a = 1, a, = 0. En mettant

V - yr + yz
et en se rappelant que pour a = — 2 le coefficient «, devient zéro, on
voit que ¥V n'a pas d'autre pole que celui qui correspond a a = — 2,

et quon obtient alors

V=Lt b+ b+ pt B+ B
ou B3, est arbitraire. Mais cette forme est celle de l'intégrale de I'équation

’ 2

I
Y =6y —39,

ainsi que celle de l'intégrale de mon premier type

® v = b3k o+ sk

Il y a donc lieu de former I'équation différentielle de second ordre en

V qui correspond & (F). On obtient

y(V+ C =V —BV—D,
et par conséquent

(V' — BV — V(V 4+ )V + C) = (V' -— BV — DBV + D).
Donc & cause de la relation
D = BC
et si on laisse de co6té un instant le cas V 4 C = o,
V' = 2BV 4 V* + V(C— B*) — B*C.
On voit qu'en faisant la substitution

V=6z+Bz—"C

’

on est ramené a

ZII — 632 (C’ + B‘Z)? + ZBZ'

L
24
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qui embrasse aussi bien I'équation différentielle de second ordre de @(x)
que I'équation (a).
On obtient donc les deux équations

2" - 62‘2_L02
24’

2" = 62° ——gk“ + skz, h =

’

N

dont la premiére correspond a (f') et la seconde & (f”) et (f).
L’intégrale générale de (f') devient donc:

g)’(m + =, ! %C”, H)

) y =

I

ou 7z, ct linvariant g, = H sont les deux constantes arbitraires.

L'intégrale générale de (f”) devient

=

v T 6z — 12h*’

@) e
4 = (Dxe‘«’hz)2p(62hz + g l o, H) — 21*,

et lintégrale générale de (f'”) devient

y 6z Sh
o 6z + 124 2
) v+

2 — (Dxeuz)ﬂso(eahz 4 g l o, H) — 2R
Les deux constantes arbitraires en () et (f”) sont x, et linvariant H.
Javals lalssé de coté le cas

V4+C=o0 ou y+y*+C=o.

On voit immédiatement que l'intégration de cette équation différentielle
g

nous donne une intégrale singuliére avec une seule constante arbitraire

pour nos équations différentielles (f).




