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SUR UNE PROPRIETE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES INTEGRABLES
A L’AIDE DES FONCTIONS MEROMORPHES DOUBLEMENT PERIODIQUES

PAR

MICHEL PETROVITCH

4 BELGRADE.

Etant donné un type général d'équations différentielles

(1) Fly,y,9"...,y")=o0

d'un ordre quelconque, ne contenant pas z explicitement, on peut se
proposer a préciser les équations appartenant & un tel type, qui peuvent
étre satisfaites par des fonctions méromorphes doublement périodiques.
J'indiquerai ici une propriété de telles équations qui permet, sans entrer
dans des études plus approfondies, de simplifier le probléme en question
et qui se traduit par une régle trés simple et pratique.

Supposons l'équation écrite sous la forme

=8
(2) ZIP4 ymozylmny'lmzi .. y(p)m,u =0
f=
o les m sont des entiers positifs, tels qu'on n’ait pas & la fois pour
deux indices ¢ et j différents
mm; == moj, mh- == m,j ) e ey mm: - m_,,j

et les P; sont des constantes.
Formons les 2s nombres entiers et positifs suivants

() M, =my; + myu+ ... 4+ my,
3
N, =my =+ 2my; 4 ... ~+ pm,;.
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Tragons dans le plan deux axes, celui des M et des N, et marquons
les s points (M, N;) en ayant soin d’inscrire a c6té de chacun d’eux son
indice. Si deux on plusieurs points coincident, on mettra & coté dun
tel point multiple les indices de tous les points qui y sont confondus.

Construisons la ligne polygonale 71 concave vers OM, contenant &
son intérieur ou sur sa périphérie tous les points (M, N;) et fermée par
des droites perpendiculaires a I'axe ON, dans le cas ou il n'y a pas de
sommets sur cet axe. Posons pour abréger

Toi = My + My 4 o oo My,
71 = Mg + Mgy + ... + My,

(4)
Tni = Mpp1; + oo my
et ensuite
(5) 4; = 1A — 1)7'14(,{——- 2y (A—p + 1 )7e-ss

ol A est un nombre arbitraire.

Il peut arriver que la ligne polygonale /I présente un ou plusieurs
sommets dans lesquels deux ou plusieurs points (M, N,) coincident; nous
les appellerons alors les sommets multiples. Envisageons un tel sommet
multiple et soient «,, a,, ..., a, les indices des termes de I qui y sont
confondus. Formons I'équation

(6) A, P+ A4, P, + ...+ A, P, =0;
elle sera une équation en A de la forme
el a4t a, At @, =0

que nous appellerons équation en A relative au sommet multiple (a,, a,,..., a,).
A chaque sommet multiple correspond une équation en A définie par (6).

Ceci étant, il peut arriver que I'équation différentielle (1) admet des
intégrales méromorphes doublement périodiques. Dans ce cas elle jouit
des propriétés suivantes:

1. La ligne polygonale I a au moins un cité a coefficient angulaire
égal @ un nombre entier négatif, ou bien elle a au moins un sommet multiple
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tel, que son équation enm XA admet comme racines wn ou plusieurs nombres
entiers négatifs, compris entre les valeurs des coefficients angulaires de deux
cotés aboutissant & ce sommet.

Car une fonction méromorphe doublement périodique ne saurait
rester holomorphe dans tout le plan, et au voisinage d'un péle 2z = a
peut s'écrire

(7) y = (z— ayf(x),

ou p est un entier négatif et f(x) une fonction holomorphe au voisinage
de z=a et ne sannulant pas pour cette valeur de . D’autre part
j’ai démontré antérieurement (Thése de doctorat) le résultat suivant: si p
a une valeur déterminée, pour que y, définie par (7), puisse satisfaire a
une équation différentielle (1), il faut ou bien que p soit égal & un des
coefficients angulaires des cotés de la ligne polygonale /I, correspondant
au polygone F, ou bien que p satisfasse & une des équations en 1 rela-
tives aux sommets multiples de I7 et soit compris entre les valeurs des
coefficients angulaires de deux cdtés aboutissant &4 ce sommet.
La proposition I s'en déduit immédiatement.

II.  Quelle que soit la fraction rationnelle R(y) en y, la transformée
(8) O,7,4,...,2%9) =o0
de F'=o0 en z= R(y) jouit des propriétés énoncées dans la proposition 1.

Car, y étant une fonction méromorphe doublement périodiqye, 2
T'est aussi.

Remarquons en méme temps, que si les conditions I ne sont pas
remplies pour une transformée (8) correspondant & une fraction ration-
nelle R(y) ayant plus de deux podles distincts, I'équation F'= o w'admet
aucune intégrale méromorphe. Car l'équation @ =o0 ne satisfaisant pas
aux conditions I, son intégrale z, qui sera aussi méromorphe si y lest,
ne saurait devenir infinie pour aucune valeur finie de #. Par suite si
a, b, c sont trois pdles distincts de R(y) en y, les trois équations

y—a=o0, y—b=o0, y—c=o0
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n'ont pas de racines finies. Par suite, en vertu du théoréme connu de
M. Picarp, l'intégrale y, supposée méromorphe, se réduirait 4 une constante.

III. 8¢ U'on forme une combinaison rationnelle

Rly,y,y", ..., 49

de y et des ses dérivées successives, telle que la transformée

(9) Vs, 2,2, ..., 8 =0
de F=o0 en
(x0) e=Ry,yy .- 949

ne satisfasse pas aux conditions de la proposition 1, T'équation

(11) Ry, 99", ...,y = const.

Joue le rile d'intégrale premiére pour les intégrales méromorphes doublement
périodiques de F =0 en ce sens que loute intégrale de telle nature satisfait
en méme temps & Uéquation R = const.

I1 suffit, pour démontrer la proposition, de remarquer que y étant
méromorphe doublement périodique, z le sera aussi et que toute fonction
de telle nature n’ayant pas de pdles, se réduit & une constante.

La considération des lignes polygonales /I et des équations en A
correspondantes donne donc un moyen de former d’intégrales premiéres re-
latives aux intégrales méromorphes doublement périodiques de I'équmation
différentielle donnée. Une fois ces intégrales premiéres connues, la re-
cherche des intégrales en question se raméne & celle des solutions com-
munes 4 deux équations différentielles données, ce qu'on fera par diffé-
rentiations et élimination des dérivées successives de y. Si p. ex. p>g,
on différentiera I'équation R = const. p—q fois par rapport & z et en
éliminant y® entre

(I) F=o,

dr— R
(2) =
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on aura une équation (3) d’un ordre inférieur a p, admettant toutes les
gsolutions communes & (1) et (2). En opérant sur (2) et (3) comme sur
(1) et (2), on remplacera l'une de ces équations par une autre d'un
ordre moindre et ainsi de suite. On obtiendra ainsi une suite

(a) (1), (2) 5 (3)5 -0 (m—2), (n—1), ().

d’équations différentielles. Si I'équation F'=o0 admet effectivement d’inté-
grales méromorphes doublement périodiques ne se réduisant pas a des
constantes, on pourra toujours choisir la constante figurant dans linté-
grale premiére R = const. de sorte que les équations de la suite (A) 3
partir d’'un certain rang m se réduisent & des identités. Toute intégrale
commune & F=o0 et B = const. est alors intégrale de I'équation (m— 1),
Pour que F=o0 admette d’'intégrales méromorphes doublement périodiques,
il faut et il suffit que 'équation (m— 1) en admette et que parmi ces
intégrales il y en ait qui satisfassent & F'=o0. La recherche des inté-
grales de telle nature se trouve ainsi ramenée & celle relative & une
équation d'un ordre moindre.

Si en particulier 'équation (m-— 1) ne contient que y et y’, cette
recherche s’achéve facilement par les méthodes de Brior et BouQuer.

Ces propositions permettent dans un grand nombre de cas de simplifier
la recherche des conditions pour qu'un type donné d’équations différen-
tielles admette d’intégrales méromorphes doublement périodiques.

P. ex. en remarquant que la ligne polygonale de l’équation

P(y") = Q)

ou P et @ sont des polynomes de degrés respectifs m et n, ne peut
présenter qu'un seul cété a coefficient angulaire négatif et que ce coeffi-

cient est égal a
2m

3
n—m

on voit que l'équation ne saurait admettre d’intégrales méromorphes
doublement périodiques que si # est de la forme

2m
n=m+—k—,
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ou % est un diviseur de 2m. Elle en admettra effectivement p. ex. si m=1,
n=2 ou 3, les coefficients des polynomes P et @ étant quelconques;
ou encore sl m=2, n=4 ou 6, les coefficients étant convenablement
choisis ete.

Plus généralement, pour que I’équation

Py®) = Q(y)

puisse admettre d'intégrales en question, il faut que #» soit de la forme

n=m+7—%19,

ou k est un diviseur de mp.
En remarquant aussi que la ligne polygonale de I'équation

Py?”) = @)y
est & un seul coefficient angulaire et que celui-ci est égal a

mp — 1
n+I——~m’

on voit que Vexistence des intégrales méromorphes doublement périodiques
exige quon ait
mp — I

k 2

n=m-—1+

k étant un diviseur de mp—1. Elle sera effectivement intégrable par
de telles fonctions p. ex. si, les coefficients de P et ¢ étant quelconques,
onap=3 m=1, =1 ou 2 ete.

S'il s'agit des équations de BrioT et BouQuer

Fly,y)=o,

pour qu'une telle équation puisse étre intégrable par des fonctions méro-
morphes doublement périodiques, il faut que sa ligne polygonale admette
au moins un cdété & coefficient angulaire entier négatif et au moins un
a coefficient angulaire entier positif et quil n'y ait pas de cotés a coeffi-
cient angulaire fractionnaire.. Cette proposition simplifie souvent con-
sidérablement la question de préciser les équations, appartenant a un type
général donné d’équations pouvant admettre d’intégrales de la nature
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considérée. Elle resulte immédiatement d'une part de ce fait qu’une
fonction méromorphe doublement périodique ne saurait rester holomorphe
dans tout le plan et doit s'annuler pour un nombre illimité de valeurs
de z, et d’autre part de la proposition suivante, que j'ai démontré dans
un travail antérieur: pour que y défini par

y = (z—af'f(x),

o f est une fonction holomorphe au voisinage de x = a et ne s'annulant
pas pour cette valeur de xz, satisfasse 4 une équation

F(y,y')==o,

il faut et il suffit que g soit égal & un coefficient angulaire des cotés
de la ligne polygonale correspondant & I'équation différentielle considérée.

Remarquons aussi que, d'aprés cette méme proposition, pour qu'une
équation de Brior et BouQuEr irréductible puisse étre intégrable par des
fonctions méromorphes en général, il faut que la ligne polygonale de
I'équation n’ait aucun c6té & coefficient angulaire fractionnaire et qu’elle
ait au moins un c6té » coefficient angulaire différent de zéro. Car, #'il
n'en était pas ainsi, I'équation ne pouvant étre intégrable par d’autres
fonctions méromorphes que par les fonctions rationnelles ou simplement
périodiques et ne pouvant gannuler ni étre infinie pour aucune valeur
finie de x, se réduirait & une constante ou bien & une ou plusieurs fonc-

tions de la forme
Heax’

et dans ce dernier cas le premier membre de I'équation serait décomposable
en facteurs de la forme

Y +ay,
ou a est une constante.

Dailleurs si ces conditions nécessaires pour l'existence des intégrales
méromorphes sont remplies pour 'équation donnée, mais que la ligne poly-
gonale n'admet aucun cdté & coefficient angulaire négatif ou aucun cété
4 coefficient angulaire positif, ou s'assure aisément si l'équation admet
ou non d'intégrales méromorphes. Car dans ce cas l'intégrale ne pouvant
étre que rationnelle ou simplement périodique, elle ne saurait, dans le

premier cas avoir des poles et dans le second cas des zéros. Par suite,
Acta mathematica. 22. Imprimé le 6 juin 1899, 49
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dans le premier cas elle se réduirait 4 un polynome en % ou en e* et
i ’ . ’ I .

dans le second cas c'est la transformée de I’équation donnée en y aul

doit se réduire & un tel polynome et I'on achéve facilement la question
en déterminant, par la méthode des coefficients indéterminées, le degré
et les coefficients d’'un tel polynome.

4 mars 1898.




