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SUR UNE PROPRII~TI~ DES I~(1UATIONS DIFFI~RENTIELLES INTI~GRABLES 

L'AIDE DES FONCTIONS MI~ROMORPHES DOUBLEMENT PI~RIODI(1UES 

PAR 

~ I C H E L  PETROVITCtt  
a B E L G R A D E .  

Etant donn6 un type gdndral d'dquations diffdrentielles 

( i)  r O ,  y' ,  y " , . . . ,  = o 

d'un ordre quelconque, ne contenant pas x explieitement, on Peut se 
proposer ~ prdciser les 6quations appartenant h u n  tel type, qui peuvent 
~tre satisfaites par des fonctions m6romorphes doublement p6riodiques. 
J'indiquerai ici une propri6t6 de telles 6quations qui permet, sans entrer 
dans des dtudes plus approfondies, de simplifier le probl6me en question 
et qui se traduit par une r6gle tr6s simple et pratique. 

Supposons r6quation 6crite sous la forme 

E .P, tlrtOt I//l]; t I//~21 �9 ff(jO)mpl (2)  ~y y y . .  = o  
i = l  

oh les m sont des entiers positifs, tels qu'on n'ait pas k la fois pour 
deux indices i e t  ] diff6rents 

moi  m mo j  ~ mt~  ~ ~'i~1. i ~ . . . ~ m ~  ~ 9 ' t~  

et les P~ sont des eonstantes. 
Formons les es nombres entiers et positifs suivants 

(3) 

Aota math~mati~a. 

.3I~ = mo~ + m ,  + . . .  + m~,  

1 ~  i = m l i  --~ 2 m ~ i  .31- . . .  d I- p m v i .  

22. Imprim6 le 6 juin 1899. 



380 Michel Petrovitch. 

Tragons dans le plan deux axes, celui des M e t  des N, et marquons 
les s points (M~, Ni) en ayant soin d'inscrire ~ c6t6 de chacun d'eux son 
indice. Si deux on plusieurs points coincident, on mettra ~ c6t6 d'un 
tel point multiple les indices de tous les points qui y sont confondus. 

Construisons la ligne polygonale /7 concave vers OM, contenant 
:son int6rieur ou sur sa p6riph6rie tous les  points (M~, N~) et ferm6e par 
des droites perpendiculaires i~ l'axe ON, dans le cas off il n'y a pas de 
sommets sur cet axe. Posons pour abr6ger 

,(4) 

T0* --'---- mu + mu + . . .  + %o 

�9 �9 �9 . �9 �9 * �9 . * �9 o �9 �9 * 

et ensuite 

(s) A, = z. , (2--  + 

off 2 est un hombre arbitraire. 
I1 peut arriver que la ligne polygonale // pr6sente un ou plusieurs 

sommets dans lesquels deux ou plusieurs points (M~, ~)coincident ;  nous 
les appellerons alors les sommets multiples. Envisageons un tel sommet 
multiple et soient % , % , . . . ,  an les indices des termes de F qui y sont 
confondus. Formons l'6quation 

(6) A~P., + A~P~ -4-... + A~P~. = o; 

elle sera une 6quation en ~ de la forme 

)t '~ n t- a~ ~ m-t  "4- a~2 m-2 + . . .  + am_12 n t" a,, = o 

que nous appellerons ~quation en 2 relative au sommet multiple (al, %,..., a~). 
A chaque sommet multiple correspond une  6quation en 2 d6finie par (6). 

Ceci 6rant, il peut arriver que l'6quation diff5rentielle ( I )admet  des 
int6grales m6romorphes doublement p6riodiques. Dans ce cas elle jouit 
des propridt~s suivantes: 

I. La  ligne polygonale 11 a au moins un c6td d coefficient angulaire 
dgal d u n  hombre entier ndgatif, ou bien elle a au moins un sommet multiple 
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tel, que son dquation en 2 admet comme racines un ou plusieurs hombres 

entiers n~gatifs~ compris entre les valeurs des coefficients angulaires de deux 
c6t~s aboutissant h ce sommet. 

Car une fonction m~romorphe doublement pSriodique ne saurait 
rester holomorphe dans tout le plan, et au voisinage d'un p61e x ~ a 
peut s'Scrire 

(7) y = 

oh # est un entier n~gatif et f ( x )  une fonction holomorphe au voisinage 
de x----a et ne s'annulant pas pour cette valeur de x. D'autre part 
j 'ai d~montr~ ant~rieurement (Th~se de doctorat) le r&ultat suivant: si # 
a une valeur d~termin~e, pour que y, d~finie par (7), pulsse satisfaire 
une dquation diffdrentielle (I), il faut ou bien que /~ soit ~gal k un des 
coefficients angulaires des c6tds de la ligne polygonale //, correspondant 
au polygone F ,  ou bien que /~ satisfasse ~ une des dquations en 2 rela- 
tives aux sommets multiples de 17 et soit compris entre les valeurs des 
coefficients angulaires de deux c6t4s aboutissant ~ ce sommet. 

Lu proposition I s'en d~duit imm~diatement. 

II. Quelle que soit la fraction rationnelle l~(y) en y ,  la transform~e 

(8) #)(Z : Z', z"~ . . . , z (p)) ~ 0 

de F-----o en z - ~  tg(y) jouit  des propridtds ~noncdes dans la 2roposition I. 

Car, y ~tant une fonction m~romorphe doublement pSriodiq~e, 
l'est aussi. 

Remarquons en mdme temps, que si les conditions I ne sont pas 
remplies pour une transform~e (8) correspondant ~ une fraction ration- 
helle /~(y) ayant plus de deux p61es distincts, l'gquation _ F ~  o n'admet 

aucune intggrale m~romor2he. Car l'~quation r ~---o ne satisfaisant pas 
aux conditions I, son int~grale z, qui sera aussi m~romorphe s i y  Pest, 
ne suurait devenir infinie pour aucune valeur finie de x. Par suite si 
a ,  b, c sont trois pbles distincts de /~(y) en y, les trois &luations 



382 lVliehel Petrovitch. 

n'ont pas de racines finies. Par  suite, en vertu du thdor~me connu de 
M. PICARD, l'intdgrale y, supposde mdromorphe, se rdduirait ~ une constante. 

IlL 8i l'on forme une combinaison rationnelle 

B(y,  y', y", . . . ,  y(')) 

de y e t  des ses dgriv~es successives, telle que la transformde 

(9) qf (Z ~ Z') Z") . . . ~ Z (q)) ~ 0 

F~o en 

y,, y,' . .  y(,)) (Io) ~--.RCv, , .  , 

ne satisfasse 10as aux conditions de la 2roposition I, l'6~uation 

(,,) l~(y , y ' ,  y" ,  . . . ,  y(~)) = const. 

joue le r6le d'intdgrale premi&e loour les intdgrales mdromorphes doublement 

pdriodiques de F ~ o en ce sens que toute intdgrale de telte ~ t u r e  satisfait 

en m~me temps h l'6quation ~ - - c o n s t .  

I1 suffit, pour &!montrer la proposition, de remarquer que y ~tant 
m~romorphe doublement p~riodique, z le sera aussi et que route fonction 
de telle nature n'ayant pas de p61es, se r~duit ~ une constante. 

La consideration des lignes polygonales // et des ~quations en 
eorrespondantes donne donc un moyen de former d'int~grales premieres re- 
latives aux int~grales m~romorphes doublement p~riodiques de l%quation 
diff~rentielle donn~e. Une lois ces int~grales premieres connues, la re- 
cherche des int~grales en question se ram~ne k celle des solutions com- 
munes k deux ~quations diff~rentielles donn~es, ee qu'on fera par diff4- 
rentiations et ~limination des d4riv~es successives de y. Si p. ex. /9 > ~, 
on diff~rentiera l%quation /~--const.  t ~ - - q  lois par rapport k x et en 
~liminant y (p) entre 

(I) F = o, 

O~ p-q R 
,.(2~ d~----~ ---- o 
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on aura une ~quation (3) d'un ordre inf4rieur ~ p,  admettant toutes les 
solutions communes k (z) et (2). En operant sur (2) et (3) comme sur 
(z) et (2), on remplacera l'une de ces ~quations par une autre d'un 
ordre moindre et ainsi de suite. On obtiendra uinsi une suite 

(4) ( I ) ,  (2), (3), " ' " ,  ( m - -  2),  ( m - -  z), (m) . . .  

d%quations diff~rentielles. Si l'~quation F----o admet effectivement d'int& 
grales mdromorphes doublement p~riodiques ne se r~duisant pus ~ des 
constantes, on pourra toujours choisir la constante figurant duns l'int& 
grale premiere /~----const. de sorte que les ~quations de la suite (A) k 
partir d'un certain rang m s e  r~duisent ~ des identit6s. Toute int~grale 
commune k F ~ o e t /~  - -  const, est alors int~grale de l%quation ( m - -  z). 
Pour que/7_--o admette d'int~grales m~romorphes doublement p~riodiques, 
il faut et il suffit que l'~quation ( m - - z )  en admette et que parmi ces 
int6grales il y en ait qui satisfassent k F-----o. La recherche des int& 
grales de telle nature se trouve ainsi ramen~e k celle relative k une 
~quation d'un ordre moindre. 

Si en particulier l'~quation ( m - - i )  ne contient que y e t  y', cette 
recherche s'ach~ve faci!ement par les m~thodes de BICIOT et BOUQUET, 

Ces propositions permettent duns un grand nombre de cas de simplifier 
la recherche des conditions pour qu'un type donnd d'~quations diff~ren- 
tielles admette d'intSgrales m6romorphes doublement pSriodiques. 

P. ex. en remurquant que la ligne polygonale de l'~quation 

p(y, , )  = Q(y) 

oh P et Q sont des polynomes de degr4s res~ctifs m et n, ne peut 
presenter qu'un seul c6t~ k coefficient anguluire n6gutif et que ce coeffi- 
cient est ~gal k 

2m 

on voit que l'~quation ne saurait admettre d~ m~romorphes 
doublement p~riodiques que si n est de la forme 

2Zvb 
n - - - - m - t - -  V , 
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oh k est un diviseur de 2m. Elle en admettra effectivement p. ex. si m = i, 
n-----2 ou 3, les coefficients des polynomes P e t Q  6tant quelconques; 
ou encore si m = 2, n = 4 ou 6, les coefficients 6tant convenablement 
choisis etc. 

Plus g6n6ralement, pour que l'6quation 

P ( v  = Q(v)  

puisse admet~;re d'int6grales en question, il faut que n soit de la forme 

mp 
n = ~ + - V '  

oll k est un diviseur de m p. 
En remarquant aussi que la ligne polygonale de l'6quation 

= Q(v)y '  

est ~ u n s e u l  coefficient angulaire et que celui-ci est 6gal 

m p  - -  I 

~ + I - - m  

on voit que l'existence des int6grales m6romorphes doublement p6riodiques 
exige qu'on air 

n ~ m . ~ I  + m P  - I  
k 

k 6tant un diviseur de m p - - I .  Elle sera effectivement int6grable par 
de telles fonctions p. ex. si, les coefficients de /) et Q 6rant quelconques, 
on a p - - s ,  m =  I, n ~  i ou 2 etc. 

S'il s'agit des 6quations de BRIOT et BOUqUeT 

r ( y ,  v') = o, 

pour qu'une telle 6quation puisse ~tre int6grable par des fonctions m6ro- 
morphes doublement p6riodiques, il faut que sa ligne polygonale admette 
au moins un c5t6 ~ coefficient angulaire  entier n6gatif et au moins un 

coefficient angulaire entier positif et qu'il n 'y ait pas de cbt6s k coeffi- 
cient angulaire fractionnaire. Cette proposition simplifie souvent con- 
siddrablement la question de pr6eiser les 6quations, appartenant k un type 
g6n6ral donn6 d'6quations pouvant admettre d'int~grales de la nature 
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eonsid6r6e. Elle resulte imm6diatement d'une part de ee fair qu'une 
fonction m6romorphe doublement p6riodique ne saurait rester holomorphe 
duns tout l e  plan et doit s'annuler pour un hombre illimit6 de valeurs 
de x, et d'autre part de la proposition suivante, que j 'ai d6montr6 duns 
un travail ant6rieur: pour que y d6fini par 

y=(x - -a )~ f (x ) ,  

oh f est une fonction holomorphe au voisinage de x ~ a e t  ne s'annulant 
pus pour cette valeur de x, satisfasse k une ~quation 

P ( y ,  y') = o, 

il faut et il suffit que # soit 4gal h u n  coefficient angulaire des cbt~s 
de la ligne polygonale correspondant h l'~quation diff6rentielle consid6r~e. 

Remarquons aussi que, d'apr~s cette m~me proposition, pour qu'une 
~quation de BnIOT et BOVQUET irr~ductible puisse ~tre int~grable par des 
fonctions m~romorphes en g~n~ral, il faut que la ligne polygonale de 
l'~quation n'ait aucun c6t6 ~ coefficient angulaire s et qu'elle 
ait au moins un c5t6 ~ coefficient angulaire diff4rent de z~ro. Car, s'il 
n'en ~tait pas ainsi, l'~quation ne pouvant ~tre intdgrable par d'autres 
foncfions m~romorphes que par les fonctions rationnelles ou simplement 
p~riodiques et ne pouvant s'annuler ni ~tre infinie pour aueune valeur 
finie de x, se rdduirait ~ une constante ou bien ~ une ou plusieurs fonc- 
ti0ns de la forme 

He ~ 

et duns ce dernier cas le premier membre de l'~quation serait d~composable 
en facteurs de la forme 

y' -t- ay, 
oh a est une constante. 

D'ailleurs s ices  conditions ndcessaires pour l'existence des int~grales 
m~romorphes sont remplies pour 1Mquation donn~e, mais que la ligne poly- 
gonale n'admet aucun cSt~ ~ coefficient angulaire n~gatif ou aucun c6t4 
k coefficient angulaire positif, ou s'assure aisdment si l'~quation admet 
ou non d'int~grales m~romorphes. Car dans ce cas l'int~grale ne pouvant 
~tre que rationnelle ou simplement pdriodique, elle ne saurait, dans le 
premier cas avoir des pSles et duns le second cas des z~ros. Par suited 

Aata math~,raat~a, 22. Imprlm6 le 6 juin 1899. ~9 
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dans le premier cas elle se r~duirait ~ un polynome en x ou en e ~ et 
I 

dans le second cas c'est la transform~e de l'~quation donn~e en ~ qui 

doit se r~duire k un tel polynome et l'on ach~ve facilement la question 
en d~term~nant, par la m~thode des coefficients ind~termln~es, le degr~ 
et les coefficients d'un tel polynome. 

4 mars 1898. 


