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NOTE ZUR THEORIE DER DEFORMATION DER FLACHEN

VON

J. WEINGARTEN.

in BERLIN,

In einer interessanten, das Problem der Flichendeformation betref-
fenden Inauguraldissertation hat Herr Dr. G. HEsSENBERG unter Anderem
auch diejenige Singularitit betrachtet, deren Eintreten in den Entwickel-
ungen meiner Abhandlung sur la déformation des surfaces im 20" Bande
dieses Journals ausgeschlossen wurde. Diese Singularitit tritt ein, wenn
unter den Flachen, die ein gegebnes reducirtes Linienelement zulassen,
solche existiren konnen, fur die eine der beiden, durch die Kanten des zu
Grunde gelegten beweglichen Trieders erzeugten, sphirischen Abbildungen
in eine sphirische Curve ausartet. Herr Dr. HessexBerG zeigt, dass fur
jede Fliche und auf unendlich viele Weisen reducirte Linienelemente ge-
bildet werden konnen, mit denen diese Ausartung verbunden ist.

In Rucksicht auf diese Bemerkung erscheint es nothwendig, die sehr
einfachen Kriterien des Eintretens dieser Singularitit aus den in der er-
wihnten Abhandlung gegebnen Entwickelungen ausfithrlich herzuleiten.
Zu diesem Zweck betrachten wir zunichst die Gleichungen (15)* der er-
wihnten Abhandlung (Bd. 20. pag. 172 d. J.):
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' Von einem Druckfehler befreit.
Acta malhematica. 22, Imprimé le 11 juillet 1898. 25
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denen wir die entsprechenden, auf die Entwickelung der zweiten Funda-
mentalformel beziiglichen

oDy (e) — T(2) = — Lot
' ’ “ng
(15) o) = —\F
' s Q
hinzufuigen.

Die Quadrate der Linienelemente der vermittelst der Cosinus X, Y, Z
und der anderen X', ¥'; Z' gebildeten zwei sphérischen Abbildungen er-
gaben sich aus den Gleichungen:

AX* + dT? 4+ dZ* = (}7 + Q’)d.z2 4 2QQ,dzdo + Qdo?,
AX? 4 AV 4 A2 — (3 + P’)dz” 4 2PP.dedo + Pido™

Wird fir eine Flache (£, %, ¢), welche ein gegebnes reducirtes Linien-
element besitzt, die Grosse P, gleich Null, so artet die zweife Abbildung
in eine sphirische Linie aus; wird dagegen ¢, gleich Null, so tritt diese
Ausartung bei der erstew Abbildung ein. Eine gleichzeitige Ausartung
beider Abbildungen kann firr keine Flache (¢, 5, {) cintreten, da vermoge
der letzten der Gleichungen (10) (l. c. pag. 174)

1
2\/;5

ein gleichzeitiges Verschwinden der Grossen P, und ), ausgeschlossen
ist. Die zweite der obigen Gleichungen (15) zeigt nunmehr sofort, dass
unter der Voraussetzung P, = o die Function 2z der partiellen Differen-

1
tialgleichung

(IO) = ])Qx - QPl

J(z)=o0

geniigen muss. Aber dieselbe Function geniigt auch, da @, von Null
verschieden bleibt, der Fundamentalgleichung: (pag. 178 1. c.)

_b+2a\/_¢;

Vo

(17) 4o + 2a0,(2) J(z) — 28\a0(2) = o.
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Die mit der Gleichung P, = o verbundene Singularitat kann daher nur
eintreten, wenn die Grossen @, b, a, 5 dergestalt angenommen werden,
dass die zwei vorstehenden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung ein gemeinschaftliches Integral 2 zulassen.

Was nun die Differentialgleichung J(2) = o anbetrifft, so ist sie der
Ausdruck fir den Umstand, dass die Curven z = Const. auf der Kugel
der ersten Abbildung geodatische Linien, d. h. grosseste Kreise werden.'
Aus der zweiten Columne der Gleichungen (9) (I c¢. pag. 173) ergiebt
sich, dass unter der Bedingung P, = o oder J(2)=o0 die Cosinus X, ¥, Z,
welche zur degenerirten Abbildung gehoren, Functionen von z allein sein
mussen. Daher driickt die Orthogonalitatsbedingung:

XX 4+ YY 4+ ZZ =o

unter der angenommenen Bedingung ebenfalls aus, dass die zu 2 == Const.
gehorigen Curven der ersten Abbildung aus grossten Kreisen gebildet sind,
und stellt das allgemeine Integral der Gleichung J(2) == o dar.

Duarch Einsctzen der aus diesem Integral entwickelten Differential-
quotienten der Function 2 in die Gleichung (17) konnte man die Bedingung
der Coexistenz der Gleichung (17) und der Gleichung J(2) = o durch
einc cinfache Rechnung erhalten. Allein es ist bequemer, diese Be-
dingung aus den in meiner Abhandlung gegebnen Gleichungen zu ent-
nehmen.

Die Gleichung (17) ist keine andere als die durch die Gleichung (16)
(. ¢. pag. 178) dargestellte Integrabilititsbedingung

(16) —af), + VP, + aQ — P = o

wahrend die Bedingung P, = o mit der Gleichung J(z) = o zusammen-
fallt. Daher ist die Bedingung, dass die Gleichung (17) mit der Gleich-
ung J(z) = o gleichzeitig bestehe, einfach die folgende:

—a@), + aQ —pP = o

oder, da P und P, nicht gleichzeitig verschwinden kénnen, auch:

1

(P) — aQ,P + «PQ — fP* = o.

Y Da J(z) = A(z)Ag(z)-—éA(z, Az). Vergl. DARBOUX legons I1IT pag. 202.
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Unter der Voraussetzung P, =0 sind die Cosinus X', ¥’, Z', wie schon
bemerkt, Functionen von 2z allein, und es besteht daher die Gleichung

AX\, AT\, (AN, 1 o,
(&) + (&) + (@) ==+ ?

in welcher v eine von ¢ unabhangige Grosse bezeichnet.
Ausg den Gleichungen

X+ Y4 Z2P=1

X XX + YY + 27 —o,
X aY' QZ' I
Xy T Yo+ 2= Vo

von denen die letzte sich ohne Weiteres aus den Gleichungen (9) (L c.
pag. 173) ergiebt, erhialt man auf bekannte Weise:

x=1 (Y'?»Z—'—-Z'QY')\/N——EJr L

9z g ./2\/0 92

1 , 83X’ 4 i 1 Y

Y = —(z M x )\/p'h——+ 2,
v 9z (2] c ,/2\/0- CL

RS ¢ X' \/,2 1 Y/
Z_u’2<X 9z Y'é?) v -——;+v'“\/; 2z
und falls man diese Werthe in die folgende Gleichung substituirt:

2Y/ QZ/
T Z

X234t L = PQ,

welche sich durch Differentiation. der letzten der Gleichungen (X) und
Beriicksichtigung der oft erwihnten Gleichungen (9) ergiebt, so findet man:

)

SV =0
wenn der Abkiirzung wegen:

dX X
% 9zt

- dy
=7

rs

9= |X
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gesetzt wird. Fohrt man jetzt den Werth des Productes P@Q, ferner den
Werth von P? und den durch dic Gleichung (10) gegebnen Werth von
QP in (P) ein, so stellt sich die Bedingung der Lxistenz einer gemcin-
schaftlichen Losung der Fundamentalgleichung (17) und der Gleichung
J(2) = o in der Form dar:

oA L) =)

Unter der Voraussetzung, dase zunichst die Grosse a nicht der Null
gleich sei, und unter Einfuhrung der Abkiirzungen:

— 2,&9\/0' ":—ﬁ )( - _—‘é)\/;
P 200 1 a¥?’
& v’
M=, 0=~
V' y

erscheint diese Bedingung in der Gestalt:

(N p, A"+ mye — 1 4 n=o.

Die Grossen y'?, m, n der vorstehenden Gleichung sind von der Variablen
o unabhingig. Daher ergiebt sich durch Differentiation nach o:

,29) y'?

+ = = 0,

2 \/"0-_[

30,
(") % T

und durch Elimination der Function m, nach abermaliger Differentiation
in Bezichung auf o, crscheint schliesslich die Gleichung:

20

(U,QO'—“I>< /OI + ‘za A1> +82__<_a_4_0_1+‘)/7§11> == Q,
a.

Zum Bestehen der Bedingungsgleichung (N) ist es daher erforderlich, dass
die vorstehende quadratische Gleichung fir »'* eine von ¢ unabhéngige
Wurzel zulasse. Tritt dieser Umstand ein, so folgt durch Integration
die Gleichung (N”) zurtick. Alsdann bestimmt diese letztere Gleichung
die Function m oder vielmehr ¢ als Function der Variablen z. Eine
abermalige Integration fithrt zur Gleichung (N’), aus welcher die Function
n bestimmt werden kann.
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Aber nur in dem besonderen Falle, dass die so bestimmte Funetion

# sich mit der Function j— identisch erweist, bestcht die urspriingliche
Gleichung (N}, und kann die singulire Bedingung P, = o erfullt werden.
Dic Erledigung des Falles, dass dic vorstehende quadratische Gleichung
fir die Function »'? durch jeden Werth diecser Grosse identisch erfullt
wirde, bedarf kaum der Andeutung.

Wenn aber die Grosse a als Null vorausgesctzt wird, so giebt die
Gleichung (N) ohne Weiteres die Bedingung der Coexistenz der Fun-
damentalgleichung (17) und der Gleichung J(2) = o in der Form

V’2

>
i

1
2\/q?

Q (=

an. Sind die Functionen ¢ und B geeignet, diese Bedingung durch eine
von ¢ unabhingige Grosse »'* zu erfullen, so ist damit »'* selbst be-
stimmt, wihrend dic Function &, die ebenfalls von ¢ unabhingig ist,
vollig willktrlich bleibt.

Die Kenntniss der zwei Functionen »'* und § reicht in jedem Falle
aus, um auf die Cosinus X', ¥’, Z’ und mit ihnen auf die anderen X, ¥, Z
zuriickzuschliessen. Nach geschehener Ermittelung derselben wiirden sich
die Coordinaten &,%, ¢ derjenigen Flachen, fir welche die Bedingung
P =o0 cintreten wiirde, durch die in meiner Abhandlung angegebenen
Quadraturen bestimmen.

Eine - einfache, schon am angefuhrten Orte bentitzte Buchstabenver-
tauschung in den vorstehenden Rechnungen wiirde diejenigen Kriterien
ergeben, fir welche die Gleichung @, = o erfullt sein konnte.

Functionen @, b, a, 8, welche diese Kriterien erfillen, sind daher
durch die Voraussetzung, dass weder P, noch @, fir eine der betrachteten
Flachen verschwinden diirfen, aus den in meiner Abhandlung gezebnen
Entwickelungen ausgeschlossen. Will man solche Functionen zulassen, so
wiirden den durch die Fundamentalgleichungen bestimmten Flichen noch
diejenigen hinzuzufiigen sein, fir welche die betreffende Degeneration der
Abbildung eintritt.

Zur vollen Einsicht in das Verhalten der ausgeschlossenen Singulari-
tat fihrt schliesslich die Betrachtung der Transformation, welche die Fun-
damentalgleichung (17) in dic zweite Fundamentalgleichung (17 (L e



Note zur Theorie der Deformation der Flichen. 199

pag. 181) uberfuhrt. Die Formeln diese Transformation vermittelnden
Formeln sind an der betreffenden Stelle nicht mitgetheilt worden, ergeben
sich aber sofort aus der Combination der oben angegebnen Formeln (15)
und (15°) in folgender Gestalt:

J(z)=~—7zz—), J(z):-—ﬁ,
Gz} — , a(6(z) — a
A2<3) = o_—__( f]’(z) 0)’ A?(Z) = ( (JZ——_(Z) )7

o(J(2) — aA,(2))
J(z) '

ﬁ(Z) _ ”(J/(z)_o'Az(Z»

J'(z) ) 0(2) =

Bezeichnet man durch A4(2) die linke Seite der Fundamentalgleichung
(17), darch A'(z) diejenige der Fundamentalgleichung (r7’) (L. c. pag.
181) so hat man vermdge dieser Transformationsformeln die beiden Iden-
tititen

oyod(2) = —J(2) A(z),
oJod'(z) = J(z)A(z).

Aus ihnen geht hervor, dass jede Function 2 der Variablen u, v welche
A(z) zu Null macht, als Function der Variablen «', »' auch A4’(z) zum
Verschwinden bringt, wenn dicse Function nicht etwa J(z) annulirt, und
dass umgekehrt, wenn nicht etwa J'(z) verschwindet, 4'(z) mit 4(z) gleich-
zeitig zu Null wird.

Unter der . Voraussetzung, dass die Bedingungen, mit denen die Gleich-
ungen P, = o0 oder () = o vertriglich sind, ausgeschlossen bleiben, haben
daher die Fundamentalgleichungen A(2) =0 und A’(¢) = o den _gleichen
Umfang an Integralen und bestimmen alle Flichen von dem betreffenden
reducirten Linienelement.




