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UBER DIE INTEGRATION SIMULTANER LINEARER DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN DURCH BESTIMMTE INTEGRALE

VON

HJ. MELLIN

in HELSINGFORS.

Tn diesem Aufsatze wollen wir zeigen, dass die auf Verwendung be-
stimmter Integrale basirte Integrationsmethode ebenfalls auf Systeme si-
multaner linearer Differentialgleichungen wibertragen werden kann. Der
Kirze halber beschranken wir uns hierbei auf Systeme von zwei ge-
wohnlichen linearen Differentialgleichungen zwischen zwei abhiéngigen
Verinderlichen. Aus der folgenden Darstellung wird sich aber leicht
ergeben, dass unsere Sitze ohne weiteres auf beliebige Systeme gewohn-
licher linearer homogener Differentialgleichungen mit rationalen Coeffi-
cienten ausgedehnt werden konnen. An der Hand der vorangehenden
Arbeit ! kann man ferner finden, dass ganz analoge Satze auch von Sy-
stemen partieller linearer Differentialgleichungen gelten mussen.

§ 1.

In den Lacrance'schen Beziehungen

sviw”ﬁ(%)x—xi f(— %) 29 = 35 (1 9)

y=0 v=10

¢gw”yy(§;>x-—xi;yv(——- d%)w”sb =292, 9)

' Uber die Integration partieller linearer Differentialgleichungen durch vielfache Integrale.
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wo f(y,¢) und g(y,¢) in y und ¢, resp. in y und ¢ bilineare Diffe-
rentialausdriicke bezeichnen, wollen wir y =€ annehmen, wihrend ¢
und ¢ zwei zusammengehorende Losungen der Differentialgleichung

= ay . ay .,
(1) qu(— j.l;;) ¢+ g%(- %) =
bedeuten sollen. Beachtet man zugleich die bekannte Formel

f(%)e” — F(u)e*,

go folgt aus den obigen Beziehungen durch Addition und Integration
in der z-Ebene langs einer Linie (x):

iﬂ(u)fe“’w”;a dx + zgy(u) fe“’x“gbdx

y=0 (&) y=0 {x)
& rrfus vz
— [0, ) + g, i
(@)
Hieraus ergiebt sich der Satz:

Bilden ¢(x) wnd ¢(x) ein System wvon Ldisungen der Differential-
gleichung (1) und ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass die Bedingung

[t ) +gte, 9 = o

identisch erfillt wird, so besitzen wir in

(2) O(w)= [e“g(z)de,  ¥(u) o _[e"gb(x)dx

@)

ein System von Ldsungen der Differentialgleichung

bid a hid av
(3) Y () o 0+ Y g (w) 5 F=0.

Zwischen den beiden Gleichungen (1) und (3) existirt zugleich eine
solche Reciprocitit, dass sie sich gegenseitig durch bestimmte Integrale

integriren,
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Um dies zu zeigen setzen wir in den LacraneE’schen Beziehungen
oY (= L —r Yt Lo =Lrg, 0
e duw WX Xv=o AN G © = G X YD

~ , & " v d
gp;(__ 1) o [g(w)x] "X;Qv(“)@; U'=—9 %)
wo f'(y,® und g'(y,¥) bilineare Differentialausdriicke bezeichnen,

y =¢e ", wihrend @ und ¥ Losungen der Differentialgleichung (3) be-
deuten. Beachtet man zugleich, dass

et = e[ (=) | = (=) o]

= (— 1)"f(— %)[w“e""”],

so ergiebt sich aus den obigen Beziehungen durch Addition und Integra-
tion in der u-Ebene langs einer Linie (u):

- d v —UL £ . d v —UT
;ﬁ(—%>m(‘[e Qdu-{—;g,(—%)x(:[e ¥du

— [T, @)+ g, ¥)a.

@
Hieraus ergiebt sich der Satz:

Bilden @(u) und ¥(u) ein System von Lisungen der Differential-
gleichung (3) und st der Integrationsweg (u) so gewdhlt, dass die Bedingung

[ diu [Fle™, &) + g™, ¥)]du=o0

)

tdentisch erfillt wird, so besitzen wir in

(4) p(o) = [e = 0(u)du,  P(z)= [ ¥ (u)du

(») (%)

ein System von Lisungen der Differentialgleichung (1).
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Der Zusammenhang zwischen den Differentialgleichungen (1) und (3)
wird also durch die Integralformeln (2) und (4) vermittelt.

An Stelle einer Gleichung wollen wir jetzt zwei Differentialgleichungen
zwischen den abhiéngigen Veranderlichen betrachten. Versteht man unter
Fly,0),6(x,¢), F'(y, ®),6(y, ¥) bilineare Differentialausdriicke, welche
in Rucksicht auf die unten noch hinzukommenden Differentialgleichungen
genau ebenso zu definiren sind, wie oben #(y, ¢), g(x, &), f(x, ©),9'(x, ¥)
in Bezug auf die Gleichungen (1) und (3), so hat man ohne weiteres die
folgenden Satze:

Bilden ¢(x) und ¢(x) ein System von Ldsungen der simultanen Diffe-
rentialgleichungen

(5)

und ist der Integrationsweg (x) so gewdhit, dass die Bedingungen

[t o)+ gle, s =o,

@)

[0 + 6, plas=o

@
erfillt werden, so besitzen wir in
O(u) =fe“"¢(m)dw, U(u) = fe""gb(x)dx
@ @
ein System von Losungen der simultanen Differentialgleichungen
m d“ i dl‘
;f,,(u)w@+;g,(u)w = o,
(6) m' '
SFW)E 0+ 6,u) o ¥=0
= "\ dw W dw ’

y=0
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Bilden wmgekehrt @(u) und ¥(u) ein System von Lisungen der si-
multanen Differentialgleichungen (6) wnd ist der Integrationsweg (u) so ge-
wdhlt, dass die Bedingungen

TP, )+ gle, ¥)]du=o,
(u)

/ LR, 0)+ 6, Wdu = o
(u)

erfiillt werden, so besitzt man in

go(m)=fe“’“ O(u)du, gb(m):fe_“zilf(u)du

) @
ein System von Lisungen der simultanen Differentialgleichungen (5).

Die beiden Systeme (5) und (6) integriren sich also gegenseitig durch
Quadraturen.

§ 2.

Wir benutzen jetzt LAeraNGE'sche Beziehungen der Form

sﬂix”ﬂ(wg%)z—xiﬁ(—wg%—l)w”sﬂ— f(x» 9);

wo f(y,¢) und g(y, ¢) bilineare Differentialausdriicke bezeichnen.
Wir denken uns y als eine beliebige Function der Form y = y(uz),

in welchem Falle allgemein f( );{(ux) ——f( > (uz) ist, und wahlen
die Functionen ¢ und ¢ als Losungen der Differentialgleichung

(7 if,<——x__1)w+zg,< v i)rg=o

y=90
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Dann ergiebt sich aus den obigen Beziehungen durch Addition und Inte-
gration langs einer Linie (z):

(8) i £ m) fx(uw)fv ¢dw+§:9u( )([z(uw)w“sbdw

f F(x,0)+9(x:¢)lde.

@
Wahlt man die Functionen ¢ und ¢ so, dass sie, ausser der Gleichung
(7), noch der folgenden geniigen

m’ , n d ,

(9) Z (-——x————l) ¢+ZG,<——:0%——1>95¢=0,
y=0 v=0

so besteht gleichzeitig mit (8) die Beziehung

(10) iﬂ(u%) [Z(ux)x”gadx +i6,(ud%>([l(ux)x”9jdx
(= oyt p

y=0

— [ L1709+ 8x. ),
()

wo F(y,¢) und 6(y,¢) in Bezug auf (9) ebenso zu definirende bilineare
Differentialausdriicke bedeuten, wie f(y, ¢) und g(y,¢) hinsichtlich der
Gleichung (7).

Durch passende Specialisirungen von y konnen aus den simultanen
Gleichungen (8) und (10) verschiedene Sitze abgeleitet werden. Setzt
man beispielsweise y(z) = 2° und benutzt die bekannte Formel

f<u;—u)u" = wf(p),
8o hat man den Sataz:

Bilden ¢(x) und ¢(x) ein System von Ldisungen der simultanen Diffe-
rentialgleichungen

f,(— x%-—— I)w”go + }n:g,<— x%—— 1>xV¢ =0,

v=0

ﬂ(—-—w; )x;o—l—ZG( dw—-1>x“¢=o,

y=0

s

0

(11) ’

14

y=0
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und ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass die Bedingungen

[ #ttwr.0) + gwsr, plao = o,

(=)

[ Fwe, 0 + 6w, gas=o

(2)

erfillt werden, so besitzen wir in

0(p)= [¢(o)arde,  ¥(p)= [¢(z)a*da

(z) (=)

ein System von Ldsungen der simultanen Differenzen-Gleichungen

m n

2 1(0)0(p +9) + Z 9.(0)¥(p +v) =0,

ZF,(p)0(p+ )+ Z 6,(0)¥(p + ) =o.

y=0 v=(

In den Formeln (8) und (10) wollen wir zweitens y(z) =¢€* an-
nehmen. Alsdann ergiebt sich der Sataz:

Bilden ¢(x) und $(x) ein System von Losungen der simultanen Diffe-
rentialgleichungen (11) wund ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass die
Bedingungen

[ s, o) + g, plas=o,

@
d Uz i,
aF(e”, ) + 6(e”; §)ldz = o
@

erfillt werden, so besitzen wir in

O(u) = fe"“gp(x)dx, ¥(u) = fe"”;b(x)dx

(€] (@)
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ein System von Ldsungen der simultanen Differentialgleichungen

iﬂ(u%>o%¢+ig,(u%>%qf=o,
}:r( )d,q)+§:6< )j"vqr=o.

In den Formeln (8) und (10) wollen wir schliesslich y () = (1 — x)*~?
annehmen. Durch Rechnungen, die im Wesentlichen mit denjenigen tber-
einstimmen, welche im folgenden Paragraphen nsher ausgefithrt werden,
ergiebt sich alsdann der folgende Satz, wo p die kleinste, die beiden Be-
dingungen p > m,p>n erfullende ganze Zahl bezeichnet, wihrend ¢
diegelbe Bedeutung hinsichtlich der Zahlen m' und #’ hat:

Bilden ¢(x) und ¢(x) ein System von Ldisungen der simultanen Diffe-
rentialgleichungen (11) wnd ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass die
Bedingungen

f%[f«l —uz)', ¢) +9((1 — uz)*™, §)]dz = o,

f %} [F{(1 —uz)*™", ¢) + 6((1 —ux)*™", §)]dz =0

@

erfillt werden, so besitzen wir in

O(u) = f(x — ux)* ¢ (x)dz, V(u)= f(l — ux)* P (x)dw

(x) )

ein System von Ldsungen der simultanen Differentialgleichungen

id —V dr—v av
p—a a—y p-—a [
Z: f”( du) duf’—" Y du“ 50+ Zy( ) a= " V=0

b4

i d de— dv " d de— dr
il oy q—a —_ —_— a—y qg—a " —_
gF”< du)“ e A ;G<“ du)u P
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§ 3.

In den Lacrange’schen Beziehungen

xiﬁ (dw)sv——sﬂ}:f( ) =21,

y=0 P ]

xgw“yv(%)sb —¢ Z;yu(— ;g;)x”x = 29(4.2)

wo f(p,y) und g(¢,y) bilineare Differentialausdriicke bezeichnen, wollen
wir y = (w—)*"' annehmen, wahrend ¢ und ¢ ein System von Losungen
der Differentialgleichung

(12) fo( )5p+2mg,(dw)¢=o

v=0

bilden. Aus den obigen Beziehungen folgt dann durch Addition und
Integration

(13) Z [t (— L) e — oy +i [argg(— ) w—a)

veo () y=0 ()
T f 2 [l —2) + (¢, (62 .
{z)

Fugt man den beiden Seiten der in § 6. der vorangehenden Arbeit
abgeleiteten Formel

(14) 2 — )t = [ (e — )]

Acta mathematica. 22. Imprimé le 24 février 1898, 7
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den Ausdruck f(— ;%) symbolisch als Factor hinzu und multiplicirt

nachher mit ¢(x), so ergiebt sich durch Integration

E faos— EYteto i e gt )1

(€] (x)

—u ”“‘fdxgpf( Sy = we g wet(3) f— o g (0)da.

@
(€]

Nimmt man nun auf beiden Seiten von (13) die p* Ableitung —
unter p die kleinste, die beiden Bedingung p>m, p >« erfullende ganze
Zahl verstehend — so erhalt man mit Benutzung der letzten Formel

- ar— @ d’ w a——
= f( )j(u-—x ‘o(z)dr
=0

(z)

+Y e () [ oy (o

(=)

= — 5 | Gl w—or) +9(¢, w—or s

(z)

Hieraus ergiebt sich schliesslich der Sata:

Bilden ¢(x) und $(z) ein System von Lisungen der Differential-
gleichung (12) und ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass

f :—w [(Flp, @ —2") +9(¢, w—z)")]dz =0

(2)

ist, so besitzen wir in

f(u x) " o(x)dz, T(u) = f(u——w)“"lg[)(w)dw

@) (z)

ein System von Loisungen der Differentialgleichung

- ar— a d w—° ar— & we 4
(15) v=0 W:u dw f( )@ + Z dup—-v d'u,“ yy<du> lp‘ =0
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Wir werden zeigen, dass auch umgekehrt die Integration von (12)
durch Quadraturen auf die der Gleichung (15) zuriickfithrbar ist.

Da der adjungirte Differentialausdruck einer Summe gleich ist der
Summe von den adjungirten der Summanden, so ergében sich, wenn man
auch den Reciprocititssatz benutzt, die Beziehungen

xz ;:;:v %* — u“—“f (%) i/
— (P OY A~ g ot + (@)
XZ d;’:v uv-a g, ( d ) ¥

= P ) G et + 58 ()

wo f(@,y) und g’(¥,y) bilineare Differentialausdriicke bezeichnen. Wir
wahlen nun @ und ¥ als Losungen der Differentialgleichung (15) und
ersetzen y durch den Ausdruck

(16) y = (u—az)r—".

Alsdann verschwindet die linke Seite der durch Addition der obigen Be-
zichungen entstehenden Gleichung, wihrend die unter den Summations-
zeichen auf y sich bezichenden Operationen eine sehr einfache Form an-
nehmen werden.

Ersetzt man namlich in der Formel (14) a durch v —a, so folgt

u“—“%[u“(u-—x)"—a-J] = (—— I)“a(a—— I) “en (a——~y + I)w”(u__w)—u-—l.

Mit Benutzung dieser Formel ergiebt sich leicht, dass ein Ausdruck der

Form
dr—>

y—a dv 14
W gw¥ g X

bei der Annahme (16) in den folgenden ibergeht
(—1)ala—1)...(a—p + D)2 (@—x)""
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Wshlt man also in den obigen LacrancE'schen Beziehungen & und
¥ als Losungen der Differentialgleichung (15) und ersetzt y durch den
Ausdruck (16), so folgt durch Addition

oan o, (— diu) (— ) qu?; g, (__ % > e

v=0

= C@i m”ﬂ(%) (w—ua)y '+ O?Ifix“g,<%>(u—x ot
y=90

— L0, 2P ) g (¥, (e r ]

wo zur Abkirzung a(a—1)...(a —p 4+ 1) = C gesetzt wurde.
Integrirt man nun schliesslich in der u-Ebene lings einer passenden
Linie (), so hat man den Sataz:

Bilden ®(u) und ¥ (u) ein System wvon Losungen der Differential-
gleichung (15) und ist der Integrationsweg so gewdhlt, dass

f ;—u (o, w—muxr—") 4+ g (¥, u— x)”—‘"_l)] dy = O

=

ist, so besitzen -wir in

p(r) = f(u-w)'““@(u)du, () = f(u—-«x)““‘l?["(u)du

(u) (%)

ein System von Ldsungen der Differentialgleichung (12).

An Stelle einer Gleichung betrachten wir jetzt zwei Differential-
gleichungen zwischen den abhéngigen Veranderlichen und verstehen unter
Flo,x),6(¢,x), F'(@,%), 6(¥, x) bilineare Differentialausdricke, welche
in Bezug auf die unten hinzu kommenden Differentialgleichungen ebenso
zu definiren sind, wie oben (¢, %), g(¢,x), F(D,x), §(¥, x) hinsichtlich
der Gleichungen (12) und (15). Wie oben bezeichnet p die kleinste, die
beiden Bedingungen p>m, p>n erfullende ganze Zahl, wihrend g die-
selbe Bedeutung hinsichtlich der Zahlen m’ und »’ hat. Aus dem Vor-
angebenden ergeben sich dann ohne weiteres die nachstehenden Sitze:



Uber die Integration simultaner lipearer Differentialgleichungen.

53

Bilden ¢(x) und {(x) ein System von Lisungen der simultanen Diffe-

rentialgleichungen

wa( )¢+ng,( o =o,
Sor (e + oo =

und st der Integrationsweg so gewdhlt, dass die Bedingungen

(17)

f ;;‘% [(fle, w—2) + g(¢, (w—2)*")]dx = o,

(z)

f ;,; (Fle, w—x)) + 6(¢, (u—)*")]dr =0

@

erfillt werden, so besitzen wir in

0w) = [—ay"p(a)ds,  P(u)= [(u—a)y"P(s)do

=) (=)
ein System von Ldsungen der simultanen Differentialgleichungen

3 di-;’;;u“g—v "‘“f( >¢+Edup_,u ddvu“—“g,<d)¥/'==o,

y=0

(18) W e .
v=o%q_—;%ad 1hal:.( )@+zd q—v aduu ,,_an( )¢.=0.

Bilden wumgekehrt ®(u) und ¥(u) ein System von Ldisungen der si-
multanen Differentialgleichungens (18) wnd ist der Integrationsweg (u) so

gewdhlt, dass die Bedingungen

f—(%{ [f’(@, (M — x)P—a—l) + g'(lp', (u _ x)p—a-—l)] du = o,

(u)

f G;iu [F (0, w — o)) - (¥, (u—x)** ) ]du = o

(%)
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erfillt werden, so besitzen wir in

¢(2) = [w—a)y ' 0(w)du,  $(a)= [(u— )" ¥(w)du

(v) ()

ein System von Ldsungen der simultanen Differentialgleichungen (17).

Helsingfors, Mai 1896.




