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UBER DIE INTEGRATION SIMULTANER LINEARER DIFFERENTIAL- 

GLEICHUNGEN DURCH BESTIMMTE INTEGRALE 

VON 

HJ. ~IELLIN 
in H E L S I N G F O R S .  

In diesem _Xufsatze wollen wir zeigen, class die auf Verwendung be- 
stimmter Integrale basirte Integrationsmethode ebenfalls auf Systeme si- 
multaner linearer Differentlalgleichungen fibertragen werden kann. Der 
Ktlrze halber beschr~nken wir uns hierbei auf Systeme yon zwei ge- 
wshnlichen linearen Differentialgleichungen zwischen zwei abhangigen 
Veriinderlichen. Aus der folgenden Darstellung wird sich aber leicht 
ergeben, dass unsere S~tze ohne weiteres auf beliebige Systeme gewshn- 
licher linearer homogener Differentialgleichungen mit rationalen Coeffi- 
cienten ausgedehnt werden ksnnen. An der Hand der vorangehenden 
Arbeit i kann man ferner finden, dass ganz analoge S~tze auch von Sy- 
stemen partieller linearer Differentialgleichungen gelten mtissen. 

I .  

In den LAORANO~'schen Beziehungen 

1 ~ber die Integration partieller linearer Differentialgleiehungen durch vielfaahe Integrale. 
Aottt mat~tka .  22. Imprim6 le 2~ f6~Tier 1898. 6 
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wo f (Z,~)  und g(Z,r in 2' und ~, resp. in 2' und r bilineare Diffe- 
rentialausdrt~eke bezeichnen, wollen wir z ~ e  ~ annehmen, wi~hrend 
und r zwei zusammengehsrende Lssungen der Differentialgleichung 

(i) 

bedeuten sollen. 

X ~  d r  ~ ~ x ~ ~ o 

Beachtet man zugleich die bekannte Formel 

(x) 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Bilden ~(x) und r ein System yon L6sungen der Differential- 
gleichung (I) und ist der lntegrationsweg (x) so gewdhlt, dass die Bedingung 

f ~[r(e ~, ~) + 9(e ~, r  = O 

(x) 

identisch erfi~llt wird, so besitzen wit in 

(2) ~(~) = f e~(x)d~, ~(~) = f e ~ r  
(x) (~) 

ein System yon s der Differentialgleichung 

(3) ~r~(~)  ~ d, ~ .  ~ + ~ g ~ ( ~ )  ~ ~ =  o. 
V ~ 0  V ~ 0  

Zwischen den beiden Gleichungen (I) und (3) existirt zugleich eine 
solche ReciprocitY, t, dass sie sich gegenseitig durch bestimmte h~tegrale 
integriren. 

so folgt aus den obigen Beziehungen durch Addition und Integration 
in der x-Ebene langs einer Linie (x): 

~=e  (x) v=0  (x) 
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Urn dies zu zeigen setzen wir in den LAGRANGV?schen Beziehungen 

" d y '~ ~ d , �9 ~ ( -  ,)~[~,(~)~]-x ~ ( ~ )  ~ ~= ~r  (~, ~), 
u=O v=O 

" d ~ " d ~ d , r ,)~[a,(~)z]-z~]a~(~)~ ~= aa(z, ~), 
Y~O v ~ O  

wo f ' ( z ,  #) und g ' ( z ,  ~) bilineare Differentialausdr~eke bezeiehnen, 
Z----e-~,  w~hrend @ und ~F L0sungen der DifferentiMgleiehung (3) be- 
deuten. Beachtet man zugleich, dass 

d,W' L ",, d~,/ J = f - -  L~uu ~ J 

-(--x)'1(-- d~ , , , , ,  - ~ ) [ ~  e ,  ], 

so ergiebt sich aus den obigen Beziehungen durch Addition und Integra- 
tion in der u-Ebene l~ngs einer Linie (u):  

d \  ~ r _~ - - - ~  ~du 
v = O  (u) v = O  

= ; d  [f,(e_~ ' q~) _{_ g,(e_~ ' qOjdu. 

(u) 

Hieraus ergiebt sieh der Satz: 

Bilden ~(u)  und ~(u) ein System yon L6sungen der Differential- 
gleichung (3) und ist der Integrationsweg (u) so gewgihlt, class die Bedingung 

�9 ~ [ r ( e - = = ,  ~) + a'(e-% ~)]d~ = o 
(~) 

identisch erfi~llt wird, so besitzen wir in 

( 4 )  ~.(~) = f e - ' "  ~( , . )d, . ,  r 
(u) (u) 

ein System yon Z6sungen der Differentialgleichung (I). 
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Der Zusammenhang zwischen den Differentialgleichungen (~)und (3) 
wird also durch die Integralformeln (2) und (4) vermittelt. 

An Stelle einer Gleichung wollen wir jetzt zwei Differentialgleichungen 
zwischen den abhangigen Ver~nderlichen betrachten. Versteht man unter 
F(Z , ~) , 8 (Z , ~b) , F'(Z , q~) , 6'(Z , ~') bilineare Differentialausdrocke, welche 
in ROcksicht auf die unten noch hinzukommenden Differentialgleichungen 
genau ebenso zu definiren sind, wie oben [(Z, ~'), g ( z ,  r ['(Z, r  ~) 
in Bezug auf die Gleichungen (x) und (3), so hat man ohne weiteres die 
folgenden Satze: 

Bilden ~(x) und ~b(x) ein System yon L6sungen der simultanen Diffe- 
rentialgleichungen 

(s) 

und ist der Integrationsweg (x) so gewgihlt, dass die Bedingungen 

f d [f(e~. ' ~)"k g(e "~ r = o, ~ , 

(x) 

f a [r(e.., ~) + e(e.., r = o 
(x) 

erfiitlt werden, so besitzen wir in 

r = f~'*~(x)dx, ~(.) = f e'p(x)dx 
(x) (x) 

ein System yon L6sungen der simultanen Differentialgleichungen 

(6) 
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Bilden umgekehrt ~(u) und ~'(u) ein System von L6sungen der si- 
multanen Differentialgleichun#en (6) und ist der lntegrationsweg (u) so ge- 
w(ihlt, dass die Bedingungen 

d 
~ [ r ( e  -~ ,  r  g'(e-% ~)]du = o, 

(u) 

j ~d [r,(~ -ox, ~) + O'(e -~x, ~)]d~ = o 

(u) 

er/~illt werden, so besitzt man in 

r f e-~* r 
(u) (u) 

ein System yon L6sun.qen der simultanen Differentialgleichungen (5). 

Die beiden Systeme (5) und (6) integriren sich also gegenseitig durch 
Quadraturen. 

2. 

Wir benutzen jetzt LAoRA~o~'sche Beziehungen der Form 

f ~ x  ~ x Z Z - - x ~ - -  
Y ~ 0  Y~O 

= ~ (Z, ~), 

Y=O v ~ O  

wo f ( z '  ~) und #(X, ~b) bilineare Differentialausdriicke bezeichnen. 
Wir denken uns X als eine beliebige Function der Form 2'-----Z(ux), 

in welchem Falle allgemein f(x~-~)X(UX ) - - -  = f ( u d ) z ( u x ,  ist, und wahlen 

die Functionen F und ~b als Lssungen der Differentialgleichung 

(7) 
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Dann ergiebt sich aus den obigen Beziehungen durch Addition und Inte- 
gration langs einer Linie (x): 

(s) ~ u (u~)x ~gdx + ~ g ~  u ~  (~x)x"r 
v = 0  ( v = O  ( 

= ~[~(x,.9) + g ( x ,  r 
(~) 

W~hlt man die Funetionen 9 und r so, dass sie, ausser der Gleiehung 
(7), noch der folgenden gen(igen 

(9) x~ - - z  x~9+ 6~--x~--~  x~r 
v = O  v = O  

so besteht gleichzeitig mit (8) die Beziehung 
~q~ ' n I 

d 

= f ~  It(x, 9) + 0(x, r 
t /  

(x)  

wo F(X,9 ) und 8(Z,~b ) in Bezug auf (9) ebenso zu definirende bilineare 
Differentialausdriicke bedeuten, wie f(X, 9) und g(x ,~)  hinsichtlich der 
Gleichung (7). 

Durch passende Specialisirungen yon Z k0nnen aus den simultanen 
Gleichungen (8) und (z o)verschiedene Satze abgeleitet werden. Setzt 
man beispielsweise X ( x ) ~  x p und benutzt die bekannte Formel 

so hat man den Satz: 

Bilden 9(x) und ~(x) ein System vo~ L6sungen der simultanen Diffe- 
rentialgleichungen 

( ~ )  ~=~ = 

=( ) - (  ) 
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und ist der Integrationsweg (x) so gewdhlt, dass die Bedingungen 

47 

f d [f(~.~., e) + g(~.~., r 

(x) 

~ 0  

erfidllt werden, so besitzen wir in 

(x) (x) 

ein System yon LSsungen der simultanen Differenzen-Gleichungen 

f~(p)~(p + ~) + .X0 g~(p)r + ~) = o, 
~t 

| ~ f  ~(P)@(P + ~) + ~D o,(p)~(p + ~} = o. 

In den Formeln (8) und (TO) wollen wir zweitens Z(X)=e* an- 
nehmen. Alsdann ergiebt sich der Satz: 

Bilden 9(x) und ~(x) ein System yon Lasungen der simultanen Diffe. 
rentialgleichungen (i i) und ist der Integrationsweg (x) so gewCihlt, dass die 
Bedingungen 

f d [ f(e~., ~) + g(e.. , O)]d x = o, 
(x) 

f ~[F(e'*,9) + O(eUX,r 
(x) 

erfidllt werden, so besitzen wir in 

(x) 
r = f e ~ r (x)dx 

(~) 
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ein System yon L6sungen der simultanen Differentzalgleichungen 

m ~ 

�9 + O, u ~  h--&f=o. 

In den Formeln (8) und (zo) wollen wir schliesslich Z ( X ) =  (z - -x)  "-z 
annehmen. Durch Rechnungen, die im Wesentlichen mit denjenigen iiber- 
einstimmen, welche im folgenden Paragraphen ngher uusgefiihrt werden, 
ergiebt sich alsdann der folgende Satz, wo p die kleinste, die beiden Be- 
dingungen p ~ m, p ~ n erfi~llende ganze Zahl bezeichnet, wahrend q 
dieselbe Bedeutung hinsichtlich der Zahlen m' und n' hat: 

Bilden g(x) und ib(x) ein System yon L6sungen der simultanen Diffe. 
rentialgleichungen (i 1) und ist der lntegrationsweg (x) so gewahlt, dass die 
Bedingungen 

~ - ~ [ f ( ( I - - u x ) a - - l , ~ 9 )  d l -g( ( I  - -  ?,~x)a-ll r  = 0 ,  

(x) 

f d  [ f ( (~  - -  u~) ~- , ,  ~) + a((~ - -  u . )  o- ,  , r  = o 

Cz) 

erfiillt werden, so besitzen wit in 

(x) 
~(u) = f (, --u~)~-'r 

(x) 

ein System yon L6sungen der simultanen Differentialgleichungen 

~:o \ du/ 
d~,_----Tu "-~ ~ ~ + ?._g~u~)~ d~.-, 

Y~O 

dv 

d u  

dq -~ d ~ ( d \ ~ _ ~  

d~q-~ U d~ ~ ~ 0  
(~q--u d u q - a j  ~j, 
d u q _  v U duy O. 
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w 
In den LAGm~oE'schen Beziehungen 

v~O v~O 

Y ~O  - -  ~ -- t J~O 

wo f@,z) und g(O,Z) bilineare Differentialausdriicke bezeichnen, wollen 
wir Z ~ (u--x)  "-1 annehmen, wahrend f u n d  ~b ein System yon Lssungen 
der Di/threntialgleichung 

~ 0  ~ 0  

bilden. Aus den obigen Beziehungen folgt dann dureh Addition und 
Integration 

f n  n 

y = O  ( x )  

= - -  a/~ El(e, ( u - -  x) o--') + g (r (u-- x)~-')] dx. 
(x) 

F~gt man den beiden Seiten der in w 6. der vorangehenden Arbeit 
abgeleiteten Formel 

( I 4 )  x" ~' x )  ~ - '  = u a ~' 

A ~t a  m a t h ~ a t i c a ,  22.  I m p r t m 6  l e  2 4  i ~ v r i e r  1898 ,  
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f d den Ausdruck (--dzz) symboliseh als Factor hinzu und 

nachher mit ~(x), so ergiebt sich dureh Integration 

multiplicirt 

(x) (x) 

= U  '~ d~ u ~-~ ~ d  l i d \ ,  x)=_ , a d~ ~ -= , l"d \  r ,  

(x) 

Nimmt man nun auf beiden Seiten yon (I3) die pie Ableitung - -  
unter p die kleinste, die beiden Bedingung p > m , p > _ ~ n  erffillende ganze 
Zahl verstehend - -  so erhMt man mit Benutzung der letzten Formel 

dp-~ v d~ ~_= , l d \ (., 
,.o ~ "  ~ "t~)<~ c'-~)~ 

+ E dP-~ ~ dv v-~ l d \ r ,  

~ ,  [ (~, (u--x) ~-') + g(r (u--x)"-')]&. 
(x) 

tIieraus ergiebt sich schliesslich der Satz: 

Bilden ~(x)  und ~b(x) ein System yon L6sungen der Differential- 
gleichung (i2) und ist der Integrationsweg (x) so gewdMt, dass 

f d ~'-~ [~r ( U - - ~ )  a-l) + g ( r  (u - -x )~- l ) ]dx  = o 

(x) 

ist, so besitzen wir in 

�9 @) = f @ - ~ ) ~  ' ~ ( , ) ~ ,  (x) *(~) = f ( ~ - , ) ~ 1 6 2  (x) 

ein System yon Ldsungen der Differentialgleichung 

(I5) 
~ d p-~ ~ d ' ~_= . / d \  a - ~  - ~  ~ "  , ~ t , ~ ) ~ , + ~  ~,-, ~= d~ ,_o i ~ \  
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Wir werden zeigen, dass auch umgekehrt die Integration von (z2) 
durch Quadraturen auf die der Gleichung (I5) zurtickft~hrbar ist. 

Da der adjungirte Differentialausdruck einer Summe gleich ist der 
Summe yon den adjungirten der Sumraanden, so ergeben sich, wenn man 
auch den I~eciprocitatssatz benutzt, die Beziehungen 

m X E  dv-~ = d~ v - = - / d \ - , ,  

v = 0  

~ dv-' U a d ~ ~ = [ d \  x ~ ~u-a,~)~ 

" ( d \  ~_=d ~ dv-~ d , 

wo f ' ( $ ,Z )  und g'(~,Z)bil ineare Differentialausdrt~cke bezeichnen. Wir 
wahlen nun ~ und ~ als Lssungen der Differentialgleiehung (IS) und 
ersetzen X durch den Ausdruck 

(i6) x = (~__x)~---1. 

Alsdann versehwindet die linke Seite der durch Addition d'er obigen Be- 
ziehungen entstehenden Gleichung, wlthrend die unter den Summations- 
zeichen auf Z sich beziehenden Operationen eine sehr einfache Form an- 
nehmen werden. 

Ersetzt man nt~mlich in der Formel (x4) a durch u - - a ,  so folgt 

~.-~--[u.(~ =(--~)'=(=-- i ) . . . ( = - - ~  + i)~'(~--~)-"-'. 

Nit Benutzung dieser Formel ergiebt sich leieht, dass ein Ausdruck der 
Form 

~-= d~ = dp-v 

bei der Annahme (z6) in den folgenden fibergeht 

(-- ~),~(=-- ~)... ( ~ - -p  + ~)~(~--~)-~ 
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W~hlt man also in den obigen LAGnA~GE'schen Beziehungen �9 und 
u als Lssungen der Differentialgleichung (I5) und ersetzt )~ durch den 
Ausdruck (i6), so folgt durch Addition 

n 

~ X  ~ - ~ ,  ( " -  + c'FX g . t -~;(  u 
Y ~ O  v = O  

= C ~  xf, ~ + C  xg, 

= a~ It'( ~ ,  (u - -  x) ~-~-') + g'( ~ ,  (u - -  x)~-'- ' ) ] ,  

wo zur hbktirzung a ( a - - x ) . . . ( a - - p  Jr" I)----C gesetzt wurde. 
Integrirt man nun schliesslich in der u-Ebene li~ngs einer passenden 

Linie (u), so hat man den Satz: 

Bilden q~(u) und ~F(u) ein System yon L6sungen der Differential- 
gleichung (i5) und ist der [ntegrationsweg so gewdhlt, dass 

i ~  V'( e, (u - -  x) ~-o-') + g'( ~ ,  (u ~ x)~-~-~)] d u  = o 

(u) 

ist, so besitzen w i t  in 

~(~) = f ( . - -  ~)-o-, ~( .)d. ,  r = f ( . -  ~)-o-~(~)d. 
(u) (**) 

ein System yon LSsunyen der Differentialgleichung (x2). 

An Stelle einer Gleichung betrachten wir jetzt zwei Differential- 
gleichungen zwischen den abhi~ngigen Veranderlichen und verstehen unter 
F(~, X), 8(~b, X), F ' (~,  X), G'( ~v, X) bilineare Differentialausdr~cke, welche 
in Bczug auf die unten hinzu kommenden Differentialgleichungen ebenso 
zu definiren sind, wie oben f(f,,Z), g(r  X), f'(@, X), g'(~, X) hinsichtlich 
der Gleichungen (I2) und (I5). Wie oben bezeichnet p die kleinste, die 
beiden Bedingungen p>~m, p ~ n  erftillende ganze Zahl, w~ihrend q die- 
selbe Bedeutung hinsichtlich der Zahlen m' und n' hat. Aus dem Vor- 
angehenden ergeben sich dann ohne weiteres die nachstehenden Satze: 
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Bilden ~(x )  und ~.,(x) ein System von LSsungen tier simultanen Diffe- 
rentialgleichungen 

(,7) 

"' f d " ~ d 

v=O v~O 

v~O 

O~ 

~ 0 ~  

und ist der Integrationsweg so gewdhlt, class die Bedingungen 

~ [t(~ d , (u--x)  =-') + g(q,,(u--x)=-')]dx=o, 
(,~) 

~ {r(~, ( . - - x )  =-,) + 0(r ( . - -x)~ = o 
(x) 

erfi~llt werden, so besitzen wir in 

~(u)= f (u--x)=-ig~(x)dx, 
(x) 

~'(~)= f (~--x)=-'r 
(,~) 

ein System yon LSsungen der simultanen 1)ifferentialgleichungen 

(,8) 

~ d p - '  = d" , _ = , . [ d \  " dP- '  = d' 
d--~ - ~  ~ ' * '  " t ~ )  ~> + ~ , o / a ,~ 

,:o ,:o d--~7~ ~ , * , -  g , t ~ )  ~ 

~ dq-" = d; ~ ~-~ *" / d k .~ _t_ ~ d~-~ = d" ,_= ̂  / d \ 

Y=O Y~O 

= 0 .  

Bilden umgekehrt ~ ( u ) und ~( u ) ein System yon LSsungen tier si- 
multanen Differentialgleichungen (18) und ist tier Integrationsweg (u) so 
gewdhlt, dass die Bedingungen 

~ [f'(~, (w--x) "-=-') +g'W, (u--x)"-=-')] du = o, 
(u) 

f s  ( ~ _ _  x)q - a - l )  .3f- 8'(~0" ( ~ - - x ) q - a - 1 ) ] d ~  _~_ 0 

(=) 
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erfiZllt werden, so besitzen wir in 

(u) 

ein System yon L6sungen der simultanen Differentialgleiehungen (i 7). 

Helsingfors, Mai I896. 

(u) 


