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SUR L'INTEGRATION APPROCHI E DES E UATIONS 
DIFFERENTIELLES. 

PAR 

E M I L E  COTTON. 
~ G R E N O E L E .  

L'int6gration 1 exacte d 'un syst~me d'6quations diff6rentielles n '6tant  possible 

que dans des cas exceptionnels, on est g6n6ralement amen~ en pratique ~ se 

contenter de solutions approch~es. 

Quelle que soit l'origine d e  ces solutions al~prochSes, on peut en d~duire 

des renseignements sur les solutions exaetes, en id6terminant un intervalle oi~ 

cel]es-ci sont d6finies, et une gaine entourant la courbe int~grale approch6e, 

o~ la courbe int~grale exaete reste compnise. C'est 1s le principal objet de ce 
Travail. 

u l a  m6thode suivie. •e proc6d~ d'approximations successives de M. 

PIaA~D apprend ~ construire des s~ries donnant  les solutions e~actes; on 

prend comme premiers ~ermes de ces s~ries les solutions apprceh~es. On salt 

~valuer une limite sup~rieure des restes de ces s~ries quand on n6glige les termes 

d'ordre sup6rieur ~ un entier donn6 n; pour n = i, on a l e s  renseignements 
demand6s. 

Afin de les avoir aussi pr~,eis que possible, fl e~t bon d'~tudier avec soin 

]a oonvergence des s~ries; c'est ce que nons avons fair tout  d'abord (n~ 

Nous sommes ainsi arriv6s ~ perfectionner l '6valuatiou des restes, en en dSter- 

minant des ]imites SUl~rieures qui sont solutions d 'un syst~me ~ d'~quations 

lin~aires ~ coefficients constants et positifs. Ce syst~me se eonstruit ~ l'aide du 

syst~me diff6rentiel donn6 S e t  des solutions a.pproch~es. 

Parmi les consequences de ces r~sultats, signalons la, recherche de conditions 

suffisantes pour qu'une solution approch~e ne diff~re de ]a solution exacte que 

t I1 n'est question, dans cet article, que du domaine r~el, et du probl~me de CAucHY: 
les donn~es num~iques d~finissant une solution du syst~me diff~rentiel sont relatives ~ une 
seule valeur de la variable ind6pendante. 
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d ' une  er reur  inf~rieure & une l imite donn~e (n o 7). On ra t t~che  faci lement  

ce t tc  id le  une d6mons t ra t ion  de la propri~t6 fondamenta le  de la m6thode  de 

CAUCHY-LIrsCHITZ (n o~ 8, 9); et,  pa r  eela m~me, les r~sult~ts de ce t ravai l  per- 

m e t t e n t  d'am61iorer l ' es t imat ion  habi tucl le  des erreurs  cor respondan t  aux  solu- 

t ions approch~es fournies pa r  ce t te  m~thode.  Ajoutons  qu 'en  modif iant  un peu 

ce proc6d~ d ' approx imat ion ,  nous avons  ob tenu  une m~thode d ' in t6gra t ion  gra- 

phique  (n ~ ~ o - - ~ )  qui  peut  donner  d 'ut i les  indicat ions sur l 'al lure g~n~rale des 

courbes  int~grales d 'une  ~quat ion d/ff6rentielle du  premier  ordrc.  I1 est  ~ peine 

besoin de dire que tou t  ce qui p recede  a ~t~ d i rec tement  inspir~ p a r  les beaux  

t r a v a u x  de MM. PICARD et  PAINLEV~. 

NOUS avons  enfin (n ~ r 3, I4), dans le cas d 'une  6quat ion du  premier  

ordre,  appliqu~ un  int~ressant  th6or~me de M. PETROV1TCH ~t, la recherche d ' u n  

interval le  oh le signe de l ' e r reur  que compor te  une  solution approch6e reste 

invariable .  

(x) 

1. Soit  

{ d x  I . . 
--dT = h (t; ~, . . . .  , x,,), 

. . . . . . . .  o . , 

d x  n . . = l , , ( t ;  x , ,  . . . ,  x , , )  

un syst~me d '6quat ions  diff6rentielles. On v eu t  chercher  n fonct ions cont inues  

de t sat isfaisant  ~ ce syst~me et  p r en an t  les valeurs  xl = a l ,  . . . ,  x ,  = a ,  pour  t = to. 
Nous  pouvons,  par  un  changement  de ]a var iable  t rendre  to nul ;  pour  abr~ger 

l '~criture, nous supposerons  ce t te  ~ondition remplie.  

Admet tons  que  l 'on connaisse n fonct ions y1 ( t )  . . . .  , y , ( t )  qui dans  un  in- 

terval le  1 i : o < t < h, (h > o), sont  d~finies cont inues  a d m e t t e n t  des d~riv6es con- 

t inues,  saul  peut-@tre pour  des valeurs iso]~es de t.  P o u r  rou te  va leur  singuliAre 

de ce t te  na ture ,  chaque  fonct ion y admet  une  d6riv6e A droi te  e t  une  d6riv~e 

gauche. 

Nous ferons, sur les fonct ions ]i ( t ;  x , , . . . ,  x , , )  les hypo theses  suivantes :  

On peu t  d6 te rminer  n nombres  positifs ~ ,  ~2 . . . . .  ~n, tels que  pour  les points  

t, x I . . . . .  x~ int~rieurs au  domaine  D d~fini pa r  les in~galit6s 

o < t < h ,  y~(t)  - -  ~ < x~ < y~(t) + ~ ,  (6 = I ,  2 . . . .  , ~') 

1 I1 n'est question, au cours de ce Travail, que de fonctions et de variables r6elles. Ce- 
pendant, la plupart des r6sultats pourraient s'6tendre au domaine complexe. 
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les f o n c t i o n s  [~(t; x~ . . . . .  x~) s o n t  f in ies ,  c o n t i n u e s  p a r  r a p p o r t  ~ t ,  s a u l  p e u t  6 t r e  

p o u r  des  v a l e u r s  i sol~es  d e  t ,  e t  s a t i s f o n t  a u x  c o n d i t i o n s  d e  LIPSCHZTZ 

~ P , e ~ t  (2) Ilk(t; x , ,  . . . ,  z ,  . . . . .  < b .  - - x ,  I + ' "  + b, .  I . - -  

( i =  i ,  . . . ,  n). 

Nous supposerons de plus 

(3) l y e ( o ) - - a ,  I < W, . . . ,  l Y - ( ~  - -  a . I  < V- 
a y e c  

Posons enfin 

(4) ] ~ t / ,  f~(t; y ~ , . . . ,  y,,)l<ai ( i ~  i ,  2 . . . .  , ~). 

Lorsque les hombres ~ et a sont petits, les conditions (3) et (4) expriment que 
les fonctions y ~ , . . . ,  y ,  sons des solutions approchges de (~), c'est ~ dire ~a(isfon( 

?eu ?r$s aux ~quations diff6rentielles et  aux conditions initiales donn$es. 

Appelons m~ un nombre sup~rieur ou Jgal ~ la valeur absolue maximum de 

la diffdrenee --]~(t;x~ . . . . .  x,) pour t o u s l e s  poings de D. On a ~videmment 

2.. E m p l o y o n s  l a  m d t h o d e  d ' a p p r o x i m a t i o n s  succes s ives  de  M .  I>ZCARD. ~ 

N o u s  p r e n o n s  t o u t e f o i s  c o m m e  p r e m i e r e s  a p p r o x i m a t i o n s  les  f o n e t i o n s  y~, . . . ,  y ,  

q u e  n o u s  d 6 s i g n e r o n s  a u s s i  p o u r  p l u s  d e  s y m d t r i e ,  p a r  y~, . . . ,  y o. N o u s  p o s e r o n s  s 

t 

(5) y,~+~=ai+ t]~(t;y~ , . . . .  ,y~)dt ( i~x,  2 , . . . , n ;  p = o , ~ , ~ , . . . ) .  
,/ 
0 

x Journal de Math4matiques (I89o). Trait6 d'Analyse t. I I .  
]~. E. LINDEL~JF a perfectionn~ la m4thode de M. PXCXRD. Danff le M6moire qu'il a publi~ 

~t ce sujet, dans le Journal de Math~matiques en I894, il signale (remarque du no 3)l 'emploi  de 
fonctions continues comme premieres approximations. Toutefois l'usage qu'il en fait est diff4rent 
du notre: M. Ln~i)EL~F emploie les y$ au lieu des a i dans les $quaiions telles que (5). Cette 
difference est essentielle pour la suite. 

Un changement de fonctions, utilis~ par M. LI~DEL~F dans un cas particulier (nO 5 du 
M~moire pr~c$dent), permet  de r~duire les premieres approximations ~ des constantes  et 
d'identifier les approximations de ce Travail avec celles de MM. PICXRD et LIZ~DELOF. Aussi, si 
nOUS avons repris la d4monstration de la convergence de ces approximations, c'est pour obtenir 
des l imites sup6rieures des testes pr~fJrables k celles dont on iai t  ordinairement usage 
(volt no 6). 
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Nous montrerons qu'fl ex/~e un intertuUe I' : o < t < h~ < h, oa lea y~ eriatent 
et tendent vers des limitea Yi quand p cro~t indg]iniment. Ces fonctions Y satisfont 
aux 6quations et aux conditions initiales donn6es et sont les seules poss6dant 

cette propri6t6. 

Les y~ existent dans I, et l 'on a 

t 

, ~-Yi - - Y ~ a ~ - - Y i ( ~  + t; Yt . . . .  , y,,)-- dr, 
o 

et par suite, 

( i ~ I  Z, (6) I u~ I <_- ~ + ~'~t , . . . ;  n). 

Si dans un intervalle I " :  o < t < h", et pour p = r, les y~ existent et les 

points t, yi 0 . . . . .  y~ appartiennent k D, les yg+l existent dans le m6me inter- 

valle et l'on a facilement 

, / 
p+l, < C ~bi,,iugldt, [u, i _ f l b i l [ u ~ [ g t  + ... + (7) 

0 0 

( i = ~ ,  z,  . . . ,  n) ( p = ~ ,  z . . . . .  r) ,  

on posant 
u f  = y~ - y,~-, .  

En raisormant comme pour 6tablir les in6galit6s (6), on a d 'autre part, 

(8) I y p + l - - y ~ l < ~ i  + m~e = ~ ( t ) .  

En prenant h" inf6rieur ou 6gal & h et au plus petit des hombres r i - -~i  
m i  

r c s t  aussi grand que l'on veut, routes les fonctions 9r  sont d6finies pour t compris 
e n t r e  z6ro eg h", los points t, yff . . . . .  y~ appartiennent, dans les m6mes con- 

ditions, au domaine D, et cela quel que soit p.  

Mais, queUe clue soit la d6finition de I", en combinant  (6) et  (7) on arrive 

aux in6galit6s 

(9) I , , r [ < ~ , ~  ( / =  ~, z . . . .  , n), 

valables dans l 'intervalle I",  oh les d d6signent les polyn6mes d6finis par 

(Io) 
J d~ := r~i ? air, e 

,d~= / b n d f - l d t  + ",  + /bin~nP='=ldt 
[ " 0 '+0 " 



( ~ )  

,: 
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Ces polynSmes se reneont rent  dans  l ' intSgrat ion du  systSme 

~ = b,,xzl + . . .  + b,mz,, + ct,,, 
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ainsi que nous allons le voir. Les solutions de ce syst~me & coefficients constants  

sont fonctions enti~res de t; consid6rons, en particulier, les solutions z~, z~ . . . . .  z~ 

prenant  pour  t -  o les valeurs ~ ,  . . . .  ~ du n o ~. Ecrivons 

(12) z~ = ~ ( t ;  ~ ,  . . . ,  V~; b,, . . . . .  b ~ ;  a~ . . . . .  a , )  

en m e t t a n t  en 6vidence les arbitraires den t  dSpendent  ces fonctions. 

Les coefficients des d~veloppements des z~ suivant  les puissances croissantes 

de t sent  des polyn6mes ~ coefficients positifs des variables ~i, b,k, al. Pa r  suite, 

les ~ eonsid~r6s comme fonctions de toutes les variables t, ~, b, a sent  d6ve- 

loppables en s~ries enti~res & coefficients positifs. Groupant  les termes de m6me 

degr$ par  rappor t  aux  variables bi~, on a des s6ries de polynomes 

z~=~d t ;  ~; b; a ) - - - ~  + d l  + -.~ + ,dr + .. . .  

Zes polyn~mes J ~  homog~nes et  de degr6 p - - I  par  r appor t  a u x  lettres bi~ 

sent identiques ~ ceux que nous avons rencontr~ au n ~ Wdv~dent; nous admet tons  

ce point  facile /~ 6tablir. 

Lorsque les variables t, % b, a 8ont positives, les ~p le son~ a~ssi ~ croi&~e~t 

en m~me temps que ces variables. Si les z/ e t  les a sent  nuls, les ~ le sonb 

6galement. 

Dana l ' intervalle I " ,  les s~ries 

(~3) Y ,  ~ u ,  + u~ + . . .  + ,~-1 + . . .  

sent  uniform~ment convergentes,  on volt  ais~ment qu'iI  e n e s t  de m6me d e s  

s~ries obtenues en d~rivant  une fois terme /L terme. On en eonelut  que les 

]onctions Y satis]ont au syst~me (I) et auz conditions initiales. 

On peut  donner  une autre  6valuat ion de l ' intervalle de convergence I " .  

Les fonetions ~0,, croissant aveo t, devenant  infinies posit ives en  marne temps 

q u e  t, p a r t an t  des valeurs ~7~ < e~ pour  t = o, ehaeune des 6quations 
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admet  une racine positive et  une seule .  Soit 0 la plus peti te  de ces racines, 

et  h'~' un nombre positi[ in/~rieur d 0 et h h. 
~t t~ 

Dans rintervalle 11 : o < t < hl, on a, quelque soit p, 

~$ + z~ + ... + ~,~<~,. 

Ces in~galit6s, pour  p = x, mont ren t  que les hypoth6ses  du n o 2 sont  v6rffi6es 

pour I': et  r = x. En  vertu de 

y~ --y~ = u~ + u~, 

et des in6galit$s (9) et (x5), fl e n e s t  de m6me pour  r = 2. On voit,  en r6petant  

le raisonnement,  que ces hypotheses  sont  v6rifi6es pour  tou tes  les valeurs de r .  

Dans l ' intervalle I'[, les fonctions y V sont  d6finies, les s6ries (x3)convergent  

et  sat isfont  aux  6quations (i). 

On prendra donc comme intervalle I:' (6nonc6 d u n  o 2) le plus grand des inter- 
t~  valles I", 11. 

I1 reste ~ voir qu' i l  ne peut  exister  un syst6me de solutions continues 

x~ . . . .  , x .  dist inct  de Y ~ , . . . ,  Y. ,  p renan t  pour  t = o  les valeurs a t , . . . , a ~ .  

Pour  un pareil syst~me, on aurai t ,  clans un certain intervalle o < $ < t~ int~rieur ~ I ' ,  

(~6) 
/ lY'--x'l<~' ~b,~ t t 

l y , P - x , l <  bi,]yl~--1--x, ld$+ ... + ] lY~- l - -x , , I  dr, 
o o 

comme on s'en assure en t enan t  compte  de la continuit6 des fonctions x. On 

passe des in6galit6s (6) et  (7) aux  in~galit6s (I6) en faisant  al = o, ~ =  el. Les 

in6galit6s (x6) en t r a lnen t  done 

I y.P--x~ I < ,~f, 

en appelant  A~ ce que devient  d r lorsque les a sont  nuls et  les ~ Sgaux aux  

de m6me indice. Or A-~ t e n d a n t  vers z6ro quand p crolt  ind6finiment,  xl est la 

l imite de yF et  se confond avec Y~, comme il fallait  l '6tablir. 4 

1 Les  r a i s o n n e m e n t  des  nos z e t  3 son t  une  ex t ens ion  de  ceux do M. LI~)gLOF (Journa l  
de Ma th6mat iques  z894). P o u r  r e t r o u v e r  les r6sul ta ts  de  ce g6om~tre,  nous  suppose rons  
yl----al, . . . ,  yn~- a~ (les -q sont  alors nuls) ,  nous  r emplace rons  les a par  le p lus  g rand  d ' e n t r ' e u x  
que nous  appel le rons  Mo, les �9 pa r  le plus  pe t i t  d ' e n t r ' e u x  soi t  b, e t  enfin les m i pa r  le p lus  
g rand  d ' e n t r ' e u x  appel$ M.  De m~me,  pour  routes les va leurs  de p ,  r empla r  blp,  b 2 p , . . . ,  bal~ 
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4:. E n  r~sum~, dtant donnd un  syst~me Yl, Y 2 , . . . ,  Y ,  de solutions appro- 

chdes des gquations (i), nous pouvons en ddduire les renseignements suivants sur le 

syst~me x~ , x 2 , . . . ,  x~ de solutions cherchd : 

i ~ Les solutions exactes sont dd/inies dans tout l'intervalle F. 

2 ~ Les erreurs x i - - y i  que comportent les solutions approchdes sont in/drieures 

en valeur absolue aux /onctions ~i(t) et (p~(t) de m~me indice. 

Des deux  syst6mes ~i(t), ~i(t)  de fonct ions l~imites des erreurs  le second sera 

le plus uti le au poin t  de r u e  th6orique parce  qu'il  ne fair in te rveni r  que les 

limites des erreurs  sur les donn6es initiales et  sur les ~quations,  les ~ et les c~. 

~. Voici d e u x  cas part icul iers  impor tants ,  connus du  reste.  

Si Fon prend comme solutions approeh~es des solutions de ( i ) n e  sat isfaisant  

pas aux  condit ions initiales, nous avons  ~ = ~ . . . . . .  a ~ =  o; les fonct ions 

T ( t ;  ~; b; o) donnen t  des l imi tes  des erreurs  commises;  elles t enden t  vers z~ro 

en m6me temps  que les nombres  ~, par  suite les intdgrales du syst~me (i) ,vont 

/onctions continues des donndes initiales. ~ 

Plus g~n~ralement,  supposons que les / e t ] e s  a soient  fonct ions de certains 

param6tres  ~, cont inues au voisinage des valeurs  ,u ~ o, les int~grales x(,~) des 

6quat ions (z) d6termin~es pa r  les valeurs  initiales a,  sont  aussi fonctions con- 

t inues de ces param~,tres. Leurs  limites, pour  ~ o, sat isfont  aux  ~quations 

(I ~) et aux  donn~es initiales a ~ cor respondant  ~ ,u o. e On le vol t  en p r e n a n t  les 

solutions de (i ~) sat isfaisant  aux  donn~es initiales a ~ comme solutions approch~es 

des 4quations (~) et  des donn~es a eor respondan t  ~ des pet i tes  valeurs  des para-  

m6tres  ft. Les  ~ et  les a t en d en t  vers  z~ro eu m~me temps  que les p~ram6tres  p, 

et il en est de m6me des fonct ions ~( t ;  ~; b; a). 

6. L a  precision des renseignements  pr4c~dents (n o 4) c ro l t  lorsque les erreurs  

sur lcs ~quat ions et  sur les valeurs  initiales ~tant  estimSes d 'une  fagon plus ~troite, 

on subs t i tue  aux  nombres  a e t  ~ des nombres  analogues mais plus peti ts .  I1 est 

5galement uti le de p rendre  les coefficients b des in~galit~s de L~PSCH~TZ aussi 

pet i ts  que possible. 

par le plus grand d'entr'eux soit kp. Alors les nombres ~i--~ql du no 2 deviennent tous ~gaux 
m i 

b 
~ ;  et les int~grales de (if) se r~duisant'k z~=z2 . . . . .  z n = ~ ( e K t - I )  off K-~k~+ . . . §  kn, 

les ~quagions (I4) ong pour racine .~ log x + ~  . 

1 Voir PICARD, Traite d'Analyse t. II. 
~ ~i. PICARD et LINDNL6F ont d6mongr6 par la m~thode des approximations sueeessives la 

proposition plus pr6eise de M. POI~'CAR~, eoneernant les syst~mes de eette nature lorsque les  
~quations et les donn6es sont analytiques. 

Acta math~mmt/ca. 31. Iml~rim~ le 19 mar~ 1998. 15 
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Par exemple, si certaines 6quations sent exactement v6rifi6es par les solu- 

tions approch6es, les nombres a e0rrespondant ~ ces 6quations seront nuls. Ce 

cas se pr6sente fr6quemment dans l 'int6gration approch6e des 6quations d'ordre 
sup6rieur. 

Prenons pour fixer les idles, l '6quation du pendule simple. Elle est 6qui- 
valente au syst~me 

fd~  , 

/ d:d (17) {~-~ = - -  k '  sinx. 

Prenons eomme premib, re approximation 

~ 

y ~- ~ sm kt y' = v cos kt ,  

en supposant les conditions initiales exactement remplies et la vitesse initiale v 

assez petite. Nous prendrons pour syst~me (Ii)  correspondant h (17) Ies dqua- 

tions suivantes 

I 
d Z  z '  

(18) 7 T  = 
dZ'  

I--dT = k2 Z + ~' 

V s 
oh a pout 8tre suppos6 6gal ~ ~-~. Oe syst~me (18) est 6quivalent s 

d I Z  = k~Z + a. 
(19) dt ~ 

En appliquant ce qui pr6c~de, on prend les ~ nuls, et l'on a, pour t assez petit, 

=a[ e ' ' + e - ' t - I ] .  
(zo) l Y - - x l < Z ,  . ~  2 

La m6thode habituelle [voir la note (i) de la page (II2)], donne 

(21) [ y - x [ < z 2  < i--4- ~ ~ 

r6sultat moins avantageux que le pr6c6dent. 

]1 est int6ressant de noter que, dans les applications des r6sultats indiqu6s 
au n ~ 4 aux problbmes de M6eanique, les inggalit6s auxq~elles on parvient satis/ont 
d'elles-m~mes aux lois de l'homoydn~it& I1 en est autrement  si, comme d'habitude, on 
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suppose b lp~b2p  . . . . .  bnp; il faut alors mettre en 6vidence les unit~s ehoisies 

pour faire apparaitre l'homog~n~it~. Cela est manifeste dans les in~galit~s (so) 

et (2i). Le m~me exemple nous a permis d'appliquer la remarque que voici. 

Soit S u n  syst~me d'6quations diff6rentielles comprenant des 4quations 

d'ordre sup~rieur h u n .  Au lieu de  ramener S ~ un syst~,me S' du premier ordre 
et de eonstruire le syst~me (H) correspondant h S t, on peut  former directement 

�9 " ~ �9 S un syst~me lin4aire Z d4terminant des hmltes supermure des erreurs que compor- 

tent les solutions approch~es. A ehaque ~quation de S e n  correspond une de Z,  

du m~me ordre, que l'on forme avee les coefficients de l'in~galit6 de LIrSCH~TZ 

et du hombre a correspondant ~ cette 4quation. ~ 

Remarquons enfin que les raisonnements des n ~ 2 et 3 subsistent si l'on 

suppose que le8 indgalit~s (2), etc . . . .  ddpendent de t, c'est ~ dire que les b, les ~, 

et les m sont /onctions positives ou nulles de la ~uriable t. 

Aux fonctions ~fi(t) correspondent les fonetions analogues 

t 

P 

= ~ §  
t /  

0 

et, de m~me, aux fonctions ~pi(t) correspondent les int~grales ~i(t), d 'un 

syst~me lineaire analogue ~ (z~), mais s coefficients variables. On pourrait  aussi 

substituer aux eonstantes el des fonctions e~, positives, de la variable t. 

7. La th6orie des erreurs donne, pour les caleuls a]g6briques, la solution 

de deux probl~mes, i ~ Estimer l 'approximation du r6sultat d 'un calcul, quand 

on substitue aux nombres et aux op6rations exacts, des nombres e t des op6rations 
comportant  des approximations connues. 2 0 On veut  obtenir un r6sultat avec 

une approximation fix6e ~ l'avance, avec queues approximations suffit-il de con- 

nai tre  ]es donn6es et d'effeetuer les op6rations? 
On peut se poser deux questions analogues pour les 6quations diff6rentielles. 

Le n o 4 r6pond ~ la premiere: Sachant que des fonctions satisfont h peu pros 

aux conditions initiales et aux 6quations diff6rentiel|es (des limites sup6rieures des 
erreurs eorrespondantes 4tant suppos6es connues), estimer l 'erreur que ces fonc- 

tions prSsentent par rapport  aux solutions exaetes. 

Abordons maintenant la seconde question. 

Trouver des condition8 su//isante8 ~pour que de~ solutions approchdes d 'un 

syst~me d' gquations di//drentielles ne trrdsentent, Tar rapport aux solutions exactes, que 

des erreurs in/grieures, en valeur absolue, ~ des~nombres donnds. Nous serons toute- 

Comptes Rendus x7 juillet I9o$. Au sujet du syst~me Z [syst~me (!I)] voir le n o I3. 
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lois oblig6s de faire des hypotheses  concernan t  l 'exis tence des solutions exaetes.  

Nous 6noncerons d ' abord  ces hypotheses ,  e t  ram~nerons  ensuite la seconde quest ion 

la p remiere  par  un  artifice dfi s M. S~vEI~II~I. ~ 

~Tous supposons que les 6quations (I) a d m e t t e n t  un  syst~me de solutions 

x~(t), ,~(t),  . . . ,  x~( t ) ,  satisfaisant  aux  condit ions suivantes .  

Elles sont  d6finies et  cont inues  dans l ' in terval le  I o < t < h, p r ennen t  pour  

t =: o les valeurs  a t ,  a2 . . . . .  a~, a d m e t t e n t  dans I des d6riv6es premieres  continues.  

Il  existe  des hombres  positifs ei tels que dans le domaine  D d6fini pa r  

o < t < h ,  x i ( t ) - - , ~ <  Y ~ < x i ( t )  + *i, 

les fonctions [i( t ,  Y1, Y~ . . . . .  ~Yn) sont  cont inues  e t  sat isfont  aux  condit ions de 

LleSCHITZ obtenues  en subs t i tuan t  Y~ . . . . .  Y n ,  Y'~, �9 � 9  Y',, ~ x~, . . . ,  x, , ,  x~' , . . . ,  x,; 

dans les in6galit6s (2). 

Soicnt alors yt( t) ,  y2(t)  . . . . .  y , , ( t )  des fonct ions de t, qui, r an t  que le po in t  

t, Yt, Y 2 , . . . ,  Y~ ne sort. pas du domaine  D, sont  continues,  a d m e t t e n t  des d6ri- 

v6es premieres  finies e t  cont inues  (sauf peu t  ~tre pour  des valeurs  isol~es de t); 

et  qui  p r ennen t  pou r  t = o des valeurs  sat isfaisant  aux  in6galit6s 

I a i - -  yi(o) [ <__ ~i < *i (i = i . . . . .  n). 

Consid6rons alors, avec M. SEvm~II~i le syst~me 

Yi Frl ,_. -] 

t~d-~t~--]i( t ;  Yl, ' ' ,  Yn) l F ~ ( t ;  Y t ,  (22) ~--3~-=/~(t; Y , , . . . ,  y , ) +  _ . _ = . . . .  Y,,) 

! (i ~ ~, 2 . . . . .  n). 

On doit  supposer  que, dans les crochets,  los y sont  remplac~s pa r  les fonct ions 

pr6c6dcntes.  

Dans D,  les fonct ions F sat isfont  aux  m6mcs condit ions de cont inui t6  que 

les fonct ions / ,  et  vSrifient les m~mcs in6ga]it6s de LIPSCHITZ. Les y ( t )  sat isfont  

au syst~me (22); les x ( t )  sont  solutions approch6es du m6me syst~me, e t  nous 

pouvons  appl iquer  les r~sultats d u n  ~ 4. Posons 

( i  =- I ,  2 , . . . ,  n ) ,  

1 Rendicont i  del R.t  Ist.  Lomb. di  Sc. e lett.  Serie I I ,  Vol. 3x, I$95, p. 951. L'ar t i f ice 
consisto '~ former le syst~me (22) dont  les x(t) sont des solutions approch~es;  les y des solutions 
oxactes- Ce poin t  mis iL part ,  M. SEVEm~I trai te la quest ion posse dans le tex te  d 'une fa~on 
diff6rente de la nStre, 
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ees in6galit6s a y a n t  lieu pour  les points  t, Yl . . . .  , y~ int6rieurs  s D;  e t  consi- 

d6rons les fonct ions ~ ( t ;  7; b; ~) d u n  o 3. Si l 'on peu t  construire  les y de telles 

faqon que les ~ et  les a soient  assez pet i ts  pour  que 

~P~(h~ ~; b; a) < e~ ( i = i ,  2, . . . ,  n) 

on aura,  dans tou t  l ' in terval le  I ,  

l y~- -x~l< ~P~(t; ~7; b; a) < ~i ( i =  x, 2, . . . ,  n). 

Regardons  ma in t enan t  les y eomme solutions approeh6es du  s y s t ~ m e  (i), d o n t  

les x sont  solutions exaetes.  Nous  voyons  que 

Pour que des [onctions ne prdsentent par rapport aux solutions exactes d'un 
syst~me d'dquations di//drentieUes que des erreurs in/~rieures, en valeur absolue, ~ des 
hombres donngs, il su//it qu'elles soient assez pros de satis/aire aux dquations et aux 
conditions initiales. 1 

8. Nous r a t t aehe rons  faci lement  '~ ce t te  id6e g~n6rale, la proprigtd/ondamen- 
tale de. la mgthode de CAvc~tu celle de ]ournir une approximation uni- 
/orme des intdgrales dans tout leur domaine d'existence et de rggularitd. Cette pro- 

pri6t6 a 6t6 raise en 6vidence par  les beaux  t r a v a u x  de MM. PIC.CRD et  PAII~LEV#-. ~ 

Les hypo theses  sur les int6grales x du  syst~me (i)  e t  les fonctions / ,  6 tan t  

les m6mes qu 'au  n o pr6c6dent,  la m6thode de CAVCHY LIPSCHITz donne  le m o y en  

suivant  de construire  des fonet ions y'. On divise l ' intervalle I, en interval les  par-  

tiels pa r  des valeurs  eroissantes de t, soit 

o <  t~ < t ~ <  . - .  < t , < t , + ~ = h .  

Prenons,  pour  simplifier, y~(o)=a~,  done ~ 7 ~ o ;  et  soit pour t compris entre 
t~-x et t~,, 

(23) { y~(t) = y~(t~,_~) + ( t - -  tp_x) /i[tlr._l ; Yl (t/r-l), . . . ,  yn(tl,-1) ] 
( i -~  I, 2, . . . ,  n). 

Les y ainsi eonstrui ts  de p roehe  en proche,  sat isfont  aux  condit ions d u n  ~ pr6- 

c6dent, en ce qui concerne la cont inui t6  et  l 'exis tence des d6riv6es. 

Montrons  quo les nombres  ~i peuven t  6tre pris aussi pet i t s  que l 'on veut ,  

pa r  une subdivision convenable  de l ' interval le  I .  

1 M. RV•GE (Mathematische Annalen, t. 44, p. 437) a trait6 une question analogue en uti- 
lisant la m6thode de CAVeHY-LIPSCHITZ. 

PIC/LRD. Comptes-Rendus, juin I899. Trait6 d'Analyse (2e 6dition). 
PAINLEV]~. Comptes-Rendus, juin 1899. Bulletin de la Soci6t6 Math6matique de France x899. 
L'expos~ trhs net de cette m~thode quo M. GOURSAT a donn6 dans son Trait6 d'A'nalyse 

nous a 6t~ fort utile. 
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Dans l'intervalle partiel (tp_~, tp), on doit avoir ~ 

(24) a, >ld~Y--~---. t~, ],(t; y, . . . .  , y,,) , = I ],[t~__l, y, (t~--~) . . . . .  y , , ( t~_l)]-  ],(t; ~1~, . . . ,  y,,)I 

Les fonctions / 6rant continues dans D, on peut trouver des nombres l(a) 

et ~o(a) tels que les n + i in6galit6s 

(25) I t - - tp - l [  < t(a), [y,--y.(t~)l < x,(a) 

entralne'nt les prdc6dentes Or, en ddsignant par m~ . . . . .  m,  des nombres 

sup6rieurs ou 6gaux aux valeurs absolues maxima des fonctions/~ . . . . .  ]~ dans le 

domaine D, il suffit de prendre les intervalles (t~--1, t~) d'6tendue inf6rieure 

~(a), ~(a) d6signant le plus peti t  des nombres /(a), ~,(a) pour que les in6galit6s 

(z5) soient satisfaites. ~ I I e n  sera alors de mfime des in6galit6s (24). La pro- 

position 6nonc6e r6sulte alors du n o pr6c6dent. 
Les remarques faites ant~rieurement (n o 6) sur le choix des coefficients b 

des in6galit~s de L~rSCH~TZ seraient importantes pour une application pratique de 

la m6thode pr6c6dente. D'ailleurs, pour un calcul num6rique de solutions par 
cette m6thode, il vaudrai t  mieux substituer ~ la d6termination faite ci-dessus des 

intervalles partiels, une d6termination fond6e sur l 'dtude directe des fonctions 

suivantes de t 

Ifi[tp--1, y, ( t~--1) , . . . ,  y,,(tp--1)]--fi(t; y~, . . . ,  Y,,)I. 

(Les y sont suppos6s remplac6s par leurs expressions (23)). En supposant tp-1 

connu, on choisira tp de faqon que dans l'intervalle (tp_~, tp) on ait les in6galit6s 

(z4), cet intervalle 6rant pris du reste aussi grand que possible. 

9. Reprenons les notations et les hypotheses d u n  o 7. Nous supposons que 
l'on connait les solutions approch~es y~(t) des ~quations (z) satisfaisant aux con- 

ditions ~nonc6es ~ cet endroit. Nous allons ~tablir que l'on peut appliquer la 
mgthode de M. PIOARD pour dgduire les solutions exactes x(t) des solutions ap2~ro- 

1 Dans une application num6rique,  o21 ne saurait  en g6n6ral calculer exac tement  l 'expression 
f / [ t~_ l ,  y,(t~_l) . . . .  , yn(tp_l)]. Mais il suffit de la calculer ~ ~}al pros, (o < 0 < I) et de remplacer  
~i par (l--~})u i dans la d6terminat ion de ~. 

Si les fonctions f i ( t ,  Y l , . . . ,  Y ~  satisfont aux in6galit6s complbtes de LIrscuITz 

]•(t; Yl . . . . .  yn)-- .f /( t ' ;  y ' l ,  . . . ,  y'n)[ < b i [ t - t ' [  + b i l [ y , - y ' ~  [ +  .- .  + b i n [ y n - y ' n [ ,  

dbs que la droite joignant  les points  t, y~, . . . ,  Yn et t', Y'I, . . . ,  Y'n est int6rieure ~ D,  on prendra 

ai 
pour 8(a) les pluB peti ts  des nombres b i+  bi lma-4- . . .  + b i~m n " 
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chges y(1)? Une d6monstration sp~eiale 
est distinct de celui du n o r. 

En posant y~----y~, et 

o n a  d 'abord 

et puisque 

119 

est n6cessaire, ear le domaine du n* 7 

t 

y?+l = a l  + ( / i ( t ;  y~, . . . ,  y~)dt, 
,2 
0 

t 

I u~ - ,~, I ~j'{b, ,  I ue - -  ~, I 
o 

+ ... + b~, ly l - -~, l}dt ,  

et que d 'autre part ,  les ~0i(t; ~7; b; a) satisfont aux 6quations (xx), on a 

1 ~ 

Le point t, y~, . . . ,  y~ appartient done ~ D; y ~ ; . . . ,  y~' sont definis dans I, 
et de l'in6galit6 

t j '(b~l [ y~ - -  lyl - - x , ] <  x, I +  "'" + b,.ly~--x.I} dr, 
o 

on d&luit en rempla~ant [y~ ~ x~[ par q)~--d~, 

t 

ly~-x~l j L~ dt ~ Jdt 
0 

= ,l,~(t; ,~; b; , ~ ) -  (.r + ,a . ) .  

Par ]e m6me procddd, on dtablit de proehe en proehe les indgalitds 

dont les seconds membres tendent  vers z6ro quand p erolt ind6finiment, ee qui 
6tablit la proposition ~nonc~e plus haut. 

10. Nous avons, jusqu'iei, consid6r~ une seule eourbe int~grale du sy- 

sterne (i). On peut, comme l'a fair M. PAISLEY'., 2 consid~rer l'ensemble d e s  

1 En  part icul ier ,  on pour ra i t  u t i l i ser  ia m6 thode  des app rox ima t ions  successives pour  per- 
f ec t ionne r  les solut ions  approch6es  ob tenues  pa r  le proc6d~ de C/tUCHY-LII'soIIITZ. 

Comptes  R e n d u s  ( juin !899). 
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courbes int6grales situ6es dans un domaine A, ~ n + i dimensions, oh le syst6me 

(i) est r6gulier. Nous voulons dire par 1s que, darts d ,  les seconds membres des 

dquations (i) sont finis, eontinus, et satisfont aux conditions de LIPSCHITZ (2). 

De tout  point #, a t a2 . . . . .  a,, int6rieur ~ A part  une courbe int6grale d6- 
finie et r6guli~re dans un intervalle assez petit  ( 0 - - h ,  0 + h) entourant  8. Pour  

6tre renseign6 dans un intervalle plus grand on utilisera des 6quations approehdes. 

Fixons-nous une limite supfrieure T de l '6tendue des intervalles ot't nous 

ferons varier t darts l 'dtude des int6grales de (i). Donnons-nous aussi un hombre 

positif ~? auquel nous ferons correspondre des nombres ai teIs que 

• WICk'; o; b; ,~) 
i=~ 4 

(les ~V ayant  m6.me sens qu 'au n* 3). 
Soient d 'autre part  ~t(t; x.. . . . . . .  x,,) . . . . .  ~,~(t; % , . . . ,  x , )  des fonetions d6- 

finies dans A, .y satisfaisant aux in~galit6s 

I h ( t ;  :~,, . . . ,  x ,~ ) - -q ,~ ( t ;  x~ . . . . .  x, ,) l  < ,~ ,  ( i = I ,  2 , . . . , n )  

et teUes que le syst&ne 

(26) dyi  n) d t  =r y, ,  . . . ,  y,~) (i---x, 2, . . . ,  

admette des int6grales qui, dans J ,  sont r6guli6res, c'est ~ dire vdrifient les 

conditions de continuit6 impos6es au n o i aux y e t  & leurs ddriv6es. 

Soient C la courbe intdgrale de (i), C r ]a courbe int6grale de (25) issues 

d 'un point 0, a t , . . . ,  a .  de d .  Voici quel parti  on peut  tirer des courbes O r, 

supposdes connues, pour l '&ude des courbes C. 

Faisons varier t, en par tant  de 0, dans un intervalle d'6tendue au plus 
6.gale ~ T. Si aucun point de C r n'est s une distance1 de la fronti~re de d 

La distance de deux points t, xt, �9  y~n; t ~, x '~ , . . . ,  xf~ est l'expression 

V ( t - &  +(x, -x',)' + . . .  + (x~" a.~. 

La distance d'un point P k une multiplicitd est la plus courte des distances de _P aux points ~o~ 
de la multiplicit& 

L'ensemble des points de A dont la distance h la fronti~re est supdrieure k p constitue, 
si p est assez petit, un domaine hp, possddant la propridt6 suivante. La courbe intdgrale par- 
tant d'un point 0, al, . . . ,  an intdrieur ~ hp se poursuit rdgulibrement quand t varie darts urt 

intervalle ~ -  h ~ t ~ ~} + h dont l'dtendue 2 hes t  au moins dgale i~ la limite fixe 2 p 
F'~-M~ + . , .  +M~ '  

M i ddsignant la valeur absolue la plus grande de 9~(t, x j , . . . ,  xn) dans A. 
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inf6rieure ou 6gale s ~, la part ie  do C correspondant  aux m6mes valeurs de t, 

existe, est r6guli~re et tou t  enti~re int6rieure s J .  Lorsqu 'on a t te in t  un  point  

de C r dont  la distance ~ la fronti~re de d est 6gale ~ Q la distance du point  
2 ~ 

correspondant  de C h la m6me fronti~re est inf6rieure ~ r 

Ces r6sultats sont une cons6quence des pr6c6dents. Ils donnent  un  sens 

pr6cis s ]a proposit ion intui t ive:  Deux syst~mes dYquations di//drentielles voisines 
ont des solutions voisines. 

l l .  Pour  appliquer ce qui pr6c~de, il fau t  connal t re  des fonctions el/ telles 

que l '6tude des courbes int6grales C ~ du  syst~me (26) soit plus facile ciue celles 

des courbes C. ~ On peut  t rouver  imm6diatement  des fonctions de cette na tu re  

dans certains cas particuliers; dans le cas g6n6ral on ne peut  gu~re donner  que 

des indications. 

Nous ne consid6rons ici que le cas d 'une  seule 6quation du premier ordre 

(27) dx -d~ =/( t ;  x). 

Pour  6tudier l 'allure g6n6rale des courbes int6grales dans une r6gion J du  

plan t, x, off / est finie, continue, et satisfait  h la condit ion de Lil-SCrliTZ, 

I/(t, x ) - - / ( t ,  x')l< k lx - -  ~'l, 

nous d6terminerons une fonction el(t, x) telle que 

(28) dy _-- el(t; y) 
dt 

soit int6grable, et que le module  de ](t, x) - -e f ( t ,  x) soit, dans ~/, inf6rieur h un 

nombre ~. Ce nombre  c, d6pend de l '6teudue max imum T des intervalles off l 'on 

veu t  faire varier t. 

G6om6triquement,  dans l 'espaee d~fini par  les coordonn6es t, x, z, les deux 

surfaces S, ~ ,  d '6quations 

(~) z = / ( t ,  ~) ( z )  z = ~ ( t ,  ~) 

doivent  8tre coup6es par  une m6me parall$le ~ Oz en des points voisius. 

Dans le m~me ordre d'id6es, M. S~:vEa]~: repr6sente les int~grales d'un syst~me dif- 
fdrentiel par des s6ries de polyn6mes. (Rendiconti del R. Ist. Lombardo I898, :899, I9oo. 
M6moire 6dit6 chez Zanichelli, Bologne I899). M. PAI~-:.~v~ a signal6 aussi la formation de 

�9 telles s6ries (Bulletin de la Soci6t6 Math6matique :899). 
Acts  matheraatlca, 31. Imprim6 le 19 mars 1908. 16 
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Nous  cons t ru i rons  une telle surface ~ en coupan t  S par  des plans parall~les 

tOx ,  la dis tance de deux  plans cons~cutifs ~tant  au plus ~gale s a.  A chaque 

par t ie  s de S comprise en t re  deux  plans cons~cutifs P ,  p r  nous ferons cor- 

respondre  une  par t ie  a de ~ cons t i tu te  p a r  la project ion,  fai te paral l~lement  s 

Oz de s sur le plan H ~quidistant  de P et  de P ' .  

Pratiquement, ~ on /era Bur le plan tOz la reprdsentation topoqraphique, par 

courbes de niveau cotges de la pattie de S se pro]etant ~t l'intgrieur de J .  Dans 

cette r$gion, toute courbe intdgrale C de (27) est reprdsentde approximativement par 

une ligne brisde C' dont les sommets sont sur les courbes de niveau: tout c~tg de la 

brisde est limitg ~ deuv courbes de niveau consdcutives, et a p~r~r coe//icient augulaire 

la demi-somme des cotes de ces courbes de niveau. 

L'emploi  de ce t te  m~thode est tr~s p ra t ique  lorsque les courbes de n iveau  

/ ( t ,  x) ~ constante ,  sont  faciles ~ t racer ;  le lee teur  imaginera  ais~ment un exemple 

oh il eft serai t  ainsi. 

Plus g4n~ralement on pour ra i t  diviser J en domaines part iels  (~, tels que dans 

chacun  d ' eux  l 'oscillation de ](t, x) soit au plus ~gale h e~. On const ru i ra i t  r en 

p r e n a n t  dans  chaque  domaine  6 une  va leur  cons tan te  interm~diaire  en t re  les 

valeurs  ex t remes  de / dans le m6me domaine.  

Ce proc~d~, au poin t  de vue  analyt ique ,  est  analogue s la m~thode de 

CAUC~-L~PsCHITZ. ] l e n  diff~re en ee que /a d~termination des valeurs in- 

termddiaires ~ de t correspondant aux sommet8 de la brisde, s'y /ait en limitant 

directement l' oscillation de /(t ,  x). 

12. Nous  avons  suppos~ que la fonct ion / ( t ,  x ) r e s t a i t  finie. P o u r  lever  

ce t te  restr ict ion,  et  ne pas ~carter  les points  des courbes C off la t angente  est 

parall~le h Ox, donnons  ~ l%quation (27) la forme 

(2s) dt dx  
P( t ,  x) Q( t ,~ )  

Supposons que les fonct ions P e t  Q soient finies et  cont inues  dans une 

r6gion J du  plan tOx ,  qu'elles ne s 'y  annulen t  pas s imultandment ,  et  qu'elles y 

v6rifient les condit ions de LIrSCmTZ 

I Comptes Rendus, 20 f6vrier 19o5. 
Le calcul de ces valeurs exigerait la r~solution d'~quations finies; et, en toute rigueur, 

la m4thode indiqu4e donnerait lieu ~ une discussion "~ laquelle nous ne nous arr~terons pas. 
I1 nous semble ~galement inutile d'~tendre ces considerations i~ un syst~me (i) quelconque; la 
seule application pratique de l'id~e qui est ~ la base de la m~thode, est, dans le cas g~n~ral, 
la remarque faite ~t la fin d u n  ~ 8. 
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! IQ( t ,x ) - -Q( t ;  x ' ) [ < c l t - - t ' [ + d [ x - - x '  I. 

En prenant pour variable ind6pendante l'arc s d 'une courbe int6grale, 

l '6quation (28) donne le syst6me 

dt p , =  P dx ~ Q, Q 
(30) d s =  I/~i-~-~j~' ds V-p~ + Q*" 

Les seconds membres de ces 6quations satisfont, comme on le v6rifiera 

facilement, s des conditions de LIPSCHITZ analogues ~ (29); ils sont ]i6s d'ailleurs 
par la relation pr~ + Q ~  i.  

Tra~ons les courbes de niveau N~ 

P'(t, x) = cos (~, Q'(t, x) = sin~Ji, 

les angles 0~ &ant  choisis de faqon que o < 0 i + 1 -  0~ < 2a;  le nombre a d6pendant 

des coefficients des in6galites de LIPSCHITZ et de la longueur maximum S des 

arcs que l'on veut  &udier sur les courbes int6grales C. 

On construira les bris6es C' ayant  leurs sommets sur les courbes Ni, l'angle 

que fait avee Ot le c5t6 compris entre N~ et 5"/+, 6tant 0i + 0J-l-1 Ces brisdes 
2 

repr6sentent approximativement les courbes int6grales C; on 6valuerait facilement 

l 'approximation. I1 est bon de noter que, dans ce cas, on comparerait les ex- 

tr6mit6s d'arcs de C et de C' ayant  m6me longueur; cela tient au choix de la 
variable ind6pendante s. 

13. Nous n'avons jusqu'ici trouv6 que des limites sup6rieures des valeurs 

absolues des erreurs que comportent los solutions approch6es d 'un syst~me 

d'6quations diff6rentielles, sans rien indiquer au sujet des signes de ces erreurs. 

Observons d'ailleurs que le syst~me (iI)  d6terminant ces limites sup6rieures 

lp(t) correspondant aux 6quations ( i ) e t  aux solutions approch6es y(t) d u n  ~ !,  

pr&ente, par la forme lin6aire de ses 6quations et la grandeur de leurs coefficients, 

unc certaine analogie avec le syst~me auxiliaire ou les 6quations aux variations 

que MM. DARBOVX et POI~CAR~ ont utilis& pour &udier les solutions d 'un syst~me 

diff6rentiel voisines d'une solution donnde. On est alors conduit /~ penser qu'en 

tenant compte des signes d6riv6es partielles auxquelles correspondent les eoeffi- 

dy~ 
cients des in6galit6s de LIPSCmTZ et de ceux des diff6renees ~ - - / i ( t ;  Y t , . . . ,  Y,,), 

on peut  arriver h des r&ultats  plus pr6cis, en diminuant au besoin l'intervalle 

d'&ude. C'est ee que nous allons montrer, pour le eas d'nne seule 6quation, en 
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utilisant un int6ressant th6or~me dfi ~ M. PiTROVlrCa, ~ que nous rappellerons 

tout  d'abord. 

Ce th6or6me permet la eomparaison directe des solutions de trois dquations 

diffdrentielles 

(3I) dx 
d-7 = l(t ,  x) ,  

(32) du dt  = ~f(t, u), 

(33) dv dt -- tp(t, v), 

quant les hypotheses suivantes sont v6rifi6es. 

Soit R une r6gion du plan t, x or l'6quation (30 est rdguli6re, od les fonc- 

tions ~(t, x), ~,(t, ~:) sont continues, et oh les d i f f6rences / - - , f  = / ( t ,  x)--r f( t ,  x), 
] - - ip  =](t ,  x)--~1'(t, x) sont de signes constants et contraires. Soint P(o, a) un 

point de cette r6gion, x(t), u(t), v(t) les solutions de (3I), (32), (33) correspondant 

,k ce point, c'est ~ dire prenant la valeur a pour t = o. 

Appehms I un intervaIle o < t < O  off u(t) et v(t) existent et sont continues, 

et sont telles que les points du domaine R' ddfinis par les conditions: t compris 

entre o e t  0, x compris entre u(t) et v(t) soient intt~rieurs ~ R. 

Dans ces conditions, x(t) est d6fini darts l'intervalle I,  la diff6rence x ( t ) -  u(t) 
a l e  signe de [--r f ,  x( t ) --v( t )  a l e  signe contraire, celui de / - - i p .  

Cette proposition, dont la d6monstration est simple, peut 6tre 6tendue ~ des 

syst6mes d'6quations du premier ordre. A l'aide de cette gdn~ralisation oil peut 

d6montrer d'une faQon nouvelle les r6sultats ant6rieurement obtenus; nous n'in- 

sistons pas sur ce point, et nous passons h l'application annonc6e. 

IL  Consid6rons l'6quation 

(34) dx -dT = / ( t ,  x) ,  

et une fonction y(t), solution approehde de cette dquation, prenant pour t = o 

la va]eur initiale x0 de ]a solution cherch6e. Posons 

dy ; 
Q(t) --/(t, Y)-- ~i 

admettons, pour simplifier que Q(o) ne soit pas nul, et que ]es solutions exacte 

Mathenmt i sehe  Anna len .  T. 54, I9Ol, p. 4r7. 
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et  approch6e x( t ) ,  y( t)  soient continues,  ainsi que leurs d6riv6es premieres  au  

voisinage de t ~ o. D6signons pa r  6 la difference x -  y. On a pour  t = o 

d6 
6 = o, d t  : Q(o). 

Duns bien des cas, pa r  exemple  si x et  y sont  d~veloppables en s~rics enti~res, 

on peu t  pr6voir  l ' exis tence d ' u n  interval le  (o, l)  off 6 garde un  signe constant .  

Ce signe est alors celui de Q(o). Nous  supposons que l 'exis tence d ' u n  tel inter-  

valle est  ~tablie, e t  nous allons le d4terminer ,  c 'est  h dire t rouve r  un nombre  l 

tel  que pour  o < t < l, 6 garde  un  signe constant .  

On peu t  dcrire 

d6 
d--[ = / ( t ,  x ) - -  / ( t ,  y) + Q(t) .  

Admet tons  l 'exis tence et  la cont inui t6  des d~riv~es premi~.res d e / ( t ,  x),  dans 

le domaine  D d~fini par  o < t ( T, y ( t ) - - e  < x < y(t) + e, 1 nous pouvons  ~crire 

' ' t l(t, x)--l(t ,  y )=  ~1~(,, ~t + 06) 

; ' t t) est une  fonct ion de t qui  reste  comprise en t re  o e t  I de m~me /x( , Y ~- 06) 

est une  fonct ion de t, soit P(t ) .  Si ce t te  fonct ion ~tait  connue,  on aura i t  6 e t  

par  suite x, en in t~grant  l '~quation lin~aire 

(35) d6 ~lt = 6 P ( t )  + Q(t ) .  

Mais [(t,  x) ,  x et  y 6 tan t  continues,  / ( t ,  x ) - - / ( t ,  y) est fonct ion cont inue  de 
x - - ~ j  

' t t r an t  que x - - y  n 'es t  pus nul;  de plus, si pour  t =  t~ x et  y sont  6gaux, [z( , y + 06) 

est encore cont inue  pour  ce t te  va leur  de t. La  fonct ion P ( t )  peu t  donc fitre 

suppos6 cont inue  dans l ' in terval le  o < t <  7.; e t  de m6me pour  Q(t). 

Supposons que pour  t o u s l e s  points  t, x du domaine  D on ai t  

m < ['x(t, ~c) < M ,  it(t) < Q(t)  < _//(t); 

on p rendra  pour  it et  _4 des constantes  ou 'des fonct ions de t, mais de telle fa~on 

que  it(o) e t  -4(0) a ient  le signe de Q(o). 

Si 6 est  positif, on a 

6 m  < 6 P ( t )  < 6 M ,  

et  des in~galit~s de sens contraires,  pour  6 < o. 

Dans cette in6galit~, x est une variable qu'il ne faut pas confondre avec l'int~grale 
x(t), que d~signo habituellement la lettre x. 
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Admettons que Q(o) soit positif, et r d solution de (35), 6~ et d~ 
solutions de 

(36) 

(37) 

s 'annulant pour t = o .  

d d---A~ - -  t}~ m + ;t , 
dt  

d r = t} ~ M + _4 
d t  

Pour appliquer le thdor6me de M. P~TROVITCH, nous 

regarderons les dquations (35), (36), (37) comme eorrespondant respectivement /t 
(31), (32), (33), c~, ~ ,  ~2 d6signant maintenant  les variables appeldes plus haut  
x, u, v. Nous devons ehereher les signes des differences 

( P - - m ) a + Q - - 2 ,  ( P - - M ) a  4 - ( Q - - ~ 1 )  

qui, puisque Q(o) > o entraine t~ > o, sont respeetivement + et -- .  On a donc 

tant  que ~ est positif et infdrieur s 

d I < ~ < d:. 

D'autre part  les fonetions 61 et ~2 ont pour t positif et tr~s petit le signe + 

commun ~ Z(o) et d/(o). 
ll r6sulte de lh que si l'on d6signe par 1 un nombre positif infdrieur s r et 

la plus pe t i~  des racines positives des dquations 

dans  tout l ' intervaUe (o, l) ~ sera posi t i /  et x ,up~r ieur  d y .  

On tra.iterait de la m~me fa~on le cas oh Q(o)< o. Il est dvident, du reste, 
que l'on pourrait 61argir les hypotheses qui viennent d'6tre faites. Mais les in- 
dications prdc6dentes suffisent h montrer ]'int~r6t qui s 'attache h l'6tude attentive 
des ~quations ]indaires telles que (35) analogues aux 6quations aux variations 
construites avec les solutions approchdes.' 

Grenoble le 15 fdvrier i9o6. 

1 Depuis que ces lignes ont  dtd dcrites, j 'ai  obtenu ~ ce sujet des rdsultats qui sont 
resumds darts une Note des Comptes-Rendus (io f6vrier  19o8). 


