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SUR UN THEOREME DE M. POINCARE, RELATIVEMENT AU
MOUVEMENT D'UN SOLIDE PESANT

PAR

ED. HUSSON

4 RENNES,

Introduction.

1. Parmi les résultats remarquables obtenus par M. PoiNcarE & T'aide des
solutions périodiques des équations de la dynamique se trouve le suivant:

Pour qu’sl existe, dans le mouvement d'un corps solide pesant autour d'un
point fixe, une intégrale premitre algébrique ne se réduisant pas & une combinaison
des intégrales classiques, il est nécessaire que Uellipsoide d’'inertie relatif au point de
suspension soit de révolution. ‘

La démonstration de M. PoiNcArRE suppose que le produit p. du poids du
corps solide par la distance du centre de gravité au point de suspension est trés
petite; cependant on I'étend de suite & toutes les valeurs de p.. v

La position du solide étant définie par le systéme différentiel I’EUVLER &
Paide des variables habituelles p, ¢, 7, 7, 7, 1", si on remplace 7, 7', 1", par
)‘i'(, :,47’ ) %7”, le systéme différentiel n’est pas altéré et il dépend du paramétre
A qui s’est simplement substitué & la constante .

Si le systéme différentiel initial admet, pour une valeur numérique par-
ticuli¢re de p., une intégrale algébrique, le systéme transformé admettra une
intégrale algébrique pour toutes les valeurs de A et en particulier pour A assez
petit, or pour i assez petit la démonstration de M. PoiNcar# est applicable.

L’extension précédente est au contraire impossible, en général, si les inté-

grales premiéres envisagées sont simplement uniformes au lieu d’&tre algébriques.

2. Je me propose d’indiquer, pour le théoréme rappelé, une démonstration
indépendante de celle de M. PoINCARE.
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Au point de vue des idées directrices, la méthode employée peut &tre
rapprochée de celles utilisées par M. Porncark dans I’étude du probléme des
trois corps et par M. PamNLEVE dans DPétude des équations différentielles du
second ordre dont P'intégrale générale est uniforme.

Le résultat est établi pour toutes les valeurs du poids du corps pesant,
pour toutes les positions du centre de gravité, mais en supposant que les con-
ditions initiales sont quelconques.

Lorsque les conditions initiales sont particuliéres il se peut qu’il existe une
intégrale algébrique nouvelle; M. Hess! en a signalé un exemple pour un solide
de configuration spéciale, M. STAUDE? a mis en évidence I'existence de rotations
uniformes autour d’axes invariables dans I’espace pour un solide général.

Transformation préliminaire du systéme différentiel.

3. Les équations différentielless du mouvement d’un solide pesant autour
d’un point fixe O peuvent toujours étre ramenés a la forme,

( ,d d
A;ﬁ= (B—C)gr +y1"—21, g}= ' — g1
] pd dy
(1) B£=(0—A)rp + 207 — %' 7:—=m”— 7
d d "
CZr —(A—B)pg+ & — 4o, — gt —pv.
dt dt

Les axes Oz, Oy, Oz, liés av solide, sont les trois axes de l'ellipsoide
d’inertie relatif au point de suspension, z,, ¥,, z,, sont les coordonnées du centre
de gravité G.

En adoptant la forme précédente des équations différentielles on suppose
pa=—1 ce qui revient & adopter des unités convenables ou & imaginer que

T, 7, 7", sont les produits des cosinus directeurs des axes liés au solide avec la

direction de la pesanteur par la constante %%

! Hess, Mathematische Annalen t. 37; Nexrassorr, Mathematische Annalen t. 47.
* Sravpr, Journal de Crelle t. 113; Kirix et SowmmerreLp, Théorie des Kreisels t. II; Levr
Crvita, Rendiconti dei Lincei, 1901 et 1905 et Prac matematycznofizycznych, (Varsoyie) t. 17.
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Au lieu de conserver les variables p, ¢, 7, ¥, 7', 1", nous introduirons de
nouvelles fonctions choisies de telle facon que les deux premiéres équations du
systéme (1), par exemple, soient remplacées par deux équations différentielles
pour lesquelles les variables soient séparées.

Posons,

Y, =ap+ibg;
Y» =ap—1bg,

a et b étant deux constantes, ¢ désignant le symbole V—r1.
Les deux premiéres équations du systéme (1) sont remplacées par;

b [2B-Oa ) 50—dby ...
B[S B S + L SR L )]+
dy, 1 B—Ca, i 0—4%b ]
Wer[ L Bt ==L TR St )]+

Ces équations seront respectivement indépendantes de y, et y, sous la
condition unique,
a? b2
44d=0)" BB=0)'

Nous sommes donc amenés & effectuer le changement de fonctions.

Yy, =VAA—C).p+iVB(B-—-C).q,
Yo=VAA—C).p—iyB(B—0C).q.

Pour que l'on puisse substituer la recherche de y, et y, a celle de p et ¢
il est évidemment nécessaire et suffisant que les deux relations précédentes per-
mettent de calculer p et ¢ & Paide de y, et y,, ce qui exige que les deux dif-
férences (4 — C) et (B— () soient différentes de zéro.

Pour faciliter les calculs, et, d’une fagon plus précise, dans le méme but de
séparation de variables, nous substituerons & la recherche de 7 et {' celle des
deux fonctions,

=1+, =717

Enfin pour faire disparaitre les imaginaires nous changerons 7 en — it.

Le mouvement du solide pesant sera défini, & Paide des variables y,, y,,
2., 2, r et ", par le systéme différentiel,

Acta mathematica. 31. Imprimé le 27 aolt 1907, 10
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( \/BB +’yo‘/‘%—g)7”+%[‘/%jé (z1+z2)+"/z%—£ (zl—zz)]!

(2, +2,),

—¥) (2 +2).

(2 + zz)"'\/éz—‘o : (21—22)],

Le systéme (2) admet les trois intégrales premiéres classiques des forces

Ces intégrales s’écrivent,

2,) + 22,7"] = const.

—,) (z, —2,) + 2 Cry" = const.

4. Pour déterminer les intégrales premidres algébriques du systéme différentiel

(2), remplagons y,, z,, 2,, ¥, par Ay,, Az,, Az,, Ay", sans changer y, et r, en

Nous obtenons le systéme différemtiel,

|

(= + zz)—’“\/%g (Zl"_zz)] ’

fdyl V(A——O)(B—G)
d A—C)yB—C B—C . A—C B—C
?/z \/( ( ry2+ (xo\/ "yo\/ )'f” +@[\/
B A4 2 B
ﬂ= 4—3 ) =2 ) +
dt~ VAB(A—0)(B—0) ¥ ¥ TR
dz_ ., o [ Y+ 9 Y1 — Y ]7
dt AT 2va (A—C) VBB—=0O)|"’
4_2_2_= ” ___E[ BtY Y, ]T"
dt * 2|VA(4—C) VB(B—0)] '’
d'{” 1 1
—3 —e e + O ——
di 4VA(A. ) (Yt 1,) (2, —2,) 4VB—-———~(B_C) (%
vives, des aires et des cosinus directeurs.
+ 2
:y(lA _yzc)') (y(lB C)') + Or*— [xo(zx + Zz)—zyo(zx
A B
sz (?/1 + yz) (zl + 22)—m (?/1
2,2, + "% = const.
Exposé de la méthode.
désignant par A un paramétre arbitraire.
d (4—0)(B—C A—C 'B—C
dytl_"‘“/( A)% )'7”3/1_‘[ Ty B +’?/o\/ ] ! zz“o[\/ B z1+zz)+‘/
d [A—C)B—0) B—C ., y/A—C 2f\ /B—C
73/;= V! A)](g‘—l-ryﬁ[xo\/ B i/ yi ]M”H,j’[\/ B
dr A—B A
T (y:—Nyl) —;l:xo(zl—zz)

4VAB(4—C)(B—0)

— 14y (2, +2,)1;
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dzy i Aty M=y o
gt +2[VA(A—O') + 1/19(153—0)]7 ’
%__— I My + Y, . )‘yl_‘:’/z "
B (a7 — ™ Z[I/A(A——O) VB(B-—O)]"’
d‘{” 1 I
“r I & )L (g — .
L t 4V:4(TO)( yl + ?/z)(zx zz) 4VB(B—-0) ( yl ?,/z) (21 + zz)

Le systéme (3) admet les intégrales premiéres algébriques,

2 (g —2.)? .
()‘Z{fj gf) — ()g‘__?éz) + 407 — g N2 (2, + 2,) — 19 (2, —2,) + 227" = by,

@Wq__ 4 B
zlﬁ—_—A(AHO) Ay, + 92) (2, + 2,) ZVB(B—-C)

22, + "= ha:

’ ()"yl'_yz) (2,~—2,) + 2 Cry'"=h,,

h,, h,, h,, étant trois constantes arbitraires que nous pouvons supposer indépen-
danies de k.

5. Les seconds membres des équations (3) sont holomorphes pour A=o,
par suite pour A assez-petit ces équations admettent, d’aprés une généralisation
du théoréme de CaucHY,! une solution développable suivant les puissances
croissantes et positives de A.

Pour déterminer cette solution générale, ou du moins les premiers termes
des développements, nous n’introduirons pas le temps ¢; nous exprimerons
Yis Y2 215 %55 7", en fonction de r. Ceci est toujours possible, sauf dans le cas
olt r est une constante, c’est & dire dans le cas connu de LAGRANGE.

Les relations (4), correspondant aux intégrales premiéres elassiques, donnent
Yss 21, 25, en fonction de y,, 7", r, et le systéme différentiel (3) peut &tre rem-
placé par un systéme de deux équations du premier ordre qui déterminent
y,(r) et ¥"(r). On formerait facilement ce systéme pour la valeur générale de A,

1"
les valeurs de % et % sont algébriques en h,, h,, hs, A, ¥, 7", 7, €b sont

holomorphes pour A=o.

6. Soit pour le systéme (2),

Hlys 25 25, 1", y,, r) =const. .. .,

une intégrale premiére algébrique, indépendante du temps, et distincte des
intégrales classiques.

! PoiNcaRE, Méthodes nowvelles de la Mécanique Céleste ¢. I,
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Le systéme (3) admet, quel que soit A, lintégrale premiére algébrique et
indépendante du temps,

fO‘yn )‘zu Az,, )\7"3 Y2, r) = const.

Si Pon y substitue les expressions de y,, z,, z,, tirées des relations (4), on en
déduit que le systéme des deux équations du premier ordre donnant y,(r) et 1"(r)
admet une intégrale premiére de la forme,

F(hl’ hZ) h31 )‘7 Yi» 7”1 T)=const.,

F étant algébrique par rapport 4 chacune des lettres k., k,, ks, X, y,, %", 7.

L’expression F ne peut étre indépendante de y, et 7" sinon, ou bien r serait
une constante et Pon se trouverait dans le cas de LAGRANGE, ou bien F serait
indépendante de w,, ¥, r, et par suite l'intégrale premiére f se réduirait & une
combinaison algébrique des intégrales classiques.

On peut toujours multiplier I’expression F par une puissance de A choisie
de telle sorte que la fonction F de A n’admette le point A= o0 ni comme zéro
ni comme pbdle. La fonction algébrique F de A est alors développable, dans le

domaine de la valeur A= o, suivant les puissances croissantes et positives de
1

A ou de Ar.
Dans ce développement les coefficients des diverses puissances de A sont
des fonctions algébriques de &, &,, %, v, %", .

Je puis toujours supposer que pour A=o0, F ne se¢ réduise pas & une simple

fonction de A, &, h,.
1

En effet poussons le développement de F suivant les puissances de AP
jusqu’au premier terme dont le coefficient ne se réduit pas & une fonction de
hys by, By,

Soit,

k+1

k
F= q)(hlihz,hs’)‘)+ )‘;Fo(hx’hzyhayyl, 7"’ r) + )‘T . Fl(hl’h27 ks,y|’7"5 r) +ee
En remplacant F par la différence,

F—®(hy, by, by, V)
k s
AP

ce qui revient 3 retrancher & l'intégrale premiére f une fonction algébrique des
intégrales classiques, nous voyons que I’on peut toujours supposer que l'on ait,
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1

(5) F=Fyhy, by, hg, g, 1", 1) + )‘EF1(h1: by b, yys ¥, 1) + -+ = const.,

F, n’étant pas indépendant de y,, " et r.

7. Faisons A= o; le systéme (3) se décompose en les trois systémes séparés

(6), (7), (8),

d

(6) —Jyf =, 7Y, + 2(0, 2 + 0, 2,) — 0y T
dy,

W =0, 'Y,

7) dr _ A—B .,
dt — 44BCq, ¥
dz
—d_tl =~z + L 47"
dz

® a~ raThet
dn

2 7.% = 4,(B, 2, — B 2,)

O, Oy, Oy, O3, By, B, étant des constantes dont les valeurs somt,

_\/(A —0E—0) RV = B V2 =)
B C’ . -
(9) \/ AAO 2a2=\/BBC——\/AAO,
. I 1 a I I .
b =Vaa—0 ve@—0, ‘P Viua—o @ VBB—=0)

En faisant A=o0 dans les relations (4), on en déduit que le systéme des
équations différentielles (6), (7), (8), admet les intégrales premiéres algébriques,

B—4
A—0)(B—0) ‘Y +4OT =h =40a*,

(x0) “—o (242, + 0, 2,)y, +2Cry" = ’Pz»

"
2.2, + "2 =hs,

g étant une constante arbitraire remplagant &,
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On peut le vérifier d’'une fagon directe et I’on obtient les relations simples
suivantes entre les constantes introduites,

N ] Oy =2, (X1
(11) 0 )
1 B—A4 B—A4
axgl““zpz‘—_-;—AB ’ 4ala2=0.7ﬁ_,

8. Dans la suite y,, ¥,, 2;, %, 7", désigneront les solutions du systéme
(6), (7), (8), exprimées & l'aide de r. Ceci est toujours possible si r n’est pas
une constante, c¢’est & dire si 4 est différent de B.

Comme dans le cas général nous tirons des relations (1o) les valeurs de
Yz» 21, 2, & 'aide de y,, {" et r. Il en résulte d’abord,

et le systéme (6), (7), (8) peut étre remplacé par les deux équations du premier
ordre,

% %Y, + 20(2,2, + oy 22)— o y"

dr a,(r?—a?)
(x2) ,,
2‘11_ — Y2 (B2, —B12) .
dr oo (r2 —a?)

Les seconds membres sont supposés exprimés en fonction de &, &,, ks, y,, 7", r,
a laide des relations (10) et dépendent algébriquement de ces grandeurs.

9. En faisant A =0 dans la relation (5) nous en déduisons que le systéme
(12) admet l'intégrale premiére algébrique

(13) Fo(hu kz: hs, Y 7”: 7'): const.

F, ne peut étre indépendant de y, et 7" sinon la fonction r(¢) solution du
systéme (6) (7) (8) serait une constante et 'on aurait 4 = B.

L’égalité (13) montre que les fonctions y,(r), 7"(r), solution du systéme
(12), et r, sont liées par une relation algébrique. En exprimant cette propriété,
nous obtiendrons des conditions nécessaires d’existence d’une intégrale premieére
algébrique nouvelle pour le systéme différentiel (1).
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Etude des conditions nécessaires.

10. Cherchons a former le systéme (12) explicitement.

La premiére des relations (10) donne y, en fonction de r et les deux der-
niéres donnent pour z, et z, des expressions irrationnelles en 4"

Pour éviter les difficultés résultant de cette irrationnalité, nous introduirons,
au lieu de %", une fonction auxiliaire choisie de telle sorte que le systéme

différentiel devienne rationnel. Cette substitution est d’ailleurs possible d’une
infinité de manidres.

Ta seconde des relations (10) s'écrit,

hy—2Cry"

0y 2y + 02y =0l Y
2

et si nous posons,

Uy 2y — Oa2y=1U

nous caleulerons de suite 2, et 2, & Paide de u et 7", et d’une fagon rationnelle.
Les deux expressions u(r) et "() sont liées par la relation,

o B —40hr (' 4 4O ) — ot =g, o By

déduite de la troisiéme des relations (ro).
Si nous prenons comme nouvelle variable,

(14) d{zl——otzzz+ﬂ’[20’a7"-—-h2.£]=v,
Y. a

au lieu de 7", la relation précédente s’écrira

ok, *P L., I v
(x5) [v+2p I —ain & s smanh = 4 Casy - 21
dy, dv

Les expressions ar’ dr étant rationnelles en y, et %", les relations (14)

et (15) nous permettront de substituer au systéme (12) un systéme différentiel
contenant les expressions y,(r) et v(r) d’une fagon rationnelle.

Pour calculer ?i—g on peut utiliser directement la relation (14), mais il est

plus simple de remarquer que 1’on a,
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et par suite,

En se servant du systéme (6) (7) (8) et des relations (11) on obtient
immédiatement,

diu B—A4

O T .y? 2
a¢ ~\;aBoa V1t
ou bien d’aprés les relations (ro),
diu .
'd—ts— =a°“Uu.

1l en résulte, pour définir v, I’équation différentielle

9 _ qv
dt "’

et ’on constate que 1’équation,
v=o,

est une équation intégrale du systéme (6), (7), (8), ou du systéme (12).

11. Pour simplifier la premiére des équations (12) nous introduirons, au
lieu de y,, expression,
Y=4%Y..

On a de suite, d’aprés le systéme (6), (7)

dy
{

g5 = %%(h,—2071") — sy, 7",

ou bien en remplacant 1" en fonction de v,

dy _ h, [2(B—4) , I [ . ]( é)
dt —20a2[ 24 Ba, yx—'“aryz]_dr‘ Cao, ayy; +2C0a,2,7y, v+v ,

I étant une eonstante arbitraire remplacant k; et donnée par I'égalité,

A—B

h="am, %

—hhy).

Finalement le systéme (12) est remplacé par le systéme rationnel simple,
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dv_a v
)
dr™ a, r"—a?

(16)
| o= = »—l——~+ o +az~'—-r—« v+}i
d?‘—al—i_az,]"_——rﬁ_a? Qg Ay 4 om mE

a,, a,, a,, @, étant des constantes numerlques non nulles.
Pour arriver aux équations (16) nous avons supposé essentiellement que
les trois différences, (4 — B), (B—C), (C — A) sont différentes de zéro.

12. Les fonctions v(r), y(r) s’expriment algébriquement & l'aide de y,, ", 7,
done, les nombres A, B, C étant tous distincts, pour qu’il existe une intégrale
algébrique nouvelle il est nécessaire que les fonctions v(r), y(r) et r soient liées
algébriquement.

Or en intégrant le systéme (16) on a,

1

v=Fk- (,._,a)?ffo’

r+a

y=ar+a Ve + [ (oo + o ) (v f)

k étant une constante arbitraire.
11 en résulte que les fonctions,

(r——-a
W ==
r4+a

z=f(a3a3 + a4zo——r—_) (w +}1’) dr,

Vit —a? w
h' étant une arbitraire, doivent &tre liées algébriquement avec la variable in-
dépendante 7.

Je dis que cette condition ne peut 8tre satisfaite que lorsque le centre de
gravité du solide pesant coincide avec le point de suspension.

Les trois nombres 4, B, C étant distincts, le systéme différentiel initial est
symétrique en p, ¢, r et nous pouvons toujours supposer que le nombre C est
compris entre A et B. Le nombre o, est alors imaginaire et la fonction w(r)
n’est jamais algébrique.

1l en résulte que z(r) s’exprime algébriquement & l’aide de w et r.

Or les conditions initiales étant arbitraires, la condition précédente est
satisfaite quelle que soit la constante arbitraire ' et comme w est indépendante
de 7/, les deux intégrales,

Acta mathematica. 31. Tmprimé le 27 aoflit 1907. 11
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r
J1 =f((13 %y + a, ZO?V_*__;“;Z) Wdr,

J, =J (a3a3 + a,z,

Vrt—a?

s’expriment algébriquement & l'aide de r et w.

Considérons un plan sur lequel nous représenterons les valeurs prises par
la variable indépendante r et faisons décrire au point représentatif de r un con-
tour fermé trés petit entourant le point r —a. La fonction w est multipliée par
une constante et par suite les intégrales,

J' = (a O —— Ay % _—T )wdr
17 33 470
. |/r2___a2

" r dr
J,o=|la,0,—a,z, ————=] —
2 33 401/7'2-—042 w

s’expriment algébriquement & 1'aide de r et w.
En comparant & J, et J, on en déduit que les quatre intégrales,
dr

J3=a3jwdr, J,=a, v’

T rw " r
J5=20//-V72—__ae‘d’r, J°=Zo‘}———_d7',

doivent s’exprimer algébriquement & l'aide de r et w.

Lemme abélien auxiliaire.

13. Lemme. Soit P(x) une fraction rationnelle, Q(x) un polynome entier en x
ou une fraction rationnelle admettant comme poles simples certains zéros ou poles de
P(x), e,

y(z) = P*, J(x)=f%dx,

o élant un nombre irrationnel réel ou un mombre imaginaire. Si J(x) §exprime
algébriqguement & Paide de y et x, on a nécessairement,

J(x)=‘£—g—; + const. . . .,
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f(x) étant umne constante on wun polynome entier en, x dont le degré surpasse dune
unité le degré de la fraction rationnelle Q(z).

L’intégrale J(r) est évidemment holomorphe pour toute valeur finie de z,
distincte d’un zéro ou d’un pdle de P.

Soit # ==a un zéro d’ordre m de la fraction rationnelle P

On a,

y(x)=(x—ay"*.y, (x)

¥,(x) étant holomorphe et différent de zéro pour z=a.

La fonction est aussi holomorphe pour z = a, puisque y,(a) est différent

1
Yy, (@)
de zéro; on a donc,
[ Q@) dx_ [ x _ g
T = [ 205 V= [ Do+ bl —a) + ble—aft + -,
E étant un entier au plus égal & Punité.
En intégrant,

I (@) = —gyrEm B + K@ —a) + b —a) + 14 O,

b,, b, b,, ... étant des constantes numériques fixées, C une constante arbitraire.
Dans le domaine du point z=a, on a d’aprés I'égalité précédente,

(17) y(x) . J (x) = p(x) + CP*,

‘v(z) étant une fonction holomorphe.

Si la fonction J(x) s’exprime algébriquement & P'aide de = et y il en est de
méme de J augmentée d’une constante.

Il nous suffit donc de considérer la fonction J pour laquelle la constante C
introduite par I'intégration dans le domaine du point «=a est nulle.

Le produit y(x).J (x) s’exprime algébriquement en « et y.

Soit,

y(). J (@) =[x, y).

Dans le domaine du point 2 =a, on a d’aprés ce qui précéde,
(18) f@, y)=o(2).

Considérons un plan sur lequel nous représenterons les valeurs prises par la
variable . Donnons & x une valeur arbitraire z, voisine de @, et, faisons
décrire au point représentatif de x & partir de x, un nombre quelconque de
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cercles de centre a; la fonction holomorphe ¢(z) garde la méme valeur et y(x)
prend une infinité de valeurs distinctes en progression géométrique. Or si la
fonction algébrique f(z,, y) dépend effectivement de y elle ne peut garder la méme
valeur que pour un nombre fini de valeurs de y; il faut donc pour que 1’égalité (18)
soit possible que la fonction f soit indépendante de y, c’est & dire que l'on ait,

(x9) y(x) . J (@) =f(2),
f étant une fonction algébrique.

Les seules valeurs finies de x pour lesquelles f(z) peut ne pas &tre holo-
morphe sont celles pour lesquelles I'un des deux facteurs y ou J cesse d’étre
holomorphe. Ces valeurs sont les zéros et les pdles de la fraction rationnelle P,
exception étant faite pour le zéro particulier z—a.

Soit x =5 un autre zéro de la fraction rationnelle P, on a dans le domaine
de ce point, d’aprés 1’égalité (17),

f®)=o,(x) + C, P*,

¢,(#) désignant une fonction holomorphe, C, étant une constante d’intégration
déterminée.

Comme P* admet le point 2 =5 comme point singulier transcendant, cette
derniére égalité exige que la constante C, soit nulle.

Si les points x =a ou x=1>5 sont des pdles au lieu d’étre des zéros, il suffit
dans le calcul initial de changer m en —m. On constate que 'égalité (17) est
conservée, par suite le résultat que I'on vient de démontrer pour les zéros de P
g’étend aux poles.

La fonction algébrique f(x) est donc holomorphe pour toute valeur finie de x.

Etudions sa nature pour z infiniment grand.

Posons

X =

N

Si les fractions rationnelles P et @ sont respectivement de degrés n et n,
on aura,

I I
¥=a%?), @=_ 1),

y, et y, étant holomorphes et différents de zéro pour z=o.
On en déduit,

J(@)=— fzr*m~2 (b, + b,z + by2® + ---)dz,

ou bien, en intégrant,
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J(x) =znr—m=1 (b, + b 2 + by 4 )+ O

b, b, b,, ... étant des constantes numériques, C' une constante d’intégration
déterminée.
Par suite, on a,

f(@) = y(@) . I (@) = g $(2) + C'le) - 7,

$(z) étant holomorphe et différent de zéro pour z=o.

Comme 2"* admet le point z=o0 comme point singulier transcendant la
constante C' est nécessairement nulle. ‘ ‘

Si n, est supérieur ou au plus égal & —1, le point & l'infini est un pdle
d’ordre (n, + 1) de f(x) et comme f(x) est holomorphe pour toute valeur finie
de z il en résulte que cette fonction algébrique est un polynome entier en x de
degré (n, + 1).

Si n, est inférieur & — 1, le point & Dinfini est un zéro pour f(z) et la
fonction algébrique f(x) se réduit & un polynome identiquement nul; I'intégrale
J(z) ne peut s’exprimer algébriquement & I'aide de y et x.

14. Ce lemme peut 8tre généralisé et appliqué lorsque @ est une fonction
rationnelle quelconque. :

Q

Dans ce cas il est dabord nécessaire que les résidus du quotient =, cor-

b

respondant aux pbles de @ distincts des zéros et poles de P, soient nuls; sinon
J(x) admettrait des points singuliers transcendants distincts de ceux de la
fonction (x).

Cette condition étant supposée satisfaite, les seules singularités de la fonction
y(x}.J (x) seront des pdles connus et il suffira de reprendre la démonstration en
considérant le produit R(z).y(z).J(x), R(x) étant un polynome connu choisi
de fagon que ce produit soit holomorphe pour toute valeur de z.

Les conclusions du lemme subsisteront donc, f(x) étant une fraction ration-
nelle dont le numérateur est de degré déterminé et dont le dénominateur est
un polynome connu.
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Démonstration de I’impossibilité.

16. Revenons aux intégrales J,, J,, J;, J,, et exprimons gu’elles se cal-
culent algébriquement a l'aide de r et w.
Si a, est différent de zéro, on a nécessairement d’aprés le lemme démontré,

@f__br—kc
o=

[y

+ const.,

b et ¢ étant des constantes.
On en déduit en dérivant,

ou bien,

relation manifestement impossible.
On a donec,
_ B—C . 1/4=C_
oy = X, 5t 4 =0

Si I'on reprend la question en échangeant y, et y, on démontrera de méme

que P'on a,
V/E=C_, /A0
O A .

et il en résulte, par comparaison,
Ty =1Yo=0.

Considérons l'intégrale J,, on a,
[ 3]

Donc si I'on pose,

w (r_azTo 2
Yolrta

et si 2z, est différent de zéro, on a d’aprés le lemme,
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f_I. . _—7'_d~7’- _— M + const"
w, r—a 1

et en dérivant,

ou bien

(r + a)[(1—B)r + ab]=——a(1———) (b7 + ¢).

1
%o
On en déduit,

et il reste,

ce qui est impossible.
Donc si 4, B, C sont distincts il est nécessaire pour qu’il existe une in-
tégrale algébrique distincte des intégrales classiques que 'on ait,

Ly==Yo=2y=0

ce qui établit le résultat.

16. On peut appliquer les raisonnements et les calculs indiqués & I'étude
des conditions ou domaines d’existence des intégrales premiéres uniformes; la
seule difficulté est d’obtenir une représentation précise et compléte du domaine
d’existence d’une fonction uniforme de plusieurs variables.

On peut aussi lorsque 4, B, C, sont distincts, rechercher dans quelles
conditions initiales particuliéres il peut exister une intégrale algébrique nouvelle,
On rencontre de suite les relations possibles correspondant aux cas signalés par
M. Hzss et par M. STAUDE.

17. Lorsque Vellipsoide d’inertie relatif au point de suspension est de
révolution, c¢’est & dire lorsque l'on a, par exemple, .

A=B

on sait que M® KOVALEVSKY a obtenu une quatriéme intégrale algébrique, pour
un solide de configuration spéciale.

On avait espéré que ce résultat remarquable pouvait &tre généralisé.

Pour étudier ce probléme on peut, d’un grand nombre de maniéres, in-
troduire un paramétre dans le systéme différentiel. Tous ces parametres ne
conviennent pas également et I'intérét d’une démonstration directe du théoréme
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de M. PoINcaR%: consiste en ce que I'on sépare les procédés qui ne conduisent
pas au théoréme de M. PoiNcart. Quelles que soient les recherches auxiliaires -
dont on les entoure, ces procédés ne peuvent évidemment &tre utilisés pour
aborder le fond de la question.

Pour 4 = B, les nouvelles variables introduites prennent une forme simple,
on peut poser,

Yy =7p +1q, Y =p—1¢,
2, =1+, z,=1—17,

mais pour A—=o r devient une constante, et il semble impossible d’obtenir des
conditions nécessaires complémentaires si loin que I'on pousse les développements
des solutions du systéme différentiel suivant les puissances de A.

La méme singularité se présente d’ailleurs si I'on adopte le paramétre .
utilisé par M. POINCARE.

Si l'on remplace y,, z,, 7", par py,, pz,, p%", en désignant par p un paramétre
arbitraire, on obtient un nouveau systéme différentiel holomorphe! pour p=o.

En développant les solutions suivant les puissances de p on arrive, comme
je I’ai montré dans un mémoire récent,? aux résultats complets suivants:

Les conditions initiales étant supposées arbitraires, les lettres A, B, C, repré-
sentant les moments d'inertic ou des nombres positifs quelcongues, toute intégrale
premidre algébrique et indépendante du temps du systéme différentiel définissant le
mouvement d’un solide pesant auwtour d’un point fize est une combinaison algébrique
des intégrales classiques.

Il W'y a exception que dans les cas ’EULER, DE LAGRANGE, et de M® Kova-
LEVSKY.

Lille le 5 juillet 1906.

1 Lorsque 4 est différent de B cette propriété est inexacte.
* Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (1906) et Théses présentés & la Faculté des
Sciences de Paris (1903).



