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EINIGE ANWENDUNGEN DER FUNCTION Ix] 

VON 

JACOB HACKS 
i n  C O B L E N Z .  

Wenn m eine beliebige Zahl ist, so soll die Anzahl derjenigen Zahlen 
aus der Reihe 1 , 2 , 3 , . ' . ,  m bestimmt werden, welche durch ein von 
der Einheit verschiedenes Quadrat teilbar sind. 

Diejenigen Zahlen aus der Reihe yon I bis m, welche durch 22 

[m] vorhanden, wo [x] die teilbar sind, sind offenbar in der Anzahl 

grt)sste in x enthaltene ganze Zahl bedeute~, ebenso die durch 3 2 teil- 

[m] Die durch 4 2 teilbaren Zahlen sind baren Zahlen in der Anzahl _ _~" 

in den durch 2 2 teilbaren Zahlen schon einbegriffen. In der Reihe von 

[~n] Zahlen, welche dutch 5 'aufgehen.  Wir i his m gibt es ferner _ _ 

haben also his jetzt die Anzahl 

[~ + + �9 

Hierbei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass diejenigen Zahlen, welche 
bezw. durch 22 und 32, dutch 22 und 5~, durch 32 und 52 gleichzeitig 
aufgehen, zweimal mitgezahlt worden sind. Es muss also die Zahl 

'~ + '~ + 3.=~_~_ ' 

subtrahiert werden. Es ist jedoch wiederum der Umstand zu beachten, 
dass diejenigen Zahlen, welche durch 2 2, 3 2 und 5 2 zugleich teilbar sind, 
bis jetzt dreimal additiv und dreimal subtraktiv in Rechnung gekommen, 
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[ ~  also noch gar nicht mitgerechnet sind. Demnach ist die Zahl )".3'. 5' 

zu addieren. Durch Fortsetzung dieser Betrachtung ergibt sich, wenn 
man die gesuchte Anzahl mit p~(m) bezeichnet, die Gleichung 

(1) P] [~] [":]-~l"] B]+ -[~,]" p~(m)----- ~ -1 t- n t- 2 .3 

[~ [~ [ ~  [ , , , ]  
+ iT, + i p -  2W7' ~ ' " +  2 ' .3 ' .5 '  -+ . . . .  

Die Nenner sind die Quadrate derjenigen Zahlen, welche dutch kein yon 
der Einheit verschiedenes Quadrat teilbar sind, die Einheit selbst aus- 
geschlossen. Das Vorzeichen eines jeden Gliedes ist ( - - I )  p-l, wo p die 
Anzahl der verschiedenen in dem betreffenden Nenner enthaltenen Prim- 
faktoren bezeichnet. Die Allgemeingiiltigkeit der Gleichung (x) beruht 
auf dem bekannten Satze: Wenn 2 eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, 

so ist 
~- ~(~-~)4 A(~-I)(~--2)-+-...+(--I) ~-'=I, 

I . 2  I . 2 .  3 

welcher aussagt, dass, wenn man yon der Anzahl samtlicher aus 2 Ele- 
menten gebildeten Unionen die Anzahl si~mtlicher Amben subtrahiert, 
dann zu der Differenz die Anzahl der Ternen positiv, die Anzahl der 
Quaternionen negativ hinzuffigt u. s. w., das Ergebnis dieser Operationen 
die Einheit sein wird. 

Bedeutet allgemein p.(m) die Anzahl derjenigen Zahlen aus der Reihe 
i , 2 , 3 , . . . ,  m, welche durch eine yon der Einheit verschiedene nte 
Potenz teilbar sind, so ergibt sich ganz auf die namliche Weise 

["] B] B] [~ ]  (2) p . ( m ) =  ~ + + - -  + . . . .  

Mit Hfilfe der Gleichung (~) lasst sich jetzt sofort die hnzahl  ~ (m)  
derjenigen Zahlen aus der Reihe yon I bis m bestimmen, welche nicht 
(lurch ein yon der Einheit verschiedenes Quadrat teilbar sind, indem man 
die Anzahl p2(m) von der Zahl m subtrahiert. Es ist also 

(s)  
[~ P] ["] [o] [,,,] [,,,] 

~ , ( ~ )  = i ~ - -  ~ - -  ~ - P + : - - ~ '  - -  F" -+- . . . .  
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Hier treten als Nenner die Quadrate aller derjenigen Zahlen auf, welche 
die Zahl m nicht iibertreffen und durch kein von der Einheit verschiedenes 
Quadrat teilbar sind. Das Vorzeichen jedes einzelnen Gliedes richtet sich 
nach der Anzahl der in der Basis des Nenners enthaltenen Primfaktoren; 
ist dieselbe p, so ist das Vorzeichen ( - -  i)p. 

An diese Darstellung der Function ~P~(m)schliesst sich ein interes- 
santer Satz an. Dividiert man die Zahl m der Reihe nach dutch die 
Quadrate der Zahlen I , 2 , 3 ,  . - . ,  [~/~], bildet yon der in jedem Quoti- 
enten enthaltenen grSssten ganzen Zahl die Function ~ und nimmt deren 
Summe, so erh~lt man wieder die Zahl m. 

Zum Beweise dieses Satzes ist ein Htllfssatz erforderlich, welcher sich 
in DIRICItLET'S Vorlesungen i~ber Zahlentheorie, p. 28, findet und folgender- 
massen lautet: 

Ist q die grSsste in dem Bruche c enthaltene ganze Zahl und q~ die a 

in ~ enthaltene ganze Zahl, so ist q~ auch die grSsste in dem Bruche grSsste 

_~c enthaltene ganze Zahl. In Zeichen: ab 

Auf Grund dieses Satzes ist man berechtigt, folgende Gieichungen auf- 
zustellen 

~(~ --[~]- [~]- [~,]-[~] + [~]- [7,] + 
~ . . ~  o o o 

~[o] [o] [o] [ o ]  

" ~  o �9 i �9 

[~]_+ 
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Die Addition aller dieser Gleichungen ergibt die Richtigkeit des zu be- 
weisenden Satzes 

(4) I ~ [ ~ 
Zur vollsti~ndigen Begr('mdung dieser Gleichung greifen wir tin beliebiges 

,pF m 
Glied ( - -x)b~b,~. , . . . ]  des for q;2(m) aufgestellten Ausdruckes heraus, 

wo a ,  b, c , . . .  lauter verschiddene Primzahlen bedeuten und p deren 
[ o ] 

Anzahl bezeichnet. In dem Ausdrucke fiir ~2 (-7=-' wird die Zahl a,b,c~.. " 

mit dem Vorzeichen (--  I) .~ behaftet sein, desgleichen in dem Ausdrucke 

72 ~ u . s . w .  In der Gleichung ftir q'2 ~ wird das Glied 

p m 

[~ vorkommen, ebenso in der Gleichung filr ~2 ~ u . s . w . ,  kurz, bei 

[ ~  Addition der obigen Gleichungen wird dic Zahl a~b~..,  in der Ver- 

bindung 

( - ~ ) L . ~ b ~ . .  , - p +  ~.~ ~ . . - + ( - , ) ~  

erscheinen, also vollstandig wegfallen. In gleicher Weisc kann man zeigen, 

dass jedes Glicd [a~,c2 i  ] ebenso oft mit dem positiven als mit dem 

negativen Vorzeichen erscheinen, also sich gleichfalls wegheben muss. 
Die Gleichung (4) l~sst sich noch auf cinem andern Wege ableiten, 

und dann umgekchrt aus (4) die Gleichung (3), wit wollen jedoch diese 
Ableitung fiir die Function q~(m) machen, welche die Anzahl derjenigen 
Zahlen aus der geihe von I bis m bezcichnct, die durch keine dritte 
Potenz teilbar sind. 

Die Zahlen I , z , 3,  . . . ,  m mSgen in folgender Weise geordnet 
werden. In die erste Reihe schreiben wit diejenigen Zahlen, welche durch 
keine dritte Potenz teilbar sind; die Anzahl dieser Zahlen ist ~(m) .  In 
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die zwcite Reihe schreiben wir diejenigen Zahlen, welche durch 2 3, aber 
nicht durch die dritte Potenz einer dic Zahl 2 +abertreffenden Zahl teilbar 

sind; ihre Anzahl ist ~3 ~ u .  s, w. So entstcht das Schema 

I ,  2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 9 ,  I o ,  I I ,  I 2 ,  I 3 ,  I 4 ,  15, 17, I 8 , . . .  
8 . I  , 8 . 2 ,  8 . 3 ,  8 . 4 ,  8 .5  , 8 . 6 ,  8 . 7 , 8 . 9 , 8 .  I o ,  8 . I I  , . . .  

27 . I  , 2 7 . 2 ,  2 7 . 3 ,  2 7 . 4 ,  2 7 . 5 ,  2 7 . 6 ,  2 7 . 7 ,  2 7 . 9 , . . .  

Es leuchtet ein, dass man auf diese Weise alle Zahlen yon I bis m 
erhMt; denn wenn cine Zahl /~ gcgeben ist, so gibt es immer eine dritte 
Potenz, welche die hsehste in # aufgehende dritte Potenz ist. Anderer- 
seits ist es klar, dass keine einzige Zahl in dem vorstehenden Schema 
zweimal vorkommen kann; denn es ist, unm~glich, dass es zwei ver- 
schiedene dritte Potenzen gibt, welche die hschsten in eine und dieselbe 
Zahl # aufgehcnden dritten Potenzen sind. Nun ist die Anzahl der 
Glieder der ersten Horizontalreihe gleich ~.~(m), die Anzahl dcr Glieder 

[~ der zweiten I-Iorizontalreihe gleich f8 ~ , u. s. w., die Anzahl aller 

Glieder ist m; es entsteht also die Gleichung 
�9 [o] [o] [ ~@] 

(s) ~ ( ~ )  + '~ ~ + ~ p + . . .  + r = ,,,. 

,o,~uo~ [ ; ]  [?] [~,] [ ; ]  Stellt man diesc G far die Zahlcn m ,  , , , , . . .  

auf, multipliziert in geeigneter Weise mit der positiven oder negativen 
Einheit und addicrt, so ergibt sich eine Darstellung der Function ~V3(m ) 

[~ ~] [ ] 
,,,[o] ,,r~_-~ ~.[~] [o] 

- -  ~ 3 L 4 '  j - - .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

�9 [~] ,,,,[~,] [~,] - -  ~ 3  ~ - -  . . . . . . . . . . .  , . , . . . . . . . . , . e . . . . ,  ~ -~  - -  

�9 [~,] IS] --I- ~ --t- ........................................ 
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Durch Addition dieser Gleichungen crgibt sich 

(6) r  - -  ~ -b ~ + . . .  

Die zur Begrandung der Gleiehungen (5) und (6) angewandten Sehlosse 
sind derart dass sic sich sofort verallgemeinern lassen. Bezeichnet dem- 
nach qZ~(m) die Anzahl derjenigen Zahlen aus der Reihe I ,  2 , 3 , . - . , m ,  
welche durch keine yon der Einheit versehiedene n t~ Potenz teilbar sind, 

so gelten die Gleiehungen 

(7) r + " ~ + "t3-J + "k~J + . . . .  "~' 

(s) [ ? ]  ' "  I ; ]  
~ " . ( m )  = m ~  ~ ~ [ ~ ] - 4 -  _ + . . . .  

Nati~rlich lasst sich die letzte Gleichung auch aus (2) ableiten. 
Vielleicht vcrdient der Umstand erwahnt zu werden, dass kein ein- 

ziges Moment des obigen Beweisverfahrens dic Annahme n = i unmSg- 
lich macht. Bedeutet ~ ( m )  die Anzahl derjenigen Zahlen aus der Reihe 
yon i b i s  m, welche durch keine yon der Einheit verschiedene erste 
Potenz, d. h. dutch keine yon der Einheit verschiedene ganze Zahl auf- 

gehen, so ist offenbar ~t~(m)= x ,  7- =. I , . . . ,  und die Gleichung 

(7) geht fiir n - ~  i in m = m iiber; aus der Gleichung (8)hingegen 

fliesst der Satz 

(9) + + �9 . . . .  , 

Diese merkwi~rdige Gleichung kann man auch auf folgende Art beweisen. 
Man denke sich die Zahl m in m Einheiten zerlegt und dieselben mit 
fortlaufenden Zeigern versehen, so dass die letzte Einheit den Zeiger m 
hat. Sodann entferne man diejenigen Einheiten, deren Zeiger gerade sind, 
dann diejenigcn, deren Zeiger durch 3, durch 5, durch 7 , . . .  teilbar 
sin& Darauf ftige man diejenigen Einheiten, deren Zeiger durch 6 = 2.3, 

I Die Gleichungen (I), (3), (5) und (5), sowie deren Beweisc sind einer Vorlesung 
des Herrn Professor Ln'scmTz entaommen. 
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dureh Io, durch I4, durch I 5 , . . .  teilbar sind, wieder hinzu. Hierauf 
streiche man wieder dieienigen Einheiten, deren Zeiger durch 3 o ~  2.3 .5  
teilbar sind, u. s. w., u. s .w .  Es folgt dann aus einem schon mehrfach 
benutzten Satze, dass nur die erste Einheit iibrig geblieben ist, ,und dass 
mithin Gleichung (9) zu Recht besteht. Der Kern dieses zweiten Be- 
weises ist, wie man sieht, yon dem des ersten Beweises nicht verschieden. 

Die Gleichung (3) lasst sich zu einem Beweise den Satzes verwerten, 
dass die Anzahl der Prlmzahlen jede Grenze iibersteigt. Aus (3) folgt, 
wie man leicht sieht, die Ungleichheit 

[~ [~ [o] 
~ ( m )  > ~ - -  ~ - -  7 

oder bei Anwendung des Summenzeichens 

[~ r > m - ~  ? , 

wo p die Reihe der nieht fiber m gelegenen Primzahlen durehlauft. 
Nun ist 

m < m < m - 

also 

oder da 

ist, 

2 

I ~ 
s ~ 6 

1 

Li~sst man jetzt m fiber jedes Mass hinaus wachsen, So nimmt auch 

q~2(m) einen beliebig grossen Wert an, da der Faktor 2 - - ~  einen po- 

sitiven endlichen Wert hat. ~ ( m )  ist aber die Anzahl aller diejenigen 
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Zahlen aus der Reihe I , 2 , 3 ,  . - .  , m, welche entweder selbst Prim- 

zahlen oder aus lauter  verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sind. 

Diese Anzahl w~tchst also mit  wachsendem m ~ber jedes Mass hinaus. 
Hieraus folgt, dass auch die Anzahl der Primzahlen jedes Mass tiber- 

steigt; denn aus einer endlichen Anzahl von Elementen lassen sich nicht 

beliebig viele Combinationen ohne Wiederhohmg bilden. 


