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SUR DEUX THEOREMES RELATIFS AUX PROBABILITES

PAR

P. TCHEBYCHEFF

4 S:t PETERSBOURG.

(Traduit du russe' par I. Lyon.)

§ 1. Dans un mémoire, sous le titre: des valeurs moyennes,” nous
avons montré comment on obtient des inégalités, d’'ou 'on déduit facilement
un théoréme sur les probabilités qui contient comme cas particuliers le
théoréme de Brrvouril et la loi des grands nombres. Ce théoréme nous
I’avons ainsi formulé:

Si les espérances mathématiques des quantités

Uy 'y Uy y Uy y oo

2
et de leurs carvés

2 2 2
Uy, Uy, Usy oo

ne dépassent pas une limite finie quelconque, la probabilité que la différence
entre la moyenne arithmétigue dun nombre n de ces quantités et la moyenne
arithmétique de leurs espérances mathématiques sera moindre qu'une quantité
donnée, se réduit a Uunité, lorsque n devient infini.

' O IByXB TeopeMax’s OTHOCHTEIRHO BhposTHOCTEd. Jalmucku AxaxgeMinm
Hayrs. Tows 55, ramgra 2. Hprromenie, % 6. C.-llerepSyprs. 1887.

* O cpernuxt BexmymHaxb. Maremaruueckiit CO0pHHEB, T. 2. — Tra-
duction frangaise, Journal de Liouville, 2™ gsérie, tome I2.
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Nous avons été conduit & ce résultat en cherchant & déterminer les
valeurs limites d’'une intégrale d'aprés les valeurs données des autres in-
tégrales qui contiennent sous le signe f , outre des fonctions connues, une
fonction inconnue, assujettie 4 la seule condition de me pas devenir né-
gative entre les limites d'intégration. En développant la méthode employée
dans ces recherches nous arrivons, dans un cas particulier, au théoreme
suivant sur les intégrales:’

Si la fonction f(x) reste constamment positive et si U'on a

ff(iv)dx =1, fa:f(a:)dx = o,

maz“f(az:)doc - uDoz"f(az)dx:o,
J &

I

. - . . . . - -

Semflayde = L35 L flayds = o,

la valeur de Uintégrale
[f(z)dz

sera comprise entre les limites

L (g 33— 2m 4 33t
- fera e
2(m — 3)°ym — 1

L [eda« 4+ 3V3(m* — 2m + 3)i(g"0" + 0
vz, 2(m — 3)*\m — 1

pour toutes les valeurs réelles de v.

1 Sur les résidus intégrauz qui donnent des valeurs approchées des intégrales, ce journal,
t. 12, p. 287. (Traduction du mémoire: O6s MHTEerpa.lbHHXE BHYETAXD, AOCTABIAKIIUXE
OpHOXUHEHHN BEJHYHHE HHTETpaloBh. Januck¥ Arajemimw Hayves, 1. 55.)
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Nous allons montrer maintenant, comment ce théoréme sur les in-
tégrales conduit a un théoréme sur les probabilités, & I'aide duquel la
détermination des valeurs les plus siires des inconnues, quand on a un
grand nombre d’équations qui contiennent des erreurs accidentelles plus
ou moins considérables, se raméne a la méthode des moindres carrés. Ce
théoréme peut étre ainsi formulé:

Si les espérances mathématiques des quantités
Uy s Uy y Uy y e

sont toutes nulles et si les espérances mathématiques de loutes leurs puissances
ne dépassent pas une limite finie quelconque, la probabilité que la somme d'un
nombre n de ces quantités, divisée par la racine carrée de la double somme
des espérances mathématiques de leurs carrés, sera comprise entre deuw limites
quelconques t et t', se réduit @

;
I
— f e dx
\/77;
lorsque le nombre n devient infini.

§ 2. Pour démontrer ce théoréme sous la forme la plus générale,
nous prendrons — oo et -4 oo pour les limites entre lesquelles sont com-
prises toutes les valeurs possibles des quantités

Wy y Ugy Uyy o .
En désignant par
e (z)do, ¢ (x)dr , g (x)dx, ...

les probabilités que les valeurs des quantités u,, u,, w,, ... sont com-
prises entre les limites infiniment voisines

x,r + dz,
nous remarquons:
1) que les fonctions

o (x), ¢.(x), g, (x), . -

ne peuvent pas avoir des valeurs négatives;
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2) que les intégrales

fgp] u,)du, , f% Ydu, j¢3(103)dlt3 ,

qui représentent les probabilités que les quantités u , u,, u,, ... auront
des valeurs quelconques comprises entre les limites — o0 et + oo, seront
égales a l'unité;

3) que les intégrales

o

furlgzl(u du,, qu% u,)du,, fu3¢3(u dug, ...,

—n

qui représentent les espérances mathématiques des quantités u,, u,,u,,...,
d’aprés notre hypotheése, doivent étre nulles;
4) qu'en général, toutes les quantités o’ définies par I'égalité

ai#) = f“?ﬂft(“t)dun

qui représentent les espérances mathématiques des différentes puissances des
quantités u,, u,, ..., seront, par hypothése, comprises entre des limites finies.
D’autre part, en désignant par

flz)dx
la probabilité que la valeur de la fraction
w, vy . U,
v

sera comprise entre les limites infiniment voisines

z,x+ dz,

nous remarquons que cette probabilité sera donnée par 1'égalité

f(x)dx ::ff. . .fg:l(ul);c,(u,) v g (uy)duydu, ... du,,
dans laquelle l'intégration par rapport a u ,,, ..., u, sétend sur toutes
les valeurs de ces quantités pour lesquelles la valeur de la fraction

U, -+ uy + ...+ U,

v
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ne sort pas des limites infiniment voisines z, z + dz. En multipliant
cette égalité membre & membre avec l'égalité

su|+u,+,..+un
es,l‘ — e ’/;

ot s désigne une constante arbitraire quelconque, et en intégrant de
® = — 00 & x == 00, nous trouvons l'égalité

Eu, FUpt ot tn

—Ze”f(x)dx ==ff. . .fe e () ey () . () duydus, ... du,.

Comme dans le second membre Dintégration par rapport

Uy y Uy y ovvy Uy

s'étend sur toutes les valeurs de ces quantités entre — co et 4 oo, le
second membre de cette égalité se réduit au produit des intégrales simples

w Sy ® suy 0 SUn

(), [o g, (), .. [0 pu ().

—w —®

Nous aurons donc l'égalité

@ SUi

(1) »];e”f(x)dx = ﬁ IGVE?i(ui)dui‘

i=] —w»

En développant les deux membres de cette égalité suivant les puis-
sances de la constante arbitraire s et en égalant les coefficients des mémes
puissances de s, nous trouverons les valeurs des intégrales

_]of(x)dx’ jxf(x)dx ,_ja?"'f(fv)dx, .

qui représentent les espérances mathématiques des différentes puissances
de la quantité
u, 4+ U, + . Uy

\Vn

et qui nous serviront a déterminer les valeurs limites de l'intégrale

[

_jf(x)dx
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qui représente la probabilité que la valeur de la fraction
u, +u, .+ Uy,
vn
ne dépassera pas la valeur d’une quantité quelconque v.
§ 3. En nous bornant & la détermination de 2 intégrales

]'f(z)dx ,”jxf(x)dz y e ,_]'ac?’"—‘f(x)dx

nous remarquons quec le premier membre de I'égalité (1), développé suivant
les puissances de s jusqu'au terme de l'ordre s°”~', donnera la somme

_jf(x)dm + ;—_j:r/(a:)dw + Ib:—ezﬂ‘[:v?f(x) +

s?m—l * N 1 d
. " f{x)dr.
+1.2...(2m——1)~;’/‘ f( )

Pour déterminer les termes correspondants dans le second membre,
nous allons le mettre sous la forme

o su;

i=n
Elogfe"';o‘(u.)du.

et Yon voit que le développement du second membre de (1), rigoureux
jusqu'au terme de V'ordre s~ inclusivement, s'obtiendra en y remplagant
les logarithmes par leurs développements en séries arrétés aux termes de
Iordre s'. Pour déterminer les développements de ces logarithmes,
nous remarquons que lintégrale

]e%go (u,)du

sera donnée par l'expression approximative suivante, rigoureuse jusqu’au

terme de l'ordre s ! inclusivement:
fgp (u,)du, + fu ¢ (w,)du, + i),_[ufgp,(ui)du,. + ..
s?m——

. + fu2rrl I’D'(u‘ du‘

1-2...(2m— I) )'m—
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et cette expression, d'aprés le § 2, se réduit a

@ o 22m—D

— —’————s 4 . g S
1.2.(yn) .2.3.(yn)? 1.2...(2zm — 1)(yn)" "

ou, par hypothése, les quantités @, sont toutes finies. En développant le
logarithme de cette expression suivant les puissances de s et en s'arrétant
au terme de l'ordre s, nous trouverons une expression de la forme

(2) (3) (2m—1)
a;’ g A 4;

S + _"_—8 + ¢ e + NG 1

2 3 2m—1
2(ya) " T (yn) (vn)

dans laquelle les quantités A, seront des fonctions entiéres des quantités

a; ne contenant pas n; elles seront donc aussi toutes finies.
On aura donc, avec un degré dapproximation jusqu'au terme de

2m-~1
§m,

lordre s™! inclusivement
® s ® ® @m—1)
A; A;
log e ¢ (u,)du, = L T T S My < S
f ‘ 2y’ ( n)* (ym)™

En y faisant i = 1,2,...,n et en posant

(2) 2

+ ...+ a)

+ aq I
= >
1) 7
A4 aP A
n - )
Y Ty S
- 2

n

on trouve, avec le méme degré d’approximation,

@ s/r:: ],‘1(3) M(?m—-l) i
Zlog S pw)du, = 2+ Tt G
ou les quantités M, comme les moyennes arithmétiques des quantités finies
4,, 4,,..., 4,, seront aussi toutes finjes. On aura donc, avec un degré
d’approximation jusqu'au terme de lordre s™1,

M M(2m—1)

(2) féxf(x)dx — 65‘;;+‘/733+'"+W:“2m—1.
aand
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§ 4. Quel que soit n, nous pourrons tirer de cette égalité les valeurs
de 2m intégrales

j'f(m)dm, jmf(a:)dm, ceey ‘f;m“’”‘“‘f(m)dm,

en arrétant les développements des deux membres de cette égalité aux
termes de l’ordre ™',
Dans le cas particulier de n = oo, I'égalité (2) se réduit a

fe"f(x)dx = 7,

puisque les quantités M, comme .on a vu, sont toutes finies. En dévelop-
pant les deux membres de ‘cette égalité suivant les puissances de s et en
garrétant aux termes de l'ordre s*™', on aura

2

8

I.

_Jf(:r)dm + §I—~]‘a’f(x)dx + zﬁjar’f(m)dm + ...

2 4

fx”""f(fv)dx =1 4 ié + s

2q I.2(2¢%h ' 7

g2m—1

-+

I.2...(2m —1)_

gIm—2
1.2...(m— 1)(2¢*y""’

o+

et en égalant les coefficients des mémes puissances de s, nous trouvons

!

o,

_jf(w)dx =1, fxf(x)dx

jw’f(x)dx = =, fﬁf(x)da: = 0,

fw’”‘""f(x)dx _ I.3.5...(2m — 3), fm2m—1f(x)dx = 0.

2m—2
q

Comme la fonction f(z) qui figure sous le signe f , par sa nature
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méme, ne peut pas avoir des valeurs négatives, nous concluons, d’apres
le théoréme sur les intégrales cité an § 1, que la valeur de l'intégrale

_jf(w)dx

est comprise entre les limites

qv
Vo

1 f o 3y3(m* — 2m + 3)} (g7 + 1)°
— } e dr — =LA W s
vz 2(m — 3)°ym — 1

_—0

qv

Vo

;/‘jfe—ﬁclx + 3y3(m* —2m + 3 (g** + D*
T

—00

2(m— 3)°\m — 1

D’olt, en remarquant que la valeur de la fraction

- 3
3V3(m* —2m + 3)°(g°v”* + 1)°

2(m — 3)*ym — 1 ’
tend vers zéro lorsque le nombre m angmente indéfiniment, nous
Pégalité

tirons
q’l’
. a

Vo

f()de =~ | e=dz.
Jree =

—_ -—
En y faisant successivement
2 2
v = \/~ ¢, v = \/—t’
1
nous trouvons les égalités

Yz,
q t
ff(fv)d:v :»I;fe‘““dx,

vz

-~
=
v

2 i

——c
Acta mathematica.

14,

ff(x)dx = %fe“’zdx,

Tmprimé le 31 janvier 1891,

40
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qui par la soustraction nous donnent

¢

ff(x)dx = \717:_ fje—’zclx.

t

wi

Ya,

< |

Le premier membre de cette égalité, d'aprés le § 2, représente la pro-
babilité que la valeur de la fraction

u, +u, + ...+ u,

v

. - 2 2 ,
sera comprise entre les limites \/—t et Y-, et par conséquent la valeur
q q
de la fraction

&_+ug+---+'7’n___ u,+7l,+...+u,,

. / 2 2 ' 2
20 Va(al” 4+ a5 + ... 4 a)
(12

sera comprise entre les limites ¢ et '; en vertu de quoi cette égalité qui
a lien pour # = co montre que la probabilité que la valeur de la fraction

e e L)

2 2 L@
V2(@® + o + ... + o)

sera comprise entre deux limites quelconques ¢ et ¢, a pour limite lorsque
n augmente indéfiniment la valeur de lintégrale

;
I * "
- j e "dx.

Vr

C. Q F. D
Dans le cas de » fini, la probabilité que la fraction

%ttt
V2@® 4+ af + .. 4+ aD)

gera comprise entre les limites ¢ et ¢/, différera plus ou moins de sa valeur
’ p

limite
p

\/L_ fe"zdx,
T

t
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selon la valeur de » et des quantités
q, M®, ..., M®"D

qui figurent dans D'égalité (2) et dont les valeurs, comme on a vu, dé-
pendent des valeurs des cspérances mathématiques des différentes puis-
sances des quantités

Uy Uyy o vvy Uy

Sans mous arréter ici & la détermination de la limite supéricure de
cette différence pour » assez grand, nous remarquerons seulement que,
d’'aprés les formules de notre mémoire sur le développement des fonctions
& une seule variable,’ cctte probabilité pour n quelconque sera donnée
par l'expression

;

R

4

dans laquelle les quantités K, K,, ... sont les coefficients de s°, s*, ...
dans le développement de la fonction

yB oy ®
3 —
ovn t R

AL

suivant les puissances de s; et les fonctions
gy(x), 4 (2), ..
sont des polyndmes qui s'obtiennent par la formule

2 die—**

S[',» (.’1/') = € A

! Bulletin de 1'académic des sciences de S:t Pétersbourg, tome I. 1850.




