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MESURE DE LA C0URBURE DES SURFACES 

SUIVANT L'IDI~E COMMUNE.' 

SES RAPPORTS AVEC LES MESURES DE COURBURE 

GAUSSIENNE ET I~IOYENNE 

PAR 

F. C A S O R A T [  
PAVIE. 

Dana l'histoire des math~matiques la page qui se rapporte ~ l'id~e 
et s la mesure de la courbure des surfaces eat une de celles qui doivent, 
ce me semble, 5tonner plut5t que satisfaire lea amis de cette science. Car 
on y apprcnd que, nonobstant la d~couverte des lois trSs simples qui 
rS,~is~cnt~ , les courburea des lignes autour d'un point dans une surface et 
]es nombreuscs rccherches qui s'y rattachent, l'id~e de la courbure de ]a 
surfacer elle-mSme dana ]e point n'a jamais 6t6 suffisamment 5tudi~e. En 
effct, l'on ne volt paraitre aucune maniSre satiafaiaante de mesurer une 
tclle courbure jusqu's la publication du cSlb, bre M6moire I)isquisit'wnes 
generales circa superficies curvas, 2 et apr~s cette publication on voit la 
plupart des g~om~tres se contenter des notiuna qui y sont donnSes, comme 
si le dernier mot sur ]a courbure avait ~td prononc~. 

i Les pages suiva~tes sont la tradue~ion d'une Note parue dans ]es R e n d i e o n t i  
de l l '  I s t i t u t o  L o m b a r d o  (annSe I889) , refondue et aceompagnSe de r$flexions que 
l'auteur a d6sh'6 ajouter par suite de l'int$rSt qu'ont pris ;~ cette Note beaucoup de savants 
illustres~ notamment MM. BELTRAMI~ BOUSSI~ESQ~ SCIIIAPARELLI e t  SCHLAFLI. 

Dans ]e vol. (5 des Comment. societads regiae scicntiarum Gottingensis recent. 
(Gottingea I828)~ GAuss' W e r k e ,  Vierter B~nd. 

Acta mathwmattca. 14. Imprim6 le 4 mars 1890. 
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Laissant de c6t6 l'idSc des contacts et prenant en considdration le 
rapport entre l'aire d'une calotte infinit~simale, c'est ~ dire, d'un fragment 
infiniment petit de la surface, entourant le point auquel on veut rap- 
porter la mesure de la courbure, et l'aire d'une image de cette calotte, 
construite d'une certaine maniSrc h l'aide des normales ~L la surface, 
GAuss ouvrit une vole qui conduit, comme on le verra dans cette Note, 
tr6s &cilement ~ la solution, peut-~tre la meilleure possible, de la question 
envisag6e au point de vue ordinaire ou la~me vulgaire si l'on veut. 

Mais, quant ~ la mesure de courbure qui a ~t6 fix6e par le grand 
g~om~tre, bien qu'elle parait avoir satisfait la plupart des math~maticiens 
jusqu'~ present, elle ne saurait satisfaire les hommcs en g~n~ral; car, dans 
des cas assez ordinaires, elle ne s'aceorde pas avec l'id6e que tout homme, 
ayant ou non des connai~sauces sp~ciales de math6matiques, coacoit d'uue 
maniSre plus ou moins vague et pourrait exprimer par les roots courbure 
d'une surface &,ns un point. Malgr6 cela, la mesure Gaussienne a une 
grande importance, principalement par suite de sa propri6t6 de rester in- 
variable pour tout ehangement de forme qu'une surface peut subir san., 
que les longueurs de ses lignes en soient alt6r6es. I1 est superflu de rap- 
peler que la manibre d'envisager les surfaces expliqu6e dans l'article r3 
des Disquisitiones a provoqu6 uue s6rie de nouvelles recherches tr6s inte- 
ressantes et dont l'~;tendue va toujours en augmentant. En poursuivant 
les belles cons6quences de l'invariabilit6 qu'il venait de d&~ouvrir, GAL'SS 
n'avait pas  l'occasion de chercher une me.~ure de la courbure des surfaces 
envisag6es de la mani6re ordinaire, c'est h dire comme limites des solides, 
ayant une forme unique et invariable. S'il s'6tait propos6 ce dernier but, 
il aurait voulu l'atteindre en se conformant, je crois, ~ l'id6e commune. 

Le d6saecord entre l'id6e ordinaire de courbure et la mesure Gaus- 
sienne devient, pour ainsi dire, palpable dans le cas des surfaces d6velop- 
pables sur le plan. Car, dans ce cas, l'image sph6rique ~ de la calotte se 
r6duit ~ une seule dimension, et par eons6quent, le num6rateur du rapport 

Aire de l'image 
Aire de la calotte 

I Que nous appellerons Gaussieuue~ suivaut l'usage~ b~eu qu'e|le nit ~td ~t~di6e avant 
GAUSs. 
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dtant nul, le rapport mdme et sa limite sont nuls aussi. Un gdom~tre peu 
soigneux pourrait done dire, par exemple, que les surfaces cylindriques 
~'ont pas de courbure, tandis que tout le monde croit qu'elles sont courbes, 

comme on apprend ~ les considdrer et ~ les nommer d~s les premiers pas 
dans la vie et dans l'dcole. Parmi les innombrablcs lignes que l'on peut 
concevoir issues d'un point sur la surface d'un cylindre, deux seules, 

savoir les deux parties de la g~ndratrice, ne sont pas courbes. Nier, 
cause de ces deux lignes seules, la courbure de l'ensemble de toutes les 
autres, cela dolt paraitre injuste ~ quiconque ne se met pas au point de 
rue de GAuss. 

Poussd par le ddsir d'dtablir une mesure de la courbure qui s'ac- 
cord~t dans tous les cas possibles avec l'id~e gdndrale, je remarquais tout 
d'abord que c'dtait ~ cause de l'alt&ation azimutale, si une telle expres- 
sion m'est permise, que l'image Gaussienne ne correspond pas, quantitative- 

ment, d'une mani~re satisfaisante ~ cette idde, et mdme e n e s t  une con- 
tradiction dans le cas des surfaces ddveloppables. Je vais m'expliquer 
d'une fagon plus claire. Soit 0 le point de la surface, auquel la cour- 
bure se rapporte, et soient 

OP1, OPt, . . . ,  

n lignes ou rayons veeteurs trac~s du point 0 jusqu'au contour de la 
calotte, isogonalement, b~ savoir, de mani~re que les angles 

PlOPs ,  P2 OP~ , . . . , P .  OP1 

soient ~gaux entre eux. Les lignes correspondantes 

o'P'l, o ' P ; , . . . ,  o'P'. 

dans I'image Gaussienne ne r~sultent pas distributes de m~me isogonale- 

ment autour de 0';  et cette alt&ation azimutale peut devenir tr~s forte; 
tellement que, si la courbure de l'une des deux sections normales prin- 
eipales tend ~ s'~vanouir, toutes les lignes 

o'P',, o ' P ; , . . . ,  o'P'. 

tendent k se diriger suivant une direction unique, qui est celle de l'image 
sph6rique de l'autre section prineipale, en donnant par 1~ naissance au 
eas d'une seule dimension pour l'image de la calotte. 

.tela math~matlr, a, 14. I m p r l m 6  le 27 mars  1890. 13 



98 F. Casorati. 

I1 m'a paru que, voulant faire servir Ie rapport 

Aire de l'image 
Aire de ia culotte 

la mesure de la courbure suivant l'idde commune, il 6tait convenable 
de construire l'image de mani~re que, ~ la distribution isogonale des 
rayons vecteurs OP1, OPt , . . . ,  dans la ealotte, correspondit aussi une 
distribution isogonale duns l'image; en faisant, bien entendu, les rayons 
veeteurs de rimage plus ou moins longs relativement aux rayons, tous 
6gaux entre eux, de la culotte, suivant que lu culotte se courbe plus ou 
moins duns les directions respeetives de ces rayons. Si duns la construc- 
tion des rayons vecteurs de l'image on cr6ait quelque autre in6galit6, 
on donnerait, ce me semble, une pr6pond6rance arbitraire i~ certaines di- 
rections parmi toutes celles qui 6manent du point. 

Voici donc de quelle manibre je propose de mesurer la courbure 
d'une surface en un point, conform6ment k l'id6e commune, dans les cas 
oh il existe autour du point un fragment de la surface ayant partout 
un plan tangent. 

0 

Soit toujours O le point de la surface auquel on rapporte la courbure. 
Supposons qu'un fil de longueur infiniment petite a ait l'une de ses ex- 
tr6mit6s fix6e au point O, et tourne en restant tendu sur la surface. Ce 
fil d6crira un cercle g6od6sique qui sera notre calotte. Je prends l'aire 
de ce cercle comme d6nominateur du rapport dont la limite, si elle 

existe, sera notre mesure de la courbure en O. 
Pour num6rateur je wends l'aire de l'image du cercle 

construite, non ~ la mani~re de GAuss, mais comme il suit. 
Sur chaque position OP du fil a je prends OQ d'une longueur 
6gale k la mesure de 1'angle infiniment petit que la normale 

la surface en /) fait avec la normale en O. 
~ ~ L'aire de la figure form~e cette infinit6 de par rayons 

g6od6siques, issues du point 0 suivant tous les  azimuts dans 
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la calotte, me paralt offrir une mesure assez naturelle et simple de l'en- 
semble des angles que les normales ~ la surface, 61ev6es sur le contour 
du cercle, font avec la normale centrale. I1 va  sans dire que nous 
regardons chaeun de ces angles comme la mesure la plus naturelle de 
l'incurvation de la surface le long du rayon OP qui y correspond. 

II. 

Nous allons maintenant traduire en formule analytique la d6finition 
qui vient d'gtre donn6e. 

En d6signant par C notre mesure de courbure, et par a 1'angle 
compris entre le rayon OP~ regard6 comme 4tant dans le plan tangent 
en O, et une direction fix6e dans ce plan; nous pourrons 6crire, d'apr6s 
1'expression bien connue d'une aire en coordonn6es polaires: 

( I )  C = 
Aire de l'image = o 
Aire du cercle ~ 

0 

oh les rapports sont cens6s pris d la limite. 
Le d6nominateur de ce rapport peut s'exprimer par ~a ~, puisque la 

longueur de OP, ~ savoir a, a 6t6 suppos6e constante par rapport h a. 
Quant a u  num6rateur, en admettant que los formules ordinaires de 

la th6orie des surfaces s'appliquent ~ notre calotte, on trouve facilement 
pour lui aussi une expression bien simple et qui est tr6s importante. 

En effet, rapportons la surface ~ trois axes cart6siens orthogonaux. 
Soient x , y ,  z les coordonn6es du point O, et x " t -dx ,  etc. celles du 
point P. Et, en adoptant une notation habituelle, posons: 

dz = pdx  -}- qdy, dp = rdx -4- sdy, dq = sdx -}- tdy. 
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Les cosinus des angles que les normales k la surface en 0 et en P font 
avec les axes s 'expriment par 

p q - - I  

p + dp q + dq 

~/(p + d2)' + (q + dq)' + I ' ~/i~9 + d~9)" -J~ (q + dq) '  "~" I ' 

- - I  

~/(p + dlJ )' + (q + dq)' + i 

Mais, pour plus de simplicit6, nous prendrons la normale en 0 pour l 'axe 
des z,  et la tangente en 0 ~ l 'une des sections normales principales pour 

l 'axe des x. D'apr~s cela, nous avons: 

X ~ y - ~ -  Z ~ O, p ~--- q----- O, S = O, 

dp ---- rdx ,  dq = tdy. 

Et, puisque r et t mesurent, comme on salt, les courbures (des sections 

normales) principales, au point O, nous 6crivons aussi 

I I 

r =/t--~' t ---- ~ , .  

De plus, en supposant que la direction initiale a = o soit celle de l 'axe 

Ox, on pourra poser: 

dx = O P c o s a  ---- acosa ,  

djo ~ to-  c o s  a~ 

dy = O P s i n a  = a s i n a ,  

dq = ta sin a. 

Maintenant l 'angle des deux normales, en 0 et en P n'est autre chose 
la normale en /9 avec l 'axe des z,  dont le cosinus s'ex- que l 'angle de 

prime par: 

et le sinus par: 

~/I - -  COS 2 

I + 
--~/d.p' + dq' + I 

~/d f  + dq' 

~/d2' ' + dq" + I 

a v ' r a  e o s * a  + t * s i n * a  

~/I + a'(r' cos* a + t '  s i n '  a) 

I1 s'ensuit qu 'en n6gligeant les infiniment pet.its dont l 'ordre est sup6rieur 
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k celui de ~r, la mesure de t'angle infinit6simal que la normale en P 
fait avec la normale en O, c'est k dire, la longueur de OQ, sera ex- 
prim6e par: 

- . / c o s ' a _  sin' ,~ 
(2) oo = ~ O r  + e s i n ' ~  = ~ V - - ~ ,  t R: " 

Le num6rateur du rapport (i) s'exprimera done par la formule: 

s 9re 

-i j\--~. + ---~, )~=' 
0 0 

et le rapport m~me par: 
2zr 

I f / C O S ' t Z  s i n '  a~ _, 
(3) C = ~ y k- -~y  .-t- ---RT/aa, 

0 

ou, en effectuant l'int6gration, par: 

(4) 6' = ?, ,q-- �9 

Ce r&ultat, par lequel la courbure 6' se rattache d'une mani~re si 
simple aux grandeurs R1, R~ habituellement employ6es et jouant  un rble 
vraiment essentiel dans la th6orie des surfaces, confirme, ce me semble, 
l'opportunit6 de la nouvelle d6finition? 

III.  

Les mesures de courbure de surface dont l'usage s'est 6tabli dans 
la science et qui y jouent k pr6sent un rSle important, sont: la me, sure 
Gaussienne, dont nous avons parl6, et que nous d6signerons par G; et 

1 Pour abrdger et suivant l ' u s a g e  regu  , nous  a v o n s  d i t  e t  n o u s  d i r o n s  s o u v e n t  cour- 

bum au lieu de mesure de courbure. 
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eelle qui a ~t~ proposfie par SoPms GERMMN 1 sOUS la d6nomination de 
courbure moyenne, et que nous d6signerons par M. 

La pr~sence de ces trois mesures G,  M ,  C nous porte k faire quel- 
ques comparaisons et r6flexions k leur 6gard. 

Ces quantit~s s'exprimant en termes de 

par lea formules 

(5)  M = + , 

I I 

R l ' R, 

I 

RIR ' ' 
+ , 

on voit que nos mesures de courbure de surface sont les fonctions sym~- 
triques les plus simples possibles des mesures des courbures lindaires 

d'elles peut s'exprimer par les deux autres en vertu de 
principales. 

Chaeune 
l'~quation: 

(6) j l~  G + C ----- - - ~ - - - ,  

tandia qu'il n'y a pas d'dquation entre deux seules. 
En valeur absolue, la courbure G est la moyenne ggomdtrielue pendant 

que C eat la moyenne arithm~tique des carrds des deux courbures principales. 
L'6galit6 de ces carr6s entralnant celle des moyennes, on a: 

C =  G = ~l/'---- i R' 

dana lea ombilies, et: 
! 

/g' 

partout off M----o. 
Pour lea surfaces ~ courbure uniforme de la G~.om$trie 616mentaire, 

c'est g dire, pour le plan, le cylindre circulaire et la sphere, la mesure 
G offre graduellement lea valeurs: 

I I 

~  2 ~ ,  ~ ' 

pendant que G retient la vateur z4ro pour le cylindre. 

t Darts le M~moire sur la courbure des surfaces, publi~ dana l e t .  7 du J o u r n a l  

de CRELLE (Berlin, I83I).  
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IV. 
On peut se demander: N'est-il pas trop d'introduire dans la Science 

plusieurs mesures pour la courbure d'une surface en un point? N'est.il pas 
possible d'en trouver une qui m6rite la pr6fdrence et qui puisse, ~ elle 
seule, satisfaire K tout besoin? 

La pr6sence de deux mesures de courbure dans la th~orie des lignes 
courbes peut bien ~ elle seule nous disposer b~ croire utile la pluralit6 
des mesures pour la courbure des surfaces. Mais dans la nature m~me 
des surfaces on trouve facilement des raisons plus concluantes. 

La voussure, pour ainsi dire, d'une surface en un point ou, ce qui 
revient au mgme, l'ensemble des courbures des lignes que l'on peut con- 
cevoir trac6es sur la surface et 6manant de ce point, d6pend (dans les 
suppositions ordinaires de la th6orie des surfaces) ~ un degr6 6gal de 
deux 616ments ind6pendants entre eux, que nous pouvons supposer gtre 
les courbures lin6aires principales 

l[ I 

Par consequent, si l'on veut 6tablir un syst6me de quantit6s n~cessaires 
et suffisantes pour individua]iser et repr6senter compl6tement dans nos 
recherches cette voussure ou forme de la surface en un point, quantit~s 
que l'on peut nommer mesures de la courbure de la surface, il faut 
prendre, non pas une seule, mais deux fonctions de ces 616ments ind6- 
pendants. Dans ce but il parait assez naturel de choisir deux fonctions 
simples ct sym6triques des dites courbures lin6aires; soit deux d'entre les 
fonctions 

G,  M ,  C. 

La raison qui vient d'gtre exposgc en faveur de la pluralit6 des 
courbures de surface, pourrait cependant provoquer une dispute que nous 
voudrions pouvoir ~carter. Deux quantit6s paraissant suffire pour repr6- 
senter le rSle que peut jouer !a forme d'une surface en un point dans 
les questions de la G6om6trie et de la Philosophie naturelle, on pourrait 
~tre tent6 de ne prendre en consid6ration que deux d'entre les fonctions 
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G , M , C ;  en d~corant ces deux seules du hem de mesure de courSure et 
en ensevelissant l 'autre dans l'oubli. Or, refuser de prendre en consid&a- 
tion une quantit~ qui se pr6sente aussi naturellement dans la  science que 
chacune des trois G,  M ,  C, ce serait, k notre avis, un acte arbitraire, 
qui n'aurait d'autres suites que de nous dSrober les conclusions int6res- 
santes auxquelles ]a consideration de la quantit6 pourrait mener. Quant 
k la pure question des hems, nous ferons remarquer qu'elle n'a rlen 
d'essentiel. 

Dans ses Ler sur la thdorie g~ndrale des surfaces, M. DAn~oux dit 
propos de (7 et M:  1 ~On a ~crit des M&noires pour chercher laquelle 

de ces deux quantit~s doit servir de mesure k la courbure de la surface 
en un point donh6. Les g4om~tres qui ont trait6 ce sujet ne se sont 
pas aper~us qu'ils renouvelaient, sous d'autres esp~ces, la cdl~bre question 
des forces rives, . . .~ 

Et nous, nous dirons: de mdme que le d6bat entre les Cart6siens 
et Leibniz n'exprimait, au fond, que le besoin qu'on 6prouvait d'avoir 
deux hems pour distinguer l'une de l'autre et affirmer l'importance des 
deux quantit6s pour chacune desquelles les antagonistes r6clamaient la 
d~nomination de force vive, de m~me nous croyons qu'il n 'y a, k present, 
d'autre chose ~ faire, par rapport ~ G, M ,  C, que de les distinguer par 
des d6nominations commodes, et de s'en servir k l'or sans se donner 
la peine de supprimer ou d~grader l'une ou l'autre. 

I1 va sans dire que, pour simplifier les formules, il sera toujours 
permis de faire disparaitre celle que l'on voudra des trois fonctions, 
l'aide de la relation 2 M 2 ~  - G +  C. Mais en G~omdtrie, comme en Md- 
canique et Physique math~matique, il faut laisser chacune d'elles jouer 
le r61e qui lui est propre, et qui dolt peu ~ peu se faire valoir avec nos 
progr~s dans ces sciences. Si k l%gard de G e t  M o n  connalt ddjk 
hombre de r4sultats tr~s int~ressants, il serait arbitraire de nier d'avance 
que la consideration de C ne puisse mener k des r~sultats pareillement 
importants. 2 

x Deuxi~me partie~ pag. 365. 
Nous verrons ailleurs que beaucoup d'autres quantit~s~ outre ces trois principales~ 

se pr~sentcnt assez spoutan~ment ~ l'esprit de celui qui r~fl~chit sur l'idge de courbure 
d'une surfac% avec des titres pour servir de mesures ou de fonctions caract6risant la forint 

de la surface en un point. 



Mesure de la courbure des surfaces suivant  l 'idge commune. 105 

Jusqu'k ce qu'une raison plausible ou l'usage g~n~,ral me fasse changer 
d'avis, je continuerai d'appeler, duns rues legons , M courbure moyenne, ~ et 

1 Si cette ddnomination n dtait dgj'~ (~tablie par l'usage~ f e u s  homing eette eourbure 

Germain ienne ;  parceque la p]upart  des autres quantitds~ auxquelles nous venous de faire 

allusion (notre C y eomprise~ eomme moyenne ari~hmgtique des courbures principales earrds 

et comme moyenne exprim6e par la formule (3) dont nous parlerons a i l l eu rs )aura ien t  aussi 

plus ou moins droit  i~ eette d6nomiaation de courbure moyenne.  

Parmi  ces quantitds on peu~ classer~ par  excmpl% outre le premier terme~ qui est 

3I~ tous les autres de la sgrie M~,  M 2 , M 3 . . . . . .  d~fiuis par :  

2~ 

2~],o 
o 

I 
off " d~sigae la eourbure de la section uormale faisant  l 'angte a avee la section prineipale 

P 
a ~ O. Comme on a: 

I ( ~ O S ~ a  S i l l 2  6~\  v 

ou obtieut p romptement  My "k l 'a lde des formules eonnues:  

I �9 o 3 5 ( 2 n -  I)  

2 ~  J 27 : , , ]  2 . 4 �9 6 . . . 2 n  J 
0 0 

2zr 

L fsin~ma, c o s 2 ~ a d a  = I . 3 �9 5 . . .  (2m - -  I ) I  . 3 . 5  . .  �9 ( 2 n  - -  I) 
2 z ~ . ]  2 . 4 . 6  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (era  + 2n)  

o 

Mais je a 'a joutera i  iei qu 'uue  remarque eoueernant  M 2. On peut  dcrire: 

2 z  

M 2  ~--- 0 2,'r 

o 

d'o~t l 'on volt que 3I~ peut  gtre envisag~e comme limite du rapport :  

Aire  de l ' image 

Aire  du cerele ~ 

pourvu que l 'on construise eette image comme daus le eas de C~ mais en prenant  O Q  6gal 

�9 ~ l~angle que Oz fait~ non pas avee la normale eu P h la surface,  mais avee la normate 

ea P "~ la section f a r e  dans la surface par le plan O z P .  

Acts maShema~ic.a. 14. I m p r i m 6  le 4 m a r s  1890. 14 
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G courbure Gaussienne, et C simplement co~,.rtmre, lorsque eela n'engendre 
de confusion. 

Cette esp6ce de pr66minence que je donne par 1s ~ C, comme mesure 
de courbure, me parait  justifi6e par plusieurs motifs dont les suivants 
se pr6sentent imm6diatement ~r l'esprit. 

C est, comme nous .~vons ddjs dit, une traduetion de l'id6e commune 
de courbure d'une surface plus fid61e que M et G. 

C caract6rise par sa valeur z6ro le manque total de courbure, de 
m~me que la premiere des deux courbures des lignes, que l'on a ddjs l'ha- 
bitude de nommer tout  simplement courbure. 

Avec cette signification du mot courb~ere on peut dire: 
Si la courbure est nulle en tout point, la surface est plane (la ligne 

est droite). 
I1 n 'y  't que la surface plane (resp. la ligne droite) dont la cour- 

bure soit nulle en tout point. 

V O  

I)ans l'expre,csion (1) de C, e'est h dire, dans le rapport:  

i r cos% + t "~ sin:(~),/,~ 
t ") 

]st longueur infiniment petite de OP a 6t6 suppos6e ind6pendante de a. 
Si l 'on fait OP fonction de a, la limite du rapport  d6pend, en g6n6ral, 
de cette fonetion. Si 13 fonction ne d6pend nul lement  de r et t, la 
limite s 'exprimera toujours en r et t par la formule:  

c r  ~ -4- c ' t  ~ 

C .JI. C I 
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dont on obtiendrait pour les coefficients Its expressions: 
2 ~  2 r  

0 0 

en faisant OP=af (a ) ,  ~ ayant la signification prde~dente et n'entrant pas en f .  
Mais eontentons-nous, en ee moment, d'avoir eonstatg que ees Coeffi- 

cients ddpendent de la forme du contour de la calotte ~vanouissante; dont 
ddpend par suite le plus on moins de pr@ond~ranee de r ou de t dans 
la valeur limite du rapport. 

La limite du rapport Gaussien, au eontraire, ne ddpend nnllement, 
comma on le sait, de la forme du dit contour; pourvu qu'il se r~duise, 
non pas ~ une ligne, mais au saul point consider6. On peut supposer 
qua la ealotte, au lieu d'entourer le point, soit, par exempl% un tri- 
angle ayant dans le point un sommet infiniment aigu. Or, je pose la 
question: Est-ee qu'un mode de reprSsentation jouissant de cette propri~t~ 
est propre ~ fournir, en la valeur limite du rapport entre l'aire de l'image 
e t  eelle de la figure originale sur ta surface, une mesure de la eourbure 
eorrespondante ~ l'idge commune? Mais j'en renvois la r@onse ~ une 
autre occasion, et je termine maintenant ee paragraphe par une eourte 
analyse ayant pour but de d6montrer, ~ l'aide de nos formules polaires, 
la propri6t6 infinit6simale, qui est la substance de 1'article 7 des Disqui- 
tiones, et dont d6eoule la dite propri6t6 du rapport Gaussien. 

Soit O' 1'image Gaussienne de O sur la sph6re de rayon I et de 
centre arbitraire, O'_P' l'image de OJ ~ et O'x' la parall~le ~ Ox. Lorsque 
OP, en tournant autour de O, fait avec Ox l'angle a, l'image O'P' for- 
mera avec O'x' un autre angle que je d6signerai par ft. Par suite, le 
rapport Gaussien sera: 

0 

~Tr 

0 

Mais O'P' mesure, eomme OQ dans le rapport 6', rangle qua la normale 
en P fait avee Ia normale en O; on a done: 

0 ' t  )' O(d ~- OP~,/r'eos'a + t 's in 'a;  
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et le rapport Gaussicn pourra s'exprimer comme suit: 

0 
2,-r 

Q 

Pour catculer cette formule par des int6grqtions par rapport k ~, il 
semblerait n6cessaire d'avoir tant OP que dfl en termes de ~. Mais il 
suffit d'avoir rift. En effet, on trouve: ~ 

~'t . 3 a  

dt? - ~  r" c o s t a  + t '  s in '~z '  

d'ofi l'6quation: 
! | 

O' l " "  - ~  f t . -  ( )T"2da ,  
2 ~' 

qui exprime la propridtd infinit6simalc. Elle nous montrc que, par le 
changement de l'azimut a dans l'azimut d qu mTl  que la construction de 
Gauss, on d6truit en quelque sorte 1'influence des diffdrences d'incurvation 
de la surface autour de O sur la valeur du rapport des aires. En effet, 

dans cette construction, k tout dldment ! ()l)~(ta de la surface on fair cor- s 

respondre darts l'image un 616ment ! O-~"~dfl dont le rapport au premier z 

est toujours le m~me, c'est-k-dire, est la quantit6 rt indgpendante de l'azi- 

i d p ~ d  a de rout a,  tandis que dans notre construction chaque 61dment ? 

I - -  2 la surface est reprgsent6 dans l'image par un 616ment ~O(2 de ayant avec 

lui un rapport proportionnel au carr6 de la d6viation que la normale 
subit le long de OP. 

t 
1 La relation finie entre a e t  fl est: t a n g / ~ - t a n g a .  
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Je ne crois pas inutile, en terminant cette Note, de recommander 
aux jeunes math~maticiens les recherches que suscite tout naturellement 
lu considSration de la nouvelle mesure C, et d'exhorter les auteurs de 
tra~tSs, particuliSrement d'Analyse et de GdomStrie infinit4simale, ~ lui 
accorder une place dans leurs livres. Nombre de ces trait~s, tout en 
exposant, avee quelque extension, les propridtds qui se rapportent aux 
courbures des lignes issues d'un point sur une surface, ne contiennent 
pas mdme la phrase courbure propre de la surface, en laissant presque 
croire aux lecteurs novices qu'une telle courbure ne peut pas 6tre l'objet 
de la sp6culation math6matique. 

Parmi les ouvrages qui n'ont pas ce d6faut, je tiens ~ rappeler ici 
le Traitd de calcul diffdrentiel de M. B~.RTRA~qD, pour avoir l'occasion de 
commenter bri~vement deux des paragraphes que l'illustre auteur consacre 

la courbure des surfaces. Au w 72o il dcrit: ~L'id6e de courbure ap- 
pliqu6e aux surfaces est extrdmement complexe; on peut en effet con- 
cevoir en chaque point une infinit6 de courbes trac6es sur la surface, et 
la courbure de chacune d'elles est un des 616ments qui figurent dans 
l'idde vague que nous exprimons par le mot courbure appliqu~ k la sur- 
face.)) Or, l'aire que nous avons pris comme num6rateur du rapport C, 
n'6tant qu'une mesure de l'ensemble, pour ainsi dire, des angles que les 
normales tout autour du point font avec ]a normale en ce point, semblerait 
pouvoir satisfaire l'6minent gdomdtre, et peut-Stre lui faire agr6er aussi 
les r6flexions que nous venons de faire dans le w IV. 

AprSs avoir expos6 lea notions Gaussiennes de courbure totale et 
de courbure en un point, M. B~tTRA~D fait remarquer, au w 72I, ))l'ana- 
logie compl6te des d6finitions pr6c6dentes avec celles qui se rapportent 
aux courbes planes)). J'avoue que cette analogie ne me paralt pas aussi 
compl6te qu's M. BERTRAND. Cette analogie suppose que l'on dolt sub- 
stituer la sph6re au cercle lorsqu'on passe des lignes planes aux surfaces. 
Mais une ligne et un cercle n'ont qu'une direction d'incurvation, tandis 
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qu'une surface ct unc sphere, en uyunt une infinit~, nous pr6sentent cettc 
discordance, bien comme, mais dont ici je tiens i~ dire que l 'analoguc ne 
se trouve pas dans les lignes, a savoir que la sphere se courbe dgalement, 
mais 1s surface indgalement duns les diff6rentes directions. 1 

M. DAI~BOUX aussi paral t  n accordcr aucune importance "~ cettc discordance. Voir  

a page cit~e de ses Lefo~s. 


