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SUR LES RACINES DE L’EQUATION X, =o0

PAR

T. J. STIELTJES

@ TOULOUSE.

1. Nous aurons a invoquer dans la suite une proposition d'algébre
que nous alloris établir tout d’abord.
Soit

mom

X = ;; a,2,7,

une forme quadratique positive des variables x;, =,, ..., z,.
On sait que les coefficients a, sont positifs. Nous ajoutons mainte-
nant la condition que les autres coefficients a,, soient tous négatifs ou nuls.
Considérons les m équations linéaires

12X )
<I> 591’ = + Gjo iy + LR + Wy = Si' =120, m)
i

Nous supposons que les quantités & sont toutes positives ou nulles.
Dans ces conditions on peut énoncer la proposition suivante: »Aucune
des valeurs de x,, x,, ..., x, tirées des équations (1) ne peut étre négative,
et st les quantités &, sont toutes positives alors x,, x,, ..., x, le sont aussi.»

Dans la démonstration suivante nous ferons abstraction du cas trivial

é:1:: h?—"'=€m:O

dans lequel on a aussi

On a

m m 0
;ei r, = ?;”ikxka
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et il est clair par la quau moins un des x; doit étre positif car le second

membre est positif.
Mais supposons que

Ty, Ty, ..., x, soient négatifs ou nuls, et

Tyi1s Fugoy ooy T, Ppositifs.
Dans la relation

n m

7 -1

n
lzs:imi = lzlza’fl;mimk + ; mi(“lixl + ey 4.+ a,r,)

le premier membre est nul ou négatif. Au contraire dans le second

membre la premiére partie

noon

;;”;mfﬁixk

est nulle ou positive, et il en est de méme de la seconde partie

w

Zx,{u,,xl + aywy + ..o a,r).

n4-1

Par conséquent les deux membres de la relation (2) sont néeessairement

nuls tous les deux, ce qui exige:

Xy = By = ..,.= %, = O.

La premiére partie de notre proposition se trouve établie par la. Pour

démontrer aussi la seconde partie nous observons qu'en supposant

X, ==Ly = ... =0o, == O

n

Logrs Lyioy - ooy Ty ‘pOSitifS
les » premiers équations (1) montrent qu’on a

(3) t, = O

dés que l'un (et seulement un) des indices i, k surpasse =.
il est clair qu'on doit avoir

£ o B —_— &
S1 = & S

2

L

Et. ensuite

Cette derniére conséquence démontre la seconde partie de notre proposition.
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Les équations (3) font voir que dans le cas exceptionnel que nous

considérons on a

Hnon m m

X = Zf}jammiwk + 2 X a,ra,
1

n+1n+1

en sorte que X se décompose directerent dans la somme de deux formes

quadratiques positives des variables z,, x,, ..., =, et =, ..., v,. Le
cas ¥, = x,=.. =x,=0 sc¢ présente alors dés qu'on prend & —= &, = ...
o= &, = 0.

D’aprés ce qui précéde il est clair que lorsque X ne se décompose
pas directement dans la somme de deux ou d'un plus grand nombre de
formes quadratiques d’un nombre de variables moindre’ que mi, alors
&y, @y, ..., x, sont tous positifs, méme daus le cas que quelques-uns des
&, sont nuls.

Corollaire. Soit D le déterminant de X et désignons par D, les
mineurs de D en sorte quon a

J)xt = El ]‘)li + E‘ll)'_’i + D) + Enl])mi

alors aucun des mineurs ), ne peut étre négatif, Et si le cas excep-
tionnel examiné plus haut ne se présente pas, tous les D, sont positifs.

2. Supposons que sur l'axe des abscisses OX on ait dans les points
A4 et B dont les abscisses sont — 1 et + 1 deux points matériels fixes,
la masse du premier en 4 étant a, celle du second en B, # (a> o0, #> 0).

Imaginons encore # points matériels de masse égale a 1, qui peuvent
glisser librement sur l'axe et placés entre 4 et B. Supposons enfin que
deux points matériels se repoussent en raison directe de leurs masses et
en raison inverse de leur distance. Dans ces conditions il y a une po-
sition unique d’équilibre pour les = points placés entre 4 et B, et si
Von désigne leurs abscisses dans la position d’équilibre par

(4) XLy > T > .. > 0,
Ty. &y, ..., x, sont les racines d'une équation
¢(r) =0
¢(x) étant un polyndme du degré n défini par l'dquation différentielle

(5) (1 —afe"(@) + 210 — f— (2 + Fa]¢'(w) + Cg(w) = o.
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C est une constante dont la valeur est

n(n + 20 + 25— 1)

comme on le trouve en cherchant le coefficient de #" dans le premier
membre de (35).

C'est 1& un cas particulier d'un théoréme démontré dans ce journal,
t. 6, p. 321 et suiv.

3. Les racines w,, ..., x, dépendent de a et F et I'on peut les con-
sidérer comme fonctions des variables a et 5 qui doivent rester toujours
positives.

Lorsque « et § varient d’'une maniére continue, x, varic aussi d'une
maniére continue et comme deux racines ne deviennent jamais égales,
leur ordre de grandeur fixé par les inégalités (4) ne sera jamais changé.

Nous allons démontrer les inégalités

x;

(6) — > o,
o
Gwi
’ 3,1

En effet, les quantités x,, ..., x, dépendent de « et de 4 par les relations
7 + it 1 T + 1 1
¥ 41 2 ~— 1 X — @ T X —— By X By
1
— == 0, G=1,2, .., #)
Ty — &y

En prenant les dérivées par rapport a on obtient pour les o le sy-
p 8 P pport @ p 5 5 Y

stéme lnéaire suivant:

dx o, Xy I
O,y — -.,——3 e et t=1,2, ...;
(8) il 20 + al. 2a + um 2 @ + I @ )
ou
e T L
ii (@ 4+ 1) (e — 1) (2 —wy)? T (= wiq)* T (g — @)’ ’

I
(«71'1' ha fvn):4

o+

I

Uy == Ay == ~— (w; — ar)
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Ce systeme rentre évidemnment dans le type des équations (1) car la
forme quadratique

] "

v “ A 2 >
T XX, - ’5 o5t om) X+ XY e (K — X

est positive, et z, + U est aussi positif.
Qux, ar, ..
Les valeurs de ----- y ==» -+-» — sont donc toutes positives.
aa - du
On trouve de la méme maniére

32\‘, ox, avf/?r I
., —= 173 _— (i=1,2,..,n)
9 ? i2 3/9 + + in 9 ?

a
" w; 1

Ici les seconds membres sont tous négatifs, et il en est donc de
;U
méme des valeurs des 7
3
4. Considérons le cas particulier « = j, en sorte que x; est fonction
de la seule variable . Il est clair d’abord qu'on aura

Wy A Xy =Ly o Xy =Xy X, = .. =0,

Ainsi en supposant » = 2m ou # = 2m + 1 il suffira de considérer les
racines positives
Lyy Tpy ~uvy &

mr

Nous allons démontrer qu’on a toujours
<9> d_ < 0. (i=1,2, ., m)

En effet supposons d’abord » = 2m, on aura

I I I
tx'}‘l Z—1 2'%! - Xy— X1 +mi’_x‘i-}l +“‘+ Ei_"‘wm
(10)
I
- = O {i=1,2, m}
2 +’Ul + + ml"'x&vl + wi+xi+l + + ’£1+'rm
d’'ott Von déduit
(I I) + @ 2 + + (ilzm — Z?L . G=1,2 )
{l(/ 12 d i dd - 1 —[Ll [t
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en posunt

“ " 1
' T = ; )
;; (r'i, + I)2+ (\11___ I)2+ 2:?.2, + P1 —+— e
- o 1
Uiyp = Uy = (e + wl)z_(?l?i o
P o b
T N (i — wiy)’ (ie; — @ 43)" (l wm)®
b=t ottt o
YO e o) o (v; + wi1)* (o + @1 41)° ce P

Le systéme (11) rentre encore dans le type des équations

a, est négatif et la forme quadratique

moom ni

a
;;“mXiXk = Z( -.'+(1,

(x; 4+ 1)
1 I
ZZ<(LL — r)?

est positive.
négatifs et I'on a par conséquent

(1) car

1 -
St o 20)X;
)’ (L + #)* \(1\ — X)

Mais les seconds membres dans le systeme (11) sont tous

I]{Ci

da
Dans le cas # = 2m 4+ 1 on aura z,,, = 0, ct
T T v e e e Sl o e S S e

(12)
1 1
.. =, (i=12,..,m)
+,L1.+ll + +%+@t—l+wi+wi+l+ +mi+mm

La seule différence avec les relations (10) consiste, comme on le voit,

2
3 I
dans le terme - qui est venu remplacer le terme —.

<&

3 I 1

2%; 2x; X;

Ce terme

=t i)

provient de l'action des deux points matériels dont les abscisses sont

— %, et o.
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, . . . dax;
On trouve les équations linéaires suivantes pour les Ta
da
dx d,, 25
a, 5+ -+ ... a;, —— == —— .
il dl/. + + m (l(l I — {13;'
o “ 3 )
a,, — - . T I)_ (2 (i=1,2,..:,m)
ii (w1+ I)‘+(J€,~——I)Z+21’,f‘+ 1+ v
- [ [
Ay, = (g =

et Uon

5-

(6); (7),

(ri + @)? (#; — wr)°
en conclut les inégalités (9) comme tout & l'heure.

La démonstration des propositions exprimées par les inégalités
(9) que mous venons de développer, nous semble la plus simple

si lon n'a en vue que ces inégalités elles-mémes. Mais nous avons re-
trouvé ces inégalités encore comme conséquences d’une proposition d'un

caractére plus général, & T'occasion d’études sur la quadrature mécanique
de Gauss.

6.

Nous allons développer maintenant quelques conséquences qui

découlent presque immédiatement de ces inégalités (6), (7) et (9).

Supposons d’abord

-

I'équation (5) devient
(1 — &M e(x) — 20¢/(2) + n(n + e(x) =0

aingt 2, est une racine de P'éguution obtenue en égalant & zéro le
lynéme X, de LreexprE.
Prenons ensuite

On a
(1 —a%e"(@) + (1 —22)¢’(x) + n(n + 1)¢(x) =0

ou si l'on pose

Ly ('n +§>‘y == 0,

de®

po-
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done

/ 1
GOS8 (u -+ 5)9»

elo) = — 20
cos - ¢
5 ¢
et par conséquent
(20 — )=
X, = COS -
* 2n 4+ 1
Dans le cas
I 3
A = — = -
4 4
on trouve de la méme maniére
X o= COR(C,
. |
sip (o 4 5)9#
() = ——2
sin —
2 ¢
297
T, = CO8 SR
¢ 21 4 1

Mais d’aprés les inégalités (6), (7) il est clair que la valeur de

qui correspond & 2 = ;, A —_—.; doit étre plus petite que la valeur de

2 I 1
x; pour a = i, 3 = et plus grande que la valeur de x, pour a= 2 A=

Bl

Ainsi on a la limitation suivante pour la racine x, de l'équation
X, = o0

n

20z . (20— D)z
- xr, < COR—————.
2 41 2n <4 I

(A) eos

Cette proposition est due a M. Bruxs qui I'a obtenue dans le tome
go du Journal de BorcmarDT, pag. 327.

7. Nous pouvons obtenir des limites plus étroites a I'aide de I'iné-
galité (9).

Prenons en effet

Q
i
1
e
I
Bi=
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on trouvera

T == Ccosg,
¢ () = cosng,
29 — 1)
x, = cos<—————>——
2n

et en second lieu

on trouve
T = Cos g,
sin{n + 1
(2) = S00 + D
Sll’lgp
7

n 41

x; = CO8
Daprés les inégalités (9) on en conclut la limitation suivante d’une ra-
cine positive de l'équation X, = o:

e < <cOs(zi—-—- 19F 4
w41 i 2n

(B) Cco8

Pour une racine négative on aurait évidemment

P%is > 2 > cos (2t — D=
n 41 i 2n ’

cos
Soit » = 10, on a d'aprés (A)

limites
0,98883
0,95557

0,90097
0,82624

0,03326

1

0,07473

2

0,73305

0,10956
0,62349

o
bl

. [o,soooo
*l0,36534
. 10,22252
*lo,07473

Acta mathematica. 9. Imprimé le 6 Avril 1887, 50

0,13466

0,14779
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et d’aprés (B)

limites
0,98769
z, 0,02820
0,95949
0,89101 6
z 0,0
o 84125 497
0,70711
x 0,0522
*lo,65486 ' 5223
O 2
2, 145399 0,03857
0,41542
0,15643
z, 0,01412.
0,14231

8. La proposition d’algébre démontrée dans le N° 1, ou plutét le
corollaire que mnous en avons déduit, se trouve lié étroitement & une
question qui se présente dans le probléme de la distribution d'électricité
sur un systéme de conducteurs.

Soient 4,, 4,, ..., A4, les conducteurs, ¢, €, ..., €, leurs charges
respectives et Vy, V,, ..., ¥V, les potentiels correspondants.

On a

(a) Vl = P,€ + Pne; e a ((=1,2, .., m)
et réciproquement
(/9) € == anl + ngg 'I" “ . + Qim.Vm (i=1,2, ...;m)

(V. Maxwerr, Traité délectricité et de magnétisme, § 87.)
La forme quadratique

zxq{kxixk

est positive. Le coefficient positif ¢, est la capacité du conducteur 4,
tandis que ¢, est un coefficient d'électricité induit et négatif. ,

Le systéme (f3) rentre donc dans le type des équations (1), et d’apres
notre corollaire les coefficients du systéme (a) sont donc tous positifs, ce
gui est bien connu et ce qu'on établit directement 4 V'aide de la théorie
du potentiel.
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Mais le systéme (§) n’a pas la méme généralité que le systéme (1)
car on a entre les coefficients g, les relations

gan+ g+ ...+ qgn=0 (i=1,2, ..., m)

tandis que dans le systéme (1) on n’a pas nécessairement les relations
correspondantes entre les a;.

Mais aussi dans le systéme (a) les p, ne sont pas seulement positifs,
la théorie du potentiel montre qu’on a en outre

Pi = Pae
D'aprés cela il est fort probable que si I'on assujettit dans le systéme
(1) an%, + ...+ a,x, =& (i=1,2, .y m)

les coefficients a, & ces conditions additionnelles:

§; = ay + Qo + --~+aim£0:
il en résultera pour les D, la conséquence

D> Dy

(d Rviond

C’est ce que nous allons prouver en effet.

9. Supposons d’abord
8, >0 i=1,2, ..., m)
alors on a
D,>D,. =k

Il suffira évidemment de faire voir que D, > D,,. A cause de

Dz, =&Dy, + 6Dy 4 ... + €,D,

cela revient a montrer que pour

El=+1; 522—17 &=o0 >
la valeur de z, tirée du systéme (1) est positive. Or on a:
m m
zlfi =0 = gsixu

m m m
?'xi ;= T — Xy =?1zaibxixk
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d'on lon conclut d’abord que les z, ne peuvent pas étre tous nuls ou
négatifs, ou bien tous nuls ou positifs et ensuite

z, > o,
Donc si z, était nul ou négatif, z, serait négatif. Supposons donc que
Ziy Loy ooy Ty, (m >n > 2)

solent nuls ou négatifs, et

xn+l’ mn+2) MR 4 xm
positifs,

On devrait avoir

e m

m n
26w =0 =2x(a,,,, oot 2 X a,m,
n+1E' i T z( n4+1,i Yal 4— 4— mi nJ -F a1 il kVMiVEk
ce qui est impossible car le second membre est positif. On a donc né.
cessairement x, > o ou

D,>D

11 12°

C. Q. F. D.

Il est clair maintenant que dans le cas

s, 20
on doit avoir nécessairement

D,>D,

M —

car un changement infiniment petit des @, suffit pour rentrer dans le
cas s, > O.
10. Cherchons encore les conditions nécessaires et suffisantes pour
quon ait
D, =D

11 12°

D’aprés ce qui précéde il est clair qu'au moins un des s, doit étre nul
mais cela ne suffit pas.
En prenant comme tout-a-I'heure

Sl = + I) 52 = - I) 51 =0 >
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la condition D, = D, revient & x, =0, et les inconnues #,, ..., z, se
trouvent déterminées par le systéme

a22x2+...+agmxm=‘:——l’

Ago Ty + -« o + Cgu @, = 0,
(1)

am2x2 + ML + ammxm = 0.

Deux cas sont & distinguer.
I. La forme

m m
22:22:%& Ty

ne se décompose pas directement dans la somme de deux formes quadra-
tiques d'un nombre de variables moindre que m — 1.

Alors x,, @y, ..., x, seront négatifs, d’aprés ce que nous avons vu
dans le N° 1. Et comme on a:

e

zgz = 0 == 82x2 + s - + smxm

1
on en conclut

(a) s, = 0, 8§, =0, ..., 8§, =0

Réciproquement, si ces relations (a) se trouvent vérifies, il est clair que

le systéme (1) donnera #, = o ou D,, = D,, car on trouve

12

et s, n'est pas nul.
II. La forme

m
% %aikxia;k

se décompose directement dans la somme de deux ou de plusieurs formes
quadratiques.
Alors les variables

Tyy gy 000y Tp
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se décomposent en plusieurs groupes. Soit
Loy Ly ooy Ty

le groupe dans lequel se trouve z,.
Le systéme (1') se décompose en deux systémes relatifs aux deux
groupes de variables
x?? '/1)37 AR xﬂ’

) Lygry vy L
et on voit qu'on aura:

z, <O, z, <O

xn+1=9§n+2=...-——mm—-o.
La relation

0 =8, + ...+ $u%n
permet donc de conclure:

(b) s, = O, 8§, =0, ..., 8 =0,

Réciproquement, si les conditions (b) sont vérifiées et qu'en outre on a
identiquement:

m m n n m m
2,10, = DX auTT, + X 2 Ay b
22 EMiME 2 2 zktk+”+1”+l ik MiNVE
alors le systéme des valeurs de #,, @,, .. , %, tirées des équations (1),

joint & la valeur x, = o, satisfait au systéme (1) et I'on a par consé-
quent D, = D,,. Pour le montrer il suffit évidemment de vérifier la
premiére des équations (1), ou bien I'équation obtenue en prenant la
somme des équations (1). Or cette derniére

8§, + 8,2, + ...+ $u%, = O

se trouve vérifiée évidemment.

Nous avons supposé ici » < m, pour # = m on rentre dans le pre-
mier cas; et I'on a le résultat suivant.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que

D

11

=D

12
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consistent dans ce que, pour une valeur spéciale de n

2<n<m

on ait
(I 8, = 0O, 8§, =0, ..., 8§ =0
et

a’?,n+l = a?,n+2 = e = a‘.’,m = O?

g,n41 = Q3,542 = ... = 3, = O,
(1)

a’n,n-{-l = a’n,nf2 e e = a’n,m = 0.

Dans le cas #» = m les conditions (II) disparaissent.
11. Supposons les conditions (I) et (II) remplies, il n'est pas permis

de conclure que les valeurs de #,, ..., z, sont négatives, car la forme
n n
2 2,1,
2 2

pourrait encore étre décomposable. Mais si cela cut lieu, il est clair
que les conditions (I) et (II) seraient encore satisfaites pour une valeur
plus petite du nombre n.

Si done nous supposons que % soit le plus petit nombre pour lequel
les conditions (I) et (II) sont satisfaites, on aura

z, < 0O, z, <O, ..., %,<0
xn+1=mn+2z...=m,n=o
et & cause de
‘st;':Dlt_D‘)i

nous pouvons donc ajouter:
la condition D, = D,, entraine nécessairement les relations

Dy, < D,, pour ¢ =2, 3, ..., n.

D, = D,, pour i>n.
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Note.

Aprés avoir terminé la rédaction de cet article, je viens de prendre
connaissance d'une note Sur les racines de certaines équations par M. A.
Magrrorr, (Mathematische Annalen, T. 27, p. 177). L'auteur y dé-
duit d’abord la limitation des racines de l'équation X, = o déja obtenue
par M. Bruns, et ensuite il obtient aussi et pour la premiére fois, la
limitation plus étroite (B).

La démonstration que j'ai donnée est différente de celle de M. Mar-
KOFF, mais une seconde démonstration a laquelle‘ j'ai fait allusion seule-
ment dans le N° 5, ne différe pas au fond de celle de cet auteur.

Toulouse, Janvier 1887.




