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Dans un travail prdcddent ~ j 'ai dtudi~ les fonctions ~ un nombre fini de 
branches satisfaisant ~ une dquation diffdrentielle du premier ordre de la forme 

R(x,y), 

off R (z, y) eat une fonction rationnelle de x, y. Un travail de M. POLYA s m'a 
conduit tt publier oertains rdsultats que j 'ai obtenus pour l 'dquation g6n6rale 

(dy ) (~) F ~ ,  y, t, ~ ~Fo(y,t,~){dYt'~+ F,(y,t,x) Id.~l ~-~ ~dx, l ~ !  + "'" + F, , . (y ,  t, ~) = o, 

oh F0, FI,  .. �9 sont des fonctions enti~res et rationnelles de y, t et  x, t 6rant li6/t 
x par une dquation algdbrique F (t, x)--~ o. 

Rappelons d 'abord quelques rdsultats connus. 
On peut supposer que l 'dquation F (y~, y, t, x)----o entre yr, y eat irrdductible 

pour une valeur quelconque de ~. De plus, si r o n  fait, au besoin, dana l'6qua- 

Sur lea fonetions h u n  hombre fini de branches d~finies par lea ~quation, diff~rentidles du 
l~remier ordre. Aeta mathematica, t. $6, p. 297. 

Zur Untersuchung der ~r#ssenordnung ganzer Funktionen, die dner Diff~entialgleichung 
gen~!len. Ce tome, p. 3o9. 
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+ I  
tion diff~rentielle (I) une substi tution de la forme y = a , oh a est une con- 

z 

s tante  convenable, on peut  supposer qu'il correspond h une valeur infiniment 

grande de y m valeurs infiniment grandes de yr satisfaisant ~ l '~quation F ( y ' , y , t , x ) ~  o 
et s 'obtenant  par  m s6ries de la forme 

(2) (I) y ' = a y ~ §  ~/ Ix  , 

off a, fl et les coefficients de ~ sont des fonetions alg~briques de x. 

Les points singuliers des int6grales d 'une 6quation (I) se divisent en deux 

classes: les points singuliers fixes et les points singuliers mobiles. Les points de 

la premiere classe sont en nombre fini, mais ils sont en g~n~ral des points trans- 

cendants. Les points de la seeonde elasse sont, d 'apr~s un th6or~me de M. 

PAn~L~V~, ~ des points singuliers alg~briques. Soit Yo la valeur pour  x-~ x0 d 'une 

int~grale qui en x-----xo a un point singulier de la seconde classe. Si Y0 ~- r il 

r6sulte des 6quations (2) que le point Xo est un pSle. Supposons ensuite que Y0 

soit fini. Alors, Y0 satisfait ~ l 'une des ~quations 

Fo (Yo, to, Xo) ~- o, D (yo, to, xo) -= o, 

D(y ,  t ,x) ~tant le discriminant de la fonetion F(yr, y, t, z) de yr, et to 6rant une 

valeur de t pour x----x0. De plus, l'int~grale consid6r~e satisfait h une tquat ion  

difftrentielle de la forme 

(3) d-~= (Y-- g(x))-; ~ (y--a(xV, x--xo , 

off g (x) est une s~rie de puissances de x -  xo qui satisfait ~ l 'une des ~quations 

Fo (y, t, x ) ~  o, D(y ,  t, x)~= o, et oh la s~rie au second membre satisfait ~ l '$qua- 

t i o n a l g 6 b r i q u e F ( d  ~ ,  y , t , x ) - ~ o .  On a o u  bien ~ > o , ~ > = i ,  o u b i e n ~ = o , , > I .  

Dans le premier cas, on aura 

Y ~ Y0 + c~ (x - -  xo) ~ +" -t- " ', cL ~ o. 

Dans le second cas, en posant y ~ g ( x ) §  z~ on aura une ~quation de la forme 

Z~/_ 1 d~ 
dx = ~  (z, X--Xo), ~, (o,X--Xo) ~o. 

1 Legons dr Stockholm, p. 57. 
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Pour  que xo soit un point  singulier il faut  et il suffit que t~'> x; alors, on aura 

y ---- g(x) + c~ (x - -  Xo) ~'' + . . . ,  c, ~ o. 

II y a une classe d 'dquations (I) part iculiArement simples, in t rodui te  par 
FUCHS, ce sont  les dquations & points critiques fixes, satisfaisant ~ la condit ion 
que les points  singuliers mobiles sont  des pSles. I1 rdsulte immddia tement  de 
ce qui pr6c~de que ces dquations sont  caractdrisdes par  les conditions suivantes:  

i) F0 est ind6pendant  de y; il rdsulte alors des dquations (2) que le degrd 
de F~ par  rappor t  & y est au plus dgal ~ 2~,; 

2) t o u s l e s  nombres !g sont dgaux s i .  

Nous ddmontrons  main tenant  le thdorhme suivant:  
Thdor~me. 8 i  l'dquation ( i)  n'est pas une dquation ~ points critiques ]ixes, 

route int~grale ~ un  nombre ]ini de branches et ~ un  hombre ~ini de poin~ critiques 

est n~cessairement une ]onction algdbrique. 

Prenons une dquation (3) telle que l ' intdgrale de cette dquation qui pour  
x----xo devient  dgale ~ g (x0) air un  point  crit ique en xo. La sdrie 

.( , ) 
y ' =  (y--g(~:) ) -~  ~ (y-g(x))~' ,  ~--~:o,  

qui entre  dans le second membre  de cette 6quation (3), repr6sente, pour  une 
valeur quelconque de x dans le voisinage de x0, l 'entourage d 'un  certain point  
de la courbe alg6brique F ( y ' , y ,  t , x ) ~  o. I1 existe une fonction rationnelle de 
y', y, soit 

z -~ R (y', y ! x) 

qui ne devient  infinie qu 'en ce point.  Dans le voisinage de ce point,  on aura 

, (  1) 
z-- - - (y--g(x)) - iT~,  ( y - -g ' ( x ) ) . "Lx ,  ~ , ( o ! x ) ~ o ,  

les coefficients de SL 4tant  des fonctions algdbriques de x. Si y est l ' int6grale 
de l '$quation (3) considSr~e qui pour  x----x0 devient  ~gale ~ g ( x o ) ~  y, on aura 

dz 2+,u i ( 1 ) 

= z  § ~.' ~ z - ~  x , ~ , ( o ! x ) , ,  o 
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dans le cas off Z> o, et 

dz ~,+~, ( 1 )  
d--~ = ( y - - g ( x ) )  " ~3 (y--g(x))~ !x 

~' ( ~ ) 
-- z 1 § ~'~ ~ z- )'~ t � 9  % (o I x) ~ o 

dans le cas off ~ - -o .  
On aura un rdsultat analogue pour une intdgrale quelconque quand x est 

situd dans le voisinage d 'un point singulier fixe ~, en supposant seulement que 

I ~ ) 
le point ~ ,  y. soit situ6 dans le voisinage du point eonsid6r6 de la ceurbe algd- 

brique F (y,, y, t, x) ---- o. Alors 

(4) 

si ~ > o ,  et 

(4 r) 

si Z ~ o .  
Cela pos6, 

+;.+.~t ( 1 ) 
d Z = z  1 - y  ~ z--- 2 i x  ~(o}x)  
dz ~ ' 

, , (1)  dZ=z'+~ z-zix ~(olx) 
dx 

# o  

# o  

un nombre fini de branches et ~ un nombre fini de points critiques. 
supposons que l 'dquation (i) soit satisfaite par  une fonction Y 

Alors 

est une fonction A un nombre fini de branches et ~ un nombre fini de points 
sin(luliers, car, ~ l 'cxeeption des points singuliers fixes ~, elle ne saurait devenir 
infinie qu'en un point critique de y. ]~tudions l 'entourage d 'un point ~. Si i z] 
est suffisamment grand, z satisfait ~ l 'dquation (4) ou (4r). Or ). + # > o, . d >  o; 
par suite, on pout employer les raisonnements par lesquels nous avons ddduit, 
dans le m6moire cit6, certains r6sultats de M. BOUTZ~Ot~X concernant la croissance 
des int6grales. On aura ainsi le r6sultat qu'il correspond ~ tout  point ~ un 
nombre r, de telle manigre que l'indgalitd 

[ z l < l x - ~ [ ~  

a lieu dans un certain entourage de x-----~. Commo ~ est un point singulier isol6 
et comme z a, d'aprgs la supposition, un nombre fini de branches, on en conclut 
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que tout  point g est au plus un point singulier alg~brique de z et que z est une 

fonction alg~brique. Par suite, y est unc fonction alg~brique. 

Le th6orbme d6montr6 peut etre compl6td par le thdorAme suivant:  

Ttdor~me. Une ~quation (z) ne peut ~tre satis/aite 7z~ar une ]onction transcen- 

�9 dante ~ un hombre /ini de branches et d~ un hombre /ini de points sin41uliers que 

dan, s le eas oh l'g~uation (x) se trans/orme d une ~uation lin~aire 

d z  
d%= A z +  B 

par une trans/ormation de ~ /orme 

y ~ ao  z m -t- a I z m-1 ~_,  ...~ am, 

ou ~ une ~quat~m l in~ire  et homog~ne 

dz 
- - - ~ - A z  
dz 

par une trans/ormation de la /orme 

A, B e t  a~ ~tant des/onctions alg~briques de z. 

Supposons qu'il existe une intdgrale transcendante y k un nombre fini de 
branches et ~t un hombre fini de points singuliers. II rdsulte d 'abord du thdo- 

rAme ddmontrd que l'6quation (I) dolt 6tre une dquation k points critiques fixes. 
Ensuite, il rdsulte d 'un thdorAme de POINCAR~ 1 que le genre ~ de ]a courbe 

alg6brique F (y',y, t , x ) ~  o doit 6tre < r ,  car si q > r, l 'iut~grale g6n6rale est une 
fonction alg6brique. 

Supposons quo q = I. Alors, l '6quation (I) so transforme k une 6quation 

d z  
d--~" = a ( X ) V 4  Z ~ - -  g ,  Z - -  g 3  

par une transformation qui peut s'dcrire 

S~/r un th~or~mr de ~[. _Fuchs. Acta  m a t h e m a t i c a ,  t. 7, P. i. 

Aeta mathematiea. 42. Imprim~ le 3 mars 19'20. 41 
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[dz, ) 

g2, g3 6taut des constantes, a et les coefficients des fonctions rationnelles R, RI 

~tant des fonctions alg4briques de x. Introduisant  duns R l'int4grale y eonsi- 

d6r6e on aura une fonction z ~ un nombre fini de branches; elle est n4cessaire- 

[ez, ) ment transcendante,  car on a inversement y -----/~1 ~dx z Ix . 

La  fonction R~ (z', z I x) devient infinie pour certains points (z', z) de la eourbe 

z " - ~ a  ~ (4 z s -  r soit z = g(x) une telle valeur de z. II est ~vident que R~ 

devient infinie pour le point correspondant, quel que soit x, s l 'exception peuto 

6tre d 'un nombre fini de valeur de x. I1 est facile h en conelure que la fone- 

tion y=R~ ~ ,  z Ix devient infinie pour une infinit~ de valeurs de x, con- 

trairement s l 'hypothSse. I1 suffit de montrer que z--g(z)a une infinit4 de 

, I satisfait h l '6quation zeros. La fonction u = z - -  g(x) 

du _u,[a(x)~//g(g(x) i s 

dont  le second membre devient infini pour u ~ ~ de l'ordre 2 ou exeeptionnelle- 

ment de l 'ordre ~/~. Si la fonction z - -g (x )  n 'avait  qu'un nombre fini de z4ros, 

u aurait  un  nombre fini de points singuliers, d'aprgs les r~sultats de M. BOUTROUX 

u et z seraisnt des fonctions alg~briques. 
Par l~, il est d4montr6 qu'on ne peut pas avoir ~ = ~; done, r Alors, 

l '~quation (i) se transforme s une ~quation de RICCATI 

dz -----Az~+ Bz+C dx 
par une transformation 

ou iuversement 

y = R 1 (z Ix). 

Supposons en premier lieu que l '4quation (i) ne puisse ~tre transform4e h une 

4quation lin4aire. Mors, l '4quation de RICCATr n 'aura aucune int4grale alg~brique. 

Si y est l'int6graleconsid~r~edo(i),z=R(dy, ylx ) est unefonc t ion t ranscen-  
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dan te  s un nombre  fini de branches.  On voit  comme pr6c6demment  que les 

fonct ions ~, z ~ g ( x ) ,  oh g(x) est  une fonct ion alg~brique, ont  une infinit~ de 

z6ros, e t  on en conclut  que la fonct ion y-----R~ (z[x) a une infinit~ de p61es, 

con t ra i rement  ~ l 'hypoth~se.  

I1 est done d6montr6 que l '~quation (i) se t ransforme/L une ~quation lin~aire 

par  une  t r ans fo rmat ion  z ~ R { ~ '  y Ix) ou inversement  y ~ RI (zlx). Si l '6qua- 

t ion linSaire n ' a  aucune int~grale alg~brique, on d~montrera  comme pr~c~demment 

que la fonct ion R1 (z] x) de z ne peu t  devenir  infinie que pour z ---- oo, c'est-~-dirc 

que Rt est une fonction enti~re de z. On voit  faci lement  que son degr~ est ~ga! 

m. Si l '6quat ion lin6aire a une int~grale alg~brique, on peu t  supposer que ce 

soit z ~ o, o'est-~-dire que l '6quat ion est  homog~ne. Alors, on d~montre  que R~ 

ne peu t  devenir  infinie quo pour  z = o ou z ~-oo. Pa r  suite, R~ aura  la forme 

~ / ~  ~ a~ Z ~. 

dy 
valeurs  do ~ ,  

donc d~montr6.  

.k une valour de y, il correspond n + n' valeurs  de z et  n + C 

comme on le vol t  facilement,  donc n+n ' -~m.  Le th~or~me est  

Les considSrations pr~c~dentes s 'appl iquent  fac i lement  ~ l '$ tude d ' un  point  

singulier, soit x ~ o, d 'une  6quat ion de la forme 

(5) + (y I x) .. + Fm (Y I x) ---- o, 

F0, F1, �9 �9 �9 Fm 6tant  des fonct ions enti~res et  rat ionnelles de y, den t  les coeffi- 

cients sent  des s6ries de puissances de x. On au ra  le r6sul tat  su ivant .  

Th~or~me. Supposons en premier lieu que t'~quation (5) n'est pas une ~qua- 
tion ~ points critiques fixes et qu'il existe une branche d'int~grale, d~Iinie ~mur [x[ < r, 

ayant un nombre ]ini de valeurs en chaque point et n'ayant d'autre point critique 

que x ~ o. Alors, cette branche aura au plus un point Mngulier alg~brique en x-----o. 
Eupposons en second lieu qu'il existe une branche d'int~grale, d~]inie pour 

]x[ < r, et ayant en x = o un point singulier isol$ non algeTbrique, dans le voisinage 
duquel un hombre ]ini de valeurs se permutent. Alors, l'~luation (5) se trans[orme 

une gquation lingaire 

d Z - - A z + B  
d x - -  

par une trans/orrnation de la /orme 
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y ----- a 0 Z m + a I z m - I  + �9 ' '  + a m  

ou ~ une ~quation lindaire et homoghne 

d z  
- - ~ A z  
dx 

par une trana/ormation de la /orme 

y---- ~ a~z% n + n ' = m ,  

(i) 
A, B e t  a~ gtant des sgries de la ]orme x~ ~3 x~ , oCz I* est un entier > I  et g u n  
entier quelvonque ou nul. 

L'ordre  de croissance de la branche consid4r6e dans |a seconde part ie de ce 

th6or~me est d6termin6 par  l 'ordre d' infinitude de la s~rie A pour x = o. 1 Si 

cette s6rie commence par  la puissance x -(l+k~ l 'ordre de croissance est 6gal ~ k. 

On peut  obtenir  une limite inf6rieure de ce nombre. Supposons d 'abord  que la 

t ransformation a la forme y---- a0z "~ + a~ z m-1 -F... + am. On peut  supposer que 

a o = i. Eu 6tudiant  l 'entourage de y =  ~ on volt facilement q u e - - m ~ A  est 

FI par  suite, A est une s6rie de puis- ~gal au coefficient de y clans le quotient  F~' 

sance de x, donc k est un entier qui est n6cessairement ~ i .  Supposons ensuite 

que la t ransformation a la forme y =  ~ a~z ~. On peut  supposer que a n =  x. 

Par  un calcul 616mentaire on t rouve que les termes de l '6quation (5) qui sont 

dy 
du plus grand degr6 m par  rappor t  ~ ~ et y peuvent  s'6crire 

* Je dois ~ M .  P6LYA d'avoir pos6 la question concernant la croissance dont la discussion 
suivante donne la solution. 
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On conclut que .4 et  aL_,____~ satisfont & des ~quations du second degr~ dont  les 
~ mr 

coefficients sont des s6ries de puissances de z. L'ordrc d'infinitude de a'__~, est 

~gal & I, si ce quotient devient ~gal & ~ pour z ~ o; par suite b e s t  un entier 

si n , ~ n  r. Lc seul eas oh ~ pourrait  ~tre < i e s t  done celui oh n ~ n ~ ;  alors, 

k est 6gal ~ ~ ou ~ un multiple de I 
2 


