SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D’'UNE BRANCHE
UNIFORME D'UNE FONCTION MONOGENE.

(Sixiéme note.)
Par

G. MITTAG-LEFFLER.

Ma cinquiéme note publiée sous ce titre a paru en 1go4. A peu prés & la
méme époque j’avais déja en portefeuille une rédaction préliminaire de la suite
de mes recherches en vue de nouvelles >notess. Toutefois la publication que je
me proposais de faire de ces derniéres a été retardée par la maladie ainsi que
par la pensée que ce travail prendrait la place d’autres études envoyées par
d’éminents auteurs pour &tre publiées dans mes »Actar.

Des années ayant passé depuis, mes articles ont perdu une grande partie
de leur actualité et de leur intérét. Il me semble pourtant qu’ils peuvent encore
avoir une certaine valeur comme appartenant tout & fait a la sphére de pensées
qui distingue la théorie des fonctions analytiques telle qu’elle a été formulée et
exposée par CARL WEIERSTRASS. Au moment ol je reprends la publication de
mes »notes», je prie ceux qui m’ont prété leur précieux concours et sans lesquels
je naurais pu mettre sur pied ma rédaction finale, et tout particuliérement
M. E. PoracmiEN, M. T. CarLEMAN, maitre de Conférences & I’'Université
d’Upsal, M. J. MaLmquist et M. M. Riesz de recevoir mes plus chaleureux
remerciements. Comme je n’ai assurément aucun droit a la priorité en ce qui
concerne les publications faites par d’autres aprés la rédaction déja ancienne de
mes notes, je ne me considére pas comme tenu d’entreprendre une comparaison
critique avec ces travaux, et je me borne par conséquent, dans la mesure ou ces
derniers me sont connus, & y renvoyer purement et simplement le lecteur.
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Sur la convergence de V’expression d’une fonection analytique en dehors de
P’étoile principale de la fonection.

INTRODUCTION.

J’ai introduit dans le temps la nouvelle conception d’éfoile de la maniére
suivante. En partant d’un point a, nous menons une demi-droite quelconque
ax, sur laquelle nous choisissons suivant une loi déterminée un point p, distinct
de @ (le point p peut d’ailleurs &tre & I'infini sur az). Faisons tourner ax d’un
angle égal & 2z autour du centre a, le segment ap engendre alors une aire qui

embrasse a, et qui sera appelée une éfoile de centre a;
le point p sera dit un sommei de V'étoile et ’ensemble
des sommets sera dit la frontiére de P’étoile.
Si entre une fonction monogéne F(x), régulidre
fud au point @, et une étoile ayant a pour centre existe
une relation telle que le sommet correspondant a
chacune des demi-droites qui engendrent I’étoile soit
le premier point singulier de F(z) auquel on arrive
@ en partant du point a et en faisant glisser = le long
de la demi-droite, cette étoile est appelée I’étoile prin-
cipale de F(z). Elle est désignée par la lettre 4 et la branche fonctionnelle qui
y correspond est désignée par F A (z).

Soit

(1) ky,byyloyy. o ks,

une suite infinie de constantes soumises & la condition de Caucry

2 ) VAT

r étant une quantité positive.
La théorie des fonctions analytiques telle qu’elle fut congue par WEIERSTRASS
est basée sur la considération de la série

(3) | ‘B(x—a)=ikv(x-a)v,

y=(
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ou 2 est la variable et @ une constante. Cette série définit une fonction analy-
tique F(z) dans une étoile constituée par un cercle de centre C et de rayon r.
La branche fonctionnelle de F(x) représentée par la série P(x—a) est désignée
par FC(z). On sait que par prolongement analytique de la branche FC(z) on
obtient la fonction F(z) tout entiére partout ol elle reste réguliére. Dans une
suite de mémoires, j’ai montré qu’on peut obtenir de différentes maniéres des expres-
sions qui sont formées des constantes k,,k,,k,,..., tout comme la série P (x—a),
et de certains coefficients numériques indépendants de la fonction, et qui représen-
tent d’une maniére univoque non seulement la branche FC(xz), mais encore la
branche entiére F A4 (x).

Les plus élégantes de ces expressions, au point de vue formel, me parais-
sent étre

n2 nd nin

Futh+: - +in(a)[r—a Mmtlet - tiyd
() FA(z)=lim ( )
"-whgwgo 12.0 E‘.‘.B&P‘_" n

(3) FA(z)= li:r(t)fe‘“’aFa (w (z—a)) dws =
o

—}lllx})gl_n; 2[‘1_ “*’“ w”dw“ (z—a); Fq (o) ——E)k (;Zj

(6) FA (x)==£i$ (ko+é(x—a) + é(z——a)g+ ---);]a_1_=l‘(av+ 1).3

Les deux expressions (4) et (6) sont de la forme lim G (z;w), G(;w) étant une

(=D
fonction entidre (rationnelle dans la premiére expression, transcendante dans la
seconde) dont les coefficients sont des fonctions linéaires de k,, k,,k,, ..., kn avec
des coefficients numériques qui dépendent de w comme paramétre, mais sont in-
dépendants aussi bien des constantes %,, %,, . ..k, que de la variable z.

! »Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogéne.»
Note 1. Acta Math., t. 23. 1899,

? Formule (109), page 161, Note 5 de ce travail. Acta Math,, t. 29. 1904.

* »Sur la représentation arithmétique des fonctions analytiques générales d'une variable
complexe.» Atti de! IV Congreso Mat. Roma 1908. Page 82.
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MM. BoREL et PEHBRAGMEN ont montré! que c’est impossible de former une
n
telle expression qui, pour tout choix des constantes k,, ky, k,,...(lim | VE. | = fini),
n

cesse d’étre convergente en dehors de 1'étoile A.
M. H. von KocH a repris ce probléme d'un point de vue différent.
II s’est demandé: est-il possible de former avec les seules constantes
ky,k,,k,, ... et avec des coefficients numériques indépendants de ces constantes
et de la variable une expression lim G(x;n) qui représente la fonction définie par
n=w

les k, chaque fois qu’on se trouve en dehors des sommets de 1’étoile 4, sur le
prolongement d’une demi-droite génératrice ou la fonction reste régulidre?

La solution qu’il a donnée de ce probléme est en rapport étroit avec la con-
ception de WErErsTRASS d’une fonction analytique.

WEIERSTRASS a compté non seulement les points réguliers, mais encore les
poles comme appartenant & la fonction (il les nomme »ausserwesentliche singulire
Stellen»),® tandis que tous les autres points, qui ne sont ni des points réguliers
ni des poles, sont singuliers. J’ai proposé de remplacer la conception de WEIER-
sTRASS par celle que voici: 4 les seuls points devant 8tre comptés comme points
singuliers de F(x) sont les points &' tels que, d’une part, il existe dans tout
voisinage de &' des points pour lesquels F(x) se comporte d’une fagon réguliére,
et que, d’autre part, il n’existe aucun entourage de z' ol une égalité de la forme
F(x)=P(x—=x') ait lieu. Il parait que cette définition des points singuliers d’une
fonction est maintenant généralement admise.

En adoptant la maniére de voir de Wr1ERSTRASS, M. vOoN KOOH a généralisé
de la maniére suivante ma conception d’étoile principale. Il définit une étoile
K, dont A fait partie, en prolongeant les différentes demi-droites issues de @

L E. Borer, »Addition au mémoire sur les séries divergentes». Annales de I'Ecole Norm.
Sup., T. 16, 1889, p. 134.

E. BorzL, »Lecons sur les séries divergentes». Paris 1901, p. 172—175.

G. Mirrac-Lerrier, »Ueber die analytische Darstellung eines eindeutigen Zweiges einer
monogenen Funktion», Minchener Berichte, 6. Mirz 1915, p. 154—159.

Dans cette dernidre note, qui fut publiée pendant gue j'étais en convalescence aprés une
grave maladie, il 8’est malheureusement glissé une erreur sérieuse sur laquelle M. Osgey a fixé
mon attention {(cf. »Sur la représentation analytigue de la vitesse dans certains problémes d’hydro-
dynamique», page 6, note, Nova Acta Soc. Sci. Upsal., Ser. IV, vol. 4, No. 9). La formule (51),
page 149, dans la dite note représente seulement FC(x) mais non F 4(x).

? Houee voy Kocm, »Applications nouvelles de la fonction exponentielles. Bihang Kgl.
Svenska Vet. Akad. Forhandl. 12 février 1902,

Hswee vov Kocm, »Sur le prolongement analytique d'une série de Taylor». Voir ce journal,
T. 27, 1903, p. 79—104.

8 »Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen.» 1876, Werke, Bd 2, p. 78,

4 »Bur la représentation analytique des fonctions monogénes uniformes.» Voir ce journal,

T. 4, 1884, p. 4.
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jusqu’au premier point qui n’est ni un point régulier ni un pdle, au lieu de
s’arréter, comme c’était le cas pour ’étoile A, aussi bien & un pdle qu’a un autre
point singulier. Il cherche aprés, sans connaissance préalable des poles, & former
une expression qui ne contienne pas d’autres éléments empruntés de la fonction
que les constantes k,, %, k,, ... (propriété appartenant aussi 3 toutes mes expres-
sions), mais qui soit valable non seulement pour I’étoile 4, mais encore pour
tous les points réguliers & I'intérieur de 1’étoile K. Pour bien saisir son idée, il
faut se rappeler qu’on savait bien former, avant M. von KocH, une expression
qui représentait une fonction uniforme d’une maniére univoque non seulement
dans tout son domaine de régularité,! mais encore dans chaque domaine qui
embrassait un nombre dénombrable de singularités;* mais alors il était nécessaire
de connaitre non seulement la position de ces singularités, mais encore l'allure de
la fonction autounr des singularités.

M. von KocH parvient & résoudre son probléme en se servant de I'expression

) 0; =1
limzs e~ =
g=w e lig=1,

ainsi que d’une espéce de représentation conforme, dont je me suis servi dans
plusieurs de mes travaux.? M. PAINLEVE a énoncé & propos de la publication
de M. von Koce une autre solution du probléme. Il I'obtient en utilisant une
fonction auxiliaire toute autre que celle de M. voN KocH. Sa formule finale
parait aussi plus élémentaire et plus générale que celle de M. voN KocH.4

Je me suis servi moi-méme d’une nouvelle fonction auxiliaire, remarquable
sous différents rapports. J'exposerai dans le § 1 les propriétés essentielles de
cette fonction. Dans le § 2, je donne une nouvelle solution du probléme de
M. vox KocH.

Dans le § 3, je m’éléve & un point de vue plus général.

! Voir mon mémoire de 1884, I. ¢, ainsi que celui de 1899, Acta Math., T. 23.

? Voir mon mémoire de 1884, 1. c.

3 Voir p. ex. Note 3 de ce travail, Acta Math. t. 24. 1900,

¢ PavL PAINLEVE, »Sur le développement des fonctions analytiques en séries de polynomes».
Comptes Rendus etc., le 7 juillet 1902. T, 135.

Il semble que M. vox Kock s’éléve dans ses derniers travaux an méme degré de généralité
que M. Pamvievé. Voir H. von Kocg, »Sur le prolongement d'une série de Taylor». Arkiv for
Matematik, Astr. o. Fys., Bd 12, No. 11, Stockholm 1917. — »Contributions 4 la théorie du pro-
longement d'une fonction analytique.» Arkiv f. Mat., Astr. 0. Fys., Bd 12, No. 23. Stockholm 1917,

Acta mathematica. 42. Imprimé le 17 décembre 1919. 37
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§ 1.

Une nouvelle fonetion entiére.

On sait que toute fonction entiére transcendante peut &tre rendue aussi
voisine qu'on veut d’un nombre quelconque fixe en dehors d’un cercle de rayon
arbitrairement grand.! Ce fait n’exclut pas qu’il existe des fonctions entiéres
dont le module tend vers une limite bien déterminée égale & zéro quand la vari-
able tend vers linfini le long d’une demi-droite quelconque issue de I'origine.
J’ai donné plusieurs exemples de telles fonctions.? Une des plus simples est
définie par lintégrale

&
1 £ oo dl
(7) znife € [—x

Iintégration se faisant le long d'un contour S défini de la maniére suivante: S
se compose en partie de deux droites paralléles & I’axe réel des {, infinies dans le
sens positif de celui-ci et situées de I’'un ou de I’autre c6té de ’axe & une distance

. T, 7 .1 c e Lol vt
comprise entre 2 et 3 > en partie d’une perpendiculaire & I’axe réel réunissant ces

paralléles et coupant ’axe en un point arbitraire. L’intégration doit se faire dans
le sens direct de droite & gauche.

«:3§
—
%
304 ————————————— —m——————
-~
2 P

! Karl. WEIERSTRAsS, »Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen». Werke,
Bd 2, p. 124.

? »Une nouvelle fonction entiére.» Comptes Rendus ete. 18 avril 1904, »Sur une classe
de fonctions entiéres.» Verhandl. d. 3. Internat. Math. Kongress. Heidelberg 1904.
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L’intégrale converge évidemment quelle que soit la position donnée & x de
I'un ou de l'autre cété de la ligne d’intégration. La valeur de I’intégrale ne varie
pas si P'on déplace la perpendiculaire & droite ou & gauche du point {, ou elle
coupait au commencement I'axe réel, ou si I'on fait varier les distances des deux

N . T 1A a ap2 .
paralléles 4 ’axe entre; et 37, pourvu que z reste du méme co6té du chemin

d’intégration.

L’intégrale définit deux fonctions analytiques différentes E(x) et E(x) selon
que z est situé du méme c6té du chemin d’intégration que les points réels négatifs
infiniment distants, le c¢dté négatif comme nous dirons, ou de l'autre cité, le
coté positif.

Envisageons d’abord la fonction E(z). On voit qu’elle est réguliére pour
tout point x qui est & distance finie de la ligne d’intégration, et qu’elle est par
conséquent une fonction entiére de x. Elle s’approche indéfiniment de zéro quand
x tend vers P’infini du c6té négatif d’un eontour S.

La fonction E(z), d’un autre coté, est régulidre pour tout point z qui est
a distance finie et se trouve entre deux paralléles & P'axe réel menées par les

points i3g et —1 3% . Elle s’approche indéfiniment de zéro quand z tend vers

Iinfini du c6té positif d’un contour 8.

Soit maintenant x un point & distance finie situé du c6té positif d’un con-
tour S donné.

On a

R dr
v I eg. __ees_'__’

(8) E(x)_E(xH;;ife e
R étant le chemin d’intégration indiqué dans la figure ci-aprés, chemin qui entoure
le point .

2y
e ——— e -
[3 1
15:.-..--.1{ _______
- ke
<~i3§
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On voit que les deux fonctions E(x) et E(z) sont liées par la relation

(9) E(@) = e e +E(z).

La fonction E(x) est par conséquent, tout comme E(x), une fonction entiére de .
Relativement & la fonction E(x) nous pouvons énoncer le théoréme suivant.
Théoréme 1. »Soit x,(— <2,<-+ ) un point quelconque sur I'axe réel.

La fonction E(x) tend indéfiniment vers zéro quand la variable z tend vers

Pinfini le long d’une demi-droite quelconque issue de z,. Soit w une quantité

réelle positive. Si la variable z appartient 4 un domaine fini quelconque X situé

entidrement en dehors de 'axe réel positif, E (x, + wx) tendra uniformément vers
zéro lorsque w tend vers Dinfini.
I1 en est de méme si le domaine X (0 < X) est une partie quelconque de

I'axe réel positif.»

! On peut voir de la maniére suivante que E(x) n'est pas identiquement nul.
La supposition

E(@)=o0
aménerait
(4) Bx)y=—ee.c—",

En posant #=£ + 145, on obtient

¢

ee” = ge cosn(cos (egsin 7)+ ¢ sin (egsin 7).

Pour un % fixe et incongru 3 zéro (mod. z), il existe une infinité de valeurs de £ croissant
au dessus de toute limite telles que

cos(e’ gin )= —1.
En ces points, on a
- 5
ee’ o= — p€7C08 7,

On en conclut que

fﬁ—lee”e—ee$| =0,
Emaco
o<l <%
Comme d'autre part
lim E(x)=o,
fmeo
44
|n] < 3

on voit que l'égalité (A) est impossible.
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Au lieu de se donner d’abord P’intégrale (7), on aurait pu partir de linté-
grale plus générale

Sy . 2 -
I S e d‘s
o — | e e~¢
(z0) 2mi ) & ¢ {—a’

ou z est une constante positive plus grande que un. Le contour S. est alors
composé en partie de deux lignes infinies dans le sens positif de I'axe réel:

o*sinxp=a, ¢* sinzrp=——a;7—:<a<3%‘,

en partie d’'une perpendiculaire & ’axe réel réunissant ces deux lignes. On voit
que ces lignes s’approchent d’une maniére asymptotique de 'axe réel positif.

-isf

Nous désignerons par E, (z) et E, (x) les deux fonctions définies par I'intégrale
(10). Elles sont liées par 1'égalité

%

(1) E(z)= e e + E. (z).

» étant un nombre entier elles sont toutes les deux des fonctions entiéres de z-

Si % nombre entier et £, >o, E, (x) est une fonction entidre tandis que E, (z)
est singulier pour z=o0. On a le théordme suivant.

Théoréme 2. sLa fonction E, (x) a des propriétés identiques & celles qui sont
indiquées pour E(x) dans le théoréme 1. Elle a encore les propriétés suivantes.
Eille tend indéfiniment vers zéro quand z tend vers Uinfini positif ou négatif le
long de P'axe réel ou d’une paralléle & cet axe.

Soit w une quantité réelle positive, et désignons par & la partie réelle et par
i+ la partie imaginaire de la variable z. Si cette variable appartient 4 un domaine
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X fini et situé entiérement en dehors de ’axe imaginaire et de I’axe réel positif,
E,(w&+7n) tend uniformément vers zéro quand w tend vers linfini.
La méme chose arrive si X (o< X) est une partie de P'axe réel positif.»
Dans le temps! jai introduit une autre fonction &, (x); 1 <x, définie par
Pintégrale

S
I & dg
— e T
(12) o e 7 ,

ou le contour S, est le méme que pour l'intégrale (x0) (S, est identique au con-
tour § relatif & I'intégrale (7)). Cette fonction a la propriété suivante:

¢, (wx)—opourw— + o ;1 <x,
(13)

&, (w§+in)—opourw—+ ;1<% §#0

quand x appartient & un domaine X qui tombe en dehors de I'axe réel positif,
tandis que

(14)

4%
W, T
e, (waz:)—'ee = 0 pour w —s +

quand X (o < X) fait partie de cet axe.
On voit que lintégrale (1z) définit encore une seconde fonction ¢, (x), lide
4 ¢ («) par la relation

(15) e, (@) = +5,().
On voit encore que la fonction
(16) &, (x)e

—e, ()

a des propriétés identiques & celles que j’ai indiquées pour Z, () dansle théoréme z.

§ 2.

Soit b un point sur ’axe réel ou E(z) et ses dérivées ne s’annulent pas. Un tel
point existe certainement parce que ’ensemble des zéros de E(z), E'(x), . .. E®(x), ...,
étant dénombrable, ne peut pas contenir un intervalle entier de I'axe réel.

* »Sur une classe de fonctions entidres», p. 262, 263. Verhandlungen d. dritten interna-
tionalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg. Leipzig 1904.
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Posons {,>b,(, étant toujours le point ou le contour S coupe ’axe réel.

On aura
S ar
—_}_ e; —et @5
(17) BO)= 5 [t 2y
J’introduis maintenant la fonction
_E(z+Db)
(18) G(x)——————E(b) ,
et je mets
(19) G@)=1+Hz+H,2*+ - +Hy2°+ -,
ol
1 I (’ & et > .
(20) H”=%'E(b)j ee g
Par conséquent,
S . dt
I I e: —e
(21) & lotz—1) -—;E.mj R g ——y

*'_—‘__:I_)=”2:,0Hv (w(z—1))".

mais, G(r) étant une fonction entiére de z, le second membre de (19) est une
série toujours convergente par rapport i la variable z, dont les coefficients H,
sont des constantes indépendantes de x. Le mé&me cas se présente pour la série
du second membre de (21). Elle est toujours convergente par rapport a o (x—1)

regardé comme variable.

Une autre représentation de la fonction @ (w(x—1)) est la snivante. Nous

choisissons comme auparavant {,>b, et posons

lel<1+ 570,
[17]

On obtient alors

(22) G(u}(x——I))miKy(w)-x".

v
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ol
s - e
-—-._I__ . _I_ . eg ,_ees-i-—__
(23) B0 =205 76 l/“ C=b+wy+
et
(24) DK, (0)=1.
pe( .

La fonction G (w(z—1)) étant une fonction entiére, le second membre de (22) est
une série toujours convergente.

Si la variable « appartient & un domaine
fini X situé entiérement en dehors de la
partie de P'axe réel positif qui s’étend depuis

1 jusqu’a + oo, on constate que G(w(z—1))
ot par conséquent aussi les deux séries

:--——; : 4 sz ((z—1)) et EK,, (w) ¥ tendent uni-
x »=0 r=0

formément vers zéro lorsque w tend vers l'infini.
Si, d’'un autre cdté, le domaine X fait partie de la portion de 'axe réel
positif comprise entre 1 et 4 o,

1<X<cw,

la fonction G(w(x—1)) ainsi que les deux sériesz H,(w{z—1)) et z K, (w) 2 tendent

pm=() P
encore uniformément vers zéro lorsque w tend vers linfini.
Les formules (19) et (21) nous donnent

2 H, (0(@—1))
(25) Clo(x—1))—1 4= =Y H, o (z—1),

r—1I z—1I

peml
Au moyen des formules (22), (24) on obtient encore

i‘, K, (w)(1—2")

1—G(w(x—1)) _ y=1
I—a o I—x

=Z(I+x+x2+‘ -~+x")Kv+1(w).

v

(26)
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On aura par conséquent, pour z = 1,

(27) ;};=g§i§’ﬂ, (w(z—1))-,
(28) 11x=£i%%‘1+x+x’+---+z~)Kv+1(w),

égalités qui ont lieu aussi bien si x appartient & un domaine situé en dehors de
la ligne 1<z < que si z fait partie de cette ligne (1 <z < «).
Pour le point =1, on obtient au moyen de la formule (25)

{29) im @ E—1))—1
zw=l z—I

wH,
et au moyen de la formule (26)

(30) lim 2= (02 —x)

=S (v +1) Evr () =0H,.

vl

Les deux expressions (27) et (28) sont par conséquent égales & Vinfini ponr z=1.

Nous introduisons maintenant, & ’exemple de M. voN KocH, une nouvelle
étoile K de centre zéro, qui, en général, embrassera I'étoile 4. Nous obtiendrons
cette étoile de la maniére suivante.

On fait tourner autour d'un centre z=o une demi-droite ayant ce centre
comme origine et limitée d’autre part par le point le plus rapproché de centre
qui n’est ni un point régulier ni un pdle de la fonction définie par les constantes

ky ks oo,

assujetties & la condition de Caucry
Tim|VE|= »11; ; #=nombre positif,
c’est & dire la fonction définie par la série

B(x)=k,+ b,z +ky2®*+ -+ ke +---

L’ensemble de toutes les demi-droites limitées de cette maniére sera I'étoile K.
Acta mathematica. 42. Tmprimé le 19 décembre 1918, 38



298 G. Mittag-Leffler

On voit que cette étoile embrasse 1’étoile 4, que j’ai appelée I'étoile prin-
cipale, et que d’autres ont désignée par I'expression »étoile d’holomorphier. En
analogie avec l'expression »étoile d’holomorphie» on pourrait appeler P’étoile K
vétoile de méromorphie».

Introduisons maintenant I'intégrale de CavonY

B
0 Z;ifmz)-a(w(g—x))dz,

z—x

ol B sera le contour d’un domaine simplement connexe qui est situé a 'intérieur
de I’étoile K, embrasse I’origine et ne passe par aucun des poles de F(z).

Lorsque x est situé & Pintérieur de B et différe des pdles a, on a égalité
suivante:

[ B (x)

e et
© (@)
- _Z;ifF(z).(x—G(w(g“I)))%g+ziizf%.a(wg__;))dg

x
I-——.—
4

a)

OF (2)-[1—@ [wf®— (
L
Z

la somme figurant au second membre étant étendue & tous les pdles de F () &
Pintérieur de B et les intégrations étant faites dans le sens direct le long des
périphéries des petits cercles ayant z, o, a comme centres. Il résulte de la défini-
tion de I'étoile K que la somme n’a qu’un nombre fini de termes.

Les formules (25) et (26) nous donnent

— z_ .
(33) }Z"I Gi“-’_(zg I)) =EIHWW(—~I)V—L—Z{(I_WEI'§
z
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, oz}

I ——
z

(34)

B () mo

D’un autre cété, nous avons mis
(3) FC(zy=ky+ kz+k,22+ -,
FC(z) étant la branche fonctionnelle de £'(z) intérieure au cercle de convergence
C de centre zéro et de rayon r= (Hx_ﬁlil’/]a I)—l.
On obtiendra par conséquent |

0)

(35) z:m'fmz). (I—G (Z(s—l ))) QZEL,EHWH W'+ (— 1) (ko—ék, xz+
1—= r=0
4

v(vy—1)

TR

byt -+ (-—I)"k..x")

ainsi que
© z
(36) — F(z)'(l"g(“’(E_I))) B2 S byt bz 4 ka2t + o+ by2) Kra(0)
3 27t .. z _,,-o . 2 " -
-4

Supposons d’abord que le contour B tombe & I’intérieur de mon étoile principale
4, qui n’embrasse aucun pdle ou autre point singulier de F (z).
L’égalité (32) devient dans ce cas

©)

37) F(z)=2:tfF(z)'(I_G(w(;—I)))%ng 1 ifF(z)'G(“’(g_IDdz_

1 x 27T 2—x
I—___
z

Nous avons vu que

lim G(w(y—1))=0

tant que y appartient 3 un domaine fini quelconque situé entiérement en dehors
de la ligne 1<y<ow. C’est le cas pour le domaine limité par le contour que

décritg quand z parcourt la ligne B. On aura par conséquent
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B

F(z)-G(m(g—-:))
(38) 3)1—11010 Z2—x dz=o,
et ainsi nous obtenons pour F A(x) deux nouvelles expressions, savoir
(9)  Sy=lim D Byt (=2 (b —F by ot ﬁ(—”E‘-i)lc,, Bt (— 10k )
D=
(40) 8,=lim N (kK +ky 2+ k2 + - +ky27) Kyia (),
)z D o
ou
s ¢ ar
S SEE S (v S H. =
(20) H”—_zari E(b)fe_e (C——b)*’+1’§°>b’H° 1,
s : i
N SN S (v S | S
(23) Ky ()= 5 f e
On aura done la double égalité
8,
(41) FA(m)===S=.

Nous montrerons dans la suite que S, aussi bien que S, représentent encore
d’autres parties de la fonction F(z) que la branche FA(x). Nous verrons que
ces expressions représentent FK(z) en tous les points réguliers intérieurs & K.

Retournons, pour établir le premier point, & la formule (32) et étudions
Pintégrale

(42) (G)E—(—zl . G(w(—:z———x))dz.

B0

On a dans Pentourage de z=a

(43) F(z)=g (—z—f:;) + PB(z—a),
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ou
1 = c“ c..z v ._———.—c—m__
(44) g(z_a)—-z_a+ a—apt Y a—a
Par conséquent,
(F(2) I 1 1 N
z—x  x—0 2% (g(z—u\, +%(z a))
z—a
I z—a  [(z—a €1, C-2
=T z—a (I z—a (x——a) + )(z—a —a)? oo
+ 2+ Blz—a))
_ I €1 C.- ~_6...m
(45) T z2—a (x—a (x—a )2+ T+ (x—a)’")
I C_o C—3 Cmm
~G—ar =1 @—ap T )
T e—a)® (z—-a (a:——a)2+ et (z—-a)""'z’
1 Cem
| T et
Quant & G(w(g—-r)), on a
[ S .
e at
G(w f__I) =t I [efee O
(z ) znt E(b) C-—b+w-—-wg
s ar
1 I et  GL
(46) “m'mfe‘“ Lt o—a®
a
S
I I N ) o _.z oz (L—b+w)dl
a

On voit que chacun des coefficients
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S -
o e

dans la série au second membre de (46) a la méme propriété que le premier terme

Ky
I f ee_g e’ g al
2mi B (b) x i
C-—-—b—w(———-x)
a

. ’ . z
celle notamment de tendre uniformément vers zéro dans tout domaine on P est

réel et plus grand que un.

Tant que %: est réel et plus grand que un, le résidu (42) tendra par consé-

quent uniformément vers zéro lorsque w tend vers Iinfini.
Dans le cas olt x=a, le résidu sera (cf. (19))

N
L & —b 4+ w1
(47) °°+§7IﬁE£(EE(“‘I)” ., f ee’r:e_ee,%(c (;—-b)‘ﬁf‘ a.

Le coefficient de w™ dans cette expression, étant égal &

m Em(p) 1
(—1)"Cem W@’

ne peut pas s’annuler. Par conséquent, on voit que le module de la quantité
(47) tendra vers Pinfini lorsque w augmente au dessus de toute limite.

On voit que les deux expressions 8, et S, ainsi que FK(z) tendent alors
vers Pinfini.

Vu qu’il n’y a qu’un nombre fini de podles & l'intérieur du domaine limité
par la courbe B, nous avons le théordme suivant.

Théoréme 3. »La fonction F(x) définie par la branche fonctionnelle

(3) FO@) =k, + b,z +k,a*+ -
est représentée & Pintérieur de 1'étoile principale 4 par chacune des deux
expressions

(39)  Sy=lim 3 Hypyartt (—1) (ko-i’k, e xv)

=0 l}. L
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et
(40)
ou

(20)

(17)

8, =lim X (ks + bz + k2 + - + by 2°) Ko (w),
“"°°vv-o

S
_1 1 [l df
H,=_"= E(b)]” C—byp+v

S
SN S Py . [
By (w)=275 E(b)je‘e C—b+wp+’

S

: d
O R =1

303

et dans lesquelles le point {, ol la ligne 8 coupe I'axe réel est supposé > b.

Ces expressions convergent toutes les deux uniformément dans tout domaine
intérieur 4 4. Elles convergent encore en dehors de 4 sur toute demi-droite
passant par un sommet qui est un pole de F(z) situé & l’intérieur de I'étoile K.
La convergence est uniforme sur toute partie d’une telle demi-droite située & une
distance fini entre deux pbles consécutifs ainsi que sur toute partie située i une
distance finie entre le sommet et le pdle le plus rapproché du sommet. Les

égalités

(48) F K (2)=lim 3 Hypy 7 (—1)" ("ré"ﬂﬂ g e L
"""”v-o

(49)

l2

FK(x)=lim X (k+ k2 + ko + - + ky2*) Ky (0)

D=® 0

ont lieu pour tout point régulier & I'intérieur de K.»
En chaque pdle x=a, au contraire, on a

(50) lim

[ -]

(51)

°"l‘
Hyp '+ (—1) (k -
2 "~k

%Ic,z+ +(—-I)"k9x"))|=oo,

= 0,
[~ T 1

]lmIZ(k0+klx+ -t ) Koy (o)
y=0
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La fonction FK (») devient méromorphe si elle n’a pas (|2] <) d’autres
singularités que des pbles (ausserw. singulire Stellen). La fonction étant définie,
comme nous avons supposé, par les constantes

kiv=o0,1,2,.

remplissant la condition de Cavcry

PV
h'mVlIcw|=;;r>o,

M. HADAMARD a trouvé un critére de méromorphie de la fonction exprimée par
les k,, savoir ‘

S
lim §/1limD® =o
p=o n
DO =|kns1bns2 ... knsp
kn+2 kn+3 .. -kn+p+l
kn+p kn+p+1 .. -kn+2p——l .

M. TorsTEN CARLEMANY, de son cdté, vient de montrer qu’en partant du théoréme
de M. HapamarDp, on peut obtenir le théoréme de M. FrREDHOLM® suivant lequel
la fonction u(z), définie par Pégalité
1
u(x)=f(z) + 4| K(x;y)u(y)dy

0
[KE@yl<  If@I<r,

est une fonction méromorphe de 4.

M. FrepnorLM a donné différentes expressions de cette fonction valables
pour tous les points 4.

On obtient au moyen de chacune de mes formules (39), (40) des nouvelles
expressions valables pour tous les 4. La fonction « (z) considérée comme fonction
de A s’exprime en réalité dans I’entourage de A= o par la série de puissances

w(@) = Up(B) = B(R) =3, fo () &7

n=0

ou

! voir T. CARLEMANN, »Sur les équations intégrales». Comptes Rendus etc., t. 169, 1919, p. 773.
* 1. FrepHOLM. »8ur une classe d’'équations fonctionnelles». Ce journal, t. 27, p. 365—390.
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1
fo(e) =1 @) 1 2) = [ K a3 )fams )y (1=1,2,3,..)
0

et on a par conséquent

Uz (l) =

(39)S & —
lim 3 Hups0 (1) (UCReNORE i”LZ—‘—) fl@) 24+ (~1h2) &)
Uz (A)=

(40) ¢

tim 3 (1) + @) 3+ b (o) B4+ 1o @) ¥) Ko (0)

y=0

§ 3

Dans le paragraphe précédent, je me suis placé au point de vue de WEIER-
STRASS, en comptant les poles aussi bien que les points réguliers comme appartenant
a la fonction analytique. Il est pourtant quelquefois utile d’élargir cette con-
ception en annexant & la fonction comme partie intégrante non seulement les
poles, mais encore les points singuliers isolés.

Je donnerai dans ce qui suit & ces points le nom de poloides. Un poloide
est un point tel qus la fonction soit régulitre partout dans Uentourage du point sauf
au point méme. Par conséquent, la fonction peut toujours dans ’entourage d’un

poloide P étre représentée par la somme de deux séries
I —
P (?_“1—;) +P(z—P)

dont la premiére est toujours convergente et dont la seconde converge dans I'en-
tourage de z=P.

I
z—P
un pole. Les points singuliers d’une branche fonctionnelle uniforme dans un
domaine donné qui ne sont pas des poloides seront appelés points singuliers
essentiels.

Une fonction entidre a donc un poloide au point =, mais reste réguliére
partout ailleurs. Sila fonction est entiére et rationnelle, le poloide devient un péle.
Acta mathematica. 42. Imprimé le 20 décombre 1919, 39

Si le nombre des termes de la série ‘B( , est fini, le poloide se réduit a
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J’introduis maintenant une nouvelle étoile appartenant & la fonction F(x)

L4
.. v lvr I a .
définie par les constantes a; &y, &y, . . ., ky, . . .; lim |V kvl=;;r >o0, c’est a dire par
v

o

la série convergente ‘B(m——a)=2k,, (z—a)”; je définis cette étoile de la maniére
y=0

suivante.

Je prolonge les différentes demi-droites issues du centre @ jusqu'au premier
point qui n’est ni un point régulier ni un poloide, au lieu de m’arréter, comme
c’était le cas pour I’étoile K, au premier point qui n’est ni un point régulier ni
un pole. L’étoile que jobtiens de cette maniére sera désignée par L. Soit main-
tenant B une autre étoile, concentrique & L, située i I'intérieur de L et dont la
frontiére ne contient aucun poloide. A Pintérieur de B ne se trouve alors qu’un
nombre fini de poloides.

Je suis la frontiére de B dans le sens direct. Si aizv_ est 'angle compris

. kg .

. . , . a0y To1g
entre deux demi-droites consécutives a+(xr—a)e Zeta+(zx—a)e 2;0,<a,
issues du centre qui passent par des poloides et si x —a parcourt I'axe réel positif,

. .
Ia fonction F \a -+ (x—a)em?) restera réguliére tant que o, <o < e, tandis que ses
valeurs réguliéres sur les demi-droites ¢=c, et a=a, deviendront

lim F (a + (x—a) eiag) et lim F(a + (x——a)eiaé) .

Cest une conséquence immédiate de la propriété de F(x) d’étre uniforme 2
Pintérieur de Pétoile L et réguliére dans entourage de x=a.

Il s’ensuit alors de mon théoréme (formule 5) que ’égalité
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L |

= . 1
(52) F L(x)=lin(1) '/;—wa- F, (w (z—a) ema) dwe
0

Fo(wz)= 2 ‘:Zz(wx)"

ye]

1

i3
@

=lim llman e~ o -dw*{ (x—a)e 2
0wl e ]11'1"
0

a lieu partout & I'intérieur de l'étoile L.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant.
Théoréme 4. »La fonction ¥ (x) définie par la branche fonctionnelle

FO(x)=]c°+klx+kzz2+ .....

est représentée a l'intérieur de I'étoile Z par chacune des deux expressions

«“ 1

- . 1 L
lim ﬁ—w" F. (w (z—a) etm?) dws; Fo(wz)= ) é‘_y (@),

a=0
0

(53) 1

a
(0]
. . N k., é 1 +ia%\”
lim hmz e -w-dot|(z—a)e— 2} .
a=f Qoo - !l_x"’c
0

Ces expressions convergent uniformément dans tout domaine intérieur & 4. Elles
convergent encore en dehors de 4 sur toute demi-droite passant par un sommet
de 4 qui est un poloide de F(z) intérieur & ’étoile L. La convergence est uni-
forme sur toute partie d’une telle demi-droite située & une distance finie entre

deux poloides consécutifs ainsi que sur toute partie située & une distance finie
entre le sommet et le poloide le plus rapproché du sommet. Les égalités

L

3 - . 1
(s2)  FL(z)=lim /;—w“ ,,(w(x-a)ei‘“é)dwa
0

! Of. surtout la note de M. OsN: »Zwei Bemerkungen @ber das Problem eine Taylorsche
Reibe analytisch fortzusetzen», pag. 5, Arkiv for Matematik, Astr, o. Fysik, Bd 13, No. 10,
Stockholm 1918, ainsi que 1. ¢. deux notes antérieures de M. H. v. Koca.
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1

o,
0 k > l 1 +i LA
. N @ o o
=lim lim 2 u e ® o do{(x—a)e 2
a=0 = v_o‘g"l/ ’

ont lieu pour tout point régulier & I'intérieur de L.»

Si la fonction F(x) est analytique, uniforme et réguliére en tous les points
finis, excepté les poloides, ses valeurs réguliéres s’obtiennent par conséquent toutes
au moyen de la formule (52). '

L’expression est valable, on le voit facilement, dans une étoile plus étendue
que l'étoile L. 11 suffit en réalité qu’il n’existe & l'intérieur de chaque étoile B
située & lintérieur de L qu’un nombre fini de demi-droites sur lesquelles il se
trouve des singularités de F'(z) entrecoupées par des parties réguliéres.

L’uniformité & I’entour de ces singularités n’est pas méme nécessaire. Mais
dans ce cas mon expression représente des deux cdtés de la demi-droite des
branches différentes de la fonction.!

D’un autre cOté, il n’est pas exclu que I'étoile L peut &tre prolongée linéaire-
ment et uniformément en dehors de la frontiére de L. Cette question demande
une étude approfondie, & laquelle je reviendrai dans une autre note déja rédigée.
Dans la note actuelle comme dans mes notes antérieures je n’ai traité d’autre
cas que celui ol la fonction est définie dans I’entourage d’un point régulier. Il
arrive pourtant en Analyse qu’une fonction soit définie non plus dans ’entourage
d’un point régulier, mais dans un certain entourage d’un point singulier. Les
représentations obtenues dans le premier cas peuvent souvent étre modifiées ou
généralisées de maniére & rester valable dans le second cas. J’espére y revenir
dans d’autres notes qui se trouvent rédigées depuis longtemps.

L Cf. Pamvueve, Osgexn et v. Kocr L c. .

La formule (52) implique un triple passage & la limite, tandis que les expressions (48), (49)
n’impliquent qu'un passage double.

J'ai énoncé un autre théordéme trés général dans les Comptes Rendus de I'Acad. d. Sci.
de Paris, le 11 avril, 18 avril 1904. Cet énoncé doit étre modifié pour devenir entierement exact.
J'espére y revenir.

M. OseeN a publié (I. c. page 7) un autre théordme trés général, ol il s'occupe du probléme
de trouver une représentation d’une fonction F(x) quelconque dans tout son domaine d’existence.
Pour y parvenir, il se voit forcé d’introduire, outre les constantes %,,%,,%,,...k»,..., encore
d’autres éléments de la fonction.

Toutes mes formules, au contraire, jouissent de la propriété essentielle qu'il n'y entre pas
d'autres éléments de la fonction que les seules constantes ko, ky,...ks,..., tout comme dans la
représentation originale par la série de Tavror.



