
SUR LA RI PRESENTATION ANALYTIOUE D'UNE BRANCHE 
UNIFORME D'UNE FONCTION MONOGJ NE. 

(SixiSme no te . )  

PaR 

G. MITTAG-LEFFLER. 

Ma cinqui~me note publi~e sous ee t i t re a paru en i9o4 . A peu pros h la 
m6me ~poque j 'avais d~jk en portefeuille une r~daction pr~liminaire de la suite 
de rues recherches en vue de nouvelles ,notes , .  Toutefois la publication que je 
me proposals de faire de ees derni~res a ~t6 retard~e par la maladie ainsi que 
par la pens6e que ce travail  prendrait  la plaee d 'autres ~tudes envoy~es par 

d'~minents auteurs pour 6tre publi~es dans mes ~Acta,.  
Des ann6es ayant  pass~ depuis, rues articles ont  perdu une grande patt ie 

de leur actualit6 et de leur infarct. I1 me semble pourtant  qu'ils peuvent encore 
avoir une certaine valeur comme appar tenant  tout  h fait ~ la sphere de pens~es 
qui distingue Ia th6orie des fonctions analytiques telle qu'elle a ~t~ formulae et 

expos~e par CARL WEIERSTRASS. An moment  oil je reprends la publication de 
rues ~notes~, je prie ceux qui m'ont  pr~t~ leur pr~cieux conoours et sans lesquels 
je n'aurais pu met t re  sur pied ma r~daction finale, et tout  particuli~rement 
M. E. PHRAGM]~N, M. T. CARLEMAN, mai t re  de Conferences h rUniversit6 

d'Upsal, M. J.  MALMqUIST et M. M. RI~sz de recevoir rues plus chaleureux 

remerciements. Comme je n'ai assur~ment aucun droit h la priorit~ en ce qui 
eoncerne les publications faites par d 'autres apr~s ]a r6daction d~jh ancienne de 
rues notes, je ne me consid~re pas comme tenu d'en~reprendre une comparaison 
critique avec ces travaux, et je me borne par consequent, dans la mesure oil ces 
derniers me sent eonnus, h y renvoyer purement et simplement le lecteur. 
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Sur la convergence de l'expression d'une fonetion analytique en dehors de 
l'~toile l~rincipale de la fonction. 

INTRODUCTION.  

J 'a i  introduit  dans le temps la nouvelle conception dYtoile de la mani~re 

suivante. En par tan t  d 'un point a, nous menons une demi-droite quelconque 

ax, sur laquelle nous choisissons suivant  une loi d~termin4e un point p, distinct 

de a (le point  p peut  d'ailleurs ~tre ~ l'infini sur ax). Faisons tourner ax  d'un 

angle ~gal ~ 2 z  autour  du centre a, le segment ap cngendre alors une aire qui 

embrasse a, et qui sera appel~e une gtoile de centre a; 
le point  p sera dit un sommet de l'6toile et l 'ensemble 

des sommets sera dit la /ronti~re de r4toile. 

Si entre une foncti0n monog~ne F(x), r~guli~re 

au point a, et  une ~toile ayant  a pour centre existe 

une relation telle que le sommet correspondant  

chacune des demi-droites qui engendrent l'4toile soit 

le premier point  singulier de F(x)  auquel on arrive 

en par tan t  du point  a e t  en faisant glisser x le long 

de la demi-droite, cette 4toile est appel~e l'dtoile prin- 
cipale de F(x). EIIe est d6sign6e par  Ia lettre A e t  Ia branche fonctionnelle qui 
y correspond est d~signSe par FA(x) ,  

Soit 

ko,k,, k~ . . . .  , k~ . . . .  

une suite infinie de oonstantes soumises & la condition de CAUCHY 

-----r' 

r ~tant une quantit6 positive. 

La th~orie des fonctions analytiques telle qu'elle fur tongue par WEIERSTRAS$ 
est bas~e sur la consid6ration de la s~rie 

o o  

(3) V (z - a) k, ( x -  a)', 
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o/z x est la variable e t a  une constante. Cette s~rie d~finit une fonetion analy- 

t ique F (s) dans une 6toile const i tute  par un cerc]e de centre C et de rayon r. 

La branche fonctionnelle de F (x) repr~sent~e par  la s~rie ~ ( x - - a )  est d~sign~e 

par FC(z).  On salt que par prolongement analyt ique de la branche FC(x)  on 

obt ient  la fonction F(x) tout  enti~re par tout  off elle reste r~guli~re. Dans une 

suite de m~moires, j 'ai  montr~ qu'on peut  obtenir  de diff~rentes mani~res des expres- 

sions qui sent  form~es des constantes ]co, ks, k , , . . . ,  tout  comme la s~.rie ~3 (x- -a ) ,  
et  de certains coefficients num~riques ind~pendants de la fonction, et qui repr~sen- 

tent  d 'une maniSre univoque non seulement la branche FC(~), mais encore la 

branche enti~re F A (x). 
Les plus ~l~gantes de ces expressions, au point de vue formel, me parais- 

sent r 

(4) 
~ ~ .~,zI.4- ~.~+... + 2. n . 1 

(5) 
| ! 1 

F A  (x) = lira f e-~a.Fa (~ (x--a)) d ~o ~ = 
a--Oil 

0 

I 

=l m ' ai0 ~ .  |  j e-~a'~~ d o,~'. (x - -  a)" ; F ,  0ox) 
0 

'v--O 

k, .) ; ~. , , f f iF (a~, + x). s 

Les deux expressions (4) et  (6) sent  de la forme lira O(x;co), G(x;co) dtant  une 
I r  r 

fonction enti~re (rationnelle clans la premiere expression, t ranscendante dans la 

seconde) dent  les coefficients sent des fonctions lindaires de ko, kl, k2 . . . . .  k~ avec 
des coefficients numdriques qui ddpendent de co comme param~tre, mais sent  in- 

d6pendants aussi bien des constantes ko, k l , . . ,  k.  que de ]a variable x. 

�9 Sur la reprdsentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogbne.~ 
Note 1. Acta Math., t. 23. I899. 

2 Formule 0o9), page I6z, Note 5 de ce travail. Acta Math., t. 29. I9o4. 
�9 Sur la reprdsentation arithmdtique des fonctions analytiques gdndrales d'une variable 

eomplexe.~ Atti del IV Congreso Mat. Roma 19o8. Page 82. 
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MM. BOREL et PHRAGM~N ont montr6 ~ que c'est impossible de former une 

teUe expression qui, pour tout  choix des constantes k0, kt, k2, . . .  (lim[ V ~  [ = fini), 

cesse d '6tre convergente en dehors de l'6toile A. 
M. H. vo~ KOCH a repris ce probl~me d 'un point de vue diff6rent, s 

II s'est demand6: est-il possible de former avec les seules constantes 
ko, k~,k2, . . ,  et  avec des coefficients num6riques inddpendants de ces constantes 

et de la variable une expression lim G(x;n) qui reprdsente la fonction d6finie par  

les /~ chaque fois qu'on so trouve en dehors des sommets de l'dtoile A, sur le 
prolongement d 'une demi-droite g6n6ratrice ot'~ la fonction reste r6guli~re~. 

La solution qu'il a donn6e de ce probl~me est en rapport  6troit avec la con- 

ception de W~.IV.RSTgASS d 'une fonction analytique. 
Wm~RS~ASS a compS6 non seulement les points r6guliers, mais encore les 

pSles comme appartenant  g la fonction (il les nomme ,ausserwesentljche singulgre 
Stellem>), ~ tandis que tous les autres points, qui ne sent  ni des points r6guliers 

ni des p61es, sent  singuliers. J 'a i  propos6 de remplacer la conception de Wm~R- 
STgASS par celle que voici: ~ les seuls points devant  ~tre compt6s comme points 
singuliers de F(z)  sent  les points x' tels que, d 'une part,  il existe dans tout  

voisinage de ~' des points pour lesquels F(z)  se comporte d 'une faqon r6guli~re, 
et que, d 'autre  part,  il n'existe aucun entourage de z' oh une 6galit6 de Ia forme 
F(x) = ~ (z--x ' )  ait lieu. I1 paral t  que cette d6finition des points singuliers d 'une 

fonction est maintenant  g6n6ralement admise. 
En adoptant  la mani6re de voir de WEI~RSTRASS, M. VO~ KOCH a g6n6ralis6 

de la mani~re suivante ma conception d'6toiIe principale. I1 d6finit une  6toiIe 
K, den t  A fair partie, en prolongeant les diff6rentes demi-droites issues de a 

i E. BERYL, *Addition au m6moire sur les s6ries divergentes~. Annales de l'Ecole 1%rm. 
Sup., T. i6, 1889, p. 134. 

E. BERYL, ~Lecons sur les s6ries divergentes~. Paris 19Ol, p. 172--175. 
G. MITTAG-LF, FFLER, ,Ueber die analytische Darstellung eines eindeutigen Zweiges einer 

monogenen Funktion~. Mfinchener Berichte, 6. Mgrz 1915, p. 154--1~9. 
Darts cette derni~re note, qui fur publi~e pendant  que j'6tais en convalescence apr~s une 

grave maladie, il s'est malheureusement gliss6 une erreur s~rieuse sur laquelle M. OSE~N a fix6 
men attention (cf. ~Sur la repr6sentation analytique de la vitesse darts certains probl~mes d'hydro- 
dynamique*, page 6, note, l~ova Acta Soc. Sci. Upsal.. Set. IV, vol. 4, No. 9)- La formule ($1), 
page 149, darts la dite note repr6sente seulement FG(x) mais non FA(x). 

HEL~ VO~ KOCH, ~Applications nouvolles de la fonction exponentielle~. Bihang Kgl. 
Svenska Vet. Akad. F0rhandl. 12 f6vrier 19o2. 

HELG~. VO~ KOCH, ,,Sur le prolongement analytique d'une s6rie de Taylor~. Voir ce journal, 
T. :z7, 19o3, p. 79--1o4. 

8 ~Zur Theorie der eindeutigen analytisehen Funktionen.,> 1876. Werke, Bd 2, p. 78. 
4 ~Sur la repr6sentation analytiquo dos fonctions monog~nes uniformes.~ Voir ce journal, 

T. 4, 1884, p. 4. 
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jusqu 'au premier point qui n'est ni un point rdgulier ni un p61e, au lieu de 

s'arr6ter, oomme e'dtait l e c a s  pour l'dtoile A, aussi bien ~ u n  p6le qu'A un autre 

point  singulier. I1 cherehe apr~s, sans eonnaissanee prdalable des p61es, k former 

une expression qui ne contienne pas d 'autres dldments emprunt~s de la fonction 

quo los eonstantes k0, k~, k, . . . .  (propri6td appar tenant  aussi k toutes rues expres- 

sions), m a i s  qui soit valable non seulement pour l'dtoi]e A, mais encore pour 

tous lea points rdguliers k l'intdrieur de l'dtoile K. Pour  bien saisir son idde, il 

faut  se rappeler qu'on savait  bien former, avant  M. veer KocH, une expression 

qui reprdsentait  une fonction uniforme d'une mani~re univoque non seulement 

dans tout  son domaine de rdgularitd, ~ mais encore dans chaque domaine qui 

embrassait  un nombre ddnombrable de singularitds; ~ mais alors il dtait ndcessaire 

de connaitro non seulement la position de cos singularitds, mais encore l 'allure de 

]a fonetion au tour  des singularitds. 

M. VON KOCH parvient  ~ rdsoudre son probl/bme en se servant  de l'expression 

l i m z ~ e _ ~  = o; z ~ I  

ainsi que d 'une esp ee de reprdsentation eonforme, dent  je me suis servi dans 
plusieurs de rues travaux, s M. PAINLEV~ a dnone6 k propos de la publication 

de M. yon  KOCH une autre  solution du probl~me. I1 l 'obtient  en utilisant une 

[onction auxiliaire route autre  que celle de M. vo~  KocH. Sa formule finale 

para l t  aussi plus 61dmentaire et  plus gdndrale que cello de M. vo~  KOCH. 4 

Je  me suis servi moi-meme d'une nouvelle fonetion auxiliaire, remarquable 

sous diff6rents rapports.  J 'exposerai  dans le w i los propridtds essentielles de 

cette fonction. Dans le w 2, je donne une nouvelle solution du probl~me de 

M. vo~ KOCH. 

Dans le w 3, je m'~l~ve s un point de rue  plus g~n~ral. 

Voir  men  mdmoire  de I884, 1. c., ainsi que celui de z899, Acta Math., T. 23. 
2 Voir men  m6moire  de 1884, 1. c. 
s Voir p. ex. Note 3 de ce travail ,  Acta Math. t. 24. 19oo. 
�9 PAUL PAINLEV~, ,Sur  le ddveloppement  des fonet ions analyt iques en sdries do polynomes~. 

Comptes Rendus etc., le 7 ju i l le t  I9o2. T. I35. 
I1 semble que M. YON KOCH s'dlbve clans ses derniers  t ravaux au m~me degrd de gdndralitd 

que  M. PAINLEVI~. Voir  H. yon KocH, ,Sur  lo p ro longement  d 'une  sdrie do Taylor , .  Arkiv  f6r 
Matematik,  Astr. o. Fys., Bd i2, No. i i ,  Stockholm 19I 7. - -  ,Contr ibut ions  a la thdorie  du pro- 
longement  d 'une  fonction analyt ique. ,  Arkiv  f. Mat., Astr. o. Fys., P,d 12, No. 23. Stockholm 1917. 

Acta  ma themat l ca .  42. Imprim6 le 17 d~cembre 1919. "37 
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w I. 

Une nouvelle fonct ion enfi~re. 

On sait que route fonction enti~re transcendante peut  ~tre rendue aussi 
voisine qu'on veut  d 'un nombre quelconque fixe en dehors d 'un cercle de rayon 
arbi t rairement  grand. 1 Ce fait n 'exelut pas qu'il existe des fonetions enti~res 

dont  le module tend vers une limite bien d6termin6e 6gale ~ z6ro quand la vari- 
able tend vers l'infini le long d 'une demi-droite quelconque issue de l'origine. 
J ' a i  donn6 plusieurs exemples de telles fonctions. ~ Une des plus simples est 
d6finie par l'int6grale 

(7) 
s 

I f C ~Cd~ 
~ e e  . e - - e  _ _  

2 iJ 

l ' int6gration se faisant le long d'un contour S d6fini de la mani6re suivante: S 
se compose en partie de deux droites parall61es s l 'axe r6el des ~, infinies dans le 

sens positif de celui-ci et situ6es de l 'un ou de l 'autre e6t6 de l 'axe h une distance 

comprise entre -~et2 3 2 '  en partie d 'une perpendiculaire ~ l 'axe r6el r6unissant ces 

parall6les et eoupant  l 'axe en un point arbitraire. L'int6gration doit se faire dans 
le sens direct de droite ~ gauche. 

z ~  

L 

I KARL WEIEI{STRASS, ,~Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen,.  Werke, 
Bd 2, p. I24. 

~Une nouvelle fonction enti~re., Comptes Rendus etc. 18 avril I9o4. ~Sur une classe 
de fonctions enti~res.~ Verhandl. d. 3. Internat.  Math. Kongress. Heidelberg x9o4. 
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L'int6grale converge 6videmment quelle que soit la position donn6e g x de 
Fun ou de l 'autre c5t6 de la ligne d'int6gration. La valeur de l'int6grale ne varie 
pas si l 'on d6place la perpendiculaire /L droite ou g gauche du point ~0 oh elle 

coupait au commencement r a x e  r6el, ou si l 'on fair varlet  les distances des deux 

paral16]es g l 'axe ent re-~et  3 2 pourvu que x reste du meme c6t6 du chemin 
2 

d'int6gration. 
L'int6grale d6finit deux foncHons analytiques diff6rentes E(x) et E(x) selon 

que x est situ6 du memo c5t6 du chemin d'int6gration que les points r6els n6gatifs 
infiniment distants, le c~td ndgatif comme nous dirons, ou de l 'autre eSt6, le 

c~td positi/. 
Envisageons d'abord la fonction E(z). On volt qu'elle est r6guli6re pour 

tout  point x qui est g distance finie de la ligne d'int~gration, et qu'elle est par 
cons6quent une fonction enti~re de x. Elle s 'approche ind6finiment de z6ro quand 

x tend vers l'infini du c5t6 n6gatif d 'un  contour S. 
La fonetion E(x), d 'un autre c6t6, est r6guli6re pour tout  point x qui est 

/L distance finie et se trouve entre deux parall61es g r axe  r6el men6es par les 
�9 7/~ 

points z 3 ~ e t - - i  3 - .  Elle s 'approche ind6finiment de z6ro quand x tend vers z 

l'infini du c5t6 positif d 'un contour ~q. 
Soit maintenant  x un point g distance finie situ6 du c8t6 positif d 'un con- 

tour S donn6. 

On a 
R 

(s) E(x) = ~(~) + , 

R 6tant le therein d'intdgration indiqud dans la figure ci-apr~s, chemin qui entoure 

le point x. 

DI.  
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On vo i t  que  les deux  fonct ions  E(x) et  E (x )  son t  lides p a r  la re la t ion  

(9) 

L a  fonc t ion  E (x )  est  p a r  consdquent ,  t o u t  c o m m e  E(x ) ,  une  fonet ion enti6re de  z. ~ 

R e l a t i v e m e n t  ~ la fonc t ion  E(x) nous  p o u v o n s  dnoncer  le thdor~me su ivan t ,  

Thgor$me z. ,So i t  x0 ( ~  oo < x o < + oo ) un  po in t  que lconque  sur  l ' axe  rdel. 

L a  fonc t ion  E(x) t e n d  inddf in iment  ve r s  zdro q u a n d  la va r i ab l e  x t e n d  ve r s  

l ' inf ini  le long d ' u n e  demi -d ro i t e  que lconque  issue de  Xo. Soit  co une  quan t i td  

rdelle posi t ive .  Si la  va r i ab le  x a p p a r t i e n t  ~ un  doma ine  fini que lconque  X situd 

e n t i ~ r e m e n t  en dehors  de  l ' axe  rdel posi t i f ,  E (x0 + co x) t end ra  u n i f o r m d m e n t  vers  

zdro lorsque to t end  vers  l ' infini .  

I1 en es t  de  m 6 m e  si le doma ine  X (o < X )  es t  une  pa r t i e  que lconque  de 

l ' axe  rde] positif.~) 

On peut voir de la manibre suivante que E(x) n'est pas identiquement nul. 
La supposition 

E(~) = o 

am~nerait 

(A) 

En posant x-~$-{-i~, on obtient 

J~(x)---- - -  eel. e--e ~ . 

eel= ee~oosr(cos ~ . (r sin ~) + ~ sin (e sin ~)). 

Pour un ~ fixe et incongru & zdro (rood. ~), il existe une infinitd de valeurs de $ croissant 
au dessus de route limite telles que 

cos(e~ sin ~)= - -  I. 

En cos points, on a 

On en conclut que 

Comme d'autro part 

on voit que l'dgalitd (A) ost impossible. 

lira I ceZ e-eexl = :~. 

o<1~1<~ 

lim E(x) ~- o, 

I~l<~ 
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Au lieu de se donner d 'abord l'intdgrale (7), on aurait  pu part ir  de l'intd- 
grale plus gdndrale 

(io) 
7. 7. 

2~ileej e e 

oh z est une constante positive plus grande que un. Le contour 8~ est alors 
composd en partie de deux lignes infinies dans ]e sens positif de l 'axe r~el: 

e~ s i n z ~ a , Q ~  sinz~-------a; ~ ~ a  ~ 3 

en partie d 'une perpendieulaire k l'axe rdel rdunissant ces deux lignes. On voit 

que ces lignes s 'approchcnt d 'une mani~re asymptotique de l 'axe rdel positif. 

Y~ 

Nous ddsignerons par E (~) et ~ .  (~) les deux fonctions d6finies par l'int6grale 
(IO). Elles sont li6es par l'6galitd 

(xI )  E (x) = e 

6tant  un nombre entier elles sont toutes les deux des fonctions enti~res de z. 

Si ~ ~ hombre entier et ~0 > o, E~ (z) est une fonction enti/bre tandis que E~ (z) 

est singulier pour z ~ o .  On a le th6or~me suivant. 
Th&rf~me ~. ~La fonction E~ (z) a des propri~t6s identiques ~ celles qui sont 

indiqu~es pour E(z)  dans le th~or~me z. Elle a encore les propri~t~s suivantes. 
Elle tend ind6finiment vers z~ro quand z tend vers l'infini positif ou ndgatif le 
long de l 'axe r6el ou d 'une parall~le k cet axe. 

Soit oJ une quantit6 rdelle positive, et d~signons par ~ la partie rdelle et par 
ir~ la partie imaginaire de ]a variable z. Si cette variable appartient ~ un domaine 
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X fini et  situ6 ent i~rement  en dehors de l 'axe imaginaire et  de r a x e  r6el positif,  

E~ (co ~ + i~) t end  uni form6ment  vers z6ro quand ~ tend  vers l ' infini. 

La  m6me chose arr ive si X (o<  X) est une par t ie  de l 'axe r6el positif.~) 

Dans  le temps 1 j 'ai  in t rodu i t  une au t re  fonct ion ~ ( x ) ; I < z ,  d6finie par  

Fint6grale 

s 
I f~r  d~" 

(I2) 2 ~ i ) "  ~ - - x '  

off Io contour  S~ est le m6me que pour  l ' int6grale (io) (St est  ident ique au con- 

tour  S relat if  g l ' int6grale (7))- Cet te  fonet ion a la propri6t6 suivante:  

(I3) J *x (tax) --. o pour  co --* + 00 ; I < x, 

! , (oJ~ + i~) ~ o pour  o - -  + oo ; I < z; ~ # o  

quand  x appar t ien t  g u n  domaine  X qui tombe en dehors  de l 'axe r6el positif, 

t and is  que 

(14) ,~ (oJx)--e "~'~ -* o pour  ~o - -  + o~ 

quand  X (o < X) fair par t ie  de eet axe. 

On voit  que l ' int6grale (i2) d6finit  encore one seconde fonet ion ~ (x), li6e 

~. *~(x) par  la relat ion 

(~5) ,~ (x) = e *~ + ~ (x). 

On voi t  encore que la fonct ion 

(16) ~ (x) e -%(~) 

a des propri6t6s ident iques  ~ celles que j 'ai  indiqu6es pour  E~ (x) dans  le th~or~me 2. 

w 2. 

Soit b u n  point  sur l 'axe r6el off E(x) et ses d6riv6es ne s ' annulen t  pas. Un tel 

point  existe cer ta inement  parce que l 'ensemble des z6ros de E(x), E'(x) . . . .  EC~)(x) . . . . .  

6 ran t  d6nombrable,  ne peu t  pas conteni r  un  interval le  entier  de l 'axe r~el. 

~Sur une classe de fonctions enti~res~, p. 262, 263. Verhandlungen d. dritten interna- 
tionalen Mathematiker-Kongrosses in Heidelberg. Leipzig I9o4. 
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Posons ~u> b, ~o 6rant toujours le point oh le contour S coupe l'axe r6el. 

On aura 

8 
E(b)____I f ede_,r d_~_ (I7) 2Yr i J  " ;~--b" 

J'introduis maintenant la fonction 

(~8) a(x) = E  (x + b) 
E(b)  ' 

et je mets 

(I9) 

ob 

(2o) 

Par cons6quent, 

G ( x ) = I  + H , x  + H 2 x  s +  . "  + H~x" + . " ,  

,S 
H~= I I i" ,C **C d~ 

S 
�9 - e e. e - e  - -  H v  ((0 ( Z - - I ) )  v. (2,) G(~ E(b)J ~--b--o.,(x--i) ,,-o 

On obtient la formule (z9) en supposant 

mais, G(x) 6tant une fonction enti~re de x, le second membre de (I9) est une 
s6rie toujours convergente par rapport /~ la variable x, dent les coefficients H~ 
sent des eonstantes ind6pendantes de z. Le m~me cas se pr6sente pour la s~rie 

du second membre de (2I). Elle est toujours convergente par rapport & w(x- - i )  

regard6 comme variable. 
Une autre repr6sentation de la fonction G(~(x- - I ) )  est la suivante. Nous 

ehoisissons eomme auparavant ~, > b, et posons 

< i  +  o--_bb 
(o 

On obtient alors 

oo 

(22) G(~,(.Z-- I ) ) ~  '~  .K"~, ((.u).~. 
,t,m, 0 
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oil 

I I 

(23) K~ (co) = 2 ;~ i" E (b) 

S 

et 

(24) ~ K ~ ( ~ ) = z .  
*~m0 

La fonction G (o(x- - I ) )  6tant  une fonction enti~re, le second membre de (22) est 

une s6rie toujours convergente. 

| 
I I  

k . . . .  1 I.,, ! 

q f ' - - - . , - - - - "  

Si la variable x appart ient  s un domaine 

fini X situ6 enti~rement en dehors de la 

partie de l 'axe r6el positif qui s '6tend depuis 

I jusqu's  + ~ ,  on constate que G(co(x--1)) 

et  par  cons6quent aussi les deux s6ries 
oo 00 

~_~ H~ ( o ( x - - I ) F  et ~ g~ (w) x ~ tendent  uni- 
~ ' ~ 0  ~ = 0  

form6ment vers z6ro lorsque co tend vers l'infini. 

Si, d 'un autre c6t6, le domaine X fait partie de la portion de l 'axe r4el 

positif comprise entre I et + ~ ,  

I < X < ~ ,  

' " ~ 2 Kv (w) ~ tendent  la fonction G(w(x--i)) ainsi que les deux s e r l e s~  H~ (co (x--  I)) et 
9 m 0  r  

encore uniform6ment vers z6ro lorsque ~o tend vers l'infini. 

Les formules (19) et (2i) nous donnent  

co 

(25) O (~ (x--z)) -- z = ~-1 = ~ H~ co" (x-- I F -1. 
X--I x--I 

Au moyen des formules (22), (24) on obtient  encore 

(26) 

~ X ~  (~) (I --x ~') 
~e 

i - - O ( ~  (~--z)) = ~_~ = ~ ( z  + x +~"  + ... + x~) K~+~ (~). 
I ~  I--X 
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On aura par eons6quent, pour x ,~ x, 

(27) x ,ffi lira ~ H,  (to (x - -  :~ ))~-1, 

297 

X 
(28) ----- lim ~,~ (x + z + z 9 + ... + a~) K,+I (co), 

I -- X o j . ~  0 

~galit6s qui ont  lieu aussi bien s i x  appart ient  /L un domaine situ~ en dehors de 

la ligne x < x < oo que s i x  fait partie de eette ligne (x < x <  oo ). 
Pour  le point x----x, on obtient au moyen de la formule (25) 

(29) lira G (o) ( ~ g - - i ) ) - - i  =oJ H 1 
~--1 ~-- I 

et au moyen de la formule (26) 

(3o) lira I - -  (~ ((O (~- -  I )) ==, ~ (~V "I- I) K~+ i ((o) = (o H 1 . 
x--1 I --X 

Los deux expressions (27) et (28) sont par  cons6quent 6gales k l'infini pour x - -x .  
Nous introduisons maintenant ,  k l 'exemple de M. vow KocH, une nouvelle 

~toile K de centre z6ro, qui, en g6n6ral, embrassera l'~toile A. Nous obtiendrons 

eette 6toile de la mani~re suivante. 
On fair tourner  autour  d'un centre x----o une demi-droite ayan t  ce centre 

comme origiue et limit~e d 'autre  par t  par le point le plus rapproch~ de centre 
qui n 'est  ni un point r6gulier ni un pSle de la fonction d~finie par les constantes 

ko, k,,/c~, . . . ,  k,, . . . .  

assujetties k la condition de CAUCnT 

lira I ~/k, [---- ~; r = hombre positif, 

c ' e s t / t  dire la fonction d6finie par la s~rie 

$ (x )~f f iko+klx+kzx  t+ - ' "  + k , x  ~+ "'" 

L'ensemble de toutes les demi-droites limit6es de cette mani~re sera l'~toile K. 
Aeta mathematiea. 42. Imprim~ le 19 d6cembre 1919. 38 
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On voit que cette 6toile embrasse l'6toile A, que j'ai appel6e l'6toile prin- 
cipale, et que d'autres ont d~sign6e par l'expression ~>~toile d'holomorphie,.  En 
analogie avee l'expression ,>6toile d'holomorphie~> on pourrait appeler l'~t0ile K 
,6toile de m4romorphie, .  

Introduisons maintenaut  l'int~grale de CAUCHY 

B 

i 
(3~) zTvi d z~-~z z, 

oh B sera le contour d 'un domaine simplement connexe qui est situ6 ~ l'intdrieur 
de l'dtoile K, embrasse l'origine et ne passe par aucun des pSles de F(z). 

Lorsque z e s t  situ6 ~ l'int6rieur de B e t  diffgre des pSles a, on a l'6galit6 
suivante:  

(3z) 

B (z) 
o ~ - - I  

2 : - - X  

,o~ { ly )II 
2 I . .  - _ _  

~ g 

g 

,o, , . .~  ))) 

L = 

(a) 

i F, fF(~) + ~-~ ~ =--'-~x" 

(a) 

~ ~ ,,~_~f~'~'o~o(~-~)>,, 
, . , I  

la somme figurant au second membre 6rant 6tendue g t ous l e s  pSles de F (z) b. 
l'int~rieur de B e t  les int6grations ~tant faites dans le sens direct le long des 
p6riph~ries des petits cercles ayant  x, o, a comme centres. I1 r6sulte de la d6fini- 
tion de l%toile K que la somme n'a qu 'un hombre fini de termes. 

Les formules (25) et (26) nous donnent  

(33) ~- 
Z 

z 

( " - ~ ) ( " - ~ )  . . .  + / ~ t ' - ' /  + 
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(34) 
g 

D'un au t r e  c8t6, nous avons mis 

(3) FO(z) =k ,  + k,z + k2z' + .. ' ,  

FO(z) 6rant la branchc fonctionnelle de f ( z )  int~rieure au cercle de convergence 

C de centre z6ro et de rayon r =  li V �9 

On obtiendra par cons6quent 

(o) 

! 

ainsi que 

(0) 

, 
d ~ _  ~ (k. + k~ x + k3 zs + ... + k,x')K,§ 

z 

Supposons d'abord que le contour B tombe h l 'int~rieur de mon ~toile principale 

A, qui n'cmbrasse aucun p61e ou autre point singulier de F(z). 
L'6galit6 (32) devient dans ce cas 

 37) - 

Z 

Nous avons vu que 

lira O(oJ(y--I))=o 
o ~ o o  

tan t  que y appart ient  ~ un domaine fini quelconque situ6 enti6rement en dehors 
de la ligne I < y ~ .  C'est le cas pour le domaine Hmit6 par le contour que 

d~crit -~ quand z parcourt  la |igne B. On aura par  consequent 
z 
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B 

(38) lim " dz=o, 
c o . c ~ t /  Z ~ X  

et ainsi nous obtenens pour FA(x) deux nouvelles expressions, savoir 

(39) 8,:|im~H,+,m'+l(--x)'r mq ~'(~'~-x)k:m'+"'+(--z)~/r m~) 

(40) 82 = lira ~ (/~o +/r z + ~:, z '  + . . .  + k~ :e') K,+I (~o), 

o~ 

(20) 
8 

2 ~  ~ b ) J  e'e (~--b) "+l;~'>b;H~ 

(23) 

8 
I x r ~ ~ ofd~ 

K,(eo) ez i  B(b)J e'e ( g - - b + ~ )  "+1" 

On aura done la double 6galit6 

(4~) FAq~zj S~" 

Nous montrerons dans la suite que Sl aussi bien que 82 repr~sentent encore 
d'autres parties de la fonction F(z) que la branche FA(x). Nous verrons que 
ces expressions reprdsentent FK(x)  en tous les  points rdguliers intdrieurs ~ K. 

Retournons, pour dtablir le premier point, ~ ]a formule (32)et  dtudions 
rintdgrale 

J z ~ x  

On a dans l'entourage de z = a  

(43) 
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o~ 

(44) 
I ) C_L_I ..i. c_2 c-m 

g ~ -~-z~a (z__a)n I-... +(z-----~)- ~. 

Par cons6quent, 

(45) 

F (z) i 
z - - x  x--[z 

x ~ a  

I ( I +  
X--gt X'-~'-a ~X--Ct! ~ 4- ( z - -a)  2 4- ... 4- 

c-,~ ~ ~(z - -a ) )  
+ (z - -a)"  

z _ a  ~-~-  ~ (x_a)9 + ...-4 (x_a),,~ ! 

I ( ~--2 s ) 
(z-a)~ ~-~aa + (x-a)'  +"" (x--a)'--~ 

(z_a)n + ( z_a)~  ~" ... + 

I C-.-m 
4 -  - ' "  

[ ( z - a ) "  x - a  

(46) 

8 

( )) - 
G to - - I  ----"2 i 'E~b)fe~';e-r 

~ 2/~i E(b )J  ~--b + w--~ a 

_ _  
S 

zz~i E(b)~.o J a ~+~ (~ - -b  + w--oJ~) ~+z" 

+ 

On voit que ehacun des coefficients 
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dans la sfrie au second membre de (46) a la meme propri6t6 que le premier terme 

i i 

eelle notamment  de tendre uniformfiment vers z6ro dans tout  domaine oil x est a 

r6el et plus grand que un. 

Tant  que x est r6el et plus grand que un, le r6sidu (42) tendra par cons6- a 
quent uniform6ment vers z6ro lorsque to tend vers l'infini. 

Dans le cas oil x = a ,  le r6sidu sera (cf. (i9)) 

S 
(47) co + 2 ~  E(b) '~  ( - - I )v  C--v~e e. e -r  to (~ - -b  ~- to)~,-1 d~ a "  " 

v ~ l  , )  

Le coefficient de ton dans cette expression, 6tant figal 

E(b)a'~lm_. ' 

ne peut pas s'annuler. Par cons6quent, on voit que le module de la quantit6 
(47) tendra vers l'infini lorsque to augmente au dessus de toute limite. 

On voit que les deux expressions ~ql et ~q2 ainsi que F K ( x )  tendent alors 
vers l'infini. 

Vu qu'il n 'y a qu'un nombre fini de p61es ~ rint6rieur du domaine limit6 
par la courbe B, nous avons le th6orbme suivant. 

Th~or~me 3. ~La fonction F(m) d6finie par la branehe fonetionnelle 

(3) F O ( z )  = ko + k,x, + k2z '  + ... 

est repr6sent6e k l'int~rieur de l'6toile prineipale A par chaoune des deux 
expressions 

(39) 
tDmcO~,~ 0 ~ 
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et  

(40) 82 •= '~'-colim ,~olko,_ + kl x + k~ x s + .. .  + k~ x') K,,+t (oJ), 

OQ 

(2o) 
S 

H,-----2 gx i " E(-b) e'. e -~' (~--b),+l '  

(23) K . ( ~ ) = - -  
s 

I x / j_ . j  o,'d~ 

2.i 'gCb)J e'e (~--b + ~,).§ 

(~7) 
S 

E(b)=--~-~3 e. e ~ b '  

et dans lesquelles le point  ~, off la ligne 8 coupe l 'axe r6el est  suppos6 > b. 
Ces expressions convergent  routes les deux uniform6ment  dans tout  domaine  

int6rieur k A. Elles convergent  encore en dehors de .4 sur toute  demi-droite 
passant  par  un  sommet  qui est un pSle de F(x) situ6 ~ l ' int~rieur de l'~toile K.  
La convergence est  uniforme sur route pat t ie  d 'une telle demi-droite situ~e ~ une 
distance fini entre  deux pSles cons6cutifs ainsi que sur toute  pat t ie  situ6e h une 
distance finie entre  le sommet  et  le p61e le plus rapprooh6 du sommet.  Les 
~galit~s 

(48) F K ( z ) = l i m  ~H, ,+ lo f+ l ( - -x ) "  ko-- k t :v+ k 3 z ' +  ... + ( - -x ) 'k , ,x"  
0)wo0 ~ m 0  

(49) 
c o  

F K (x) =l i ra  ~ (ko + kl x + k, x 2 + . . .  + k,,x") K,,+I (~o) 
fOmco 'Y~O 

ont  lieu pour  tout  point  r6gulier ~ l ' int~rieur de K.~ 
En chaque pSle x----a, au contraire, on a 

(50) 
~  ~~ I ~ , - 0  

i I lira ~ (ko + k, x + . - .  + k~ ~ )  K,,§ (co) = ~ .  
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La fonction FK(z) devient m6romorphe si elle n 'a  pus ( [ x [ ~ )  d 'autres 
singularit6s que des pSles (ausserw. singuliire Stellen). La fonetion ~tant d~finie, 

comme nous avons suppose, par les constantes 

k~; ~---~ O, 1 , 2 ~ . . .  

remplissant la condition de CAUCHY 

hi. HADAMARD a trouv6 un crit~re de m6romorphie de la fonetion exprim6e par  
les k~, savoir 

p 

p ~ c v  

I 

I 
k~+~ k~+3 ...k,+p+l 

.io;,;o§ 
M. TORSTE~ CAaLE~AN ~, de son cSt~, vient de montrer  qu'en par tant  du th4or~me 
de hi. HaDAMaRV, on peut  obtenir le th~or~me de hi. Fa~DHOLM 2 suivant lequel 
la fonction u(z), d~finie par  l'~galit6 

1 

u(x)=/(x) + ~l K(x;y) u(y)dy 
, J  
o 

I K ( x ; y ) l <  ~ I /(~)1<~,  

est une fonction m~romorphe de ~. 

hi. FaEDHOLM a donn6 diff~rentes expressions de cette fonetion valables 
pour t o u s l e s  points )~. 

On obtient au moyen de chacune de rues formules (39), (4 ~ des nouvelles 
expressions valables pour t ous l e s  Z. La fonction u (x) consid6r~e comme fonction 
de ~ s'exprime en r6alit~ duns rentourage  de Z-~ o par  la s4rie de puissances 

u (x) --  ~ (z) --  $ (z) - - ~ / .  (x) z- 

ofi 

i voir  T. C~L~.MA~N. ,Sur  los 6quations int~grales~. Comptes Rendus  etc., t. I69, x9xg, p. 773. 
I. Fa~vHoL~. ~Sur une  classe d '~quations fonct ionnel les , .  Ce journal, t. 27, p. 36~--39o. 
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l 

0 

~,3,.,.) 

et on a par consequent 

(39) lim ~.H',+l~'+'(--r)'(l(,-11)--~_/l (,~).~-{- ("r)/2(z).~'+.'.-l-(--'r)1'./,(:~) ~,') 

(4~ / lira ~ (I (:~)+ 1, (:~) ;t + 12(z);t, + . . . +  I, (x) ~') ~,+, (~) 
[ OJ~a~ 4)~0 ~ 

w 

Dans le paragraphe pr~,c6dent, je me suis plac6 au point de rue de W~.X~.R- 
STRASS, en comptant les pSles aussi bien que les points r~guliers comme appartenant 
s ]a fonction anaIytique. II est pourtant quelquefois utile d'~largir cette con- 
ception en annexant t~ la fonction comme pattie int~grante non seulement ]es 

pSles, mais encore les points singuliers isol~s. 
Lie donnerai dans ce qui suit ~ ces points le nora de polo[des. Un polo~de 

e~t un point tel qu~ l~ ]ondion 8oit r~uli~re partout d~ns l'entourage du point aau/ 
au point m~me. Par consequent, la fonction peut toujours dans l'entourage d'un 

poloidv P ~tre repr~ent~e par la somme de deux s~ries 

dent la premiere est toujours convergente et dent la seconde converge dans Fen- 

tourage de ~ = P .  

Si le nombre des termes de la s~rie ~ ~ est fini, le polo~de se r~duit 

un pSle. Les points singuliers d'une branche fonctionnelle uniforme dans un 
domaine donn~ qui ne sent pas des poloides seront appel6s points singuliers 
e88entiels. 

Une fonction enti~re a donc un poloide au point x =  oo, mais reste r~guli~re 
partout ailleurs. Si la fonction est enti~re et rationnelle, le poloide devient un pSle. 

Acta mathematica. 42. Imprim~ le 20 d6cembre 1919. 3 9  
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J ' in t roduis  main tenant  une nouvelle 6toile appar tenan t  ~ la fonction F (x) 
q~ 

d~finie par  les constantes a; k0, k, . . . . .  k ~ , . . . ;  lira I V ~  I - - r ,  > o, c'est ~ dire par  

-'2 la s~rie eonvergente ?~ (x--a)-- k~ (x--a)~; je d6finis cette ~toile de la mani~re 
v ~ 0  

suivante.  
Je  prolonge los diff6rentes demi-droites issues du centre a jusqu 'au premier 

point  qui n 'est  ni un point  r~gulier ni un poloide, au lieu de m'arr6ter ,  comme 
c'4tait le eas pour  l'4toile K, au premier  point  qui n 'es t  ni un  point  r$gulier ni 
un  p~le. L'~toile que j 'obtiens de cette maniSre sera d6sign~e par 15. Soit main- 
tenant  B une autre  4toile, concentr ique h L, situ6e ~ l 'int~rieur de ]5 et don t  la 
fronti~re ne cont ient  aueun poloide. A l ' int6rieur de B ne se t rouve alors qu 'un  
hombre  fini de poloides. 

Je  suis la fronti~re de B dans le sons direct. Si a z-- es t l ' anglecompr is  
2 

entre deux demi-droites cons~cutives a§ e ta+(x--a)e  ;ao<a~ 
issues du centre qui passent  par  des polo~des et si ~ - - a  parcour t  l 'axe r~el positif, 

]a fonction ~" (a + (x--a)e '~ )  restera r~guli~re t an t  que ao<a<a, tandis  que sos 
valeurs r~guli~res sur los demi-droites a---no et a -~a  I deviendront  

( ( l i m F  a + ( x - - a ) e  l e t  l i m F a + ( ~ e - - a ) e  ~. 
a ~ a o  a ~ a l  

C'est une consequence immediate  de la propriSt~ de iv(x) d '6tre  uniforme 
l ' int6rieur de l'6toile L et  r~guli~re dans l 'entourage de x-----a. 

I1 s 'ensuit  alors do mon th6or~me (formule 5) que l'6galit6 
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(52) F L  (~) = " - ' ~ .  F~ ~ ( ,~--a) e " ~  

o 

1 

dto ,z 

~.,~] 

I 

~ ' / ;  1 

=lira lim~.k" l~ ,.daft (x_a) e,~ 

0 

a lieu partout ~ l'intdrieur de l'dtoile L. I 
Nous pouvons maintenant dnoneer le th~or~me suivant. 
T/~&r,'~,ne 4. ~La fonction F(z) ddfinie par la branche fonctionnelle 

FO (z)---ko + k~ z + k~ z' + ..... 

est reprdsentde ~ l'intdrieur de l'dtoile L par ehacune des deux expressions 

co 1 t + i a ~ o ~  g a 

lira -~ F~ ~(z--a)e- - /~o / ;  F~(wz)= Oox)L 
a=o,..), 

�9 "t '~ 1 
o 

�9 ~ k ~  ~ ! 
i 

o 

Ces expressions convergent uniformdment dans tout domaine intdrieur/t A. Elles 
convergent encore en dehors de A sur toute demi-droite psssant par un sommet 
de A qui est un poloMe de F (z) intdrieur k l'dtoile L. La convergence est uni- 
forme sur toute pattie d'une telle demi-droite situde ~ une distance finie entre 
deux poloides cons~cutifs ainsi que sur toute pattie situde ~ une distance finie 
entre le sommet et le poloMe le plus rapprochd du sommet. Les dgalitds 

oo 1 

(5z) El) (z) ~hm -~' w(z--a)e +i~ d~o;' 
~ - o j  \ 

o 

CL surtout la note de M. OSEEN: ,Zwei Bemerkungen fiber des Problem eine Taylorsche 
Roiho analytisch fortzusetzen*, pag. L Arkiv f6r Matemstik, Astr. o. Fysik, Bd I3, No. lo, 
Stockholm I918 , ainsi que 1. c. deux notes antdrieures de M. H. v. Kocs. 



308 G. lVfittag-Leffler. 

1 

r176 1 

=l i ra  lim ~ ~ I e - '~ �9 t~,.  d ( x - - a )  e +-i" ,~i .,p o-o o-o  A J" 
o 

ont lieu pour tout  point r6gulier ~ l'int6rieur de L.,> 
Si la fonction F(x)  est analytique, uniforme et r6guli6ro en t ous l e s  points 

finis, except6 les poloides, ses valeurs r6guli~res s 'obtiennent par consequent toutes 

au moyen de la formule (52). 
L'expression est valable, on lc voit facilement, dans une ~toile plus 6tendue 

que l'~toile L. II suffit en r6alit~ qu'il n'existe & l'int~ricur de chaque 6toile B 
situ6e ~ l'int~rieur de L qu 'un n o m b r a  [ i n i  de demi-droites sur lesquelles il se 
t rouve des singularit~s de F (x) entrecoup~es par des parties r~guli~res. 

L'uniformit~ & l 'entour de ees singularit6s n'est pas m~me n~cessaire. Mais 
dans ee cas men expression repr~sente des d e u x  c6t~s de la demi-droite des 

branches diff6rentes de la fonction. ~ 
D'un autre  c6t~, il n 'est pas exclu que l'~toile L peut 6tre prolong~e lin6aire- 

ment  et uniform~ment en dehors de la fronti~re de L. Cette question demande 
une ~tudc approfondie, & laquelle ]e reviendrai dans une autre note d~j& r~dig~e. 

Dans la note actuelle comme dans mes notes ant~rieures je n'ai trait~ d 'autre  
cas que celui od la fonction est d6finie dans ['entourage d 'un point r~gulier. Il 
arrive pourtant  en Analyse qu'une fonction soit d~finie non plus dans l 'entourage 
d 'un  po in t  r~gulier, mais dans un certain entourage d 'un  point singulier. Les 
representations obtenues dans le premier cas peuvent  souvent ~tre modifi~es ou 
g~n~ralis~es de mani~re & rester valable dans le second cas. J 'esp~re y revenir 
dans d 'autres notes qui se t rouvent  r~dig~es depuis longtemps. 

1 Cf. P~INI,EV~, OS~EN et v. Koc~ 1. c. 
La  formule  (52) impl ique un t r ip le  passage ~t la limite,  tandis que les expressions (48), (49) 

n ' impl iquen t  qu 'un passage double. 
J ' a i  6nonc6 un autre th6or~me tr~s g6n6ral dans les Comptes Rendus  de l 'Acad, d. Sci. 

de Paris, le I i  avril ,  i8 avr i l  I9o4. Cet 6nonc6 doit  ~tro modifi6 pour deveni r  ent i~rement  exact. 
J 'esp~re y revenir .  

M. OSEEN a publi6 (1. c. page 7) un autre th6o'r~me tr~s g6n6ral, o~ il s 'occupe du problbme 
de t rouver  une representa t ion  d 'une  fonct ion F(x)  quelconque darts tout  son domaine  d 'exis tence.  
Pour  y parvenir ,  i l  se vol t  forc6 d ' introduire ,  outre les constantes ks, k~, k2 . . . .  kr, . . . .  encore 
d 'au t res  616ments de la fonction. 

Toutes rues formules,  au contraire,  jouissent  de la propri6t6 essenticl le  qu' i l  n 'y  entre  pas 
d 'autres  616ments de la fonct ion que les seules constantes ko, kl . . . .  kr . . . . .  tout  comme dans la 
repr6sentat ion originale  par la s6rie de TAYLOR. 


