SUR LINTEGRALE flog (z— 2)d log (2 —u).

Par
PAUL APPELL
& Paris.

I. Lintégrale
l=] log (1 —2)dlog x

a - fait I'objet de nombreuses études.! Placons nous dans le domaine complexe,
en supposant que 1 et u désignent des constantes différentes, et posons

”

(1) @z, A, u)= ,log (z—2)dlog(z— u).

4

En faisant le changement de variable
z=u+{A—u)z

on raméne l'intégrale & la forme I. Mais, conservons la forme générale et faisons

le changement de variable

P(t)

QW

R(t) étant une fonction rationnelle quelconque, P(1) et ©{t) des polyndmes en ¢.
Appelons o5 (h=1,2,...,n) les racines de P({)— A Q(t), i(i~1,2,...,n)

celles de P(t)—puQ@), et yu(b=1,2,...,p) celles de Q{{). Nous avons, en

désignant par 4 une constante

C—a)(t—a) - (t—an) (t—BIU—8,): (L — Ba)
l = b - P T d l T T T T T T e
(2) gz bop) flOgA(t*}’;)(t'—}’z) T B U ) =)

2 = R(f) =

= partie intégrée + ZQ(t,ah,p’,-)—zrp(t,ah, 7k)——-2(/7(t,yk,p’i).
hyi bk ki

! Voyez J. Berrrann, Calcul intégral, p. 216,
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L’intégrale ¢@[R(t),%,u] se réduit donc, quelle que soit la fonction rationnelle
R(t), & une somme d’intégrales analogues.

Telle est la propriété fondamentale que j’avais en vue, qui donne la clef
des recherches antérieures et qui permet de les étendre.

TI. La propriété précédente peut se généraliser comme il suit, relativement
a des intégrales de la forme

(3) ¢y (2) = / log (z—4,) log (z—4,) -- log (z— ) d log (z— u)
ol 4, 4,,...4, 1 sont des constantes non toutes égales. L’intégrale (3} posséde
cette propriété que le changement de variable

P

ol R(t) est une fonction rationnelle quelconque de la nouvelle variable ¢ et ol
P(t) et Q(t) désignent des polyndmes en ¢, la transforme en une somme d’inté-
grales de méme nature, ou » peut varier d'une intégrale & 'autre et ou figurent
Ies racines des polyndmes

Q), P()—4;Q(t), P(t) — Q).

I1I. Enfin une propriété analogue a lieu pour les intégrales ¢,(z) obtenues
par voie récurrente en posant

1p(2) -:J log (z—a1,) log (z — aszp) - log (2 — a,p) p—1 (2) d log {2 — @)

» pouvant varier avec p. Des intégrales de cette sorte ont été considérées par
Poincaré & la page 215 du Tome 4 des Acta Mathematica.



