UBER REDUCTIBLE BINOME

VON

K. TH. VAHLEN

in BERLIN,

AzsEL beweist in § II der Démonstration de Uimpossibilité de la résolu-
tion des équations générales qui passent le quatriéme degré den Satz:

Wenn % eine Primzahl ist, so kann eine %' Wurzel einer rationalen
Funktion beliebig vieler unabhingiger Variablen z', 2", ... keiner Gleich-
ung niederen als #'** Grades gentigen, deren Coéfficienten rationale Funk-
tionen von z’, 2", ... sind.

Wir stellen uns allgemeiner die Aufgabe:

Wann kann eine »** Wurzel einer dem natiirlichen Rationalitits-
bereich (#', 2, ...) entstammenden rationalen Grosse einer Gleichung
niederen als #** Grades geniigen, deren Coéfficienten demselben Bereich
angehdren?

Der Rationalitatsbereich sei zunichst der der rationalen Zahlen. Ist
¢ eine rationale Zahl und geniigt 2z = Jc einer Gleichung niedrigeren
als »'** Grades, welche mit der Gleichung z" — ¢ = o den irreductibeln
Faktor a4 a2+ a2’ + ... + a,_,2" '+ ¢™ gemein hat, so zerfallt das
Binom: 2" — ¢ in das Produkt:

@+aoz+...+M0+b24... 4.

Durch Multiplikation des Binoms mit einem geeigneten Faktor und Ein-
fuhrung einer anderen Variablen z konnen wir bewirken, dass ¢ eine
ganze Zahl wird. Alsdann sind, nach einem bekannten Satze von Gauss,!
auch die Coéfficienten a,a,,...,5,58,,... ganze Zahlen.

! Disquisitiones arithmeticae, art. 42,
Acta mathematica. 19. Imprimé le 21 mars 1895,
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Ist jetzt wenigstens ein Wert von y/c reell, so hat das Produkt der
m Wurzeln der Gleichung:

a+az+4...+2"=0

absolut genommen einerseits den Wert |a|, andrerseits den Wert
Aus der Gleichung:

Vel

Vel = |al

folgt, dass ¢ die v*® Potenz einer positiven oder negativen ganzen Zahl,
v ein Teiler von » ist. Wir erhalten also das Binom: 2 — .

Ist zweitens kein Wert von e reell, d. h. ist » gerade, ¢ negativ,
so haben wir es mit dem Binom 2’ 4 ¢ zu thun, wo jetzt ¢ eine positive
ganze Zahl ist.

Ist f(2) ein irreductibler Faktor von 2™ 4 ¢, so muss derselbe bei
der Substitution

2| — 2

entweder in sich selbst oder in einen andern irreductibeln Faktor von 2** 4 ¢

tibergehen. Im ersten Fall wire f(2), also auch der complementire Faktor
n ‘
% eine ganze Function von 2’ und man erhielte durch die Substitu-
tion 2°||z ein reductibles Binom halb so hohen Grades. Von derartig
abgeleiteten Binomen konnen wir natirlich absehen.

Im zweiten Fall ist f(2).f(— 2) eine ganze Funktion von z%; wir
kommen also nur dann nicht auf den ersten Fall zuriick, wenn f(2z) vom

hochsten also n'® Grade ist. Es kommt also nur die Zerlegung
(@+az+a’+..ta, 2"+ ) (a—a,z2+ 0,2 — .. H(—1) ", 2" (— 1))

in Betracht, die aber fur ungrades n auf das Binom a®— 2™ fithrt. Es
muss also n gerade sein, und daher ist nur noch die Zerlegung:

Mt a’=@taz+ ... +Ma—az+ ...+ 2"

zu untersuchen.
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Die Coéfficienten a geniigen den Gleichungen:
2aa, — aj = O,
200, — 20,6, + a; = o,
204, — 20,05 -+ 28,0, — a3 = O,

20 — 20,8y, ; + 28,0y, g — ... +. a; = O.

Ist p ein Primfaktor von 24, so folgt aus diesen Gleichungen der
Reihe nach, dass auch a,,a,,..., a, durch p teilbar sein mussen, und
dann aus der letzten, dass 2a durch p® teilbar sein muss.

Setzt man

2a = p’b, a, = p.b; (i=1,2, .00y )

so gestatten die Gleichungen:
pbb, — b} = o,

pbb, — 2b,b; + ) = o,

b—2bbyy+ ...+ 0 =0
denselben Schluss in Bezug auf einen Primfaktor von 4. Durch Fort-
setzung dieses Verfahrens ergiebt sich, dass 24 ein Quadrat, also a = 2¢*
sein muss. Das Binom 2** 4 4¢* ist aber durch die Substitution 2 ;i:- aus
dem Binom:
g+ 4
abgeleitet, und dieses letztere ist in der That reductibel; es ist:
2+ 4 = (8" — 22 + 2)(2* + 22 + 2).
Zusammenfassend konnen wir den Satz aussprechen:

Alle im Bereich der rationalen Zahlen reductiblen Binome erhdlt man
aus den beiden:
2 —1 und 2z*4 4

durch die Substitution z[ Z , wo ¢ eine rationale Zahl ist.
I| e
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Der Satz ist ohne Mihe auf den natirlichen Rationalitstsbereich be-
liebig vieler unabhingiger Variablen auszudehnen, und bedeutet alsdann
¢ eine rationale Grosse dieses Bereiches.

Uber das merkwirdige Binom

¢t + 4,

das also, von trivialen Fallen abgesehen, das einzige reductible ist, finden
sich in Lucas, Théorie des nombres, interessante historische Notizen. So
hatte schon SopHIE GErMAIN den Satz ausgesprochen: Das Binom z*+ 4
stellt ausser 5 keine Primzahl dar.

Far 7z = 27 ergiebt sich die Zerlegung:

in+2 + 1 = (22n+1 + pn+1 + I)<2‘-’n+l —_ pnil + I),

aus welcher z. B. fur # = 14 die Zerlegung von 2° 4 1 folgt, eine Zer-
legung, die LaNDRY lange vergeblich gesucht hat, und die ihm von allen
in seiner Décomposition des nombres 2"+ 1 en leurs facteurs premiers, de
n=1 & n= 064, moins quatre (Paris, 1869) ausgefithrten Zerlegungen
weitaus die grossten Schwierigkeiten gemacht hat.




