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UBER VERSCHIEDENE
THEOREME AUS DER THEORIE DER PUNCTMENGEN
IN EINEM

n-FACH AUSGEDEHNTEN STETIGEN RAUME 6.

ZWEITE MITTHEILUNG'®
VON

GEORG CANTOR

in HALLE.

Indem ich die weitere Darstellung meiner Untersuchungen tiber Punct-
mengen beginne, will ich sunmdchst in § 1 kurz diejenigen hierher gehorigen
Sttze anfihren, welche theils schon in einer Abhandlung sich vorfinden,
die ich im XXIII*® Bande der Mathematischen Annalen, p. 453 ver-
offentlicht habe, theils auch in Aufsatzen der Herren Bexpixson und
PHrAGMEN (Acta mathematica, T. 2, p. 415 und T. 5, p. 47) von
anderen Gesichtspuncten aus behandelt worden sind. Dabei mochte ich
mich auf eine einfache Erklarung und Formulirung der in Betracht kom-
menden Theoreme und auf eine Andeutung ilirer Beweise beschranken;
denn die ausfohrliche Entwickelung kann in der erwiahnten Annalen-
arbeit gefunden werden.

§ 1.

Es ist eine sehr haufig in der Punctmengenlehre auftretende Erschei-
nung, dass Eigenschaften von Punctmengen in Betracht kommen, die den

folgenden beiden Bedingungen gentuigen:

! Fortsetzung des Aufsatzes in Acta mathematica, T. 2, p. 400.
Acta mathematica. 7. Imprimé le 28 Mars 1885. 14
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Erstens: wenn P irgend einc mit der betreffenden Eigenschaft behaftete
Punctmenge innerhalb cines Gebietes H von G, bedeutet, wo H ganz im
Endlichen liegt, und man, zerlegt H mit gehiriger Vertheilung der Be-
grenzungsstiicke in eine endliche Anzahl von Theilgebieten H,, H,, ..., H,,
in welche vesp. die Theilmengen P,, P,, ..., P, von P fallen, so hat
immer mindestens eine von diesen Theilmengen ebenfalls die betreffende
Eigenschaft.

Zweitens: ist P irgend eine mit der betreffenden Eigenschaft begabte
Punctmenge, so hat immer auch P <4 @ dieselbe Eigenschaft, was auch
Q) sel,

Ich will nun unter ) irgend eine Puncimengenbeschaffenheit verstehen,
welche diesen beiden Bedingungen geniigt; dann gilt der folgende all-
gemeine Satz:

Theorem I. »Ist H irgend ein ganz im Endlichen liegender continuir-
licher Theil von G, und P eine in H enthaltene Punctmenge mit der Eigen-
schaft 1, so giebt es wenigstens einen Punct g von H in solcher Lage, dass,
wenn K(p) die n-dimensionale Vollkugel mit dem Mittelpunct g und dem
Radius p ist, derjenige Bestandtheil von P, welcher in das Gebiet K(p)
fallt, stets die Eigenschaft Y hat, der Radius p der Vollkugel mag so klein
genommen werden, wie man wolle.»

Unter einer abgeschlossenen Punctmenge (ensemble fermé) verstehe
ich eine solche P, bei welcher die Bedingung erfullt ist:

(1) D(P, PY) = PV,

Dagegen nenne ich eine Punctmenge P insichdicht (ensemble condensé en
s0i) wenn bei ihr die Gleichung erfullt ist:

(2) DP, PY) = P.

Ist eine Punctmenge so beschaffen, dass sie keinen insichdichten Bestand-
theil hat, so nenne ich sie eine separirte Punctmenge.

Zur Erlauterung dieser Definitionen fithre ich an, dass jede perfecte
Punctmenge sowohl abgeschlossen, wie auch insichdicht ist, dass die Ableitung
einer dnsichdichten Punctmenge stets perfect ist und dass die isolirten Punct-
mengen eine besondere Art von separirten Mengen bilden; auch sind alle
abgeschlossenen Punctmengen erster Machtigkeit (wegen Theorem A) eben-
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sowohl, wie alle Mengen der Form P — ®(P, P“) separirte Mengen;
letztere Behauptung kann leicht mit Hiulfe des gleich folgenden Theorems
IIT bewiesen werden. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird sich der
Satz ergeben, dass alle separirten Mengen hochstens von der ersten Mach-
tigkeit sind.

Theorem II. »Ist eine in G, vorkommende Punctmenge P so beschaffen,
dass, wenn H ein ganz im Endlichen befindlicher Theil von G, ist, alsdann
immer der in H enthaltene Bestandtheil von P endlich ist oder die erste
Mdchtigkeit ~besitzt, so ist P selbst entweder endlich oder vom der ersten
Mdchtigkeit.»

Theorem III. »Es sei @ irgend eine abgeschlossene Punctmenge und
R eine Punctmenge wvon solcher Beschaffenheit, dass erstens R keinen Punct
mit @ gemein hat, wie.auch zweitens, dass, wenn H irgend ein stetiger Be-
standtheil von G, ist, in den kein einziger Punct von @ fdillt, alsdann der
zum Gebiete H gehirige Bestandtheil von R endlich ist oder die erste Mdch-
tigkeit hat, so ist auch R selbst hichstens von der ersten Mdchtigkeit.»

Zum Beweise des letzteren Theorems bediene ich mich eines n-fach
ausgedehnten, aus einem oder mehreren getrennten stetigen T'heilen be-
stehenden Raumtheils, den ich mit:

p, @

bezeichne, weil er sowohl von einer beliebigen positiven Grosse p, wie
auch von der abgeschlossenen Menge ¢ abhingt; er geht dadurch aus
der Menge @ hervor, dass man sémmiliche n-dimensionalen Vollkugeln
vom Radius p zusammennimmt, deren Centra zu ¢ gehsrige Puncte sind.
Wegen der in Bezug auf R gemachten Voraussetzungen fallt in den
Raumtheil:

G, — (p, Q)

wie klein auch o sei, stets ein Bestandtheil von R, der hochstens die erste
Machtigkeit hat und andererseits kann p immer so klein gewshlt werden,
dass dieser Raumtheil G, —JI(p, @) einen beliebig vorher ins Auge
gefassten Punct v von R enthalt, da sonst dieser Punct auch der ab-
geschlossenen Menge @ angehoren wurde. Daraus schliesst man leicht,
indem man p unendlich klein werden lasst, dass R selbst hichstens die
erste Machtigkeit besitzt.

Theorem D. »Ist P cine innerhalb G, gelegene Punctmenge von solcher
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Beschaffenheit, dass thre erste Ableitung PV eine hihere Mdchtigheit hat, als
die erste, so giebt es immer Puncte, welche allen Ableitungen P zugleich
angehoren, wo o irgend eine Zahl der ersten oder mveiten Zahlenclasse ist
und der Inbegriff aller dieser Puncte, der wichts Anderes ist als P ist
stets eime perfecte Menge.y

Theorem B. »I3t P von derselben Beschaffenheit wie in Theorem D
und ist S-= P* die perfecte Menge, deren Existenz in Theorem D aus-
gesprochen ist, so ist die Differenz:

RZIXU'—'JS

stets hichstens von der ersten Mdchtigheit und es lisst sich daher die erste
Ableitung PV einer solchen Punctmenge P in zwei Bestandtheile B und S

zerlegen, derart dass:
PO=R+4+ S

wo R hichstens von der ersten Mdchtigkeit und S eine perfecte Menge ist.»

Theorem F. »Ist P von derselben Beschaffenheit wie in den Theoremen
D und E, so giebt es stets eine kleinste der ersten oder zweiten Zahlenclasse
2ugehorige Zahl o, so dass:

@) __ a+1)y ___ w1}
= P = I

wo A eine ganz beliebige endliche oder transfinite Zahl ist und es ist also
bereits die o Ableitung von P gleich der perfecten Menge S, d. h. man hat:

PP = P = Sy

Theorem G. »Ist B die in Theorem E vorkommende Menge, a die
in Theorem F so beseichnete Zahl, so ist immer:

DR, ) = o
und wmsomehr:
D(R, B®) = o.»

Dieses letzte Theorem G rithrt von Herrn Bespixsox her. Die Be-
weise dieser Siatze D, E, ¥, G beruhen sowohl auf den Theoremen I und
IIT, wie auch auf den frither gebrachten Theoremen A, B, C; die Aus-
fihrung hiervon findet sich in den Mathematischen Annalen, Bd. XXIIL

Die Ableitung P® und daher auch alle hoheren Ableitungen irgend
einer Punctmenge P sind stets abgeschlossene Mengen und es lasst sich
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leicht auch das Umgekehrte beweisen, dass jede abgeschlossene Menge als
die erste (oder auch hohere) Ableitung von anderen Mengen dargestellt
werden kann (Mathematische Annalen, Bd. XXIII, p. 470); daher
sind wir im Stande auf Grund unserer Theoremc Folgendes tber dic ab-
geschlossenen Mengen zu behaupten:

Theorem H. »Ist P irgend eine abgeschlossene Punctmenge, so besteht
dieselbe immer aus zwel wesentlich verschiedenen, getrennten Bestandtheilen R
und S (von welchen einer auch Null sein kann), so dass:

(3) P=R4 S,

wo B eine separirte Menge und hichstens von der ersten Mdchligkeit,
wdhrend S, falls sie nicht gleich Null, eine perfecte Menge und daher (Acta
mathematica, T. 4, p. 381)" von der Mdchtigkeit des Linearcontinuums ist.
Falls die abgeschlossene Menge P endlich oder von der ersten Mdchtigkeit ist,
verschwindet der Theil S und man hat alsdann von cinem gewissen kleinsten
a der ersten oder zweiten Zahlenclasse an (welches kleinste a stets von der

ersten Art ist);
P = o,

Ist aber die abgeschlossene Menge P wvon holerer als der ersten Mdchtigkeit,
so ist S immer eine von Null verschiedene perfecte Menge und man hat von
einem - gewissen kleinsten a der ersten oder zweiten Zahlenclasse an:

P(o.) — P(a+).) — S
und somit auch:
P = 8,

Die separirte Menge R hat dabei die Eigenschaft, dass:
D(H, B”) = D(R, E®) = o.

Alle abgeschlossenen unendlichen Punctmengen sind entweder von der ersten
Michtigkeit oder wvon der Mdchtigkeit des Linearcontinuums (Mathema-
tische Annalen, Bd. XXIII, p. 488).»

Ich will nun im Folgenden zeigen, wic sich alle diese Sitze auf
beliebige, also auch auf micht abgeschlossene Punctmengen verallgemeinern
lassen.

' Man vergleiche auch: I. BENDIXSON, Sur la puissance des ensembles parfails de points
(Bihang till Svenska Vetenskapsakademiens handlingar Bd. 9, N° 6, 1884).
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§ 2.

Ist eine insichdichte Punctmenge P so beschaffen, dass der in hin-
reichend nahe Umgebung (d. h. Vollkugel mit dem betreffenden Punct
als Centrum) jedes ihrer Puncte fallende Bestandtheil derselben stefs, d. h.
fir alle ihre Puncte eine und dieselbe Mdchtigkeit hat, so wollen wir eine
solche insichdichte Menge eine homogene Punctmenge nennen und wenn
jene Machtigkeit die a** ist, so moge P eine homogene Punctmenge o' Ord-
nung heissen. Es ist leicht zu zeigen, dass eine homogene Menge ** Ord-
nung immer selbst von der a** Machtigkeit ist.

So ist z. B. die Menge aller rationalen Zahlen eine homogene Menge
erster Ordnung, die Menge aller irrationalen Zahlen aber eine homogene
Mengé von der Mdchtigkeit des Linearcontinuums.

Sei nun P eine ganz beliebige Punctmenge innerhalb G,. Sie wird
aus zweierlei Puncten bestehen; die ersteren liegen so, dass in hinreichend
naher Umgebung von ihnen keine anderen Puncte von P fallen, es sind
dies sogenannte isolirte Puncte von P; die anderen Puncte von P sind
gleichzeitig Grenzpuncte von P, gehoren also auch als Puncte zu PV.

Den Inbegriff der ersteren wollen wir mit Pa bezeichnen und die
Adhdrenz von P nennen; der Inbegriff der letsteren werde mit Pc be-
zeichnet und heisse die Cohdrenz von P.

Wir haben alsdann:

(4) Pc = D(P, PY)
(5) P = Pa + Pe.

Pa und Pc sind also bestimmte Theile von P.

Pa ist immer eine isolirte Menge oder Null; Pc braucht weder das
eine noch das andere zu sein, auch ist klar, dass jeder insichdichte Be-
standtheil von P zugleich Bestandtheil von Pc ist und dass Pc dann und nur
dann gleich P (daher Pa = o und wmgekehrt) ist, wenn P eine insichdichie
Menge ist.

Auf Pc konnen wir dieselbe Zerlegung anwenden und haben, wenn
Pec mit Pc? bezeichnet wird:

Pec = Pca + Pc?; P = Pa + Pea 4 Pc’.
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Wird die »-malige wiederholte Anwendung der Operation ¢ auf P mit
Pc’ bezeichnet, so hat man auch:

P = Pa + Pca + Pc’a + ...+ Pcla + Pc.

Pe’ heisse die v* Cohdrenz von P.

Es lasst sich nun aber auch auf Grund wvollstindiger Induction der
Begriff der y** Cohdrenz von P definiren, wo y eine beliebige transfinite
Zahl ist.

Bedeutet y eine framsfinite Zahl der ersten Art, so definirt man:

(6) Pe = (Pé)e.
Ist aber  einc tramsfinite Zahl der zweiten Art, so sei:
(7) P =9(.., Py ..\

wo ' alle Zahlen zu durchlaufen hat, die kleiner sind als y. Zum Ver-
stindniss der letzten Gleichung (7) beachte man, dass stets Pc” ganz in
Pc” enthalten ist, wenn 7 <y ist.

Nach diesen Festsetzungen besteht fir alle Zahlenpaare ; und & die
Gleichung:

(8) (Pc")¢” = Pct?

und, was auch jy fur einc finite oder tramsfinite Zahl seci, wie leicht zu
beweisen, das folgende Theorem:
{9) P= XPi'a+ Pc.

7=0,1,... <7
Hier haben die verschiedenen Bestandtheile der rechten Seite Pc’a und
Pc” unter einander keinen Zusammenhang, d. h. keine gemeinschaftlichen
Puncte; jedes Glied Pc”a stellt als Adhdrenz von Pc” eine isolirte Menge

dar, die Summe 2 Pc’q selbst ist offenbar immer eine separirte Menge,
7=0,1,.<y

weil jeder insichdichie Bestandtheil von P auch Bestandtheil von Pe¢ ist,
mithin jene Summe keinen insichdichten Bestandtheil haben kann.

Es soll nun bewiesen werden, »das wenn P eine separirte Menge ist,
alsdann eine der ersten oder zweiten Zahlenclasse amgehorige kleinste Zahl a
existirt, so dass: Pc* = o und daher auch Pc*** = o, dass aber wemn P
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nicht eime separirte Menge ist, alsdann eine ebensolche Zall a in der ersten
oder zweiten Zahlenclasse vorhanden ist, so dass Pc*, und daher auch Pc***
eine insichdichte Menge ist.»

Den Beweis des zuletzt behaupteten Satzes fithren wir wie folgt.

1°.  Betrachten wir zuerst den Fall, dass P von der ersten Mdchtigkeit
ist und wenden den in (9) ausgesprochenen Satz fir ; = £ an, wo @ die
kleinste Zahl der dritten Zahlenclasse ist, so haben wir:

P = X Pd'a 4+ Pc”
T =0,1,2, 0,0, <L
Wiren nun auf der rechten Seite alle Glieder P¢’a von Null verschieden;
so hatte diese Seite unsrer Gleichung zum Mindesten die zweite Mdchtigkeit,
das gleiche wirde also auch von der linken Seite, d. h. von P gelten,
gegen unsere Voraussetzung, dass P die erste Michtigkeit besitzt. Ks
muss also Zahlen ; und unter ihnen eine kleinste a geben (denn es ist
cine Eigenthiimlichkeit der ganzen Zahlen, dass jeder Inbegriff von solchen,
moge er aus endlichen oder tramsfiniten Zahlen bestehen, cin Minimum
besitzt), so dass:
Pc'a = o.

Nun ist aber:

P = Pc'a + Pct,
daher:

P = Pct' = (Pc*)e.
Ist hier Pc* von Null verschieden, so folgt aus der letzten Gleichung,
dass Pc* und daher auch Pc“** eine insichdichte Menge ist. Ist P eine
separirte Menge, so kann nicht Pc¢* cine insichdichte Menge sein und ist
folglich Null; ist aber P keine separirte Menge, so kann P¢* nicht Null
sein und ist folglich insichdichi.

2°.  Gehen wir nun zu der Annahme tber, dass P eine hohere Mdch-
tigkeit hat, als die erste.

Die Eigenschaft cine hohere Machtigkeit, als die ersfe zu haben, gentigt
den beiden Bedingungen, welche wir zu Anfang dieser Arbeit angefithrt
haben, sie ist also eine solche, auf welche -das Theorem I Anwendung
findet, worin wir daher unter 1’ die soeben characterisirte Mengenbeschaffen-
heit uns denken konnen. Wenn man ausserdem noch das Theorem II be-
riicksichtigt, so folgt, dass im Raum &, Puncte ¢ vorhanden sein miissen
derart, dass in jede um ¢ als Mittelpunct mit dem Radius p beschriebene
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n-dimensionale Vollkugel K(p) ein Bestandtheil von P fallt, welcher eine
hohere Machtigkeit hat, als die erste. Bezeichnen wir den Inbegriff aller
dieser Puncte ¢ mit €, so sieht man leicht dass @ eine abgeschlossene
Menge ist; denn jeder Gremzpunct von @ erfullt dieselbe Bedingung, wie
diejenige ist, durch welche wir die Puncte ¢ definirt haben, er gehort
also selbst zu @.

Die beiden Mengen P und ¢ missen nun gemeinschaftliche Puncte
haben, oder mit anderen Worten, es ist D(P, @) von Null verschieden.

Dies folgt aus Theorem III, wenn wir darin an die Stelle der mit
R bezeichneten Menge unsere Menge P setzen, wihrend die dort mit @
bezeichnete die Bedeutung der uns hier vorliegenden Menge @ erhalt.

Betrachten wir nimlich einen stetigen Theil H von G,, in den kein
Punct von @ fallt, so wird der in das Gebiet H fallende Bestandtheil P,
von P hichstens von der ersten Mdchtigkeit seiny denn wire P, von héherer
Machtigkeit, so wiirde es nach dem soeben Bewiesenen eine Menge @,
geben, die zu P, dasselbe Verhaltniss hat, wie @ zu P und es warde
offenbar @, ein Bestandtheil von @ sein, der ganz innerhalb des Gebietes
H lage, gegen die Voraussetzung, welche mit Bezug auf H gemacht
worden ist.

Ware also D(P, @) = o0, so waren beide Bedingungen, denen das
Theorem III unterliegt, erfullt und wir wiirden daraus schliessen konnen,
dass P selbst eine Menge von hichstens der ersten Machtigkeit sei, wahrend
wir es doch hier mit einer Menge P von hoherer Machtigkeit zu thun haben.
Also ist D(P, Q) von Null verschieden.

Fassen wir nun die Menge D (P, ¢) naher ins Auge und bezeichnen
sie mit V. Sie besteht aus den zu P gehorigen Puncten v, die eine
solche Lage haben, dass in jeder Umgebung von v Puncte von P liegen,
deren Inbegriff von hoherer Machtigkeit ist, als von der ersten. Kein
Punct v von V ist ein isolirter Punct von V und P; denn umgeben wir
v als Mittelpunct mit einer beliebigen Vollkugel K(p), so fillt in die-
selbe ein. Bestandtheil V| von P, der von hoherer als der ersten Machtig-
keit ist; das letatere konnen wir auch von der Menge V, — v sagen, die
aus ¥, hervorgeht, wenn man von letzterer den einzigen Punct v in Abzug
bringt; daher muss es nach dem vorhin fur P Bewiesenen auch unter
den Puncten von V, — v solche geben, dass die in jede Umgebung von

ihnen fallenden Bestandtheile von V, — v eine hohere als die erste Mich-

Acta mathematica. 7. Imprimé le 24 Mars 1885. 15
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tigkeit besitzen und letztere Puncte sind offenbar auch Puncte von V.
Man sieht also, dass wenn ein beliebiger Punct » als Mittelpunct mit
ciner Vollkugel K(p) von beliebig kleinem Radius o umgeben wird, in
das Innere dieser Vollkugel noch andere Puncte von V hinein fallen, als
v; es ist also v sicherlich kein isolirter Punct von V.

Da nun bewiesen ist, dass jeder Punct v von V ein Grenzpunct von
V ist, so ist V eine insichdichte Menge.

Wir sehen daher, dass jede Punctmenge P von hdherer als der ersten
Muchtigkeit einen -bestimmten insichdichten Bestandtheil V besitst, der aus
allen Puncten v von P zusammengesetzt ist, welche eine solche Lage haben,
dass in jede um » als Centrum beschriebene Vollkugel K(p) ein Bestand-
theil von P hinein fallt, der von hoherer als der ersten Mdchtigkeit ist.

Daraus folgt zunachst, dass eine separirte .unendliche Menge stets von
der ersten Mdchtigkeit ist; denn wir nannten separirte Menge eine solche,
die keinen insichdichten Bestandtheil hat; ‘ware sie von hoherer als der
ersten Mdchtigkeit, so misste sie nach dem soeben Bewiesenen einen in-
sichdichten Bestandtheil besitzen. Bei dieser Gelegenheit machte ich er-
wahnen, dass auch Herr Benpixson, wie ich von ihm brieflich erfahren,
einen ihnlichen Beweis dieses letzteren Satzes gefunden hat, nachdem ich
ihn zur Untersuchung dieser Frage angeregt hatte. Kehren wir nun
unter der wvorliegenden Annahme, duss P von hiéherer Machtigkeit, als der
ersten ist, zu der Gleichung (9) zuriick und setzen auch hier y = 2, be-
trachten also die folgende Gleichung:

P = X Pd'a + Pc®.
Y =0,1,...,0,...< 2
Der Bestandtheil 2 Pc’a der rechten Seite, welchen wir R nennen

7 =01, ., 0,. R
wollen, stellt, wie schon frither hervorgehoben worden ist, eine sepa-

rirte Menge vor, weil jeder insichdichte Bestandtheil von P auch in jeder
Cohdrenz von P, also auch in Pc? enthalten ist; jeder insichdichte Bestand-
theil von R wire auch ein solcher von P, und daher auch von Pc? was
dadurch ausgeschlossen ist, dass ® (R, Pc*) = o ist.

R als separirte Menge hat, wie wir gesehen, hochstens die erste Mach-
tigkeit.

Nun ist:

(10) R = 2 Pc’'a

=01, .,0,.. %
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und wir schliessen aus dieser Gleichung, dass unter den Gliedern Pc’a
der rechten Seite solche vorhanden sein miissen, welche verschwinden,
weil sonst R von hoherer als der ersten Michtigkeit sein warde. Ist dar-
nach « die kleinste der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehorige Zahl,
fur welche:
Pc*a = o,
so folgt daraus, dass:
Pc* = (Pc*)c.

Hier ist der Fall Pc* = o ausgeschlossen, weil Pc* zum Mindesten aus dem
insichdichten Bestandtheil 7 von P besteht; also ist Pc* und daher auch
Pe+t* = Pc? eine insichdichte Menge.

Der mit V bezeichnete insichdichte Bestandtheil von P, dessen Existenz
in dem Falle nachgewiesen ist, dass P eine hohere Machtigkeit, als die
erste hat, ist Bestandtheil der insichdichten Menge Pc* = Pc“ bezeichnen
wir nun den Inbegriff aller tibrigen Puncte von Pc* mit U, derart dass:

(11) P =P *=U+YV,

so sieht man leicht, dass U wnur Null oder eine homogene Menge erster
Ordnung sein kann. Denn in jeder Nahe eines Punctes # von U fallen,
da Pc* insichdicht ist, unendlich viele Puncte von Pc“; diese konnen aber
in hinveichender Nahe nur dem Theil U, nicht aber dem Theil V an-
gehoren, weil sonst % nach der Definition von ¥V ein Punct der letzteren
Menge sein wiirde; es liegen also in jeder Umgebung von « andere Puncte
von U, deren Inbegriff aber keine hohere Machtigkeit, als die erste haben
kann, weil sonst ebenfalls » zu ¥V gehoren wirde.

Bemerken wir noch, dass wir wegen Pc®a = Pc***a = o die Gleichung
(10) wie folgt schreiben koénnen:

(r2) R= 2XPca
a'=0,1,...<a
und fassen die gewonnenen Resultate in Folgendem zusamnmen.
Theorem J. »Ist P eine separirte unendlicke Menge, so ist sie von der
ersten Mdchtigkeit und es giebt eine kleinste Zahl der ersten oder zweiten

Zahlenclasse, so dass:
P¢* = o;
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man hat also in diesem Falle (wegen (9), wenn darin y = a gesetzt wird):

P= 2XP“a»
a'=0,1,..<a
Theorem K. »Ist P von der ersten Mdchtigkeit, ohne jedoch eine se-
parirte Menge zu sein, so giebt es eine der ersten oder zweiten Zahlenclasse
angehorige kleinste Zahl a, so dass Pc* eine homogene Menge erster Ordnung

wird; bezeichnen wir diese mit U und X Pc”a mit R, so ist R entweder
a'=0,1,...<a

Null oder eine separirte Menge und man hat:

P=R+4 U.
Dabei ist:
DR, UM} =o»

Die letzte Behauptung hat ihren Grund darin, dass, wenn ein Punct
r von B zu U® gehoren wirde, » 4 U ebenso wie U eine insichdichte
Menge und somit ein Bestandtheil von U = Pc* ware.

Theorem L. »Ist P von héherer als der ersten Mdichtigkeit, so giebt
es eine der ersten oder aweiten Zahlenclasse angekdrige kleinste Zakl a, derart
dass Pc* eine insichdichte Menge ist; letztere besteht aus einem Bestandtheil
V, welcher insichdicht ist und alle Puncte von P umfasst, welche so liegen,
dass in jeder Umgebung von ihmen Bestandtheile von P enthalten sind, die
von hoherer als der ersten Mdchtigkeit sind und aus einem Bestandtheil U,
der, falls er mwicht Null ist, aus der Zusammensetzung der dibrigen Puncte
von Pc* besteht und eine homogene Menge erster Ordnung bildet; wird die

Summe 2 Pc”a mit R bezeichnet, so ist R entweder Null oder eine separirte
a'=0,1,...<a

Menge wnd man hat:
P=R+U+V.
Dabei ist:

DB, UM =o0; DR, V) =0; DU, V) =ow

Die letaten Relationen werden ganz ebenso bewiesen, wie die ent-
sprechende Behauptung in Theorem K.
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§ 3

Die in § 2 nachgewiesenen wesentlich verschiedenen und auseinander
fallenden Bestandtheile einer beliebigen Punctmenge P scheinen mir wichtig
genug, um besondere Bezeichnungen und Namen zu rechtfertigen.

Wir wollen B den Rest oder das Residuum von P nennen und mit
Pr bezeichnen, dagegen heisse Pc* = U -4 V die totale Inhdrenz von P
und werde mit P: bezeichnet, so dass man hat:

(13) Pr= 2XPca
a'=0,1,...<a

(14) Pi = Pc* = Pc*

(15) P = Pr + Pi.

U heisse die Inhdrenz erster Ordnung von P oder auch die erste Inhdrenz
von P und es werde dafar das Zeichen Pi gebraucht.

Was nun die insichdichte Menge V anbetrifft, so- siecht man zwar aus
§ 2 leicht: sie ist derart, dass in jeder Nahe jedes ihrer Puncte v eine
hohere Machtigkeit, als die erste, von Puncten, nicht bloss der Menge P,
sondern von V selbst liégen, indessen steht zunichst noch nicht fest, dass
sie stets eine homogene Menge ist, falls sie nicht verschwindet; dies wird
erst dann sicher gestellt sein, wenn wir gezeigt haben werden, dass bei
den Punctmengen innerhalb G, keine hohere Mdchtigkeit vorkommen kann,
als die zweite; denn sobald dies bewiesen wire, wiirde daraus folgen, dass
V, falls sie nicht verschwindet, eine homogene Menge zweiter Ordnung ist.
Indem wir also furs Erste die Maglichkeit des Vorkommens hoherer Mdch-
tigkeiten, als der sweiten zu bertucksichtigen haben, ergiebt sich hier all-
gemein Folgendes.

Ist v irgend ein Punct von V und ist p,, oy, ..., o, - .. irgend
eine Reihe von positiven Grossen, derart dass:

0, > p,; und limp, = o,

v=a

und bezeichnet man mit ¥, den Theil von V welcher in die um v als
Mittelpunct beschriebene Vollkugel K(p,) fallt, mit a, die Ordnungszahi
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der Mdchtigkeit von V,, so ist klar, dass a«, nicht kleiner sein kann, als
a,.,, dass also:
av_z.a.v-i-l;

denn V., ist ein Theil von V,.

Wir haben also eine einfach unendliche Reihe von endlichen oder
transfiniten ganzen Zahlen a«,, welche mit wachsendem v nicht zunehmen;
von einer solchen Reihe ganzer Zahlen ist aber leicht zu zeigen, dass ihre
Glieder von einem Gewissen v =y, an alle einander gleich sein miussen,
so dass:

avo = avn-{-l = av°+2 == e

Man setze den gemeinsamen Werth aller dieser Zahlen = j.

Wir sehen also, dass V,, V, .y, V, s ... alle von der g« Machtig-
keit sind und erkennen daraus leicht, dass wenn p < p,, derjenige Be-
standtheil von V, welcher in die um v als Mistelpunct beschriebene Voll-
kugel K(p) fallt, immer die g Mdchtigkeit hat; denn, da p seiner Grosse
nach zwischen zwei bestimmte Glieder der Reihe p,, 0,1, 0,425 .- fillt,
so stdsst man ebensowohl bei der Annahme, dass die Machtigkeit des be-
zeichneten Theils von V grdsser als 3, wie auch, dass sie kleiner als 8
sei, auf einen Widerspruch.

Wir sehen hieraus, dass zu jedem Punct » von V cine ganz be-
stimmte endliche oder uberendliche Zahl f gehort, derart, dass fur hin-
reichend kleine Werthe von p der in die, um v als Centrum beschriebene
Vollkugel K(p) fallende Bestandtheil von V die g Mdchtigkeit hat; wir
wollen daher auch B die zum Pungte v gehorige Ordnungszakl und v
einen Punct 3*° Ordnung von V oder P nennen.

Der Inbegriﬁ' aller Puncte g Ordnung von V, falls solche uber-
haupt vorhanden sind, bildet, wie leicht zu sehen, eine homogene Punct-
menge B** Ordnung und Mdchtigkeit, welche wir die §*° Inhdrenz oder
die Inhdrenz B** Ordnung von P nennen und mit Pi; bezeichnen.

Wir haben nun:

(16) V = ZP‘iﬁ,

B=%,3, ...
wo auf der Rechten die einzelnen Glieder auch Null sein konner und g
alle endlichen und dberendlichen ganzen Zahlen, die grosser als 1 sind zu
durchlaufen hat.
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Da nun mnach (14) Pi=Pe’ = U+ ¥V und U = Pi

wir schreiben:

,» 80 kdnnen

(17) Pi—= XPi,
3=12,..

wo hier f alle positiven ganzen Zallen von 1 an zu durchlaufen hat.
Zwischen den verschiedenen von uns nachgewiesenen Bestandtheilen ciner
Punctmenge herrschen allgemein Bezichungen, die hervorgehoben zu
werden verdienen.

Betrachten wir zuerst die Definitionen von Pa und Pec, wie sie uns
in den Formeln (4) und (5) entgegentreten, so sehen wir, dass:

(18) ®D(Pa, Pc) = o,
(19) D[Pa, (Pa)] = o,
(20) D[Pa, (Pc)V} = o,

(18) sagt aus, dass die beiden Mengen Pa und Pc vollig getrennt (zu-
sammenhangslos) sind, d. h. keine ihnen gemeinsam angehorigen Puncte
haben; (19) besagt, dass Pa eine 4solirte Menge ist, (20) lasst erkennen,
dass Pa auch keinen Punct hat, der Grenzpunct von Pe whire.

Die isolirten Puncte von P bilden Pa, wir wollen sie Puncte o' Art
von P mnennen; die isolirten Puncte von Pc bilden Pca, wir wollen sie
Puncte 1"* Art von P nennen. '

Allgemein wollen wir die Puncte der isolirten Menge Pc“a Puncte
Art von P nennen.

Die aus (13), (15) und (17) hervorgehende Formel:

(21) P= XPca+4 2P

2'=0,1,...<a 3=1,2,...

rter
a

zeigt, dass ein beliebiger Punct p von P entweder einem Bestandtheil
Pc*a von P angehort, dann ist p ein Punct o' Art von P und o ist
eine bestimmte Zahl der ersten oder zweiten Zahlenclasse, kleiner als «
oder o, oder es gehdrt p einem Bestandtheil Pi; von P an und ist als-
dann ein ' Punct " Ordnung wvon P.. Die sammtlichen Puncte a'** Art
von P bilden daher, wenn aberhaupt welche vorhanden sind, eine isolirte
Menge, die ssmmtlichen Puncte §“* Ordnung von P bilden dagegen, falls
es deren uberhaupt giebt, eine homogene Menge B** Ordnung.
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Man kann die in Pr enthaltenen Puncte Arfpuncte von P und die in
Pi vorkommenden Puncte Ordnungspuncte von P nennen.

Aus der Abwesenheit von Puncten o Art von P folgt auch das
Nichtvorhandensein von Puncten (a’ 4 2)** Art, wo 2 eine beliebige Zahl
der ersten oder zweiten Zahlenclasse ist; denn, wenn Pc“a = 0, so ist
Pc* entweder Null oder eine insichdichte Menge und es ist daher allgemein:
Pe¥* = Pe* und Pc***a = o. Daher zeigt umgekehrt das Vorhandensein
von Puncten o™ Art auch ammer das Vorhandensein von Puncten jeder
niedrigeren Art an.

Dagegen hat die Abwesenheit oder das Vorhandensein von Puncten
B*" Ordnung keinerlei Einfluss auf das Vorkommen oder Nichtvorkommen
von Ordnungspuncten mit andrer Ordnungszahl oder von Artpuncten.

Wenden wir die Relation (20) auf Pc* an Stelle von P an, so
haben wir:

(22) D[Pc*a, (Pc*)V] = o.

Nun ist aber sowohl Pc*+'a, wie auch Pi, Bestandtheil von Pc*; wir
haben also auch:

(23) D([Pc”a, (Pe*Ha)?) = o
(24) D[ Pc“a, (Pi)") = o.

So sehen wir, dass der Bestandtheil Pc*a von P weder Grenzpuncte von
Pc***a, noch Grenzpuncte von Pi; zu Puncten hat.

Alle Puncte der rechten Seite von (21), mit Ausnahme der um ersten
Gliede Pa enthaltenen, sind zugleich Grenzpuncte von P und man ist daher
berechtigt, wenn o > o, einen Punct o™ Art von P auch Grenzpunct
«*" Art von P und einen Punct f** Ordnung von P auch Grenzpunct
f“* Ordnung von P zu mnennen; nur die Puncte o*" Art von P konnen
nicht zugleich Grenzpuncte von P heissen, well sie isolirte Puncte von P sind.

Pc¢” konnen wir offenbar characterisiren als den Inbegriff sowohl
aller Artpuncte von P, deren Artzahl > o, wie auch aller Ordnungspuncte
von P; Pi =V = Pc? ist der Inbegx:i—ff aller Ordnungspuncte von P.

Was nun das Verhaltniss der Inhdrenzen zu einander sowohl, wie zu
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dem Rest von P anbetrifft, so konnen wir allgemein dariiber Folgendes
behaupten:

(25) D[Pr, (P = o
und daher ist auch:
(26) D(Pr, (B = o.

Denn da Pi eine insichdichte Menge ist, so ist auch Pi 4 Z eine .insich-
dichte Menge, falls Z irgend ein Bestandtheil von-(Pi)® ist; wire also
D[Pr, (Pi)®] von Null verschieden und bezeichnen wir diese Menge mit
Z, so wirde Pi 4 Z ein insichdichter Bestandtheil von P und daher
auch von Pi = Pc* sein, wahrend doch Z als Bestandtheil von Pr nicht
in Pi enthalten sein kann.

Ferner konnen wir sagen, dass:

(27) D[Py, (Piy)"] =0
vorausgesetzt, dass: [§ > f3.

Denn jeder Grenzpunct von Pi, ist, falls er Punct von P ist, noth-
wendig ein Ordnungspunct von P von mindestens der F*" Ordnung, kann
also nicht Punct von Pi, sein, da alle Puncte von Pi; Puncte ' Ordnung
von P sind und 8 < # angenommen ist.

Es liessen sich unsere Betrachtungen noch nach mancher Richtung
vervollstandigen, was fir eine spatere Gelegenheit vorbehalten bleibt.

Ich will nun zeigen, wie unsere fritheren Theoreme, die wir im
Theorem H zusammengezogen haben, sich aus den neuen Resultaten er-
geben, sobald man nur die Menge P als abgeschlossen voraussetat.

Unter einer abgeschlossenen Menge verstanden wir nach (1) eine solche
P, deren Ableitung P ganz in ihr enthalten ist, so dass:

D(P, PV) = PO,
Es fallt daher bei abgeschlossenen Mengen, nach (4), die erste Cohdrenz von
P, die wir Pc nennen, mit der ersten Ableitung zusammen; wir haben:

(28) Pc = PO,

vorausgesetzt, dass P abgeschlossen ist.

Acta mathematica. 7. Imprimé le 30 Mars 1885, 16
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Nun wissen wir aber, dass auch alle Ableitungen P? abgeschlossene
Mengen sind, woraus folgt, dass allgemein in unserm Fall:

(29) Per = P7,
und daher:
(30) Pcq = P9 — P7+Y,

wo fir y = o unter P nichts anderes als P zu verstehen ist.
Endlich haben wir hier:

31) I = P = P,

P st daher, falls sie nicht Null ist, eine insichdichte Menge, und da sie
ausserdem als Ableitung von P eine abgeschlossene Menge ist, so folgt
hieraus, dass P, falls sie nicht verschwindet, eine perfecte Menge ist.

Man sieht also, dass im vorliegenden Falle der Bestandtheil U= Pi
von Pi stets verschwindet und dass daher Pi sich auf V reducirt; dénn, da
Pi eine perfecte Menge ist, so ist nach Theorem A der Bestandtheil von
Pi, welcher in eine Vollkugel fillt, die cinen Punct von Pi umgiebt,
stets von hoherer als der ersten Michtigkeit; es kann also kein Punct von
Pi ein Punct erster Ordnung sein.

Daher ist jede abgeschlossene Menge erster Machtigkeit eine separirte
Menge. Je nachdem nun die abgeschlossene Menge P von der ersten oder
von hoherer Machtigkeit ist, ergeben.sich aus den Theoremen J und L
und den auf sie folgenden Resultaten die verschiedenen Behauptungen in
Theorem H.

Die im Vorstehenden zu einer Art von Abschluss gelangten Unter-
suchungen tber Punctmengen habe ich von Anfang an nicht bloss aus
speculativem Interesse, sondern zugleich im Hinblick auf Anwendungen
unternommen, welche ich mir davon in der mathematischen Physik und
in anderen Wissenschaften versprach.

Die Hypothesen, welche den meisten theoretischen Untersuchungen
uber Naturerscheinungen zu Grunde gelegt werden, haben mich niemals
sehr befriedigt und ich glaubte dies dem Umstande zuschreiben zu missen,
dass die Theoretiker zumeist entweder iber die letzten Elemente der Materie
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eine vollige Unbestimmtheit herrschen lassen oder dass sie dieselben
als sogenannte Afome von zwar selr kleinem aber doch nicht ginclich
verschwindendem Rauminhalte snnehmen. Mir unterlag es keinem Zweifel,
dass, um zu einer befriedigenderen Naturerkldrung zu gelangen, die letzten
oder eigentlichen einfachen Elemente der Materie in actual unendlicher Zahl
vorauszusetzen und in Bezug auf das Rawumliche als villig ausdelmungslos
und streng punctuell zu betrachten sind; ich wurde in dieser Ansicht be-
starkt, indem ich bemerkte, dass in der neueren Zeit so hervorragende
Physiker, wie Farapay, Avrtrg, Wi, Weser und von Mathematikern
neben Anderen Cavcuy dieselbe Uberzeugung vertreten haben.

Um aber diese Grundanschawung zur Durchfuhrung bringen zu konnen,
schienen mir allgemeine Unrtersuchungen wber Punctmengen, wie ich sic
angestellt habe, vorhergehen zu miissen. Ich nenne im Auschluss an
Lesxiz die einfachen Elemente der Natur, aus deren Zusammensetzung
in gewissem Sinne die Materie hervorgeht, Monaden oder Finheiten (man
vergleiche namentlich die beiden Lrisxiz'schen Abhandlungen: »La Mo-
nadologiey, Edit. ErpMaxy, p. 705 oder Edit. Durexs, T. II, p. 20 und
»Principes de la nature et de la grace, fondés en raisony, Edit. Erpmaxy,
p- 714 und Edit. Dutexs, T. II, p. 32) und gehe von der Ansicht aus,
mit welcher ich mich in Ubereinstimmung mit der heutigen Physik zu
befinden glaube, dass zwei specifisch wverschiedene, auf einander wirkende
Materien und demgemiss auch zwei verschiedene Classen von Monaden
neben einander zu Grunde zu legen sind, die Kérpermaterie und die Aether-
materie, die Korpermonaden und die Aethermonaden, indem diese beiden
Substrate zur Erklirung der bisher beobachteten sinnfilligen Erscheinungen
auszureichen scheinen.

Auf diesem Standpuncte ergiebt sich als die erste Frage, woran
aber weder Lrmsx1z noch die Spateren gedacht haben, welche Michtiy-
keiten jenen beiden Materien in Ansehung ihrer Elemente, sofern sie als
Mengen von Koirper- resp. Aethermonaden zu betrachten sind, zukommen;
in dieser Beziechung habe ich mir schon vor Jahren dic Hypothese ge-
bildet, dass die Mdchtigkeit der Korpermaterie diejenige ist, welche ich
in meinen Untersuchungen die erste Machtigkeit nenne, dass dagegen die
Mdchtigheit der Aethermaterie die zweite ist.

Fur diese Ansicht und Meinung lassen sich sehr viele Griinde ins
Feld fihren, wie ich bei einer spateren Gelegenheit auseinandersetzen will;
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nehmen wir sie vorlaufig an, so miissen wir uns in jedem Zeitmoment
die Kirpermaterie (sei es im ganzen Weltraume G, sei es in irgend
einem abgegrenzten Theil H, derselben) unter dem Bilde eirer Punct-
menge P von der ersten Machtigkeit, die Aethermaterie in demselben Raume
unter dem DBilde einer daneben bestchenden Punctmenge @ von der zweiten
Machtigkeit denken, und diese beiden Punctmengen P und  wéren ge-
wissermaassen als Functionen der Zeit zu betrachten. Aus den Unter-
suchungen des § 2 folgt aber, dass:

P =PFPr+ Pi,

wo Pr die separirte Menge ist, welche wir den Rest von P genannt und
wo Pi, wenn sie nicht verschwindet, die erste Inhdrenz von P, eine ho-
mogene Punctmenge erster Ordnung ist; die brigen Inhdrenzen fallen hier
fort, weil P die erste Machtigkeit hat. Ebenso haben wir:

Q=@+ ¢ + @

da @ von der zweiten Machtigkeit ist und somit hokere Inhdrenzen, als
die zweite hier nicht vorkommen.

Es wird sich zunichst darum handeln, zu entscheiden, ob vielleicht
den fiinf wesentlich verschiedenen Bestandtheilen, in welche hiernach die
Korper- und Aethermaterie in jedem Zeitmoment getrennt erscheint und
etwa auch den verschiedenen Theilen, in welche Pr und @r nach (13)
zerfallen, auch wesentlich verschiedene Erscheinungs- und Wirkungsweisen
der Materie, wie: Aggregatzustinde, chemische Unterschiede, Licht und Wirme,
Electricitit und Magnetismus entsprechen mogen.

Ich mochte jedoch die Vermuthungen, welche ich in dieser Bezie-
hung habe, nicht frither in bestimmter Form aussprechen, als bis eine
genauere Prifung derselben stattgefunden haben wird.

Halle, d. 29 Jan. 1883,




