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Introduction.

Les voies nouvelles ouvertes & I'Algébre par les travaux de Gauss,
d’ABEL et de Garois ont été le point de départ des recherches de
M. KroNkckEr sur la théorie générale de l'élimination. Ces recherches
sont intimement liées & celles qui ont pour objet I'étude des systémes de
diviseurs d’un systéme de fonctions entiéres. Je me suis proposé, dans
ce mémoire, d’exposer les unes et les autres, en me plagant au point de
vue arithmétique de M. KRONECKER.

Pour bien faire saisir l'esprit des méthodes employées il m'a semblé
nécessaire de préciser tout d’abord l'idée d’irréductibilité dans un domaine
de rationalité donné. J’ai ensuite développé les premiers éléments de la
théorie des systémes de diviseurs dont lintroduction en Algebre est due
& M. Kronkcker. Aprés avoir exposé quelques théorémes sur 1'élimina-
tion d’une variable entre deux équations, j'ai enfin abordé 'objet méme
de ce mémoire, la théorie générale de I’élimination.

Je désirerais surtout éclaircir quelques points du grand mémoire que

M. KroNeekEr a publié, en Septembre 1881, & l'occasion du cinquantiéme
Acta mathematica, 6. lmprimé 23 Mai 1884. 1
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anniversaire du doctorat de M. Kummer. (') Ce mémoire semble appelé a
imprimer une direction nouvelle & I'Algébre. Le but que je me suis
proposé serait entiérement atteint si mon travail pouvait-amener quelques
géométres & approfondir les idées aussi difficiles que nombreuses qui y
sont contenues.

C'est & ce mémoire, a quelques autres publications de M. KRONECKER
et plus particuliécrement & son Cours professé & I'Université de Berlin que
jai emprunté presque tous les matériaux de ce travail. Je me suis
efforcé de les grouper et de les éclairer, de les ordonner aussi méthodique-
ment que le comportait la nature ‘du sujet, et de les rendre ainsi acces-
sibles & tous. A cet effet, je n’ai pas hésité a répéter, a plusieurs reprises,
des choses bien connues de tous ceux qui s'occupent d'Algébre. D’autre
part, j'ai cherché & caractériser et a bien mettre en évidence les questions
qui, pour moi du moins, restent & résoudre. M. KRONECKER a bien voulu
g'intéresser & mon travail et je lui dois les plus précieux encouragements
pendant tout le temps que )’y ai consacré.

CuaAPITRE L

Méthodes particuliéres a 1’Algébre.

1. L’Arithmétique et 1'Algébre prennent une place a part dans
I'ensemble des sciences mathématiques. Leur objet propre est, en derniére
analyse, I'étude des propriétés des nombres entiers positifs et des fonctions
entiéres & coefficients - entiers, positifs, d'une ou de plusieurs variables
indépendantes.

Ces deux études ne différent pas essentiellement l'une de l'autre.
Une fonction ertiére, & coefficients entiers, positifs, d'un certain nombre
de variables représente, en effet, d'une maniére commode, un systéme de
nombres entiers et ne représente pas autre chose. On obtient ce systéme

(Y L. KroNECKER: Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen
Grissen. Festschrift zu Herrn E. E. Kuamers Doctor-Jubilium. Berlin,
Reimer 1882.
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en remplacant successivement, dans la fonction entiére considérée, les
variables par tous les systémes de valeurs enti¢res plus petites qu'un
entier, laissé, a dessein, indéterminé dans les recherches générales, afin de
pouvoir étre choisi convenablement dans chaque recherche particuliére.
L’indétermination du nombre fini d’entiers du systéme que I'on considere,
et la. maniére d'obtenir facilement ces entiers, sont toutes deux mises en
évidence en représentant ce systéme par une fonction entiére.

L’Arithmétique et I'Algébre ont ainsi un domaine bien défini; les
nombres entiers, positifs, les systémes de nombres entiers représentés par
des fonctions entiéres & coefficients entiers, positifs, y sont considérés
comme existant, tout comme le mouvement en cinématique et la matiére
dans les sciences naturelles. Leés nombres rationnels, négatifs, imaginaires,
ainsl que les nombres irrationnels et transcendants ne font pas partie de
ce domaine. Ils n'ont du nombre que le nom; en réalité ce sont de
purs symboles.

En Analyse le point de vue est différent. On commence par géné-
raliser I'idée méme de quantité. Gauss I'a le premier fait d’'une manicre
systématique mais sans séparer entiérement le domaine de la Géométrie de
celui de. I'Arithmétique. Plus tard M. WEIErsTRASS a suivi une méthode
essentiellement différente ou 1'on ne s’attache d’abord & aucun domaine dé-
terminé mais ou, au contraire, le but que l'on se propose, en généralisant
I'idée de quantité, est de déterminer le domaine nécessaire et suffisant dans
lequel on puisse effectuer toutes les opérations directes et inverses qui se
présentent dans les calculs. Mais que l'on se place au point de vue de
Gauss ou a celui de M. WEeigrstrAss il importe de remarquer que le
désir de pouvoir répondre positivement & une série de questions, qui sont
en partie du domaine de la Géométrie, a seul amené les mathématiciens
& introduire successivement de nouveaux symboles en Analyse. On
comprend alors qu'en se placant au point de vue spécial de 1’Arithmé-
tique, en assignant & cette science un domaine déterminé, celui des
nombres entiers, positifs, et en ne voulant pas introduire dans tous les
raisonnements une idée étrangére a l'objet que l'on a en vue, il convienne
de n'employer qu’'une partie des symboles de I’Analyse, celle qui ne nous
fait quitter qu’en apparence le domaine de 1'Arithmétique.

Les symboles dits rationnels, positifs et négatifs remplissent cette
condition. - A tout moment une égalité contenant des nombres rationnels,
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positifs ou négatifs, peut étre transformée en une égalité entiérement
équivalente et ne contenant que des nombres entiers et positifs. Un
nombre fini d'opérations permet toujours de grouper les symboles ration-
nels suivant les besoins du calcul et de remplacer ces groupes par des
nombres entiers positifs a 'aide des égalités qui définissent ces symboles,
égalités qui peuvent toujours étre sous-entendues ct qui seules ont une
existence réelle en Arithmétique.

La méme chose a lieti pour les fonctions entiéres ou rationnelles, a
coefficients entiers ou rationnels, positifs ou négatifs, d'un nombre quel-
conque de variables. Aussi les adjoindrons-nous également au domaine
de I’Arithmétique.

Les fonctions entiéres d’une variable, égalées & zéro, définissent de
nouveaux nombres, les nombres algébriques. Mais nous remarquons une
grande différence entre l'introduction de ces nombres et celle des nombres
rationnels, car nous ne pouvons pas a tout moment remplacer une égalité
contenant des nombres algébriques par une égalité équivalente et mne
contenant que des nombres entiers et positifs. En réalité, lorsqu'on définit
positivement les nombres algébriques, on quitte vraiment, et non plus
en apparence seulement pour la commodité des calculs, le domaine de
I'Arithmétique pour entrer dans un domaine plus vaste. Il convient donc
d’éviter I'emploi de ces nombres. Leur introduction, en Arithmétique, est
d’ailleurs inutile en théorie; nous verrons plus loin par quoi il faut
chercher a les remplacer.

Cependant lorsqu'on fait de nouvelles recherches, il est presque in-
dispensable, dans l'état actuel de la science, de se servir de nombres
algébriques; cest, il est vrai, un simple artifice de langage, mais il fait
image et nous permet de séparer facilement dans notre pensée les diffé-
rentes racines conjuguées et d’abréger ainsi les démonstrations. La méme
chose a lieu en Géométrie par exemple, ou il est souvent bien commode
de ne pas s'astreindre tout d’abord & faire de la Géométrie de position,
mais, au contraire, de supposer connus certains éléments qui sont du domaine
de la Mécanique.

Sans doute il est nécessaire, pour étre en droit de séparer ainsi les
racines et de les représenter .séparément par des symboles, de¢ montrer
comment, aprés avoir ramené le cas général & celui de la recherche des
racines réelles d'une équation & coefficients réels, on peut, dans ce-cas
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particulier, déterminer un intervalle dans lequel I'équation domnée me saurait
étre vérifie par plus d'un nombre rationnel, avec une approximation donnée,
suffisamment grande. Il faut, en un mot, montrer ce que I'on doit entendre
par racine d’une équation algébrique, au point de vue arithmétique auquel
nous nous sommes placés.

Mais ces considérations wm’écarteraient par trop de l'objet que jai
principalement en vue. Elles rentrent dans un autre ordre d’idées et il
convient de les exposer avec la théorie des Caractéristiques.(') En supposant
cette lacune comblée, il 0’y a aucun inconvénient, dans des recherches
nouvelles, & se servir de ces symboles algébriques, si l'on a soin d’y
joindre 1'égalité qui les définit. Il est cependant toujours nécessaire,
lorsqu’on se propose d’approfondir.les principes de I’Algébre, de se passer,
autant que possible, de cet instrument étranger au domaine de cette science.

Ce que je dis des nombres algébriques s'applique mot pour mot aux
fonctions algébriques.

2. Mais la faiblesse de notre esprit ne nous permet pas plus d’aborder
directement les questions fondamentales de I’Algébre que celles de I'Arith-
métique. Il nous est nécessaire de saisir & la fois tout l'ensemble d'une
question, toutes les faces sous lesquelles elle se présente, pour pouvoir
tirer des conclusions; et notre puissance d’abstraction est, en général, si
faible que mnous avons besoin d'auxiliaires. Ces auxiliaires nous sont
donnés par la nature elleeméme. Ce sont les quantités indéterminées.
Cest & GAuss que revient la gloire de les avoir introduites en Arithmé-
tique. PoissoN et plusieurs autres mathématiciens éminents, ont certaine-
ment aper¢u, en partie du moins, leur importance; mais c'est a M. Kro-
NECKER qu'il était réservé de faire voir clairement le réle fondamental
qu’elles sont appelées & jouer en Algébre.

Je distingue entre indéterminées et variables.

Nous ne pouvons pas disposer des indéterminées dans le cours d’une
démonstration. Ce sont ou bien de simples liens destinés & joindre une
série d'opérations a effectuer ou de valeurs a trouver, et alors nous n’avons
aucune prise sur elles, ou bien encore des abstractions que nous laissons
a dessein indéterminées dans une méme recherche afin d’embrasser un
grand nombre de cas particuliers dans un seul calcul et alors, le calcul

(') Comparez KRONECKER, Monatsberichte der Berliner Akademie 1869,
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terminé, nous pouvons leur donner une valeur quelconque. Dans ce
dernier cas, je les nommerai plus particuliérement variables-indéterminées.

Les variables, au contraire, peuvent prendre des valeurs particuliéres
dans le cours d'une démonstration. Elles nous sont, en effet, données par
la nature méme de nos recherches et nous nous proposons précisément
de rechercher les valeurs particuliéres qu'il faut leur donner, ou encore
les restrictions auxquelles elles doivent étre soumises pour satisfaire aux
conditions d’un probléme déterminé.

Nous verrons, dans la suite, que l'emploi de variables auwiliaires est
parfois fort utile. Il permet d'effectuer des transformations qui affran-
chissent les expressions considérées de certains cas particuliers dont I'étude
spéciale ne serait d’aucun profit pour les résultats a obtenir.

On pourrait objecter & ce que jai dit des nombres et fonctions
algébriques que ce sont tout aussi bien des guxiliaires légitimes. que les
quantités indéterminées. Cela n’est point douteux quant a la rigueur des
démonstrations. Dans I'état actuel de la science, il peut méme étre souvent
plus avantageux, pour obtenir ou énoncer rapidement des résultats nou-
veaux, d'employer comme auxiliaires les fonctions algébriques que de faire
usage des quantités indéterminées. Mais lorsqu'il s'agit de voir clairement
le réle que joue chaque élément dans I'exposé des principes et des méthodes
de T'Algébre, il ne saurait y avoir de doute sur 'avantage de 'emploi des
quantités indéterminées sur celui des nombres et fonctions algébriques.

En effet, l'existence méme approximative de ces derniers est une
idée trés-complexe dans le domaine que nous nous sommes fixés. On
peut presque dire qu'elle joue le méme réle en Algeébre que lintégrale
de CavcHY en Analyse. Clest parce qu'ils supposent et renferment plusieurs
hypothéses essentielles que ces deux merveilleux instruments permettent
d'obtenir rapidement un grand nombre de transformations, 'un d’expres-
sions algébriques, l'autre d’expressions transcendantes. Avant d'avoir
cherché a s'en passer, on ne se rend que trés-difficilement cempte de
toute la simplification qu'ils introduisent Tun en Algcbre, l'autre en
Analyse. Loin de les critiquer je crois, au contraire, qu'il convient,
actuellement, de les placer, dans ces deux scicnces, au début de toute
recherche nouvelle. Mais je crois aussi que, précisément parce qu'ils ren-
ferment tous deux tant d’hypothéses essentielles, ils n’éclairent pas suffisan-
ment les principes de la science, et c'est pourquoi, en me bornant a
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PAlgébre, je disais plus haut que lorsqu'on se propose d’en approfondir
les principes, il est préférable de chercher &4 se passer de leur aide.

Les indéterminées, au contraire, ne nous font point quitter le domaine.
des quantités rationnelles. Elle n'exigent point d’autres symboles que
ceux que mnous connaissons déja, les symboles qui correspondent aux
quatre opérations. Elles ont de plus un grand avantage, celui d’unir en
quelque sorte I'Arithmétique a 1'Algébre, la théorie des nombres a celle
des fonctions entiéres d'une et de plusieurs variables, comme nous le
verrons dans la suite.

Je-rappelle qu'une forme est une fonction entiére dans laquelle les
variables sont remplacées par des indéterminées.

L’association (*) des quantités indéterminées au domaine de I’Algébre
améne naturellement & joindre &4 I'étude des nombres entiers et des fonc-
tions entieres, celle des formes dont les coefficients sont soit des nombres
entiers, soit des fonctions entiéres.

Il me reste & parler des nombres transcendants et imaginaires.

Les nombres transcendants, comme le rapport d'mne circonférence a
son diamétre, ne joueront pour nous que le role d’indéterminées. Si, en
effet, nous démontrons un théoréme en les supposant indéterminées et
que nous remplacions ensuite ces indétermninées par les nombres transcen-
dants donnés, rien ne saurait étre changé dans notre domaine algébrique.

Les nombres imaginaires; de méme que les nombres algébriques ne
joueront aussi pour nous que fe role d'indéterminées; mais, comme ils
sont définis par des égalités ayant une existence réelle dans le domaine
que nous considérons, il nous faudra tenir compte, dans nos calculs, de
ces égalités, ce qui revient 3 remplacer les équations par des congruences.

Ainsi, par exemple, /2 n'est qu'un symbole; ce qu’il y a de réel,
pour nous, c'est l'égalité x> = 2 qui définit yz. Si nous joignons au
symbole 1'égalité correspondante rien n'empéche d’en faire usage; chaque
fois ‘que dans le courant d'un calcul paraitra 2.2, V'égalité. adjointe
nous montre que nous devons remplacer ce produit par le mombre 2; en
d’autres termes, que toute équation

F(/z2)=o0

(') Comparez KronEcker: Festschrift, 3 22.
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ou -F désigne une fonction entiére & coefficients rationnels, est équivalente
a la congruence

F(u) =o0(modz®— 2)

dans laquelle » désigne une indéterminée. .

La méme chose a lieu pour les nombres imaginaires que I'on emploie
ordinairement en Analyse, le- module de la congruence étant alors (z* + 1).
Dans des recherches spéciales d'Arithmétique il peut étre convenable
d’employer d’autres imaginaires que y— 1; cela revient & remplacer le
module (z* 4 1) par un autre module qui simplifie d’avantage la re-
cherche particuliére que 1'on effectue.

3. Ce que jai dit du domainec particulier & I'Arithmétique et a
I’Algébre indique la marche & suivre dans tout exposé des résultats
principaux obtenus dans ces deux sciences.

Les définitions devront étre algébriques et mon pas logiques seulement.

Il ne suffit pas de dire: »Une chose est ou elle n'est pas». Il faut
montrer ce que veut dire étre et ne pas étre, dans le domaine particulier
dans lequel nous nous mouvons. Alors seulement nous faisons un pas
en avant. Si nous définissons, par exemple, une fonction irréductible
comme une fonction qui n'est pas réductible, c'est a dire qui n’est pas
décomposable en d'autres fonctions d'une nature déterminée, nous ne
donnons point de définition algébrique, nous n’énongons qu'une simple
vérité logique. Pour qu'en Algébre, nous soyons en droit de donner cette
définition, il faut qu'elle soit précédée de l'exposé d’une méthode nous
permettant d’obtenir & l'aide d’'un nombre fini d'opérations rationnelles,
les facteurs d’'une fonction-réductible. Seule cette méthode donne aux
mots réductible et irréductible un sens algébrique.

Un raisonnement comme celui-ci: »Si des quantités données, en pombre
infini, sont comprises entre des limites finies, il existe nécessairement une
limite inférieure de ces quantitésy, est parfaitement logique. Il n'est point
algébrique. Ce qu'il faut c'est donner une méthode pour déterminer, a
I'aide d’'un nombre fini d'opérations rationnelles, cette limite inférieure.
Alors seulement nous faisons de 1'Algébre.

Il convient enfin d'éviter particulicrement toute incursion dans le
domaine de la Géométrie. L'idée de continuité géométrique doit nous
étre d’autant plus étrangére que nous grouperons les nombres, non d’apres
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leur grandeur, mais d'aprés leurs proprictés algébriques. Pour déviter
tout malentendu, je m’efforcerai d’introduire une terminologie aussi peu
géométrique que possible, comme 1'a d’ailleurs fait M. Kroxrckrr dans
sa Festschrift, en suivant ainsi l'exemple de Gatss qui cmpruntait
généralement sa nomenclature aux sciences biologiques.

4. En résumé: Quelle que soit la science naturelle dont on se pro-
pose d’aborder I'étude, on a soin de définir les éléments dont le groupe-
ment suivant des propriétés déterminées constitue en quelque sorte cette
science. Les uns ont une existence réelle, ce sont eux que lon a tout
particuliérement en vue. Les autres sont des éléments auxiliaires; leur
réduction & un nombre aussi petit que possible constitue un grand progres;
car elle permet d’apercevoir sans intermédiaires et, par suite, plus claire-
ment les liens cachés qui semblent unir les différents phénoménes.

Autre chose est d'élargir les horizons d'une science ou d'en approfondir
les principes. Dans les premiers cas toutes les méthodes peuvent étre
utiles et ce serait méconnaitre 1'unité de notre esprit que de le contester.
Dans le second cas, au contraire, il faut chercher i se maintenir rigourecuse-
ment dans le domaine particulier & la science que l'on a en vue. Car
ce n'est pas approfondir les principes d'une science dont le domaine est
bien défini que d’en développer les ¢léments & 'aide de principes étrangers
a ce domaine.

La méthode que je viens d'indiquer n'auraitelle d’ailleurs que
l'avantage de faire voir clairement ou et comment les principes étrangers
4 notre domaine simplifient les recherches, qu'il conviendrait encore de
I'employer dans la mesure du possible.

I’Algébre est la premicre des sciences naturelles. Je viens de définir
son domaine, les ¢léments qui le composent, les éléments auxiliaires dont
Vintroduction n’offre aucune espéce de difficulté, et ces autres ¢léments
auxiliaires dont malgré tous nos efforts nous ne pouvons encore nous
passer entierement dans nos recherches.

Acta mathematica. 6. Imprimé 26 Mai 1884. 2
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Cuarrrre 1L

Diviseurs des fonctions entieres.

§ L.

Divisibilité des fonctions entiéres dans un domaine naturel de

rationalité. (V)

1. Une propriété fondamentale des nombres entiers est leur divisibilité.

Comme un nombre contenu dans un nombre n doit étre nécessaire-
ment plus petit que =, il suffit, pour trouver les diviseurs de n, de voir
si les nombres 2, 3, ..., (n— 1), sont contenus dans n. Un mombre
fini d’opérations nous permet donc de montrer qu'un entier positif n est
ou bien un produit de nombres premiers ct de troucer alors ces nombres
premiers, ou bien que n est lui-méme nombre premier, c'est & dire sans
autres diviseurs que lui-méme et I'unité. Dans le premier cas on dit que
n cst un nombre composé, et l'on montre & laide de l'algorithme du
plus grand commun diviseur que sa décomposition en facteurs premiers
est univoque.

Il en est de méme des fonctions entiéres a cocfficients entiers.

Considérons d’abord wune fonction d’une variable. Ses coefficients
peuvent avoir un diviseur commun que nous savons trouver par un nombre
fini d'opérations, comme je viens de le rappeler. Nous pouvons ainsi
mettre toute fonction entiére & cocfficients entiers sous la forme d'un
produit dont l'un des facteurs est un nombre entier et l'autre une fonc-
tion entiére dont les coefficients sont des entiers sans diviseur commun.
Dans des recherches sur la divisibilité des fonctions entiéres il est donc
permis de supposer les coefficients de chacune de ces fonctions, sans
diviseur commun.

Considérons ensuite deur fonctions d'une variable, F(x) et G(x).
Lorsque le quotient de F(x) par G(x) est une fonction entiére a coefficients
entiers, H(xz), nous dirons que F(z) contient G(z), est divisible par G(xr)

(") Comparez KronkckkRr, Journal de CReLLE T. 94 et Festschrift § 4.
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et que G(x) est contenue dans F(z), est un diviseur de F(x). Nous
écrirons, soit F'(x) == H(z)G(z), soit F(z)=o0 (mod G(x)), suivant qu’il
convient de mettre en évidence la fonction H(x), ou non.

Je vais montrer comment l'on peut, ou bien trouver tous les divi-
seurs d'une fonction donnée F(z), ou bien montrer que cette fonction
F(z) n'a pas de diviseur. Si le degré de F(x) est 21z ou (2n + 1) il
suffit évidemment de donner une méthode permettant de trouver, a l'aide
d'un nombre fini d'opérations, ses diviseurs de degré au plus égal & n.
Mais d’aprés la formule d'interpolation de Lacrance toute fonction
enticre @(x) de degré au plus égal & n, peut étre mise sous la forme

"

o) = Y () B2 ]

I~0 x— 1 §(70)

o r,, r,, ..., r, désignent (n + 1) nombres arbitrairement choisis et
F(z) le produit

kzo(:x — Ty
En posant
PR i CON.
g‘(x> - L — T %'(rk)
et

D(r,) = ¢

nous ordonnons @(x) suivant les fonctions g,(x), de degré m. Nous
avons ainsi

Q(x) = éc,gk(aﬂ)

ou g,(r,) = o pour hZk; et g (r,) = 1.

Pour que @(z) soit contenue dans F(z), il faut que @(r,) =c¢,
soit contenue dans F(r,), pour k= o0, 1, 2, ..., n. Cherchons donc
tous les diviseurs positifs et négatifs du nombre F(r,); ils seront en
nombre fini; désignons-les par ¢, ¢, ¢y, ..., ¢". Répétons cette opéra-
tion pour k=0, 1, 2, ..., m; nous aurons certainement un nombre fini
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n
de combinaisons X c¢.g,(r). Chacune de ces combinaisons peut étre un
k=0

diviseur de F(z) et il ne saurait y avoir d’autre diviseur de F(z). Un
nombre fini de divisions de deux polynoémes nous permet donc de voir
si I'(x) contient un facteur i coefficients entiers ou sil n’en contient pas.

Nous pouvons maintenant, les nombres entiers étant considérés comme
des fonctions entiéres de degré zéro, partager en deux classes les fonctions
entieres a coefficients entiers: Celles qui en contiennent d’autres; nous les
nommerons réductibles. Et celles qui n'en contiennent pas d’autres; nous
les nommerons érréductibles.

Dans la pratique les calculs se¢ simplifient; mais ici I'important était
de montrer que la réductibilit¢ et lirréductibilité des fonctions ont un
sens algébrique, et que nous avons, par suite, le droit d’introduire ces
notions dans la science qui fait T'objet de nos recherches.

Si F,(x) est contenue dans F(x) nous répéterons sur F,(x) les mémes
rajsonnements que nous venons de faire sur F(z), et comme le degré de
chaque diviseur est plus petit que celui de la fonction dans laquelle il
est contenu, un nombre fini d’opérations nous permettra de décomposer
F(x) en un produit de puissances de fonctions enticres irréductibles.

2. Cette décomposition est univogue. En effet, si le produit @(z). ¥(x)
de deux fonctions entiéres a -coefficients entiers, est divisible par une
fonction irréductible I'(z), 'une des deux fonctions @(x), #(x), est elle-
méme divisible par F(x). Lorsque F(z) se réduit a un nombre premier,
la démonstration se déduit immédiatement du théoréme qu'un produit de
deux nombres ne peut étre divisible par un nombre premier p que si
l'un des deux nombres est divisible par p, et ce théoréme est un corollaire
de Ualgorithme d'FuvcLipe. Lorsque le degré de F(x) est plus grand que
zéro, si @(x) n'est pas divisible par F(x), comme FI'(x) est irréductible,
O(z) et I(xz) n'ont point de diviseur commun. Mais alors, a l'aide de
Calgorithme d’LucLipk étendu aux fonctions d’une variable, nous pouvons
toujours trouver deux fonctions entiéres ¢(z) et f(x) vérifiant l'égalité

¢(2)0(x) + f(2)F(z) = 1

ou

¢ ()0(e)¥ () + f(2) F(2)¥(x) = ¥(x).
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Comme, par hypothése, le produit @(x)¥(x) est divisible par F(z),
cette égalité nous montre que F(z) est contenu dans ¥(zx), en ce sens,
du moins, que

m.¥(x) = F(x).G(x)

G(x) étant une fonction entiére & coefficients entiers, et m un nombre entier.
Gavss a le premier démontré(*) que si une fonction entiére a coef-
ficients entiers est le produit de deux fonctions entiéres & coefficients
rationnels, elle est aussi le produit de deux fonctions entiéres & coefficients
entiers. La démonstration est élémentaire et se déduit du théoréme cité,
que si le produit de deux fonctions entiéres & coefficients entiers est
divisible par un nombre premicr p, I'une de ces deux fonctions est elle-
méme divisible par p.
Comme les coefficients de ¥'(x) sont entiers, et que F(z) est irré-
ductible, nous voyons done ici que m divise tous les coefficients de G(x).
Supposons maintenant que, par le precédé indiqué plus haut, nous
obtenions deux décompositions d'une méme fonction entiére & cocfficients
entiers, et, par suite, 1'égalité
va
a
)
o i

dans laquelle p, q, ¢, s, 4, o sont des nombres, p et ¢, en particulier,
des nombres irréductibles, et P(z), @(x) des fonctions irréductibles.

Le nombre p,, par exemple, est alors manifestement contenu dans
le terme de droite de cette égalité; chacune des fonctions @(z) étant
irréductible, il faut que p, soit contenu dans le produit

I p I P(z) = T g™ TI @7 ()

T W n Tr ) P

T

— e

(LR

® om >

ILg (r=1,2 .., )

T

donc qu’il soit égal & I'un des nombres ¢,, g,, ..., ¢,- En divisant par
ce nombre les deux termes de l'égalité, et en répétant le méme raisonne-
ment pour chacun des entiers p et pour chacun des entiers g, aussi
longtemps qu'il en reste, nous voyons que Yégalité précédente se réduit &

](;)[I):‘k(x) — %o:)[ Q:n(x). <k=1,2. ...,a)

p=1,2, v, 8

(") Disquasitiones arithmetice, p. 42.
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Mais alors, & cause du théoréme précédent, la fonction irréductible P (z)
est égale & l'une des fonctions irréductibles Q(z). Divisant, de part et
d’autre, par cette fonction, ct répétant le méme raisonnement sur chacune
des fonctions P(z) et @(z) autant de fois que cela est nécessaire, nous
voyons que les deux décompositions de la fonction donnée en facteurs
irréductibles, sont identiques.

3. Considérons maintenant une fonction de plusieurs variables in-
dépendantes

F(o', oy .., 2).
En posant

117 1

"= gt — 2 e g N

=212 =2, " =u, ..., 2V =ua

et en choisissant g assez grand pour que tous les termes du polyndme
F(x,, xu, ey x(n))

soient de degré différent en z, nous transformerons ce polynome en une
fonction d’une seule variable, @(z), dont tous les termes sont linéairement
indépendants. Il est commode de considérer tous les exposants de x
comme des nombres écrits dans le systéme dont la base est g. On voit
alors immédiatement qu'il est impossible que F(x’, #”, ..., o) ait un
facteur quelconque lorsque @(x) n’en a pas; car a toute égalité

F, «*y ..., 2") = F,(&, 2", .:., 2" F,(*, «’, ..., ")
en correspond une autre

¢(x) = ¢1("1")¢2(‘/‘v)

®, et @, désignant les transformées respectives de F, et F,, par les
substitutions indiquées. Pour reconnaitre si F(z', a7, ..., ™) a des
diviseurs ou non, il suffit donc de rechercher tous les diviseurs possibles
de @(x), ce que nous savons faire & l'aide d’un nombre fini d’opérations,
puis de voir si les fonctions de plusieurs variables' qui correspondent a
ces diviseurs sont vraiment factcurs de F(z', z”, ..., ) ou mnon, ce qui
n'exige qu'un nombre fini de divisions.

I1 est donc légitime d’étendre I'idée d'irréductibilité aux fonctions de
plusieurs variables indépendantes. Nous allons en donner une seconde
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démonstration, une démonstration par induction; elle nous fera voir plus
complétement l'analogie qu'offre la divisibilité des fonctions d’une et de
plusieurs variables indépendantes.

Supposons que nous puissions décomposer en ses facteurs irréductibles,
chaque fonction entiére & coefficients entiers de n variables indépendantes,
¥, Ty, ..., 2,. Comme nous avons été amené a le faire pour les fone-
tions d'une variable, nous dirons que ¢(z,, «,, ..., ,) est contenue dans une
fonction donnée f(z,, x,, ..., #,) lorsque cette derniére peut étre mise
sous la forme d’un produit de deux fonctions entiéres & coefficients entiers,
dont l'une est précisément ¢(z,, x,, ..., #,); et par hypothése nous
pouvons trouver tous les facteurs de f(z,, z,, ..., x,), toutes les fonctions
contenues dans une fonction quelconque de n variables.

Soit maintenant une fonction de (» -4 1) variables indépendantes

F(x,, 2, ..., z,).

Ordonnons cette fonction par rapport & z,, et désignons par f,(x,, 2,, ..., x,
le coefficient de zf. Toute fonction de z,, z,, ..., z, contenue dans
F(x,,x,, ..., z,) est facteur commun de toutes les fonctions f,(z,, z,, ..., z,)
que nous savons décomposer cn leurs facteurs irréductibles. Nous pouvons
donc décomposer F(x,, x,, ..., «,) en deux facteurs dont I'un ne dépend

que de n variables, et dont l'autre G(z,, z,, ..., «,) ordonné par rapport
a x, a des coefficients sans diviseur commun. Mais alors nous pouvons
répéter sur G(x,, x,, ..., ,) considérée comme fonction de z, seulement,

les mémes raisonnements que nous avons faits sur F(z) tout a I'heure.
Seulement les coefficients ne sont plus des nombres entiers, mais des fone-
tions enticres & coefficients entiers d¢ z,, #,, ..., z,. Conservons les
mémes notations que dans le cas d'une variable. La formule de LAcraNGE
nous fait voir qu'un nombre fini d'opérations suffit pour reconnaitre si
G(xy; @, %,y ..., 4,) a des diviseurs ou non et dans le premier cas,
pour trouver ces diviseurs. Pour que &(z,; z,, #,, ..., 2,) soit contenue
dans G(zy; =, 2,y ..., x,) il faut que &(r,; z,, =,, ..., z,) soit con-
tenue dans G(r,; x,, #,, ..., z,). Par hypothése, nous pouvons trouver
tous les diviseurs d’une fonction de # variables seulement; nous pouvons
donc, par un nombre fini d’opérations déterminer tous les systémes ¢, pour
lesquels (%c,fg,(xo) peut étre diviseur de G(z,; x,, «,, ..., 2,); un nombre
fini de divisions nous donne enfin tous les facteurs de G(z,; z,, ,, ...+ %,)-
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Cette méthode nous permet de mettre F(z,, x, ..., %,) 8Sous la
forme d’un produit de fonctions irréductibles indépendantes de x,, et de
fonctions qui, considérées comme fonctions de z, seulement, n'en contien-
nent plus d’autres. Nous allons maintenant montrer que cette décom-
position ne saurait dépendre du choix de la variable suivant laquelle nous
ordonnons la fonction F(z,, z,, ..., %,)-

Il suffit, pour cela, de démontrer que si le produit de deux fonctions
&(x,, 2, ..., %,) et ¥(x,, z,, ..., x,) est divisible par une fonction
irréductible ¢(z,, = .y Z,);, l'une des deux fonctions @ ou ¥, est
divisible par ¢.

Soient

99 *

O=a, + o, + a7+ ...
¥ = b, + bx, + b5+ ...

les @ et & désignant des fonctions entiéres a coefficients entiers de
Ty Ty ..y T,. Si @ n'est pas divisible par ¢, et si a, est le premier
des coefficients a ne contenant pas ¢, I'expression

.V —(ay+ a7, + ... + a7 )T
et par suite

(@75 + a7 o) (b + bizy + bxy + - . .)

sera divisible par ¢. Il en résulte que les coefficients de toutes les puis-
sances de x, sont divisibles par ¢; ces coefficients sont

ab,, a.b, + a,,b,, a;b, + al’-Flbl + a.i+2bO!

Supposons que’ si' le produit de deux fonctions de n variables seulement
est divisible par une fonction irréductible, également de n variables, I'une
des deux premiéres fonctions soit nécessairement divisible par la derniére;
nous voyons alors que a, n'étant pas divisible par ¢, b, contiendra ¢;
donc aussi @b, et par suite b,; donc aussi a;b, et par suite b,; etc.
Tous les coefficients de ¥'(z,) contenant ¢, il en sera de méme de la
fonction ¥(z,) elle-méme, et le théoréme est démontré.

Ceci posé, considérenis un des facteurs f(z,, 7, ..., z,) de F(xy, x,, ..., %.);
nous pouvons supposer que la fonction f(z,, «,, ..., %,) ne contienne pas de
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facteurs indépendants de z,; car si elle en contenait nous pourrions les
déterminer et les joindre aux facteurs de F(z,, #,, ..., #,) indépen-
dants de z,.

Puisque F(z,, %, ..., z,) considérée comme fonction de z,, est
divisible par f(z,, «,, ..., x,), nous avons, en désignant par k& une fone-
tion entiére des (v + 1) variables z,, #,, ..., , et par h une fonction
entiére des » variables z,, z,, ..., z,,

E(z,; o, ..., &)
) .

Wz, ..., @)

0d Tyyweny &) = f&y; 2, ..., T,

Mais F est une fonction entiére des (» 4 1) variables z,, z,, ..., z,,
donc la fonction h(x,, ..., x,) est contenue dans le produit f.k; et
comme h n'est pas contenue dans f, il faut, d’aprés le théoréme démontre,
que A soit contenue dans %k; nous avons ainsi

Fla,, ,, ..., z,) = flxy, v, ..., £)g(®,, @, ..., ,)

f et g étant des fonctions entiéres des (v 4 1) variables z,, z,, ..., z,.
Nous pouvons donec ou bien décomposer une fonction entiére donnée
F(x,, z,, ..., z,) en d'autres fonctions entiéres, ou bien montrer que
F(x,, x, ..., w,) ne contient aucun facteur entier, et, par suite,
classer les fonctions de plusieurs variables indépendantes, comme celles
d’'une seule variable, en fonctions réductibles et irréductibles; nous pouvons
alors ¢énoncer le résultat obtenu en disant que foute fonction entiére a
coefficients entiers est décomposable en ses facteurs irréductibles.

Il nous reste cependant & montrer que le théoréme supposé exact
pour # variables indépendantes, dans le courant de la démonstration
précédente, l'est encore pour (n 4 1) variables indépendantes.

Si le produit @(z,, z,, ..., z,). ¥(z,, ©,, ..., ¥, est divisible par
la fonction érvéductible f(x,, =, ..., w,), qui, étant irréductible, ne
contient aucun facteur indépendant de z,, et si @(x,, x, ..., x,) ne
contient pas f(z,, 2,, ..., %,), @ et f considérées comme fonctions de x,
seulement, seront également sans diviseur commun, et, par suite, nous
pourrons déterminer deux fonctions entiéres de z,; z,, x,, ..., Z,; @, et

f,, telles que I'expression @f, + &, f soit égale & une fonction entiére de
Acta mathematica. 6. Imprimé 28 Mai 1884. 3
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T, %y, ..., T, seulement que nous désignerons par G(r,, z,, ..., T,).
Mais alors nous avons aussi

vo . a¥
T.ﬂ + ¢¢1 = —;,—‘.

Comme le produit ¥ est, par hypothése, divisible par f, V'expression

——, considérée comme fonction de x, seulement, est une fonction enticre

f

a coefficients entiers; désignons-la par H(x,); alors
G. l["(xo) = f(xo)H<xo>‘

Puisque la fonction f(z,) ne contient pas de facteur indépendant de z,,
f(z,) ne peut étre divisible par G; donc H(z,) contient G; donc ¥(z,)
contient f(x,); et, nous venons de montrer que si ¥ considérée comme
fonction de r,, contient £, il en est de méme de ¥ considérée comme fonc-
tion entiére & coefficients entiers de ses (n + 1) variables indépendantes
Loy Xy vvny Tye

Nous avons supposé¢ que f(x,; %,, ..., x,) était non seulement ir-
réductible en 2,, mais encore ne contenait aucun facteur indépendant de
x,, tout comme dans le cas d’une seule variable indépendante nous n’avons
nommée irréductible une fonction de z que lorsqu'elle ne contenait aucune
autre fonction de x, et aucun nombre.

Ce théoréme nous permet aussi de montrer que la décomposition
d’une fonction de plusieurs variables en ses facteurs irréductibles est
univoque. La démonstration est identique & celle que nous avons donnée
dans le cas d’une seule variable.

En résumé, nous venons de voir que les fonctions entiéres d’une et
de plusieurs variables indépendantes se raménent aux fonctions irréductibles
de ces variables.

Toute la démonstration précédente a été faite par induction. J'ai
d'abord démontré les théorémes pour une variable indépendante, puis, les
supposant vérifiés pour m variables je les ai démontrés pour (n + 1)
variables indépendantes.

4. - Les développements précédents ont lieu pour des variables in-
dépendantes quelconques. Pour plus de clarté, je désignerai maintenant
par R, R, ... les variables que jai plus particulierement nommées
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variables-indéterminées et je réserverai les lettres x, y, 2, ... pour les
variables proprement dites. Pour abréger l'énoncé des théoremes et pour
réunir en une seule expression les deux cas qui se présentent, celui ol
nous considérons des variables-indéterminées et celui ot nous n’en consi-
dérons pas, je conviendrai que lorsqu'il n’y a qu'une variable-indéterminée
R, elle puisse étre remplacée par l'unité; dans ce cas je dirai que cette
variable-indéterminée est égale & l'unité.

Demander si une fonction entiére est réductible ou non, c’est demander
si elle est divisible par une autre fonction entiére & coefficients entiers;
d’aprés le théoréme de Gauss dont jai fait usage plus haut, je puis méme
dire par une autre fonction entiére i coefficients rationnels. Ayant adjoint
les variables-indéterminées ® aux nombres entiers qui font l'objet de nos
recherches, il est & la fois naturel et nécessaire d’étendre cette définition
de Virréductibilité.

Si R, R, ..., R sont les variables-indéterminées considérées, nous
devrons. dire qu'une fonction enti¢re de z,, z,, ..., #,, dont les coefficients
sont fonctions entiéres 4 coefficients entiers de ces variables-indéterminées,
est irréductible, lorsqu'elle ne contient aucune autre fonction des variables
Ty, X, +.., Z,, dont les coefficients soient fonctions entiéres, a coefficients
entiers, des mémes indéterminées. Pour conserver l'analogie avec le cas
ol R = 1, je dirai aussi qu'une fonction ecnticre de z,, x,, ..., x,,
dont les coefficients sont fonctions rationnelles des variables-indéterminées
R, R, ..., R®, est irréductible, lorsqu’elle ne contient aucune autre
fonction entiére des variables z,, x,, ..., x,, dont les coefficients soient
fonctions rationnelles des mémes variables-indéterminées. Pour fixer les
idées je supposerai, une fois pour toutes, que les coefficients de ces fonc-
tions rationnelles soient entiers.

Cette généralisation est légitime; les méthodes des numéros précédents
qui permettent de reconnaitre, &4 l'aide d'un nombre fini d'opérations, si
une fonction entiére contient des diviseurs ou non, sont, en effet, immédiate-
ment applicables. Nous savons trouver les diviseurs de tous les coefficients;
car leurs numérateurs et dénominateurs sont fonctions entiéres a coeffici-
ents entiers des variables-indéterminées R, ..., R®. Nous mettrons donc
d’abord la fonction donnée sous la forme d'une fonction entiére &
coefficients entiers des =,, z,, ..., #, et des ®’, ..., R*, divisée par
une fonction entiére a coefficients entiers des R, ..., R*, seulement;
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nous chercherons ensuite les diviscurs du numérateur et ceux du dé-
nominateur; puis, assignant, d'une maniére arbitraire, & chaque diviseur du
numérateur un nombre quelconque des facteurs du dénominateur, nous
ordonnerons chacune des fractions ainsi obtenues par rapport aux variables
Ly, Tyy ..., 4, dont elles sont fonctions entiéres, et nous réduirons enfin
a leur plus simple expression les fractions qui paraissent comme coefficients
et dépendent des variables-indéterminées seulement. L’arbitraire introduit
dans cette réduction en facteurs irréductibles, disparait dés que, chassant
tous les dénominateurs, hous retournons dans le domaine réel des fonctions
entiéres a coefficients entiers.

Il convient de désigner tout spécialement, par un nom, l'ensemble
des fonctions rationnelles, & coefficients entiers, des variables-indéterminées
données, puisque lirréductibilité en dépend. Nous dirons gqu'elles forment
un domaine naturel de rationalité, le domaine (R, R”, ..., R¥). Alors
une fonction entiére de z,, 2, ..., z,, sera dite irréductible dans un
domaine (R', R, ..., R") lorsqu’elle ne contient aucune autre fonction
entiére dont les coefficients fassent partie de ce domaine.

En réalité, c’est I'ensemble des fonctions entiéres, a coefficients entiers,
des variables-indéterminées %R’, R”, ..., R*, qui forme un vrai domaine,
que l'on pourrait nommer domaine d’intégrité. Mais, comme je l'ai déja
observé dans le premier chapitre, il est commode de se servir des nombres
et fonctions rationnelles, et il n'y a aucun inconvénient a s'en servir
puisqu’a tout moment on peut chasser les dénominateurs sans rien changer
au sens des égalités que l'on considére. C'est pourquoi il convient d'in-
troduire l'idée de domaine naturel de rationalité, en méme temps que celle
de domaine dintégrité.

Remarquons, en terminant, que la convention faite au début de ce
numéro, nous permet de comprendre l'idée d’irréductibilité des fonc-
tions entiéres & coefficients entiers, comme cas particulier, dans lidée
plus générale d'irréductibilité dans un domaine naturel de rationalité
R, R, ..., ). Elle répond, en effet, au cas ol, symboliquement,
R=1etR" =R"=...=R"=o0.

En tenant compte de ces définitions, et des résultats obtenus préce-
demment, nous pouvons énoncer la proposition fondamentale: Quel que
soit ke domaine naturel de rationalité que Uon comsidére, il est possible de
trouver les diviseurs irréductibles d'une fonction entiére quelconque, dommée.
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Nous avons ainsi obtenu la base méme de toutes nos considérations
algébriques. Il faut se garder de croire que ces recherches, bien élémen-
taires il est vrai, ne sont faites que dans le but de systématiser nos
connaissances sur la réductibilité des fonctions entiéres, et qu’elles ne
présentent ainsi rien de bien remarquable. Elles sont, au contraire, de la
plus haute importance, car elles indiquent déja la méthode a suivre dans
le cas général d'un systéme de fonctions entiéres, et il est absolument
nécessaire de les placer au début de nos recherches algébriques auxquelles,
seules, elles donnent une base & la fois solide et naturelle. Dans la pra-
tique, I'idée d'irréductibilité peut d'ailleurs simplifier considérablement la
démonstration de plus d'un théoréme.

§ 2.

Résultant de deux fonctions entiéres.

1. Un domaine naturel de rationalité est supposé connu. Nous
partageons ses éléments en trois groupes. Le premier ne contient qu'un
élément 2z, variable ou variable-indéterminée; le second contient des élé-
ments variables a/, 27, ..., 2®; le troisiéme des éléments indéterminés
R, R, ..., RO

Considérons . deux fonctions entiéres des éléments z; «’, 2", ..., ¥,
dont les coefficients soient fonctions rationnelles des éléments ', R, ..., R*.
Apres avoir débarassé, il y a lieu, ces deux fonctions enti¢res de leur
facteur commun, ordonnons-les par rapport & z; soient alors

fle; @ oy ..., &) = fi(a, 2"y ..., 2)7" — fi(«, a", ..., )" + ...
R o N (N R )
9 oz, ..., V) =g, 2, ..., s —g,(z, ", ..., )"+ ...

) ig,(xf, w") teey x(,));
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fos iy ~-os fus Jos 9,4 -+ -5 9. désignent des fonctions entiéres des variables
x, 'y ..., o dont les cocfficients sont fonctions rationnelles des indéter-
minées R, R, ..., R

Les deux fonctions f(z; 2, x”, ..., ) et g(z ) 27, ..., a%)
n'ont, par hypothése, aucun diviseur commun tant que les ¢léments
2, ', ..., 2 restent indéterminés. Mais ces ¢léments sont variables;
ils peuvent donc prendre des valeurs particulicres ou encore étre liés par
des relations déterminées. 11 se pourrait que ces valeurs particuliéres ou
ces relations fussent telles que f(z; o', z”, ..., %) et g(s; o, &, ..., 2%)
alent précisément un diviseur commun en z. Dans des recherches sur
la divisibilité, il importe beaucoup de déterminer celles des valeurs
particuliéres ou des relations pour lesquelles il en est ainsi. Clest pour-
quoi nous allons nous proposer de rechercher les conditions nécessaires et
suffisantes auxquelles doivent satisfaire les variables o/, z”, ..., 2%, pour
que les deux fonctiens enticres f(z; o', z, ..., 2) et g(z; ', 2", ..., 2%)
aicnt un diviseur commun c¢n 2, alors que pour des valeurs indéterminées
données & 2’ z”, ..., ¥, elles sont supposées sans diviseur commun.

Dans son célébre Mémoire de 1815, Gauss s'est, le premier, proposé
de résoudre un probléme semblable, sans supposer démontrée Uexistence des
racines des équations algébriques. Le grand géometre a donné, dans ce
mémoire; la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction F(z),
4 coefficients variables, ait avec sa dérivée F’(z) un diviseur commun,
F(z) étant supposée sans facteur double pour des valeurs indéterminées
de ses coefficients. Nous allons donner la méme démonstration dans le
cas de deux fonctions enticres quelconques F(2) et G(z), a coefficients
variables. (') Ce probléme est plus général, et comprend celui que nous
nous sommes proposés de résoudre.

Alinsi, en désignant par a,, a5 .oy %3 Bos Bis ceer Pur M+ 0+ 2)
variables, et par F(z) et G(z) les deux fonctions enticres

ﬁv(g) — aozm + alzm—l + . + a,
G(Z) = /903" + /gl'zu-] + ot + ﬂ"’

(") La premitre démonstration de ce théoréme a ¢été donnée par M. KRONECKER, en
1871, dans un Cours professé & I'Université de Berlin,
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supposées sans diviseur commun pour des valeurs indéterminées données
& oy Ay v evy @3 Boy Bus oons Pus mous cherchoms des relations, entre les
variables o et 3, qui soient nécessaires et suffisantes pour que F(z) et G(z)
aient- un divisewr commun.

Et cela sans supposer démonirée Ueristence des racines des équations
algébriques. J'ai suffisamment insisté, dans le premier chapitre de ce
Mémoire, sur limportance de cette derniére restriction. Drailleurs, la
méthode de Gauss doit, d'aprés M. Kronecker, servir de type a toutes
les recherches d’Algebre. Il convient donc de la développer avec soin.

A cet effet, nous supposerons d'abord que les variables a ¢t 3 ne
soient pas liées par des relations telles que I7(z) et G/(2) aient un diviseur
commun, puis que les variables a et 3 soient liées par de telles relations,
et nous transformerons successivement ces deux hypothéses en inégalités
ou ¢égalités équivalentes.

Considérons d'abord le cas particulier ot a, = 3, = 1.

2. Si F(z) et G(2) n'ont pas de diviseur commun, nous pouvons,
a l'aide de l'algorithme du plus grand commun diviseur, déterminer deux
fonctions enti¢res de 2z, @(z) et ¥(z), vérifiant identiquement I'égalité

D(2)F(2) + ¥ (2)G(2) = 1.

Les coefficients des deux fonotions @(2) ct ¥'(z) sont des fonctions ration-
nelles des vatiables a, a,, ..., a.; B, B -.-» fu. Nous pouvons
d’aillears toujours prendre pour @(z) et ¥(2) deux fonctions dont le
degré, par rapport & 2, soit respectivement (n— 1) et (m — 1); car,
puisque

[0(2) + 1(2)G(2)] F(2) + [¥(2) — h(2)F(2)]G(2) = @(2) F(2) + ¥(2)G(2)
nous pouvons toujours choisir la fonction enticre #(z) telle que le degré
du multiplicateur ¥(2) soit plus petit que m; celui de @(2) est alors

nécessairement plus petit que #.
Comme 1'égalité

D(2)F(2) + ¥(2)G(2) =1
et vérifiée identiquement en #, nous pouvons également éerire
@(uk)F(u‘,) + IIJ'(%‘.)G<uk) = 1 k=1,2,..,min)

Upy Mgy ouuy Upy, désignant (m 4 ») indéterminées.
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Si donc nous formons, & I'aide de ces indéterminées, deux fonctions
entiéres de z

}ﬁ[l(z—-u,,) = P(z) et h:ij:l(z — ) = Q(2)

nous pouvons écrire

O(u) [ F(w,) — P(u,)] + I(u,)G(u,) =1 (k=1,2, 0, m)

ou encore

m,

IL{@(w)F(w) — ®(w,) P(w,) + ¥(u,)G(u,)} = 1.

k=1

Les coefficients de la plus haute puissance de z dans les deux fonc-
tions F(z) et P(z), toutes deux de degré m, sont égaux a lunité; nous
avons donc, en désignant par f,, f,y -..) fm3 ;s 845 --+» Gu» les fonctions
symétriques élémentaires des indéterminées w,, w,, ..., %, d’'une part,
et Upyry Umisy - - o) Uniqa, d'autre part,

m m
g{@(u,)gl (— 1) (@ — f;.)ui""” + ll"(uk)G(uk)} = 1.
Ce produit est une fonction symétrique entiére des indéterminées u,, ..., u,,
et par suite une fonction entiére des éléments f,, f,, ..., f.. En effectuant
la multiplication indiquée, nous obtenons d'ailleurs une fonction dont chaque
terme contient au moins un des facteurs (a, — f,) et que nous pouvons,
par suite, considérer comme linéaire et homogéne des différences (a, — ),
a un facteur prés
m

IT ¥ (u,) G (uy).

k=1
Le produit HG(uk) est, d’'aprés le théoréme fondamental de la théorie
des fonctions symétriques, une fonction entiére des éléments f,, f,, ..., fa;

Bis Bis -+ Bas et le produit kl:IllP'(u,,) est, d’aprés le méme théoréme, unc

fonction entiére des éléments f,, f,, ..., f.. Si donc nous posons
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;EIIG(-“k) = R(fu TRERY ﬂl’ ﬁ” s ﬂ”)

IL¥(w) = SGiy far -+ > Fa)

et que nous désignions par K une fonction entiére des éléments f, ..., f,
nous voyons que l'égalité précédente peut étre mise sous la forme

2 @ — 8 Eafir for - or )
+ R(fl’ f?; NP ﬂla' ﬂz; veey ﬂh)S(fU fay <oy fm)z I.

Nous avons obtenu cette égalité par une simple transformation de
I'identité
D(2) F(2) + V(2)G(2) = 1.

Elle est donc, elle-méme, vérifiée identiquement en u,, ty, ..:, %,. Mais
les fonctions symétriques élémentaires de m variables indépendantes forment
un ‘systétme de m variables également indépendantes. 11 en résulte que
I'égalité que nous venons d’établir est vérifiée identiquement en f,, ..., f.;
elle a donc lieu lorsque nous substituons aux indéterminées f,, fy, ..., fn,
les valeurs particuliéres a,, a,, ..., a,. Ainsi se trouve démontrée, pour
des systemes quelconques &, a3, ..., @n; Piy Pas - +-s Pu, Vérifiant notre
premiére hypothése, 1'égalité

Rloyy @yy covy %3 Piy fas - ooy Bu)S(ayy @9y o0y @g) = 1.

Si nous observons que S(f;, f,, ..., f.) était-une fonction entiére des in-
déterminées f,, f,, ..., I, & coefficients rationnels déterminés de a,, a,, cery Oy
Bis Py <. vy Ba, nous voyons que la valeur de cette fonction est finie lors-
qu'on y substitue & f,, f,, ..., f., les variables a;, @, ..., a,. Nous
en concluons que la fonction R(a,, a5, ..., a,; Bis B2y - -+, Ba) NE saurait
étre nulle.

Dono, si les. variables a et g sont liéés par des relations telles, que
la fonction R(ay, o3y =+ an} fiy fay - -y Pa) sOit égale & zéro, les deux
fonctions F(z) et G(z) auront nécessairement un diviseur commun en 2.

Acta mathematica, 6. Imprimé 29 Mai 1884, 4
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Car si elles n’en avaient pas, nous venons de voir que R serait différent
de zéro.

Dans tout ce qui précéde nous n’avons considéré que les m in-
déterminées w,, u,, ..., u, qui définissent” la fonction P(z); rien ne nous
empéche de répéter les mémes raisonnements en prenant comme point de
départ les m indéterminées u,, .1, %oy -+ -5 Unyn qui définissent la fonc-
tion @(z). Nous obtenons alors une fonction entiére R, définie par 1'égalité

m4+n

Rl(al! G2y oo vy Ay G1y Qo » ¢ oy Qn) = 1I F(uk)

k=m+1

et nous arrivons, comme tout a I'heure, au résultat que si les vari-
ables a et A sont liées par des relations telles, que la fonction
Bi(ay, @y, «ovy @3 Py Pay - Ba) soit égale & zéro, les deux fonctions
F(2) et G(2) ont nécessairement un diviseur commun en z.

Posons, pour un instant, %,,; = v;; nous aurons alors

2
El
E
B
B

(e —w,) = (— 1)™ ,,I;I, ;;17;"[1 (U — )

I P() = I r(s) = ILH (0 —w)

k=m+1 h=1k=1

donc

m min

II Q(w) = (— 1) II P(u,).

k=1 Q( k) ( ) k=m+] ( k)
Ainsi les deux fonctions R et R, sont égales, au signe prés, pour des
fonctions F et .G a coefficients indéterminés. Il est, en effet, manifeste
que Pour ay, &y, - ..y a3 Biy Poy -y P indéterminés, les fonctions P et
F et, de méme, les fonctions @ et G, sont identiques.

Les deux termes de I'égalité

o) - + I P(w)

sont fonctions symétriques des indéterminées u,, u,, ..., u, d'une part et
des indéterminées w, . , ..., # de lautre; cette égalité a d’ailleurs
lieu identiquement en wuy, wuy, ..., U5 Upiyy «+-y Uny,; donc aussi en

m4n
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fis oees fus Gy @25 -++5 83 elle a donc également lieu si l'on y substitue

a fiy Fas «vvs Tm} @iy Gas oovy @q les variables oy, a3, oovy @5 Bis fos oo Pu
liées par les relations considérées, ce qui démontre I'égalité, at1 signe pres, des
deux fonctions R(ay, dgy vy @ Bry Fas oovs fu) €6 Bi(ay, gy vy 05 frs Pos-oes Bu)-

Cette remarque nous permet de donner une méthode pour trouver,
dans chaque cas particulier, la fonction R(a, oy, -vy &ns Bis Boy ooos Pu):
En effet, si

() =TT — )

Pexpression

m+n

Z (2)
= (7 — we) H(uy)

est une fonction de 2, qui, pour z = %, se réduit a l'unité. Elle repré-
sente donc la fonction de degré (m + n — 1)

P(2)F(z) + ¥(2)G(2)
qui est identiquement égale a P'unité, et nous pouvons écrire

W H®
e G —un) H(wr)

ou encore, puisque H(z) = P(2)Q(2)

™ P(2)Q(2) 1 & P(2)Q(2) 1
Z{' i—w Plu)Qan T h;l z— wr Pu)@(ws)
En chassant le dénominateur,
m m+n
g Q(uk) = + ;=I.,.I+1P(u") = R(fn fay v o vy T3 Qry Q25 + > o gn)

il vient,

‘R(il’ 72) AR | m; 91, 927 oty gn)

m

_ ZP(z)Q(z)Q(u,)Q(u,) o Qu)Queyy) - .. Q(un)
(Z —u;)P'(uk) v

k=1

m+n

P(z)Q(z)P.(u,,.+1)P(um+2) . P(uk__;)P(uk“) e P(’"/.-}-n)
* 2 (2 — ) @' () )

k=m+1
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Mais P(2) et ()

72— up z— wuy
désignerons par Py(2; u,) et @ (z; w); les deux produits

Q(ul)Q(“2) e Q(uk—l) Q(ukﬂ) LR 'Q(um)

sont des fonctions entiéres de 2 ct de u, que nous

et

+ P(u1n+1)P(“m+2) s P(uk—l)P(ukn) s P(uﬂﬂ-n)
sont des fonctions entiéres de wu,; nous les désignerons par @*(u,) et
P*(u,). Alors Pexpression P, (z; w,)@*(u,) sera une fonction cntiére de
u,; & laide de l'équation P(w,) = o (k=1, 2, ..., m), nous la réduirons
au degré (m — 1); elle peut donc étre mise sous la forme

R S AT/l SRR S

de méme, & l'aide de 'équation Q(u,) =0 (k=m+ 1, m+ 2, ..., m + n),
Vexpression @,(z; w,)P*(u,) peut étre mise sous la forme

Pt a4

les coefficients py, p,, ..., Pus @y T2y -5 qu, désignent des fonctions
critieres de 2.
Nous obtenons ainsi I'égalité,

R(fn fay oo vy fus Q1> G2y - -0y Qn)

" m—1 m—2 min n—1 n—3

Qe F g T4 F g T I N 2L T R o

= Q(z E : ; Plx _;_ s .
Q( )l;-—-l P(u") + ( )k=m+l QC“"')

Les formules d’EvLer

wm m—i m4n

z ul ur l 1, pour ¢ = 1

& P(w) o, Q) | o, pour i > 1
nous permettent de réduire cette égalité & la suivante, identique en
fio oy oo Fus Qs 820 <o o5 Qs

R(fn f-z: cory Ty Quy G2y o0 oy 9") = QI(Z)Q(Z) +pl(z)P('g)

Si donc on nous proposait, dans un cas particulier quelconque, de former
la fonction R(ay, a5, ..., au; i, B2y - .-, fBa) correspondant & deux fonc-
tions données F(z) et R(z), nous formerions & I'aide des indéterminées
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Upy Uyy ..oy U,,, los deux fonctions auxiliaires P(z) ct @(2), ct la méthode
précédente nous permettrait de déterminer deux fonctions p (2) et ¢,(2)
telles que p (2)P(2) + ¢,(2)Q(2) se réduise & une fonction enticre des
indéterminées f,, f,, ..., fus Gis G2y -- -5 Q.- St dans cette fonction, nous
substituons ay, ay, ooy @5 Fis Bay ooy Py B Fiy Tuy cees Fud Gy G2y over Gus
nous obtenons la fonction cherchée,

'R(al’ Qyy oo vy Ay [917 [?‘l) MR [?H)'

Nous pouvons résumer les recherches précédentes en disant que 'uni-
que condition
R(“H Uyy ooivy Ayj ;‘91: ﬂz; sy [?u> = 0

est suffisante, pour que les deux fonctions F(2) ¢t ((z) aient un diviseur
comiun.

3. Llalgorithme du plus grand commun diviseur suffit pour nous
donner la condition nécessaire.

Comme P(2) ct Q(z2) n'ont, par hypothése, aucun diviseur commun
(puisque leurs coefficients f,, f,, ..., f. ¢t g, g, ..., g, sont indéter-
minés), nous savons trouver deux fonctions enticres de z, ¢(2) et (),
a- coefficients rationnels en §, f,, ...,"F.5 61s Qo -+ -5 8., telles que

¢(2)P(2) + ¢(2) Q) = 1.

Réduisons au méme dénominateur les fonctions ¢(z) ct ¢(z2), et chassons
ce dénominateur. [’égalité précédente devient alors

p(2)P(a) + q(2)Q(2) = T(ys fas -+ oy Tus Qs Gor -+ o» )

ou les coefficients de p(2), ¢(z2), et T lui-méme sont fonctions enticres, a
coefficients entiers, de f, f,, --+) Fu3 Qs oy - -+5 Qs- Si nous réduisons
les degrés de ¢(2) et ¢(2) & (m— 1) et (m— 1), il est facile de voir
que les deux multiplicateurs ¢(2) et ¢(z) sont déterminés univoquement;
1l en résulte que les trois fonctions p(2), q(2) et T sont, au signe pres,
également déterminées d’une 1naniérc univoque, si nous convenons de
débarasser T' et les coefficients de p(2) et g(2) des facteurs qu'ils pour-
raient avoir tous en commun. L'existence et l'univocité, au signe pres,
des fonctions enticéres p(2), ¢(2), T, est ainsi démontrée; elle repose sur
la possibilité de trouver les diviscurs d’une fonction euticre quelconque.
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Ceci posé, supposons que F(z) et G(z) aient un diviseur commun;
il faudra alors que ce diviseur soit contenu dans la fonction T' que Yon
obtient en substituant & f,, f,, -+.) fuj Q1> 82y ---» 8> les coefficients
A1y Ogy ovy O3 iy Pas --os Bu des deux fonctions F(z) et G(z); car
Pégalité précédente est identique en f, fo, <.y fus Q1s @25 -+ +) Gu- Les
coefficients des plus hautes puissances de F(z) et de G(2) sont égaux a
I'unité; un diviseur commun 3 F(z) et & G(z) dépend donc nécessaire-
ment de z, et, par suite, T{(a,, ..., @n; fi) -+, Ba) qui est indépendant
de z, est égal a zéro.

Nous avons ainsi trouvé wune condition nécessaire pour que les deux
fonctions F(z) et G(z) aient un diviscur commun.

4. Il est maintenant naturel de rechercher si les deux fonctions

Blay, ayy o vy Qs Buis Bes oo ,) et Tlay, oy - vy s Bis By -ovs ﬂn)

sont indépendantes ou non, et, si clles ne lc sont pas, de chercher a
trouver les relations qui les lient I'une a P'autre.

Dans ce but, nous démontrerons d’abord que dans le domaine d'in-
tégrité (f,, Ty «-» Fm3 Qis Gar - --» Gu)y la fonction R est irréductible. Cela
est facile. Nous avons, en effet, identiquement en wy, tyy ooy Uy; Vyy Vg5 «evy Uy

h=1, 2y ..., m
11 (“7' - v“)' <k=1, 2, ...,n)

B

R(fn fas vovs Fus Gy 825 o) g.) =

Supposons donc que R soit réductible dans le domaine d'intégrité consi-
déré; Yun de ses facteurs contiendra alors nécessairement une des diffé-
rences du double produit qui est égal a R, par exemple u, —v,, et
si nous désignons ce facteur par R, nous avons identiquement en

Myy Uyy ooy Uyy U1y Vgy oovy Uny
Rl(fl’ fay o o5 Fus Gy G2y ooy g,)EO (mOduh'“Uk)
ct par suite, & causc de lidentité en w,, uy, ..., %,
Bifiy oy -vvs Fuj B1s 82> - -5 8)=0 (modu,——v).  a=12..m

Commnie les m fonctions linéaires (4, — v,), (¢=1, 2, ..., m), nont
aucun diviseur commun, nous aurons donc, toujours identiquement en

Uy, Ugy ooy Uy Uiy Vgy o ooy Upy
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Rl(fu far v o5 Fs B0 G2y -y g,.)EO [mOdg(ui—”k)]

et par suite, & cause de l'identité en v,, v,, ..., v,, la méme congruence

m
pour k=1, 2, ..., n, ou encore, comme les # modules ‘IIl(u, — v,),

(k= 1, 2, ..., n) n'ont aucun diviseur commun,

Rifis fo s Fus 815 80y ooy g =0 [mod I (w—a)]. (;17777)

Si donc la fonction R, contient un facteur linéaire (v, — v,) de la ré-
sultante E(Y,, f., -++5 fu5 @1» @25 - -5 8.), elle contient aussi nécessaire-
ment le double produit qui est identique & cette résultante elle-méme.
L'irréductibilité de R, dans le domaine considéré, est ainsi démontrée.
Ceci posé, comparons les deux fonctions B(f,, oy .vs fns G1s G2y «ovy Q)

et T(fiy fas o vs Fui B1r Boy - 0s Qu)-
Nous avions obtenu les deux égalités

p.(2)P(2) + 9,(2)Qts) = B
p(P2) + 9(2)Q(s) = T.
Nous en tirons, par soustraction,
[2,(2) — p(2)] P(2) + [9,(2) — ¢(2)]Q(2) = R— T
ou encore, [¢,(z) est. différent de zéro]
0,(2)[,(2) — p(2)] P(2) + [9,(2) — ¢(2)][R — p,(2) P(2)] = ¢,(s)(R — T).

Nous voyons donc que la différence ¢,(2)T — g(2) R, dont le degré, par
rapport & z, est plus petit que m, est divisible par P(z) dont le degré,
par rapport a 2z, est égal & m; ce qui n'est possible que si

I

2,(2)T—q(2)R = o.

Il faut donc que la fonction g(2) soit contenue dans le produit ¢, (2)T,
et, par suite, que g(2) soit un diviseur de g¢,(2); car si ¢(z) contenait un
facteur indépendant de z qui fat également contenu dans 7', comme le
coefficient de, la plus haute puissance de P(z) est I'unité, ce facteur serait
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aussi contenu dans p(z), et p(z), g(2), T, auraient un facteur commun
contrairement a ce que nous avons dit dans le numéro précédent.
Soit done

remplacons, dans I'égalité précédente, ¢,(2) par sa valeur, et divisons-par
la fonction ¢(2) qui est différente de zéro; il vient

t(2)T = R.
Ainsi T est contenue dans R; mais B est irréductible; donc
T = R.

Cette méme égalité, démontrée dans le domaine (f,, f,, ..., fu5 815 @25 - -5 G0)
‘a évidemment encore licu lorsque lon substitue aux indéterminées
fis a5 voos Tws 15 Qos -ves Qu, les variables a;, oy, «..; au; fiy Boy --os Bus
quelles que soient d'ailleurs les relations qui lient ces variables.

La condition nécessaire que mnous avons trouvée, et la condition
suffisante sont donc identiques, et nous pouvons dire:

»La condition nécessaire. et suffisante & laquelle doivent satisfaire
les variables «/, x”, ..., %, pour que les deux fonctions entiéres
fle; o, 'y oo, ) et g(ez; o 27, ..., %) de la page 21 aient un
diviseur commun en 2z, est, dans le cas particulier ou f; =g, = 1,

R(fi’ fos iy [us G15 G2y - ooy g,,) = 0.

Cette fonction R est Ye résultant des deux fonctions f(z) et g(z); d'aprés
ce qui précéde, nous savons le former, quels que soient les coefficients
de f(2) et de g(z). Remarquons, en passant, qu'en réalité cest B = o
qui est I'équation résultante des deux équations f(z) =0 et g(z) =0

5. J'ai, dans ce qui précéde, défini le résnltant de deux fonctions
enticres, et, comme une fonction entiére déferminée des coefficients des
deux fonctions entiéres données, et, comme une fonction entiére facile a
déterminer dans chaque cas particulier, & Vaide de l'algorithme du plus
grand commun diviseur appliqué aux deux fonctions entiéres données.
J’al ensuite montré que les deux fonctions, ainsi définies, étaient identiques.
I, me reste a ramener, au ca§ particulier considéré, le cas général on les
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deux fonctions fi(z', =", ..., ) et go(2’, 2", ..., ) ne sont pas égales
a lunite. Il suffit, de nouveau, de considérer les deux fonctions I'(z)
et G(z) dans lesquelles les coefficients a, et S, ne sont pas égaux a l'unité,

Soient
I r
F(2) = —F(z) et Gy(2) ='—9—G(z);
le résultant des deux fonctions F\(z) et G,(2) est une fonction entiére
de %, % “u By By Or. 11 est d'aillenrs égal au produit

3 s ey 7‘) g ey N
aG aO ao ﬂﬁ ﬂ‘) aD

m

G (u,

L6:(w)

dans lequel on a remplacé les fonctions symétriques élémentaires de
a, U

. a . .
Uy, Uy - ooy U, Par les coefficients %, =2, ..., - Si donc nous multi-

a, a, “,

plions ce produit par oA, ce qui revient a multiplier le produit

n

I G(u

L1 G(w)
par aj, nous obtenons une fonction enticre de ag, oy, ...5 %3 Boy Bis -+ -5 Bus
d’ailleurs

n

f:g Q(u,) = fgg?g ’;[;Il(uk — ) = JS"EP(U'A)-

Il convient donc de considérer cette fonction entiére, comme le résultant
des deux fonctions F(2) et G(z).

Le résultant de P(z) et de Q(z) est irréductible. Nous savons, en
effet, que le double produit

n

I I1 (w, — v,)

k=1 r=1

est irréductible dans le domaine (fy, fi, --.) fms oy --+» ga); st donc le
résultant de P(z) et de @Q(2) était réductible, il aurait tout au plus un
facteur indépendant de 2, f, ou g,. Mais dans le produit

oLl Q(w.)

Acta mathematica, 6. Imprimé 7 Juin 1884, 5
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le terme indépendant de wu,, wu,, ..., w,, est égal a f5gr; et dans le produit
93',.1}1 P(vs)

il est égal a g7fr. Ni f,, ni g, ne sont donc contenus dans le résultant
des deux fonctions P(z) ct Q(2); ce résultant est donc bien irréductible,
Le probléme proposé peut ainsi étre considéré, comme entiérement

résolu.

§ 3

Domaine général de rationalité.

1. Considérons une fonctiom entiére de z, de degré =, irréductible
dans une domaine naturel de rationalité (R, R, ..., R*). Egalons cette
fonction A zéro; l'équation ainsi obtenue est dite irréductible, et ses
n racines &, &, ..., & sont dites fonctions algébriques conjuguées de
R, R, ..., R®; dans le cas particulier ol le domaine s¢ réduit a
Punité, c’est A dire ou les coefficients sont des nombres entiers, les racines
&, &, ..., & sont dites nombres algébriques conjugués.

C'est ici que nous supposerons connue la démonstration de Gauss
sur Vexistence des racines d’une équation algébrique, telle quelle a été
interprétée par M. KRONECKER, qui, aprés avoir ramené le cas général &
celui des racines réelles, sépare tout d’'abord les intervalles dans lesquels
une équation peut étre vérifiée approximativement. (*) 1l est alors par-
faitement rigoureux, pour abréger le langage, de dire qu'une équation
a n racines. Cette introduction en algébre d'un symnbole qui lui est
étranger, a, comme je V'ai exposé dans le premier chapitre de ce mémoire,
au moins dans 1'état actuel de la science, ses avantages et ses inconvé-
nients. Pour faire saisir, en partie du moins, les uns et les autres, je
reprendrai dans le chapitre suivant, & l'aide des systémes de diviseurs, la
question importante que jaborderai tout & I'heure, dans le paragraphe

(') Comparez page 4.
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4 de ce chapitre, a I'aide des fonctions algébriques, et je montrerai com-
ment on peut la résoudre sans l'emploi de ces symboles. Mais comnme il
m'a été impossible de démontrer de la méme maniére la décomposition
générale des systémes de diviseurs, dont la question traitée dans le para-
graphe 4 m'est qu'un cas particulier, j'ai préféré introduire, dés maintenant,
les éléments auxiliaires, dont j’aurais parfaitement pu me passer dans tout
ce chapitre. Je ne les ai pas introduits, dés le début de ce chapitre,
parce que quelques-uns des résultats obtenus jusqu'ici sont nécessaires pour
la  démonstration de la séparation des racines possibles d’une équation
algébrique donnée, et de Vexistence d’un nombre rationnel vérifiant cette
équation avec une approximation aussi grande que l'on veut.

Ainsi nous parlerons de fonctions algébriques, de nombre algébriques;
mais, encore une fois, il est bien entendu que ces fonctions algébriques,
ces nombres algébriques, n’ont aucune existence par cux-mémes, que nous
y adjoindrons toujours I'équation f(x; R, R, ..:, R") = o qui les dé-
finit, f étant une fonction entiére, que c'est cette équation qui a un sens
algébrique, que c'est son adjonction qui seule nous permet d'introduire,
pour abréger, Iidée approximative de fonction algébrique, au méme titre
que celle de fonction rationnelle.

2. Dans un grand nombre de recherches les éléments du domaine
de. rationalité sont liés par une équatien algébrique. Nous dirons alors que,
dans ces recherches, on considére comme connue une fonctipn algébrique
déterminéc ou encore que nous adjoignons au domaine naturel de ratio-
nalité (R, R, ..., R“) une fonction algébrique & de ces indéterminées.
Le nouveau domaine (, R, R, ..., R comprend toutes les fonctions
rationnelles de &, R, R, ..., R™. Ces fonctions rationnelles sont, toutes,
des fonctions algébriques de R’, R”, ..., R. En effet, si & est racine
de F(B) =o0 et si R(®)= @, désigne une fonction rationnelle quel-
conque de &, @, sera racine de Y'équation

z—6)=o0
ou le produit est étendu & toutes les racines de F(®) = o. Cc produit
est fonction symétrique des racines de I'équation F(®) = o, donc fonction
rationnelle des coefficients de cette équation. @, et @&, ct, par suite,

toutes les fonctions du domaine (®, ®, R”, ..., R) sont donc fonctions
algébriques des mémes indéterminées.



36 J. Molk.

Parmi les fonctions algébriques comprises dans le domaine
(@a ER’; muy sy m(ﬂ))

celles qui sont d’un ordre donné k, c'est a dire celles qui vérifient une
équation dont le degré est k, forment un genre dordre k. @ étant d’ordre
n, il y a certainement un genre dordre n. Cec genre dérive du domaine
naturel (R, R, ..., R

Les fonctions algébriques conjuguées déterminent des genres qui s'ils
sont différents, sont dits genres comjuguées.

Le nombre % est nécessairement un diviseur du nombre n. Soit,

en effet,
F®; ®, R, ..., R") =0

unc équation irréductible de degré n, définissant les fonctions conjuguées

8,8, ..., 8,; et soit
g= 06, R, ..., )

une fonction rationnelle de ®,, R, R, ..., R”. Le produit
I [g— 0(6,)]

est une fonction entiére de g dont les coefficients sont fonctions ration-
nelles de R, R, ..., R®. Cette fonction enticre G(g; K, R”, ..., )
peut étre réductible; soit H(g; R, R, ..., R*) un de ses facteurs irré-
ductibles. Comme la fonction entiére H®(®,); R, R, ..., R®] san-
nule pour une des # racines &, de l'équation irréductible F(@) = o,
elle s'annule pour toutes les racines de cette équation. Ainsi

H[w(@k)’ ERI’ ER’Iy seey ?R(#)] =0

pour k=1, 2, ..., n. Cette méme relation ayant lieu pour tous les
facteurs irréductibles de G(g; R, R”, ..., R*), ces facteurs irréductibles
sont identiques, et nous avons

G(g; ®, R, ..., R) = H'(g; ®, ®", ..., R®).

Il en résulte que l'ordre & de g est égal & un diviseur de n; n = k.v.
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Pour voir comment se groupent les fonctions algébriques ®, si nous
considérons les fonctions algébriques conjuguées g, comme connues, posons

(’-:1, 2, ey (v-—l))
i=1,2, ..., ¥

Qi — Qi

et désignons par ¥(®, g) le plus grand commun diviseur de F(@®) et
de ¢(®)— g;. Nous aurons alors

v—1

'll‘l‘ (@5’ Q.) = H (@ - @).k+i) (i=1,2, .., k)

rA=0
d’ou

F() =117, g)

Ainsi la fonction F(®), irréductible dans le domaine naturel de rationalité,
devient réductible si nous adjoignons a ce domaine les racines de 'équation
H(g; R, R, ..., R) = o0. Ses n facteurs linéaires se partagent en k

groupes contenant chacun T éléments.  Afin de mettre en évidence cette

dépendance de & et de g, nous dirons que le genre g est contenu dans
le genre @, et que le genre ® contient le genre g. Lorsque deux genres
se contiennent réciprogquement, ils sont identiques. Ainsi toutes les fonc-
tions du domaine (&, R, R”, ..., R*) font ou bien partic du genre §,
ou elles sont contenues dans ce genre. Les fonctions rationnelles de
R, R, ..., R¥, pouvant étre considérées comme des fonctions algébriques
d’ordre wun, font elles-mémes partie du domaine (&, ¥, ..., R) de sorte
que le domaine naturel de rationalité (', R”, ..., R”) est contenu dans
le domaine (&; R, R, ..., R*) qu'il a engendré par adjonction de la
fonction algébrique @.

L’adjonction d'une racine d’une fonction enti¢re égalée a zéro, 4 un
domaine (R, R”, ..., R®) ne donne naissance qu'a des genres dérivés du
domaine considéré, méme si les coefficients de la fonction entiére font eux-
mémes partie d’'un genre dérivé de ce domaine. En effet, dans un domaine
déterminé, une fonction algébrique d’une fonction algébrique est une
fonction algébrique; car, si F(z; R, ..., R¥)=oet G(y; 2, R, ..., R*¥) =0
et que &.(i =1, 2,...) désignent les racines de F =0, le produit

gG(Z/; &, R, ..., R") étendu a toutes les racines &, est une fonction
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symétrique de ces racines, et, par suite, une fonction enti¢re de -y, dont
les coefficients sont fonctions rationnelles de R/, ..., R™.

Ainsi en répétant plusieurs fois l'opération auxiliaire qui définit les
nombres et les fonctions algébriques, nous n'obtcnons rien de nouveau.
L’idée de genre suffit pour nous rendre compte des domaines qui sont
alors engendrés par le domaine naturel de rationalité. Suffit-elle égale-
ment pour nous rendre compte de ce que devient ce domaine naturel de
rationalité, si nous lui adjoignons un nombre quelconque de fonctions
algébriques de ses éléments, ou est-il nécessaire d'introduire, dans nos
recherches, une idée plus générale? Cest ce que nous allons étudier
maintenant.

3. Soient p®, p®, ..., p®, v fonctions algébriques des variables
indéterminées R’, R, ..., R®, définies par les relations,

fi(p®) = 0; fi(p®) =05 ..., (") = ©;

et u,, u,, ..., u,, v variables auxiliaires. Considérons le produit

(e — o — wp® — ... —u,p0%)

étendu. & toutes les valeurs conjuguées de p®, de p®, ... et de p. Ce
produit cst une fonction symétrique des racines de chacune des équations
(™) =0, f,(®) =0, ..., £(p*) = 0; c'est donc unc fonction de 2z
dont les coefficients sont fonctions rationnelles des variables indétermi-
nées R, R”, ..., R®, et fonctions ecnticres des variables auxiliaires
Uyy Ugy o ony U, Soit H(z; uy, gy oo, w3 R, ..., R®) un de ses fucteurs
irréductibles. Nous aurons évidemment

. __ ) (2) ey a0
H(zy wy, uyy ..y ) = g(z—u,pﬁ, — uypP — ... — u,pf)
le produit n’étant étendu qu’a un certain nombre des valcurs conjuguédes
de o', de p®, ... et de p®. Mais alors, si v, v, ..., v, désignent v
nouvelles variables auxiliaires, nous avons

H(z; uy + vy 4y + 055 ooy %, + D)

— . a ) )
- :(E)[(z — U — u,,p(,f) — 00y — . . — 000
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et
H(z — 0,0° — 0,0 — ... — 0,005 4y, tpy ..., W)
(V)

p— (1 1
TG — ) — ... — 2 — 3 — ... — 0,0}

Ces deux fonctions ont un diviseur commun,
0 2 ¢ a @ ®)
2 —tp’ — U pP — ... —u,pP — 0,0° — 00" — ... —v,p.

En général ils n’en ont point d’autre; car de I'équation

2 P — P — . g — 0, 0 — By — . — 0,0

=2 —Up — Uy’ — ... — o) — 0, o7 — 0 — ... — 0,07,
il résulterait
0% + 000 + oo 000 = 0,00 + v + ..+ 00
et, par suite, le discriminant de la fonction rréductible,
H(z; vy 0y ..., )

serait nul. Si donc nous donnons au systéme de variables v, v, ..., 9,
une valeur quelconque a,, a,, ..., 4, différente de la variété (v — 1)t=e
qui seule peut annuler le discriminant de H(z; v,, %, ..., v,), l'expres-
sion 2 —u,p° — ... —u, o —ap{° — ... —a,p” cst le plus grand
commun diviseur des deux fonctions H(z, u, + a4, ..., 4, + a) ct
HEz—a,p° —...—a,py; w, 4y, ..., u). Mais alors l'expression

Pt up® + o+ up? + apl” + ap0 + .+ oap?

est fonction rationnelle de @,p{’ + a0 + ... + 4,00, 4y, Uy, ..., Us
e‘t, par suite, u,p° 4+ w0 4 ... + w,pP est fonction l:ationnelle de

o0+ ap® 4 ...+ a,p?, uy, Uy, ..., u,. Ce que nous venons de
dlre de la tonctlon algébrique p,, 2 lieu de méme pour chacune de ses
conjuguées. Nous pouvons donc dire que

oV + up® + ..+ up¥

est fonction rationnelle de a0 + ... 4 a,0”; #, %, ..., %. En
donnant & w,, %,, ..., u, des valeurs convenables, il en résulte que
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chacune des fonctions p®, p®, ..., p” est fonction rationnelle dc
a0V 4+ a,p® + ...+ a,p”. Dautre part, ap® + ap® + ... 4+ a,p®
est manifestement fonction rationnelle de o, p®, ..., p*. Le genre
(O, p®, o, P R, R ..., RY) est, par suite, identique au genre
(@p" + ap® + ... + a0 R, R, ..., R

La question posée est ainsi résolue; 'adjonction d’'un nombre quel-
conque de fonctions algébriques aux indéterminées et aux entiers qui
composent le domaine naturel de rationalité, est identique a celle d’une
seule fonction algébrique 4 ce méme domaine. C'est pourquoi nous nom-
mons un domaine de la forme

(@7 ER’y ER”: ceey m(#))

domaine général de rationalité.

Le domaine général de rationalité embrasse le domaine naturel cor-
respondant. Dorénavant lorsque nous parlerons d'un domaine de ratio-
nalité, nous entendrons par la, indistinctement un domaine général ou
naturel de rationalité; ainsi dans le domaine (&; %', R”, ..., R*) il ne
sera pas indispensable que ® figure vraiment. Lorsqu’il sera nécessaire
de distinguer entre les deux cas, nous ajouterons l'adjectif naturel ou
engendré suivant que  ne figure pas, ou figure, dans le domaine

(®; R, R, -, RO)

4. On pourrait enfin supposer que les variables-indéterminées soient
liées, non par les relations particuliéres

fi-(p(”; ER’, mll’ e m(#)) = 0 h=1,2, ooy ¥)

qui définissent » fonctions algébriques p®, p®, ..., p*, mais par un
nombre quelconque d'équations algébriques entre les variables indétermi-
nées p0, o®, ..., o, R, R, ..., R*®, cest a dire entre un nombre
quelconque de variables-indéterminées.

Je démontrerai plus tard que le domaine ainsi formé ne donne, lui
aussi, naissance a rien de nouveau. Cest dans la démonstration de ce
théoréme que consiste précisément le probléme général de I'élimination,
dans le cas particulier ou le domaine de rationalité est égal a l'unité.

\

Les, premiéres recherches sur la divisibilité nous aménent ainsi a étudier
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le probléme général de l'élimination. Il suffit, pour le moment, d’avoir
réduit I'adjonction d'un nombre quelconque de fonctions algébriques &
Yadjonction d'une seule fonction algébrique, et d’avoir ainsi introduit I'idée
de domaine général de ratiomalité dans nos recherches d'Algébre.

§ 4

Réductibilité des fonctions entiéres dans un domaine général de

rationalité.

1. L'idée d'irréductibilité est relative. Elle dépend du domaine de
rationalité que nous fixons au début de mnos recherches. Il est donc
naturel de nous demander si nous pouvons l’étendre a un domaine général
de rationalité.

Rien n'est moins évident. Car la méthode que nous avons suivie
pour reconnaitre si, dans un domaine naturel de rationalité, une fonction
entiére a des facteurs- ou non, n'est plus applicable.

A la vérité, nous pourrions donner une définition logique de Il'ir-
réductibilité. Mais il nous faut une définition algébrique comme nous
I'avons fait remarquer dans le premier chapitre.

Nous devons donc, tout d’abord, donner une nouvelle méthode qui
permette, a laide d’'un nombre fini d'opérations, de reconnaitre si une
fonction entiére de plusieurs variables, dont les coefficients font partie
d'un domaine général de rationalité (o; R, R”, ..., R®), peut, ou non,
étre mise sous la forme d’'un preduit de fonctions entiéres de ces variables,
dont les coefficients fassent, eux aussi, partie du domaine (p; R, R, ..., R®),
et qui, dans le premier cas, donne le moyen de trouver ces facteurs.

Ordonnons par rapport & Vune des variables, z. Si le coefficient A
de la plus haute puissance de z est différent de T'unité, nous décomposerons
la fonction considérée en deux facteurs dont I'un est 4 et 'autre une fonc-
tion de z dont les coefficients font partie du domaine (p; ®', R”, ..., R®),
le coefficient de la plus haute puissance étant égal & I'unité. Deux cas
peuvent alors se présenter. Ou bien A4 contient au moins une nouvellé

variable indépendante 2/, et alors nous pouvons, en ordonnant A4 par
Acta mathematica. 6. Imprimé 18 Juin 1884. 6
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rapport & 2, répéter sur A, qui contient une variable de moins, les mémes
raisonnements que sur toute la fonction considérée. Ou bien A ne contient
que p et les variables-indéterminées et alors il ne serait d’aucune utilité
de décomposer A. Nous pouvons donc supposer, sans restriction aucune,
que le coefficient de la plus haute puissance de z est égal a I'unité.
Attachons-nous d'abord, pour plus de clarté, au cas ou il n’y a qu'une
seule variable z. Il est toujours permis de supposer que la fonction
donnée F(z) ne contienne pas de facteurs multiples; car, si elle en con-
tenait nous considérerions non pas cefte fonction, mais la suivante,

F(z)
DV[F(Z~), F(Z)]

en convenant, une fois pour toutes, de représenter par Dv[¢(z), ¢(z)]
le plus grand commun diviseur des deux fonctions ¢(x) et ¢(x). Nous
savons toujours, par un nombre fini d'opérations rationnelles, former cette
fonction qui ne contient que les facteurs simples de F(z) et qui les
contient tous.

Remarquons ensuite que dans un certain nombre de recherches les
coefficients de la fonction entiére donnée font simplement partic d'un
domaine naturel de rationalité (R, R, ..., R*) et que c'est cependant
le domaine général (o; R, R, ..., R®) que Yon considére comme connu.
Nous avons alors & faire une recherche analogue & la précédente. Les
deux cas ont ceci de commun que dans tous deux nous cherchons &
savoir si la fonction donnée contient ou non un facteur dans un domaine
déterminé (p; R, ..., R®). Pour m'avoir pas a distinguer entre eux,
nous considérerons, non pas la fonction F(z; p, ®, R, ..., R*) ou p
pourrait ne figurer qu'en apparence dans les coefficients des différentes
puissances de z, mais la fonction

F(z + up; p, R, R, ..., R¥)

ou u désigne une indéterminée. Nous sommes alors certain que p figure
dans les coefficients des différentes puissances de la variable z; quant &
I'indéterminée » nous savons que son adjonction ne peut en rien changer
la réductibilit¢ d’une fonction quelconque; d’autre part, si nous don-
nons une méthode pour frouver les facteurs contenus dans la fonction
F(e & up; p, ®, R, ..., R®), considérée comme fonction de (z + up),
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il est bien évident que, % étant une indéterminée, nous aurons, en méme
temps, les facteurs cherchés, contenus en F(z; o, R, R”, ..., R®).

2. Ceci posé, soient g,, g, ..., pr, les A racines de l'équation
f(p) = 0, qui définit p. Formons le produit

2
"I:IIF(Z + upi; oy R Ry ..o, R);

cette expression est symétrique dans les racines de f(p) = 0; c'est done
une fonction entiére de z; dont les coefficients font partie du domaine
R, R, ..., R*). Nous savons trouver les facteurs irréductibles d’unc
fonction entiére, dans un domaine naturel de rationalité; nous pouvons
donc écrire, en sous-entendant les variables-indéterminées R, R, ..., R*,

L F(z + uois o) = Vi(2)Vi(2) .. Vin(2)

ou V,(2), (h =1, 2, ..., n) désigne une fonction entiére de 2, irréductible
dans le domaine (R, R”, ..., R®), et contient en outre 'indéterminée u.
Les g, sont des nombres cntiers. Pour nous rendre compte de la grandeur
de ces entiers, prenons, dans 1'égalité précédente, la dérivée, par rapport
& z, des termes de droite et de gauche.

Nous obtenons, & droite,

Vi i(2) Vi (e) ... Vo '(2) ; (Vi (2)Va(2) ... Via(2)Vira(2) - .. V()]

Si donc l'un seulement des entiers g, était plus grand que P'unité, la
dérivée du terme de droite et, par suite, celle du terme de gauche, c'est
a dire celle du produit considéré, aurait un facteur commun avec ce
produit lui-méme. Cette dérivée étant égale a

i

z; (F(z + upr; pr) gﬁ(z + uou; )

il faudrait donc que Vun des facteurs du produit, F(z 4 up,; p,) par
exemple, et

F(z 4 upis p)F(z + upss p)Flz + upss pi) - Fla + w015 p)
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eussent un facteur commun; comme nous avons eu soin de débarasser,
tout d'abord, la fonction F(z) de ses facteurs multiples, il faudrait donc
aussi que F(2 4+ up,; p,) et F(z + up,; p.), par exemple, pour k> 1, et,
par suite, en posant z + up, =y, que F(y; p,) et Fly + u(p. — p1); pi)
eussent un facteur commun.

En développant la derni¢re fonction suivant les puissances de u, on a

Fly + (o — p2); o] = Fy; pi) + (o — o) F'ly5 p2) + .. + 00— p1)"

Mais « est une indéterminée; il faudrait donc que F(y; p,) et (o, — o))"
qui est indépendant de y, eussent un diviseur commun, contrairement a
Ihypothése 4 = 1.

Nous avons ainsi montré qu'aucun des entiers g n’est plus grand que
un, et nous pouvons maintenant écrire,

EF(Z + uo,; o) = Vi(2)V,o(2) ... V.(2).

La fonction entiére de z, F(z 4+ up,, p,) a d’ailleurs, manifestement, un
diviseur commun avec l'une des fonctions V,(z), avec V,(z), par exemple.
Si nous désignons par 6,(z; p,) le plus grand commun diviseur de ces
deux fonctions, déterminé de maniére que le coefficient de la plus haute
puissance de z soit égal & l'unité, et par ¢(z; p,), ¢(2; p,), Pz p,),
¥(z; p,), des fonctions entiéres de 2, nous pouvons donc écrire

Vl(z) = fp(Z; :01)01(2; 101)
F(z 4 up,5 p,) = ¢(25 p,)0,(%5 p,)
0,(z; p,) = @(z; p)Vi(2) + ¥ p,)Fz + upy; p,)

ou, plus simplement, d’aprés la convention faite au début de ce paragraphe

01(‘2; /01) = DV[VI(Z); F'(z + up,; 101)]'

Mais toute fonction rationnelle de ui s'annule pour une racine de
L q p £y
I'équation . irréductible f(p; R, R”, ..., R®) = o #gannule également
q ) b 2 ) b ) b
d’aprés un théoréme bien connu, pour toutes les racines p, de cette
y P o
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équation. Les trois égalités précédentes subsistent donc si nous changeons
01 en p,, et nous avons

0,(z; p) = Dv{V(2); F(z + up.; pi)]- (#=1,2,...,2)

Deux quelconques des fonctions 8,(z; p,) et 6,(2; p,) sont d’ailleurs pre-
miecres entre elles; car elles sont respectivement contenues dans les deux
fonctions F(z + up,; p,) et F(z.+ up,; p,) que nous savons étre sans
diviseur commun. Si donc nous considérons le produit

A
1£I1 6, (23 %)

qui est une fonction entiére de 2z, dont les coefficients font partie du
domaine naturel de rationalité (R, R”, ..., R®), nous voyons que ce
produit est un facteur de la fonction entiére ¥ (2) dont les coefficients
font partie du méme domaine, et nous avons

A
V.(2)=o [modg(il(z; ol
D’autre part, de I'égalité

0.(25 p) = Oz p)Vi(2) + ¥(25 p)F(z + ups; pi)
qui a lieu pour k£ = 1, 2, ..., A, nous déduisons la congruence
2 A A
IL6,(z; p)= 1L ¥(55 p) ILF(z A4 upi; pi) [mod ¥y(2)]

A n

et comme HF(Z + up,; p.) est égal au produit hII} V,(2), nous avons aussi

A
gﬂl(z; p:) =0 [mod ¥(2)].
Des deux congruences démontrées résulte I'égalité
X
Vi(2) = g(}‘(z; Ps)-

Nous avons donc décomposé la fonction V,(z), irréductible dans le domaine
naturel de rationalité (R, R”, ..., R®), en A facteurs, en adjoignant & ce
domaine une fonction algébrique p, d'ordre 2, et ses conjuguées.



46 J. Molk.
Si
0.(2; p) = Dv[V,(2); F(z + up;; p))]

nous obtenons, de méme, 1'égalité

13

Vi(2) = gﬂh(z; P
Comme ceci a lieu pour b = 1, 2, ..., ®, nous avons aussi
A n A n
;[;IIF(Z + up; o) = E Vi(2) = ggﬂn(z; 04)-

Considérons aintenant le produit

gﬂh(z; Pt)'
Comme
0,25 pi) = Ou(2; p)Vi(2) + ¥ile; p) Flz + upy; 01)

et que
n A
L V,(2) = ILF(: + upss p))

k=1

il est évident que nous avons la congruence

’EII 0,(2; pi) =0 [mod F(z+ up,; ps)]-
Ecrivons

I16,(2; p)) = QG5 P F(z + upe; po);

il en résulte immédiatement,
A a 2 2
ggah(z; o) = g Q(z; ﬂt)gF(Z + up.; o))

d’ou, a cause de l'égalité que nous venons de démontrer,

1

11 Qz; p) = 1.

k=1
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Chacune des fonctions entiéres de 2z, Q(z; p,), est donc indépendante de
z et comme le coefficient de la plus haute puissance de z est égal a
I'unité dans toutes les fonctions considérées, et, par suite, aussi dans
Q(z; p), nous pouvons écrire

Qlz; p) = 1. (=1,2, ey 1)
Ainsi
16,55 p) = Fz + ups; p)).

Chacune des fonctions 8, contient l'indéterminée . D'aprés le théo-
réme fondamental sur la réductibilité. des fonctions de plusieurs variables
dans un domaine naturel de rationalité, nous savons que 6, est fonction
entiére de cette indéterminée w, puisque F(z + up,; p,) est elle-méme
fonction .entiére de u. En développant les deux termes de l'égalité
précédente, suivant les puissances de u, nous obtenons donc, enfin, une
décomposition de la fonction F(z; p,) dans le domaine général de rationalité
(x5 R, R, .., SR(H)),—

Nous avons ainsi un premier exemple de I'emploi des indéterminées
en Algébre.. Si l'on se proposait simplement d'assurer la présence de p,
dans les coefficients de F(z; p,) on pourrait aussi poser z = x + ap, et
donner a a une valeur quelconque différente de celles qui annulent le
résultant de F(z + ap,; p,) et de F(z + ap,; p,), pris par rapport a «.
En_effet, nous ne nous sommes servis de l'indétermination de u'que pour
montrer que F(z 4 uo,; p) et F(z + up,; p,) ne pouvaient avoir de
diviseurs communs par rapport & z.- Et, d’autre part, nous avons démontré
que la condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions qui, en
général, sont sans diviseur commun, aient un diviseur commun pour des
valeurs particulicres données a leurs coefficients, est que le résultant de
ces deux fonctions s'annule pour les valeurs particuliéres considérées.

Nous obtiendrions ainsi

F (w + ap,; Pk) == "1;[10,((9"; -iot)
donc aussi

F(z; p) = g()n("— ap,; pr)

et, par suite; 14 décomposition. cherchée.
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Cette décomposition ne peut d’ailleurs étre poussée plus loin. Car
si 6,(¢; p;), par exemple, contenait une fonction ,(z; p,) et si nous avions

6,(2; pr) = (& p) &2 o)

nous aurions la méme égalité pour k=1, 2, ..., A, puisque p;, ps; «++y /1
sont les A racines d’une équation irréductible dans un domaine naturel
de rationalité. Nous aurions donc aussi

Vi(2) = ;EIl’?l(Z; £s) EG(Z’ £x)

et comme chacun de ces produits est une fonction entiére de z dont les
coefficients font partie du domaine naturel (R, ®”, ..., ®*), la fonc-
tion V,(2) ne serait pas irréductible dans ce domaine contrairement a
la définition de cette fonction.

Enfin la décomposition précédente est univoque. Il est facile de
s'en assurer & l'aide de l'algorithme d’EvucLiDE, par un rgisonnement tout
4 fait identique & celui du paragraphe 1 de ce chapitre.

3. La décomposition d'une fonction de plusieurs variables en ses
facteurs irréductibles, dans un domaine général de rationalité, ne présente
plus maintenant aucune espéce de difficultés. En effet, rien n’est changé,
dans ce qui précéde, si nous considérons plusieurs des variables-indéter-
minées R dont p ne dépend pas, comme si elles étaient des variables
quelconques, & condition toutefois que F en soit fonction entidre. Le
produit

i
ILF@ + upss 21y 2y - ooy 25 o5 R R 20

ou F est une fonction entitre des variables z, z,, %, ..., 4,, dont les
coefficients sont fonctions rationnelles des variables-indéterminées &', R”, ...
et de la fonction algébrique p de ces variables-indéterminées, est égale-
ment une fonction entiére de 2, #, ..., 2, dont les coefficients font
partie d’'un domaine naturel de rationalité. Mais nous avons démontré
que, dans un tel domaine, la décomposition d'une fonction entiére de
plusieurs variables indépendantes est identique a celle de la méme fonc-
tion, par rapport a l'une des variables seulement. Dans le cas que nous
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considérons, les fonctions 6, sont donc entieres, non seulement en z, mais
aussl en 2, Zyy ..., 2,.

Le probléme que nous nous étions proposé est ainsi résolu. I’adjonc-
tion d'une fonction algébrique p & un domaine naturel de rationalité
rend parfois réductible une fonction entiére de z, irréductible dans le
domaine naturel considéré.

Désignons par ¢ les racines de cette fonction égalée a zéro. 1I est
intéressant de remarquer qu'il existe entre p et {une compléte réciprocité.
Soient, en effet, F(2) une fonction entiére de degré n et G(r) une fonc-
tion entiére de degré k, toutes deux irréductibles dans le domaine con-
sidéré.  Supposons que par adjonction d'une racine p de Téquation
G(r) = o, la fonction F(z) devienne réductible et qu'un de ses facteurs
soit f(z; p). Nous pouvons réduire & (k— 1) le degré de cette fonction
par rapport a p, a4 laide. de l'équation G(r) = o qui est vérifiée pour
r = p. Légalité f({, p) = o nous montre alors que la fonction f({, 7)
dont le .degré, par rapport a r, est plaus petit que k, est égale & zéro
pour l'une au moins des racines de l'équation irréductible &(7) = o.
L’adjonction de ¢ au domaine de rationalité rend donc réductible la fonc-
tion irréductible G(r). La réciprocité de ¢ et de p est ainsi démontrée.

Voici donc Yidée d'irréductibilité étendue aux fonctions entiéres dont
les coefficients font partie d’'un domaine général de rationalité. L'étude
des fonctions entiéres quelconques est ramenée a celle des fonctions entiéres
irréductibles quelles que soient les fonctions algébriques des variables.
indéterminées que nous supposions connues.

Un premier pas est ainsi fait dans la voie de la décomposition des
fonctions entiéres. Il peut étre continué dans deux directions différentes.
Ou bien l'on peut se proposer d’élargir encore le domaine général de
rationalité, comme nous P'avons indiqué & la fin du paragraphe précédent,
et si lon y parvient détendre, si possible,. au domaine obtenu Tlidée
d’irréductibilité. Ou bien T'on peut rechercher si plusieurs fonctions que
nous embrassons en un systéme aprés les avoir débarassées de leurs
faeteurs communs dans un domaine général de rationalité, ne peuvent
avoir encore un élément arithméique eommun, et si I'on ne peut ainsi
étendre l'idée méme de décomposition en facteurs. Cette double recherche
sera lobjet des chapitres suivants.

Acta mathematica, 6, Imprimé 9 Jufn 1884, 7
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Cuaritre IIIL

Introduction des systémes de diviseurs en Algébre.

§ 1.

Définitions.

1. Un systétme de fonctions d’une, de deux ou de trois variables,
égaldes a zéro, est susceptible d'une interprétation géométrique.

Une fonction entiére d’unc variable, @(z) égalée a zéro et interprétée
sur une droite y définit un nombre fini de points; si la fonction enticre
@(x) est débarassée de ses facteurs doubles, ces points seront distincts.
Nous savons alors que toute fonction F(z) qui, ¢galée & zéro, dcfinit,
entre autres points, ces points distincts, contient la fonction &(z), et nous
observons ainsi unc correspondance directe entre l'idée de contenir, sc
rapportant aux fonctions entitres d'une variable et celle de systéme de
points, sur une droite, faisant partic d’un autre systéme de points sur la
méme droite, se rapportant & ces mémes fonctions enti¢res d'une variable,
égalées a zéro.

Une fonction de deux variables égalée & zéro et interprétée dans un
plan y définit une courbe. Considérons deux courbes planes &(z, y)=o
et ¥(z, y) = o. Deux cas peuvent se présenter suivant que ces deux
courbes ont des courbes communmes ou n'en ont pas. Si elles ont des
courbes communes C, ces courbes seront représentées par le plus grand
commun diviseur 8(z, y) de @(z, y) et de ¥(z, y), égalé & zéro, et lors-
que les courbes C font partie des courbes définies par une fonction entiere
F(x, y) égalée & zéro, nous savons que F(z, y) contient le plus grand
commun diviseur #(z, y). Ainsi, ici encore, nous observons une corres-
pondance directe entre I'idée de comtenir se rapportant aux fonctions
enti¢res de deux variables, 4 leur plus grand commun diviseur, et celle
de systéme de courbes, dans un plan, faisant partie d’un autre systéme
de courbes situées dans le méme plan, se rapportant a ces mémes fonc-
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tions enticres de dcux variables, égalées i zéro. Si clles n'ont pas de
courbes communes C, clles peuvent cependant avoir un nombre fini de
points communs P. Si ces points sont distincts, on démontre que toute
fonction entiére de x et de y, f(z, y), qui s'annule pour tous ces points
P, est fonction linéaire ct homogéne de @(x, y) et ¥(x, y), a coefficients
fonctions entiéres de x et de y. Quoique nous ne donmions la démonstra-
tion de ce théoréme que dans le chapitre suivant, nous pouvons cependant
le supposer connu, dés & présent, parce qu'il s'agit ici simplement de légitimer
I'introduction des systémes de diviseurs en Algébre, et non pas de dé-
montrer quoi que ce soit. Ce théoré¢me nous montre une correspondance
directe entre étre fonction homogene ct linéaire de deux fonctions entiéres
O(x, y), ¥(x, y) sans diviseurs communs, et celle de rcprésenter un
systeme de courbes et de points dont font partie les points communs aux
deux courbes @(z, y) = o et ¥(x, y) = 0. C'est pourquoi nous dirons,
par analogie avec le cas précédent, que la fonction entiére f(x, y) contient
le systéme des deux fonctions @(z, ), ¥(z, ¥), que ce systéme est contenu
dans f(x, y), ou encore est un systéme de diviseurs de f(x, ¥).

Il en est. de méme pour les fonctions entiéres de trois variables;
dans l'étude des formes géométriques définies par ces fonctions égalées a
zéro, il faut distinguer deux cas. Ou bien les formes communes a trois
fonctions de trois variables égalées a zéro sont des surfaces et alors ces
surfaces sont représentées par le plus grand commun diviseur des trois
fonctions considérées, égalé a zéro; toute fonction qui contient ce plus
grand commun diviseur, représente, si nous 1'égalons a zéro, entre autres,
ces surfaces; nous avons donc, de nouveau, dans ce cas, la méme corres-
pondance que pour les fonctions d’une et de deux variables. Ou bien,
les formes communes aux trois fonctions considérées égalées a zéro, sont
des courbes et des points et alors toute fonction qui, égalée a zéro,
représente entre autres ces courbes et ces points est fonction homogene et
linéaire des trois fonctions considérées. Nous dirons, de nouveau par
analogie, qu’elle contient le systéme des trois fonctions considérées. Mais
tandis que pour les fonctions de deux variables, aux courbes communcs
correspondaient les diviseurs, et, aux points isolés communs, les systémes
de diviseurs des fonctions considérées, ainsi a chaque élément géométrique,
courbe et point, une idée analytique différente, les points et les courbes
sont encore confondues pour les fonctions de trois variables. Pour distinguer
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les deux cas qui peuvent se présenter, celui ot des fonetions de trois
variables, sans diviseur commun, égalées & zéro définissent des courbes et
des points, et celui ou elles ne definissent que des points, nous dirons,
dans le premicr cas, que le systéme de diviseurs est de ramg deux, et,
dans le second cas, qu’il est de rang trois. Le rang d’un systéme ne
dépend donc en rien du nombre d’éléments de ce systéme. Un diviseur
de ramg un d'un systéme de fonctions entiéres, est un diviseur de ces
fonctions, dans le sens habjtuel du mot.

Nous pouvons ainsi continuer, et considérer des fonctions d’un nombre
quelconque n de variables. Nous dirons alors qu'une fonction entiére
contient un systéme de fonctions entiéres lorsqu'elle est exprimable par
une fonction linéaire et homogéne de ces fonctions entiéres dont les
coefficients soient également fonctions entiéres des n variables considérées.
Comme dans le cas de trois variables, nous distinguerons entre des systémes
de rang un, deux, trois, et ainsi de suite jusqu'a n suivant que les formes
géométriques représentées par les fonctions données, égalées a zéro, sont
de variété (n— 1), (n— 2)*™, (n— 3)*™°, et ainsi de suite jusqu'a
zéro; dans ce dernier cas elles représentent des points isolés situés dans
la variété n*"° donnée. Nous dirons souvent systéme de diviseurs au lieu
de systeme de fonctions a cause de l'analogie qu'offre un systéme de
fonctions contenu dans une fonction entiére avec un facteur, un diviseur
de cette fonction entiére.

2. La définition que nous venons de donner est indépendante de
toute interprétation géométrique, sauf toutefois l'idée de ramg que nous
ne pourrons préciser d'une maniére arithmétique que dans la théorie
générale de I'élimination. Ce qui précéde avait simplement pour but de
nous faire voir comment on pouvait étre amené a donner précisément
cette définition de contenant et de confenu de préférence a toute autre.

Cependant cette définition n'est pas encore compléte. Nous n’avons
parlé que de variables comme éléments des fonctions entiéres considérées
et, en effet, la géométrie ne peut pas nous donner autre chose. D'aprés
les principes développés dans le chapitre premier de ce Mémoire, il nous
restc & tenir compte des nmombres entiers. Cest pourquoi, étendant encore
les définitions précédentes et les faisant concorder avec les recherches
arithmétiques que nous avons en vue, nous dirons enfin:

1° Un systéme de fonctions ou systéme de diviseurs est Uensemble d'un
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certmn mombre de fonctions faisant partie d'un domaine d'intégrité que nous
fixons & Uavance. Chacune de ces fonctions est un élément du systéme.

2° Une fonction faisant pariie d'un domaine dintégrité donné contient
un systéme de diviseurs lorsqu'elle peut étre représeniée par une fonction
homogéne et linéaire des éléments du systéme dont les coefficients fussent égale-
ment partie du domaine d'intégrité considéré.

Ainsi dire que, dans le domaine d'intégrité [R, R”, ..., R¥], la
fonction I' contient le systéme (f,, fy, ..., fi), ¢'est dire que T'on peut
mettre F sous la forme

F=¢fi+eft. ...+ af

€1y €2y - .oy ¢ désignant comme F, fi, f,, ..., f., des fonctions faisant
partic du domaine d’intégrité considéré ct n’étant pas toutes nulles. Dans
cette derniére égalité, ce qui importe, ce sont manifestement les fonctions
fis s -y [, les éléments du systéme, et non pas les multiplicateurs
€1y €2y «ooy ¢ Pour bien mettre ce fait en évidence, M. KroNECKER
se sert d’'une notation analogue & celle dont Gavss a fait usage dans les
Disquisitiones  arithmetice - ¢t il écrit au lieu de I'égalité précédente,
simplement

F=o0 (mOddfu [y o) fk)

ce que nous énoncerons cn disant que F est congru a zéro, suivant le systéme
de fonctions, ou le systéme de diviseurs, (f,, f,, ..., f,); ou encore, pour
ne pas nous répéter trop souvent et conserver l'analogic avec le cas
particulier on l'on considére la congruence F=o0 (modf), que F est
congru a zéro suivant le systéme de modules (f,, f., ..., f). Ainsi lors-
qu'une fonction faisant partie d'un domaine d’intégrit¢ contient un systéme
de modules faisant partic du méme domaine, elle est congruc & zéro suivant
ce systéme de modules et réciproquement.

Enfin, rien ne nous empéche d'étendre encore I'idée de contenir 4 un
systéme de fonctions faisant partic d'un domaine d’intégrité donné. Nous
dirons que

3° Un systéme de diviseurs contient un autre systéme de diviseurs lors-
que chaque fonction du premier systéme contient le second systéme;

4° Lorsque deux systémes se contienment réciproquement ils sont équi-
valents,
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et nous écrirons, lorsqu'un systéme (Fy, F,, ..., F,) en contient un

autre (fi, £, .., ),
Iy, F,, ..., Fy=0 (moddf, fy ..., f;)

et lorsque les deux systémes (F), Fy, ..., I) ¢t (fiy foy .., i) sont
équivalents,

(Fl7 ’12’ ey Fh)w(fuf:z: ""fk)'
Cette équivalence représente done Vensemble des deux congruences
(&, Iy, ..., I})=o0 (moddf, fpy ..., fe)
(fiy iy ---y f)=0 (moddFy, F,, ..., F})

ou encore des (b 4 k) congruences,

E“ =0 ("lodd fl y ﬁl) ce ey f‘) (m=1,2,..,h)
f,=o0 (modd ¥\, F,, ..., I}). (n=1,2, 0, B

Nous pouvons nous servir du symbole de I'équivalence comme de celui
de T'égalité; car il cst manifeste que si @~ on a aussi b~a ct que si
a~b et b~c on a aussi a~c.

Tout ce que nous venons de dire a lieu quel que soit le domaine
d'intégrité donné. Rien ne nous empéche, par exemple, de faire déja les
mémes raisonnements sur le domaine [1], c'est & dire sur les nombres
entiers.  Cependant, pour l'objet que nous avons en vue, ils ne deviennent
indispensables que lorsque nous considérons un domaine d’intégrité conte-
nant au moins une variable . Cela tient & ce que dans le cas ot un
systéme est composé de nombres entiérs seulement, tout nombre qui peut
étre mis sous la forme d’une fonction homogéne et linéaire des éléments
du systéme est manifestement un multiple de leur plus grand commun
diviseur et que, par suite, tout le systéme est ainsi enticrement remplacé
par ce plus grand commun diviseur. Remarquons en passant que cettc
réduction & la divisibilité¢ telle qu'elle est congue généralement, que nous
obtenons ainsi dans un cas particulier, légitime aussi lintroduction des
systémes de diviseurs en Algébre.
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3. La méme réduction aurait lieu si nous considérions exclusive-
ment les fonctions d’'une variable. Mais ce ne serait point dans la nature
des choses. Dans larithmétique plus générale que nous obtenons en
considérant, dés le début, les fonctions entiéres a coefficients entiers d’une
et de plusieurs variables indépendantes il est indispensable de ne pas
laisser de coté les nombres entiers eux-mémes. Aussi le domaine d'in-
tégrité [R] contient-il non seulement les fonctions entiéres & coefficients
entiers de la variable R, mais encore tous les nombres entiers; on peut
considérer ces derniers comme fonctions entiéres a coefficients entiers de
3R, ne contenant que la puissance zéro de cette variable. Et alors il est
bien évident que tous les entiers qui peuvent étre exprimés en fonction
linéaire et homogéne d’une série de fonctions enticres a coefficients entiers
font en quelque sorte partie d'une méme famille, car ils ont un caractére
commun, et ce caractére ne peut pas étre, comme tout a I'heure, simple-
ment donné par le plus grand commun diviseur des fonctions considérées.
Ainsi déji dans un domaine d'intégrité [R], les développements précédents
sont indispensables.

Un exemple bien simple éclaircira, peut étre, ce que ces considéra-
tions générales pourraient avoir laissé d’obscur.

Les deux fonctions

fi=o"'4+ 24 ... F 241
et

fon=a™ 0% f gm=Dn 4 Lo 41

ou m et n désignent des entiers quelconques, sont premiéres entre elles.
La recherche de leur plus grand commun diviseur nous donne, en cffet,

m

fan = for T (b — 1)@ — 257 4,

Nous pouvons donc écrire

m=o0 (moddf, ., f.)
et

fon=0 (modd f,, m);
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il est d’aillenrs manifeste que

f,=o0 (moddf, ., f.)

et que
f.=o0 (moddf,, m).

Nous avons donc deux systémes équivalents

(fmns ) €t (fay m)

et, en effet, chacun de ces systémes contient bien I'autre, ainsi que 'on
s'en assure a l'aide des quatre congruences précédentes.
I’équivalence

(fm.fu fn) ~ (f,,, m)

nous montre clairement que les deux fonctions f, , et f,, quoiqu’étant
premiéres entre elles, ont cependant quelque chose en commun et le
nombre m est un des éléments qui caractérise leur liaison.

[’équivalence précédente nous améne & une remarque bien simple a
I'aide de laquelle on pourrait caractériser, dés le début de I'arithmétique,
un genre de liaison comme celui des deux fonctions f,, , et f,. Introduire
en Arithmétique les fonctions d'une variable, a coefficients entiers, c'est
considérer toutes les valeurs que prennent ces fonctions lorsque la variable
parcourt successivement toute 1'échelle des nombres entiers. Pour comparer
entre elles deux fonctions d'une variable, il faut done comparer deux
suites d’entiers, les deux suites que 1'on obtient en donnant successivement
a la variable toutes les valeurs entiéres possibles et écrivant les entiers
correspondants auxquels se réduisent les deux fonctions entiéres considérées.
Il peut alors se présenter plusiears cas. Ainsi lorsque les entiers corres-
pondants restent toujours sans diviseur commun, le systéme des deux
fonctions est équivalent & I'unité car le plus grand commun diviseur des
deux fonctions ne peut, dans cccas, étre différent de I'unité. Au contraire,
lorsque I'on rencontre un  nombre infini d'entiers correspondants, ayant
des diviseurs communs, tous facteurs d'un nombre déterminé m, ce nombre
caractérise certainement, en partie du moins, une liaison entre les denx
fonctions considérées. C'est ce qui arrive dans l'exemple précédent. Tl
est inutile d'insister ici sur cette interprétation que l'on pourrait, sans
doute, rendre facilement rigoureuse.
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Je voudrais. enfin faire. une remarque, d’ailleurs bien évidente, sur
Vintroduction des systémes de diviseurs en Algébre. Si, au lieu de dire
qu'une fonction contient un systéme (f,, f;, ..., fi) lorsqu’elle peut étre
mise sous la forme d’une fonction linéaire et homogéne de £, f,, ..., fi,
nous disions qu’elle contient le systéme- (f, f;, ..., fi) lorsqu'elle peut
étre mise sous la forme d’une fonction homogene de f;, f3y ..., fi, d'une
dimension donnée quelconque, nous n’obtiendrions rien de nouveau; nous
ne ferions que nous limiter dans nos recherches, sans pouvoir en tirer
aucun profit. Et nous devons considérer un ensemble homogéne; car, dans
le cas contraire, nous aurions un systéme dans lequel I'un des éléments
devrait étre égal a l'unité. Mais alors ce systéme serait contenu dans
I'unité et, par suite, dans tous les nombres; il ne servirait donc a rien
de lintroduire dans nos recherches.

4. Aprés avoir déﬁni‘l’équiva'lence des systémes de fonctions, il
faut encore mnous entendre sur la maniére dont nous voulons composer
ces systémes; je dirais multiplier, si ici la notion d'égalité n’était pas
remplacée par celle d’équivalence.

Il convient de nommer systéme composé de deux systémes donnés, le
systéme dont les éléments sont obtenus en multipliant, de toutes les
‘maniéres possibles, les éléments de T'un des systémes donnés par ceux de
Pautre; car le systéme ainsi- formeé est, par rapport aux systémes donnés,
ce que le produit de deux fonctions est par rapport a-ses facteurs. Nous
écrirons donc, par exemple,

(a, b)(e, d) ~ (ac, bc, ad, bd).

La méthode & suivre pour résoudre le probléme de la composition
dé deux et, par suite, de plusieurs systémes en un seul étant ainsi fixée
par définition, le probléme inverse s'impose, celui de donner une méthode
pour décomposer en plusicurs systémes plus simples, un systéme quelconque
donné. Clest ce probléme qui fera T'objet de toutes les recherches contenues
dans la seconde moitié de ce Mémoire.

La premiére recherche se rapportant & la divisibilité des fonctions
entiéres est celle du plus grand commun diviseur de deux fonctions.
Pour suivre une voie analogue & celle du chapitre précédent nous devrons
done, tout d’abord, chercher & voir ce qu'il faut entendre par plus grand
commun diviseur de deux systémes de fonctions,

Acta mathematica. 6.  Imprimé 17 Juin 1884, 8
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Désignons par (fi, £,y ...y fu) €t (Fus1s frusar -« > 1) deux systémes
donnés et formons le systéme

(fis by <oy 1)

Il cst contenu dans chacun des systémes donnés, car il est contenu dans
chacun de leurs éléments. De plus, si un systéme quelconque (¢, ¢,, . ..)
est contenu dans les deux systémes donnés, nous avons, par définition,

ﬂ =0 (InOdd 501, ¢2, .. ,) (k=1,2, .,m;m+1,m+2,...,n)
et, par suite,
(fis oy --+y f)=o0(modd¢,, ¢, ...).

Nous voyons donc aussi -que tout systéme (¢,, ¢,, ...) contenu dans les

deux systemes (fi, foy « -5 fu) €t (fus1y fumyer -5 fo) €st également con-
tenu dans leur diviseur commun (fi, fo, ..., f,). C'est pourquoi nous
dirons que (fi, fay ---, f.) est le plus grand gommun diviseur des deux

SYStémeS (fi7 f2’ sy fm) et (fm+1’ fm+27 tec ﬁc)
Le symbole de M. KroNECKER présente ainsi un grand avantage; il

permet de former immédiatement le plus grand commun diviseur de
deux systemes, en juxtaposant leurs éléments, c’est & dire en écrivant les
éléments du second systéme a la suite de ceux du premier et en réunis-
sant tous ces éléments en un seul systéme. Et cet avantage n'est contre-
balancé par aucun désavantage; car il est parfaitement indifférent que
nous ayons, dans le systéme ainsi formé, un plus grand nombre d’éléments
que dans les systémes donnés; le nombre d’éléments d'un systéme ne
complique, en effet, en rien nos recherches; la nature des systémes ne
dépend pas du nombre d’éléments qui les composent.

Remarquons d'ailleurs que rien ne sera changé dans un systéme de
modules, si nous ajoutons 4 ses éléments une fonction linéaire ct homogene
de quelques-uns d’entre eux; car, si

fopn=o(moddfy, fo, ..., fi) &<

nous avons, par définition,

(fn f27 ceey fn+1)~(fn ﬁn ey ﬂ)’
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nous pouvons donc ajouter aux éléments fi, f, ..., f,, 'élément f, ;,
ou retrancher des éléments f, f,, ..., f,,,, ce méme élément £,,,.

Ce que nous venons de dire du plus grand commun diviseur de
deux systémes, s'étend immédiatement au plus grand commun diviseur
d’un nombre quelconque de systémes.

Si ﬂ) =gxf1 + f;» on a

(s 1) ~ (fos s 1) ~ (fis fo)-
Ainsi (15, 25) ~ (15, 25, 25— 15)~ (15, 10+ 15, 10)~ (15, 10)

~ (15, 10, 15— 10) ~ (10 + 5, 10, 5) ~ (10, 5) ~ 5.

Une remarque intéressante et bien facile & vérifier, est que le procédé
de réduction d’'un systéme, dont nous venons de donner un exemple, nous
donne, appliqué aux nombres et répété un nombre suffisant de fois,
précisément l'algorithme d'EucrLipe.

Nous pouvons résumer les recherches de ce paragraphe en disant
que mnous arrivons 4 la méme généralisation de 'idée de confenani et de
contenu, fue mnous nous placions au point de vue de la géométrie ou a
celui de l'arithmétique, & condition, toutefois, de tenir compte, dans le
prenﬁer cas, de la nature des coefficients des fonctions entiéres considérées.
Dans le second cas, cette—condition est inutile; il est, en outre, d'autant
plus important qu'il se rapporte directement & la fonction elle-méme, et
non pas & cette fonction égalée & zéro. L'exemple du systéme (f, ., f.),
que nous avons donné, nous montre que la géométrie est certainement
insuffisante dans nos théories algébriques: Le systéme (f, ,=o0, f, =0)
n'est en effet susceptible d'aucune interprétation géométrique.

§ 2.
Résultant pris suivant un module déterminé,
Nous allons maintenant aborder un tout autre ordre de questions

et étudier Ialgorithme du plus grand commun diviseur, en ne consi-
dérant les fonctions entiéres d'une variable z, que suivant un module
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R, R ..o RO R, R ..., R®, désignant les ¢léments d'un do-
maine d’'intégrité donné. Nous développerons cette théorie plus que- cela
ne serait nécessaire pour résoudre les problémes proposés dans les para-
graphes suivants, parce qu'elle fait partie de la théorie élémentaire des
congruences, et permet de simplifier considérablement plusieurs recherches
arithmétiques.

Supposons d'abord que le domaine d'intégrité soit [T], et que le
module soit simplement un nombre premier p.

Soient alors deux fonctions entiéres a coefficients entiers f,(r) et
f.(x) non congrues & zéro suivant le module p; nous réduisons leurs
cocfficients ‘4 leur plus petit reste, suivant ce module. Si alors a, est le
coefficient de la plus haute puissance de z, dans f,(x), on peut toujours
déterminer un nombre a«, tel que la congruence a@,a,=1 (modp) soit
vérifie. [En divisant f,(z) par af,(z) nous obtenons comme quotient
une fonction- entiére A coefficients entiers que nous nommons g,(x), apres
avoir réduit ses coefficients suivant le module p; nous réduisons egalement,
suivant ce méme module, les coefficients du reste de la division, ¢t nous
obtcenons alors une fonction entiére que nous désignons par — f;(x). Nous
établissons ainsi la congruence

f(2) — 2,9,(2)f,(%) + f,(¢) = 0 (mod p).

En opérant, de méme, avec f,(z) et fi(z), etc., nous obtenons une suite de
cengruences,

fia(#) — G (0)fu(®) + firn(®) =0 (modp)  @=rsea
et enfin

fr1(#) — a,g,(2)f,(z) = 0 (mod p)

on f;(x) est unc fonction entiére de x, & coefficients cntiers, qui peut
se réduire & un nombre.

Ces congruences sont tout a fait analogues aux égalités de l'algo-
rithme d’Evcripe; elles n'en différent qu'en ce que le signe d'égalité y
cst remplacé par celui de congruence. Nous en tirons donc immédiate-
ment les trois congruences caractéristiques

fi = 0., (mod p)
f, = 0,f, (mod p)
.=y + ¢2fy (mod p)
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que nous pouvons ausst écrire

fi=o0 (moddf,, p)
f=o (moddf,, p)

f,=o0(moddf, f,, p).

Les deux premiéres congruences nous donnent

(fH f?) =0 (mOddfv’ p)

Le systéme (f;, f,) contient done le systéme (f,, p). Ici encore on apergoit
clairement l'analogic avee la divisibilité par £, de £, et de f,, divisibilité
que nous pouvous déduirc des deux premiéres égalités caractéristiques de
I'algorithme d’Evcripe

fi=0\f; f: = O,f,.

De la troisiéme égalité de cet algorithme nous avons déduit une des deux
méthodes qui permettent de former le résultant R de deux fonctions
entiéres, et nous avons démontré que la condition

R(f,, f;) =0

¢tait nécessaire ct suffisante pour que les deux fonctions f, et f, aient
un diviseur commun, dans le cas oit f, = 1. Nous allons généraliser ce
théoréeme.

Le résultant de deux fonctions étant une fonction homogéne ct i
néaire de ces deux fonctions, nous avons

R(fly fz) =0 (InOddfl’ fz)

et, par suite, d'aprés unc remarque faite plus haut,

[fis £y B(fi, 1)) ~ (fis £)

Ceci posé, supposons que la congruence R(f,, f,)=o (mod p) n'ait pas
lieu. Si p désigne un nombre premier, B et p n'auront alors aucun di-
viseur commun, et nous aurons, par suite, (R, p) ~ 1. Il en résulte immé-
diatement

(fl’ f:» R, p) ™~ (fl’ fas I) ~ 1.
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Mais (f,, f;» R) ~ (fi, f.); donc (fis fo) p) ~ 1. Comme (f,, fos D)

est' le plus grand commun diviseur des deux systémes (fy, p) et (f,, p),
nous avons enfin 'équivalence

Dv((fi, p), (fi» )]~ 1-

Ainsi, si la congruence R(f;, f;) = 0 (mod p) n'a pas licu, les deux systemes
n'ont aucun diviscur commun.

Le résultat que nous venons d'obtenir nous montre que si les deux
systémes considérés ont un diviseur commun, il faut que le résultant
R(f,, f,) soit congru & zéro, suivant le module p.

En voici un exemple: Le systéme (z + 3, 7) est contenu dans le
systéme (z' + = 4+ 1, 7). On a, en effet,

@+z+1,7)~@+3 7)E—27)

Le résultant des deux fonctions (z* + x 4 1) ¢t (z + 3) est d’ailleurs
égal & 7; on a donc bien R=o (mod 7).

Réciproquement, si les deux systémes (fi» p) et (fy, p), oU nous
désignerons par a et f les coefficients des deux fonctions entiéres f,(x) et
f,(z), n'ont point de diviseur commun, la congruence R(f, ﬂ,)zo(mbdp)
ne saurait avoir lieu. En effet, dans cette hypothése, comme

Dv((fi, »), (hy D)1~ (fis for P)
nous avons l'équivalence
(s fo P) ™ 1
ou encore la congrucence
¢1(2)fi(2) + ¢:(2)fa(x) = 1 (mod p).

Cette congruence est vérifiée identiquement, par rapport & Z; nous pouvons
donc écrire, en désignant par %, une indéterminée,

¢ () fi(wy) + ¢a(w)fo(m) =1 (mod p).

Nous prendrons pour % toutes les valeurs entiéres depuis 1 jusqu'a (m + u)
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si m et n indiquent les degrés de f,(z) et de f,(x), par rapport a x.
Si alors, nous définissons P,(z) et P,(x) par les congruences

Py(2) =11 (¢ — w) (mod p)

m4n

Py(z)= Il (x — w,) (mod p)

A=m+1

nous obtenons facilement la congruence

TL {6, ()i () — () Py(a) + () fo()) = 1 (mod p);

le raisonnement est tout a fait celui du paragraphe 2 du chapitre pré-
cédent. Si f;, f,, ..., f,. désignent les fonctions symétriques élémentaires
de wy, Uy, ...y U, e @y, Gy .., g, celles de %,y Upisy ey Upy, 18
congruence précédente peut étre mise sous la forme

T ¢ £ (= 02— B + pa(u)fa(w)|= 1 (mod 1)

ou encore, en posant, comme dans le paragraphe cité,

,‘E;f;(uk) = R(h, for «-vs a3 Pis Prs <o o £

et
g%(u,) = S(fl: f?y A ] fm)s

R(fu fas ooes fus ﬂn ﬂz; ey n)S(fl, fay ooy fm) =1 (mOddp, o —f1y ooy am_‘fm)'

Cette congruenge est vérifiée identiquement en u,, u,, ..., %,, donc en
fir foy «o«y fu3 elle a done liew pour fi=a,, =10, ..., fa = a, et
comme la valeur de S(a;, ay, ..., a,) est finie, il est impossible que la
congruence

R(a,, a5y «vvy @3 By fas - fBa) =0 (mod p)

soit vérifiée. On démontre, comme dans le paragraphe cité, I'identité des
deux fonctions R que nous venons de définir; on peut alors énoncer le
théoréme suivant:
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»La condition R(f;, f,)=o (mnod p) est nécessaire et suffisante pour que
les deux systémes (f,, p) et (f,, p) aient un diviseur commun, et cela. quelle
- que soit la nature particuliére des deux fonctions entiéres de x, fi(x) et
f.(x), que nous considérons.»

Dans le cas particulier ol le résultant des deux fonctions fi(x) et
f,(x) est précisément égal au nombre premier p, nous avons aussi

p=o0 (modd f£;, 1)

Mais alors, au lieu de £, =o (moddf,, f,, p), nous pouvons écrire simple-
ment f,=o0 (modd f,, £;), et comme

(i, fi)=o0 (moddf,, p)

nous obtenons 'équivalence

(fis 1) ~ (s D)

Le cas plus général ol le module ne se réduit pas 4 un nombre
premier p, mais est une fonction irréductible ¥(R’) d’une variable-indéter-
minée R’, dont les coefficients font partie du domaine naturel de rationalité
(R”, ..., R"™), le coefficient de la plus haute puissance étant égal a
P'unité, peut étre traité de la méme maniére, lorsque les coefficients de la
plus haute puissance de chacune des deux fonctions de z, fi(x) et f,(x),
sont congrus a l'unité, suivant le module ¥(R'). Mais il ne faut pas
oublier que nous privilégions ainsi I'une des variables-indéterminées du
domaine d’intégrité donné; nous pouvons donc seulement dire que le
systéeme (f,, f;) contient le systéme (f,, ¥) relativement a I'une des indé-
terminées R’ du domaine d'intégrité. Dans ce méme sens restreint nous
pouvons également énoncer le théoréme:

»La congruence R(f;, f,)=o (mod ¥), ot R désignc le résultant des
deux fonctions enti¢res f; et f,, pris par rapport a4 x, est nécessaire et
suffisante pour que les deux systémes (f;, ¥) et (f;, ¥') aient un diviseur
commun.»



Sur la notion de la divisibilité et sur la théoric générale de I élimination. 65

§ 3.

Application des systéemes de modules @ la décomposition d’une

fonction entiére dans un domaine général de rationalité.

1. L'emploi des systémes de modules nous permet d'effectuer, plus
facilement, la décomposition d’une fonction entiére dont les coefficients
font partie d'un domaine général de rationalité, sans introduire dans nos
recherches Tidée de nombre et fonction algébrique. C'est ce que je vais
cssayer de faire voir dans ce paragraphe.

En reprenant ainsi, sous une autre forme, les recherches du dernier
paragraphe du chapitre précédent et en montrant comment elles se tra-
duisent & V'aide des nouveaux symboles, mon but ecst, surtout, de mettre
en évidence, par un exemple, d'une part le role important que jouent
actuellement dans les recherches d'Algcbre, les fonctions algébriques, les
grandes simplifications que Vemploi de ces fonctions peut apporter dans
le mécanisme d’une démonstration, et, d’autre part, la méthode a suivre
pour éviter précisément l'emploi de ces fonctions. La complication de
cette méthode n'est qu'apparente et mne porte gue sur le -mécanisme de
la démonstration; loin de rendre la démonstration elle-méme plus difficile,
clle nous fait, au contraire, apercevoir plus ‘clairement le lien entre les
hypothéses que nous faisons et le résultat qui en découle, entre notre
point de départ et notre-point d’arrivée; et seule, elle mérite le nom de
méthode algébrique, car, seule, elle se meut dans le domaine particulier
a 'Algébre.

Je commencerai par formuler, & I'aide de notre nouvelle terminologic,
le probléme proposé d’'une maniére qui différe un peu de celle du cha-
pitre précédent. Dans ce probléme, les éléments d'un domaine de ratio-
nalit¢ (R, R, ... , R¥) sont supposés liés par ume relation algébrique
¥R, R, ..., R®) = o. Nous pouvons supposer que la fonction enticre
¥ soit irréductible, car nous savons décomposer, en ses facteurs irréduc-
tibles, toute fonction faisant partic d’'un domaine naturel de rationalité.

Acta wmathematica. 6. Tmprimé 18 Juin 1884, Q
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Il s'agit de décomposer, si possible, unc fonction entiere de 2z, F'(z) dont
les coefficients font partie du domaine (R, R”, ..., R") ainsi limité par
la relation ¥ = o, cest & dire de mettre F'(2) sous la forme d’un produit,
de deux ou plusieurs fonctions de z dont les coefficients fassent égale-

ment partie du domaine (R, R”, ..., R®) limité par la méme relation
I = o.
Dire que F(z) contient une fonction ¥,(z), tandis que ', R, ..., R,

sont liés par T'équation ¥ = o, c'est donc dire que F(z) est congru au
produit de F,(z) et d'une autre fonction entiére de #z, suivant le module
¥, ou, en d'autres termes, c’est dire que F(2) est congru a zéro suivant
le systéme de modules [F,(z), ¥]. La divisibilité des fonctions entiéres,
dans un domaine général de rationalité, revient ainsi a la décomposition
des fonctions entiéres 4 coefficients faisant partie d'un domaine naturel
de rationalité, en systémes de diviseurs dont l'un des éléments, commun
& tous les systémes, est connu et ne renferme pas la variable indépendante
z, ou encore, & décomposer dans un domaine naturel de rationalité, un
systéme donné [F(z), ¥ en d'autres systémes contenant chacun I'élément
¥". Cest ce probléme de la décomposition des systemes dans un cas
trés-particulier, que je veux étudier dans ce paragraphe.

A cet effet, je suivrai unc voie analogue a celle du dernier para-
graphe du chapitre précédent, ct, conservant les mémes notations, je dé-
montrerai d’abord que les entiers désignés par u, (page 43) sont néces-
sairement égaux a l'unité, ou, ce qui revient au méme, que le résultant,
par rapport & z, du résultant, par rapport & R', des deux fonctions F' et
¥, et de la dérivée, par rapport & z, de ce résultant, différe nécessaire-
ment de zéro. Je rappelle que, dans la fonction F, le coefficient de la
plus haute puissance de z et, dans la fonction ¥, le coefficient de la
plus haute puissance. de %, sont supposés égaux a l'unité, et que, de
plus, F(z) peut toujours sans restriction aucune, étre supposée fonction
entiécre de z et de R’ sans diviseur commun.avec sa dérivée prise par
rapport & z, F'(z), tandis que ¥ est fonction entiere de R’ seulement,

FR) =R+ SR+ 4 b

les coefficients de F et de ¥ sont fonctions rationnelles des variables-
indéterminées R”, R, ..., R,
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Soit S = R(z; R, ..., ™) le résultant, par rapport a R’, des deux
fonctions

Flz 4 %5 R, ..., K9 ot FR; R ..., R

¢t étant une indéterminée. D’aprés ce que j'ai exposé sur le résultant de
deux fonctions entiéres, si g, gy, ..., g, désignent les fonctions symé-
triques ¢lémentaires des indéterminées v, v,y ..., ¥
symétrique de ces indéterminées

et si la fonction

ny

n
kI:IlF('Z + tu; v, Ry ey Z}i(""))
transformée en une fonction enticre de g, s, ..., g, €st égale &

¢(Z’> by Guy Qoy ooy Gy R -0ty ER(“)),

on a
§ = Q(Z’ y ¢1’ sl’?? v Sbn; :R“) sy m(/t));
et, si la fonction symétrique de v, v, ..., v,,
n

Iﬂ'(Z + tvk; ‘l)k) “ Al .
D e ILEG + oy 0)

k=1

transformée en une fonction entiere de z, ¢, gy, g, --+, gu» €St égalc a

Oz, ty Gi» Bas -+ -5 Ba)
on a aussi

38
sz‘: (pl(z7 ¢ SZ’H Sl'za R ¢ﬂ)'

Pour abréger je n'ai plus éerit les éléments R”, R, ..., RY, qui ne
seront pas transformés dans lc¢ courant de la démonstration.
Formons maintenant le résultant, par rapport & 2, des deux fonctions

§et 2. 10 est égal b

T, ¢ry Pus -ovs &)
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si nous désignons par 1'(¢, g, sy -+, @) le résultant, par rapport a 2,
des deux fonctions

@(51 by 8is Guy o vy Qu> ct (p1(~’7 by Giy 825 oo g,)-

Ce qu'il fwut démontrer, cest que T(¢, gi, @uy -.., @) est diftérent de
zéro. En appliquant plusieurs fois les identités

R(ab, ¢) = R{a, ¢)R(b, ¢)
R(a + b, V) = R(a, 1)

qui. découlent immédiatement de la définition méme du résultant de deux
fonctions entiéres, nous pouvons éerire

v t" 5  F'(z + tv;, ) l
T(t> iy oy o0y Qn) *RI’EI' (3“}' Loy, vh)) Z m‘ta‘:—’)ﬁl’( + o, Uk)l

:HR{F(Z-‘—tU,‘, Ull)) Z%;I)EF( +tU“ vk)}

' 1 1’ (Z + tv/tq Uy A . ]
_HR Fle+1o,, v); _m,.‘,vmn’l( + 104, o)

122

= R{F<Z + by v,); F'(z +to,, 'UA)},,I:I, R\ F (24 tv,, vi)s g F(z+tv,, v

A=1

=12, ... (h—1), (h+1), ooy 1)

= H R{F(z+tv,, v); F'(z+to,, v,,)‘ II R{F(d-{—tv,‘, v); Flz4tv,, v))

h=1
h=1,2, . . ey n
(L':l, 2, vy (1), (A4+1), ..., n)
Il suffit donc de démontrer que chacun des deux produits

,‘I:];Rllﬂ('g + tos, Un); F’ (Z + tv,, ’U,‘)}
et
H R{F 2 + tU,,, UI;), ( + t/U‘., ?)k), (h:l, 2 et ey n)

i b k=1, 2, o0y (A=1), (A1), oy m

est différent de zéro lorsqu'on y remplace les fonctions symétriques élémen-
taires g, 4ys - -, g, par les coefficients ¢y, ¢y, ..., ¢, de la fonction ¥{R').
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3F(z, W)
—
n‘ont point de diviseur commun et comme ¢ est unc indéterminée, les
deux fonctions I'(z, R') et F'(z, '), olt = 2 + ¢R’, n'auront également
pas de diviseur commun; nous pouvons donc appliquer & ces deux fonc-
tions les raisonnements du paragraphe 2 du chapitre précédent, ct, cn
conservant les mémes notations, établir I'égalité,

Comme, par hypothése, les deux fonctions F(z, R) et

mw

{0, R)Flw, R) — 00w, R) Pl W) + s R)F (0, R)) = 1.
Cette égalité a licu pour R = v,, v,, ..., v,; nous avons donc aussi

H{¢(“k7 @’n) F(“k; 'Uh) — ¢<“n 'Uh)P(um vn) + ¥ (uk’ 'W)F'(uw vh)} =1

(h, k)
(h:l, 2y vy n)
k=1,2, ...,

et, par suite, cn posant,
F(r, v,) =a" —aPz" " + aPau"? — ... 4 (— D" o120

P(.’I/', "U/,) — xm — f(lic)wm—l + fgh)vvm—;’ — . + (__ I)m (1:), h=1,2, e, 1)

m

H{'If(u,,, u) F'(u,, v)l=1

(h, k)
[modd (af” — f{"), (&’ —§"), ..., (@ =), @@ —§), ..., (@ — )
Soient maintenant

m

ILF (uw, v) = Rl 0, 1, ..., 1)
et

m
I;I=Il ll’-(uk? vh) = S(/Uln; f(lh)’ f;jo, AR l(:));

nous savons alors que R(v,; o, o, ..., a®) est bicn le¢ résultant des
deux fonctions F(z, v,) et F'(z, »,). En désignant les fonctions entiéres
de 15 825 <5 G

n

n
TR, 1, 1, ..., @) et IS, 1, &, ..., )

h=1
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respectivement par

(1) (2) (n)

(1) (1)
U(gl’ 927-~°,9n’f1; ‘.!?"‘?fm’ 19 **+5 |m
et
(1) (1) (1) (2) (n))

V(gl) Ooy ooy Gur Tis To's ceey T Ty vves T

et en substituant ces expressions dans la congruence précédente, nous avons
aussl,

U Gor s G 805 05 oy BV Gy - os g 1, 0 oo, ) =1
(modd (a? — "), (&” — ), .-, (sl — ).

Si dans cctte congruence nous substituons aux indéterminées ¥, f°, ..., i,

les coefficients o, o, ..., a&” des fonctions F(x, v,), F(z, vy), ..., F(x, v,)

considérées comme fonctions de « seulement, elle aura toujours lieu.
D’ailleurs, comme pour ¢ = 1, 2, ..., m, les deux fonctions

1) )] (1) (1)
U(gu Jas vy Quy a(l IR af.'f) et V(gly gy e+ Guy %) ] aml)

sont fonctions symétriques de «”, a?, ..., ai”, ces deux fonctions peuvent
étre transformées en fonctions cntiéres de ¢, gs, ..., g, ne contenant
plus explicitement les indéterminées v, v,, ..., v,. La congruence que
nous venons d’'écrire est vérifiée identiquement en g, g,, ..., g,; elle
est donc encore vérifiée si, aprés la transformation indiquée, nous sub-
stituons aux indéterminées g,, g;, ..., g, les coefficients ¢y, ¢, ..., ¢,
de la fonction #(R’).
Nous avons donc enfin

U(Sbl’ S[}‘H (EL}) Sbm a(ll)’ aszl)) teey ag:)) V(Sbl’ sz’ sevy ‘r"m a(ll)y af!”? teny asr,:)): 1

et comme la fonction entierc V(¢y, ¢sy ..., ¢y o, a7, ..., @) ne
peut étre infinie, la fonction U(¢y, ¢y, ..., ¢a, o, a3, ..., &) est
certainement différente de zéro.

Mais la fonction U(¢dy, ¢oy ..., ¢y o, o, ..., a'V) représente
précisément le premier des deux facteurs de la fonction T'(t; ¢y, ..., ¢,)
que nous considérons; ainsi, nous avons démontré que le produit

ER{F(z + to,, v); F'(z + tvs, v,))
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est nécessairement différent de zéro lorsqu’on y remplace les fonctions

symétriques élémentaires g,, g,, ..., g, par les coefficients ¢, ¢y, ..., ¢,
de la fonction ¥(R').

2. Pour démontrer que le double produit

(H)R{F,(z + tv,, v); F(z + tv,, v)) (k’:;’,"?"“’")

est également différent de zéro on a besoin du théoréme auxiliaire suivant.
»Les deux formes

mn

3
¢ = g{ag") + ot + ... + aPt") = ‘Z:ofktk
et

n
0 = I{ef + o + ... + o)

ou ¢, t, t, ..., ¢, désignent des indéterminées et les a{” des quantités
quelconques, sont liées par une équation algébrique

@v—Fl$v—1+F2(py_2""---iFy:O

dans laquelle F, (k = 1, 2, ..., v) est une fonction homogéne des seules
quantités fy, fi, ..., far de dimension ki*™.»

Voici comment on démontre simplement ce théoréme: (')

Soient v, vy, ..., v,,, mn indéterminées. Posons

fOH(I + ’I),-t) =f, + 1t + T?t‘l + .o 4 fad™ t=1,2,..,mn)

)
et

gog (1 4+ vt =0 + o0t + g 4+ ... 4+ g™ vy =mrtr mare, omirt)
h
pour h =1, 2, ..., w, et considérons l'expression

G, = I {g® + g, + P8 + ... + g2f7) (=15,

(W)

(*) Comparez KRONECKER, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 26
Juillet 1883.
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que nous pouvons aussi mettre sous la forme

'l‘h+l=mh+1, mh+2, ...,m(h+])>
( h=0,1,2, .4 (n—1) /

G, = z Qﬁ’gﬁ? co g(k:)“k,,x-.,,,...,t,.-
Ry ks iy kn)

En examinant les coefficients ¢ g ... g{" de cette forme, nous voyons
de suite qu'ils sont fonctions enticres des indéterminées v, vy, ..., V,,
et ne sont que linéaires par rapport & chacune de ces indéterminées. Si
nous permutons v, ¥, ..., ¥,, de toutes les maniéres possibles la fonc-
tion G, se change en un certain nombre de fonctions différentes que nous
désignerons par G,, G,, ..., G _,; chacune de ces fonctions a, comme

v—11

coefficients, des fonctions entiéres de v, v,, ..., ¥,,, linéaires par rapport

v—1

AV, A Vyy vu., AV si done nous développons le produit II(¢—a)
r=40

mn;
et si
(11 G—G)y=6¢—F6E"+FE7T— ... £ 8, [r=0,1,2, .., >—D]
. ]
la fonction symétrique ¥, sera une fonction homogéne entiére a coefficients
entiers des indéterminées f,, f,, ..., fms, €t sa dimension sera égale a k.
Nous aurons ainsi

G—FE + FET— . EF =0

et comme cette relation a lieu.identiquement en v, v,, ..., ¥,,, elle a
encore lieu lorsque l'on substitne aux indéterminées gf°, gi”, ..., g5, les
quantités données a{, a{’, ..., a®, ce qui change &, en ¢; mais alors
il faut aussi substituer a f,, §;, ..., f.. les quantités fo, fi, ..., fou, €t
le théoréme est démontré.

3. Supposons maintenant que lorsqu'on remplace les indéterminées

8is Q25 -+ Qu PAT &1y oy ..., &, le double produit
(H)R{F(z + to,, v); Flz + tv,, v)) (";;?")

soit nul. Il en serait alors de méme du double produit

v ‘i k=1,2,..,n
(H)RI{F(J‘? ’l’h); I [55 + t(”k — vh)? 'l’k]} ( "k )
dans lequel nous avons posé z = 7 + tv,, le résultant étant formé

par rapport & z. Mais alors, aprés avoir remplacé les indéterminées
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Qs G2y - -y §u» Par les quantités données ¢, ¢, ..., ¢,, nous aurions
aussi légalité

() . , . -
IR F(x, v); Iz, v) 4+ tle,— o) F'(x, v) + ... + (v,—v)"} =0

k)

(h, =12, n‘)

nZk

ou encore, en introduisant, comme dans la premicre partic de notre dé-

monstration, pour A = 1, 2, ..., n, les fonctions auxiliaires

m

Pz, v) =11 (* — ul”) = 2" — {7 F P — L+ D,

i= -

I (P, v 4 te, — v,,)‘F'(/ztﬁ"), o)+ .o+ M — ) =0

(hy i, 1)

a condition de remplacer, pour » = 1, 2, ..., n, dans la fonction entidre
de {7, 12, ..., % qui représente le terme de gauche de cette égalité, les
indéterminées (", §°, ..., {%, par les coefficients a{, af, ..., a®, de
I'(x, v,) considérée comme fonction de z sculement, puis, aprés avoir
transformé la fonction symétrique de »,, v,, ..., v,, ainsi obtenue, en
une fonction entiére de g¢,, gy, ..., g,, de remplacer les indéterminées
015 925 -+ -5 @ pAr les quantités données ¢, ¢y, ..., ¢,.

Ordonnons ce produit par rapport 4 Vindéterminée ¢; tous les coef-
ficients seront nuls. Daprés le théoréme auxiliaire que nous venons de
démontrer, une puissance entiére du produit

i=1,2,...,m
11 (W, v) + b0y — o) PP o) + ..o+ 80, — o))" ("»k=1v‘-’~~-~-")

(b iy k) nZk
sera également nulle; donc aussi ce produit lui-méme.
Posons, pour abréger,

by, 2 (Ve — 'Uh) = W s

et introduisons' de nouvelles indétermindes w, , comme coefficients des
expressions F'(u”, v,); nous aurons alors

i=1,2,...,m
H){wn,k['(ugh), o) + wj, LW v) + .+ wil:lx-} =L=o0 (""':1‘?""’">

ik rZk

Acta mathematica. 6, Tmprimé 19 Juin 1884, 10
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ou encore, en derivant

i=1,%..,m
L — H)=Wh,kF(uf-h); 771:) + w,’,,,cF’(uS"’, Ut)} =1 <h,k=l,2, n)

(hy i,k KTk

i=1,2,u,m
II {’tUh,kF(u(ih); vk) + ,w;,ka(ugh), Uk)} + !l = o. <h,k=l,2,...,n>

1,5 At

Comme [ est une fonction entiére de ¢, ¢,, ..., ¢., ne contenant
plus les indéterminées auxiliaires # et v, et que chacun des termes de !
contient au moins une des indéterminées w, , a une puissance plus élevée
que la premicre, il faut que nous ayons séparément

i=1,2.,m
(,,]‘:‘[K_){wh,kF(“gh)y o) + w0, P, v)} =0 et I =o. (h;;lﬂn)
e -

Ainsi, nous avons démontré que si le double produit

ILR{F(z + tv,, v); Flz + to., v,)}

(h, k)

est nul, pour ¢ indéterminée, les deux derniéres égalités sont vérifiées
identiquement dans’ les indéterminées

' hok=1,2,..,m
W, et w,;. ( )

) rZk

Mais, d’autre part, il est facile de donner a ces indéterminées w, ,
et w, , des valeurs particuliéres pour lesquelles la derni¢re égalité n'est
pas vérifiée. Nous avons, en effet, vu tout & '’heure que le produit

I:‘[;IIR{F(:C, vy, F'(z, v)}
était. différent de zéro. Comme 1'égalité
RF(:); F'(2)} — F\()F(2) + Fy(2) F(2)

que l'on peut établir quelle que soit F(z), est vérifiée identiquement en
2, nous pouvons aussi dire que le produit

L@, 0) P, v) + F,0 o) F0i v



=1
(1]

Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de I'élimination.

et, par suite, que le triple produit

(hy i, k)

i=1,2,...,m
I (F,(u®, v)F®, o) + Fyu®, v)E@WP, v,)) ( )

est différent de zéro.
Si donc nous remplagons les indéterminées w, , ct w; , par les fonc-
tions Fy(u{, v,) et F,(u, v,), la fonction symétrique des u ct des v,

(h:’[':!:k){wh,IcF (" v) + wp, F ;Uk)}
dans laquelle on remplace les fonctions symétriques élémentaires de
u, ul’ ..., u par les coefficients de F(z, v,), considérée comme fonc-
tion de z seulement, puis g,, g, ..., g, Par &y, &y, ..., ¢, est diffé-
rente de zéro. Elle ne saurait donc étre nulle pour des w, , et w, ., in-
déterminées, et, par suite, le second facteur du résultant

T, ¢vy Pos -ovs $)

n'est pas nul non plus.

Cette recherche est nouvelle. Elle offre un cxemple frappant de
Vavantage quil y a a se servir de méthodes naturelles, sans introduire
aucun élément étranger au domaine dans lequel on se meut. Clest, en
effet, I'impossibilité dans laquelle je me suis trouvé, de démontrer que le
résultant T'(¢, ¢y, ¢y, ..., ¢,) est différent de zéro, sans supposer Vexis-
tence des racines des équations algébriques, et a l'aide de la généralisation
des idées de contenant et de contenu donnée an début de ce chapitre,
qui a amené M. KroNECKER & généraliser d’avantage encore les idées de
contenant et de contenu(’) en découvrant le théoréme auxiliaire(®) néces-
saire & notre démonstration, théoréme qui, en réalité, est fondamental cn
Algébre.

4. Il est maintenant facile de décomposer, dans un domaine naturcl
de rationalité, un systéme donné [F(z), ¥] en d'autres systémes contcnant
chacun I'élément ¥

¢") Sitzungsberichte der Berliner Akademie. Séance du 26 Juillet 1833,
(*) Page 71 de ce Mémoire.
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En eftet, () nous venons de voir que le résultant

(1)(2'; l(, Sl'l’ ¢’~.') RS ‘r,’n)

qui est enticrement équivalent au systeme donné, n'a point de facteurs
doubles pour ¢ indéterminée; nous pouvons donc toujours remplacer ¢ par
une quantité a telle que

¢<35 a, ¢'17 51'27 ey Sv/’u)

n'ait point de facteurs doubles. Décomposons cette fonction entiére de 2
en ses facteurs irréductibles, dans le domaine naturcl de rationalité
R, N7, ..., RY) et soit

D(z2) = Vi(2)V,(2) ... V,(2).

Comme @(z) cst congru & zéro suivant le systéme de modules [F(2), U]
nous avons manifestement I'équivalence

(), 1]~ [F(), ¥ V().

D’autre part, si nous composons-les deux systeémes

v—1

[F(2), ¥, V()] et [F(2), ¥, V,(2)

il vient
y—1
[F(2), ¥, ;l;[le(z)][F(z), r, V,(2)]
v—1 y—1
~ [F(2), ¥, 1"(z)k=1V‘(z), ll"kl;Ile(z), F(2)V,(2), ¥V,(2), ¥'I(2), ®(2)]
ou, comme
(Vi, Vk)’\’l G k=1,2,..,9; i=k)

(), ¢, DV@)EG), ¥ V@~ FE), ¢ o)

(") Cette derniére partie de la démonstration a été donnée par M. KRONECKER dans
son Cours de 1883.
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Ainsi nous avons démontré 1’équivalence
v—1
[F(2), ¥]~[F(2), ¥, TV, 7, Vi)

en isolant, en quelque sorte, le facteur V,(2) des autres facteurs irré-
ductibles de @(z).
Nous obtenons de¢ méme

v—1

[#(), 0, TV~ [FG), 1, TVEIEE), ¥, Vi)

en isolant le facteur V,_;(2), ¢t en répétant la méme opération v fois,
nous avons enfin

[£(2), v~ TL[F(), ¥, Vi),

Formons 1aintenant le plus grand commun diviscur, suivant le module
¥, des deux fonctions I'(2) et V,(2). Daprés ce que nous avons montré
dans le paragraphe précédent nous aurons & la fois, en désignant par
D,(z) ce plus grand commun diviseur, les trois congruences,

D.(2)=o0 [modd F(z), V.(2), ¥]
Vi.(2)=o0 [modd ¥, D,(2)]
F(z) =0 [modd ¥, D,(2)]
d’out il résulte que I'équivalence
¥, D]~ [F(2), Vi(z), ¥]
est vérifice. Mais nous venons de voir que
[F(2), 0]~ TI[F(), Vil2), 4);

z

donc nous avons démontré I'équivalence

[(2), ]~ IL[¥, D,(2)).
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Les fonctions entieres D,(z) sont premiéres entre elles; car si D,(2) et
D,(z) avaient un diviseur commun, il en serait de méme de V,(z) et
V.(2) contrairement & I'hypothése. En effectuant la composition indiquéc
dans le terme de droite de l'équivalence précédente, et en tenant compte
de la relation

[Di(z), D,,(z)] ~ I G k=1,2,.0,v; P2 k)
nous avons successivement
[, D,()][¥, D,(2)] ~[¥, ¥D,(2), ¥D,(2), D,(2) D,(2)] ~[¥, D,(2)D,(2)]

[, D,(2)D,(I[, D,()] ~ [¥, ¥D(2)D,(2), ¥D,(2), D,(2) Dy()D,(2)]
~[¥, D,(s)D,(s)D,(2)]

v—1 v v

(¥, EDk(Z)][‘I", D,()]~[#, ¥ILD,(2), ¥D,(2), ILD ()]~ [V, 1L D(2)]

’
k=1

ce qui nous donne

(¥, D)~ (¥, ILD.(2)]
et, par suite,

(¥, I D))~ [F(2), ¥].
Nous avons ainsi trouvé la décomposition du systéme donné [F(z), ¥].
Il est facile d'en déduire celle de la fonction F'(z) dans le domaine général
de rationalité considéré. En effet, de 1'équivalence précédente nous dédui-
sons la congruence

F(z)=o0 [modd ¥, g D, (2)]

ou encore 1'égalité

v

F(z) = P(2)¥ + Q(2) I D,(2).

k=1

Mais ¥(®, R", ..., R®).= o0 caractérise mnotre domaine général de
rationalité. Nous avons donc, dans ce domaine,
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F(z) = Q) I Di(a).

v
D'autre part, le produit II D, est congru a zéro suivant le systéme de
v k=1

modules [F(z), ¥]; comme ¥ = o, il en résulte l'égalité
ng(z) = q(2) F(2).

Ainst @(2)g(2) = 1; Q(2) et ¢(z) sont donc indépendants de 2z, et comme
le coefficient de la plus haute puissance de 2z, dans' I'(z), est supposé
égal & T'unité, @ = 1. Chacune des fonctions D,(z) est d’ailleurs irréduc-
tible dans le domaine considéré; en ecffet si nous avions

D,(2) = p(2)&(2) (mod ¥)
V.(2) =0 [modd ¥, D,(z)]

il en résulterait

Vi(2)=a.(2)5.(2)§(2) (mod ¥)

et la fonction V,(z) serait elle-méme réductible, contrairement 4 I'hypothése.
Le probléme proposé est ainsi résolu sans I'emploi des nombres et
fonctions algébriques.

Cuarrere 1V,
Décomposition des systémes de diviseurs.
§ L.
Cas. particulier de deux variables.

. 3 . .
1. Nous venons de voir comment, dans un cas trés-particulier, on
peut décomposer les systémes de diviseurs en systémes plus simples. . Nous
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allons maintenant chercher & étudier la décomposition des systémes de
diviseurs dans le cas général. A cet effet, et pour nous rendre compte
de la méthode & suivre, nous commencerons par considérer le cas le plus
simple, celui d’un systéme de deux fonctions de deux variables.

Soient donc I'(z, y) et G(r, y) deux fonctions entiéres des variables
x ct y dont les coefficients fassent partie d’un domaine de ‘rationalité
R, R, ..., RY). Si I(zx,y) et G(r,y) ont un diviseur commun H(z, y)
et si Iz, y) = H(z, y)o, y); G, y) = Hz, y)¥(x, y) nous
pouvons remplacer le systéme [L'(z, y), G(z, y)] par le produit équivalent
H(z, y)[@(z, ¥), T{x,y)]. Nous savons former le plus grand commun
diviseur de deux fonctions entiéres; si donc H(z, y) désigne le plus grand
commun diviseur des deux fonctions I'(r, y) et G(x, y), il ne nous reste
plus qu'a décomposer un systéme dont les deux éléments n'ont aucun
diviseur commun.

Remarquons que les systémes (£, %) communs & F(z, y) =0 et
G(x,y) = o, sont d’abord ceux pour lesquels la fonction H(r, y) s'annule;
ils forment une variété d'ordre un; ce sont ensuite ceux qui annulent a
la fois @(r,.y) et ¥'(z, y); ils sont isolés. Ln déterminant le facteur
H(z, y) du systeme [F(z, y), G(z, y)] nous avons donc déterminé la
variété d'ordre un, commune aux deux fonctions I'(r, y) et G(z, y)
égalées a zéro; pour parvenir & une nouvelle décomposition du systéme
considéré, il est donc naturel de commencer par chercher les systémes
isolés (£, ) communs aux deux fonctions @(z, y) et ¥(r, y) égalées &
séro. Je montrerai & la fin de ce paragraphe quen trouvant ces systémes
isolés on obtient vraiment une décomposition du systéme [@(z, y), ¥'(z, y)]
en systémes plus simples.

La premiére partie de cette recherche n’est pas nouvelle. Mais il
me semble nécessaire de la donner ici en insistant sur les points suscep-
tibles de généralisation afin de bien faire comprendre sur quoi repose la
solution du probléme dans le cas général que j'exposerai plus loin. Comme
c'est ce cas général qui est l'objet de nos recherches, je laisserai, & dessein,
de coté, tout ce qui ne s’y rapporte pas directement.

Pour trouver les solutions communes aux deux équations &(z, y) = o,
¥(z, y) = o nous chercherons 4 transformer le systéme (¢ = o, ¥ = o)
en un systéme entiérement équivalent ne contenant qu'une seule équation.
S'il est possible d'effectuer cette transformation, le probléme ne présentera
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plus aucune difficulté, & condition que nous supposions connu le théoréme
de Gauss sur la séparation des racines d'une équation algébrique.

Le probléme ainsi posé, on est directement amené a reprendre les
recherches que j'ai.exposées, dans le chapitre premier de ce Mémoire, sur
le résultant de deux fonctions -enticres. Comme, pour des valeurs in-
déterminées de y, @(z, y) et ¥(x, y) n'ont pas de diviseur commun, on
sait que l'on peut trouver des fonctions enticres de z et de y, @, et ¥,
vérifiant 1'égalité

Oz, Pz, y) + V', ) o (z, ) = B (y),

dans laquelle le résultant K (y) est une fonction entiére de y qui n'a aucun
diviseur commun avec @, et ¥ et qui n'est pas identiquement nul en y.

Lorsque les coefficients des plus hautes puissances de z, dans @ et
¥ ne dépendent pas de y, jai démontré que l'égalité R (y) = o est la
condition nécessaire et suffisante pour que les deux fonctions @ et ¥
aient un diviseur commun en z. Il n'en est pas de méme lorsque, dans
® ou ¥, le coefficient de la plus haute puissance de = dépend de y; en
effet, pour des valeurs particuliéres données 4 y, le degré de ¢z, y) par
exemple, par rapport & 2z, peut alors gabaisser d'une unité; si donc
R (y) = o, Clest & dire, si

(), (x) + ¥(x)d,(x) = o

on ne pent plus, en supposant 'existence des racines, conclure immédiate-
ment que @(x) et ¥(z) ont un diviseur commun; car la relation’

¥ (z)=o0 |mod ¥(2)]

qui était impossible dans le cas ou le coefficient de la plus haute puis-
sance de z, dans ¥(z) ne dépendait pas de y, est possible maintenant.

Ainsi pour pouvoir appliquer & des fonctions de deux variables le
théoréme fondamental sur leur résultant, il nous faut tout d’abord trans-
former ces fonctions en d’autres qui leur soient équivalentes et dont le
degré par rapport a chacune des variables soit égal 4 la dimension.

Une simple transformation linéaire nous: fournit ce résultat. Soit 2
la dimension de @(r, y) et p celle de ¥(x, y). Désignons par ¢ (r, y)
I'ensemble des termes de @&{z, y) qui sont de dimension 2, et par

Acta matkematica. 6., Imprimé 26 Juin 1884. 11
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¢,(x, y) Vensemble des termes de ¥(z, y) qui sont de dimension g. Si
nous posons

z=ax’ 4+ fy
y =z + oy,

comme une substitution linéaire des variables ne change pas la dimension
d’une fonction de ces variables, les termes de plus haute dimension en
x' et y' seront, aprés la substitution,

oo’ + By, 12 + 0y) = ¢o(a, N2 + ¢ (F Oy + -
et

<,/J0(ax' + ﬂy,’ v+ ';y') = ¢o(“’ T)x"u + Sl'o(ﬂ’ (’\).7/'# + ...

11 suffit donc de choisir les systémes de nombres («, 7) et (f, 6) tels que
¢, et ¢, soient différents de zéro lorsqu'on y remplace (z,y) par l'un et
P'autre de ces systémes, pour avoir transformé @(z,y) et ¥(z, y) en deux
fonctions de 2’ et de y’ dont le degré par rapport a chacune des variables
est respectivement égal 4 A et & pu. Ces fonctions égalées a zéro sont
enticrement équivalentes 4 @(z, y) = o, ¥(zx,y) = o. Ce n'est donc pas
une restriction que de supposer que @(z, y) et ¥(z, y) sont déja les
fonctions transformées. Dans cette hypothése nous pouvons appliquer le
théoréme fondamental sur le résultant de deux fonctions entiéres.

Formons d'abord le rvésultant, par rapport & z, des deux fonctions
O(x, y) et ¥(x, y); soit

R (y) = H(?/"?/x)

)

ce résultant. Les deux fonctions de =z,

oz, ¥, ¥z, y.)

ont, d’'aprés ce que nous avons démontré, un diviseur commun; il y aura
donc strement pour y = y,, une valeur de z, x = &, pour laquelle les
deux fonctions @(z, y) et ¥(z, y) annuleront simultanément. Inverse-
ment, si-pour une valeur particuliére de y, y = 7, on peut trouver une
valeur de z, z = £, telle que les deux égalités

(&, n) = o, ¥, y)=o0
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soient vérifiées simultanément, &@(z, y) ct ¥(x, y) out, pour y =%, un
diviseur commun; le résultant de ces deux fonctions, par rapport a z,
R, (y), s'annule donc pour y = %, ce qui montre que 7 cst nécessairement
égale a l'une des racines y, de 'équation R, (y) = o.

Formons ensuite le résultant, par rapport & y, des deux fonctions
O(x, y) et ¥(x, y); soit

Rz(x) == g(;v — '17‘.)

ce resultant. Comme R,(z) = o cst lu condition nécessaire et suffisante
pour que @(x, y) ct ¥(x, y), considérées comme des fonctions de y,
alent un diviseur commun, il y aura strement, pour z = x,, une valeur
de y, y = 5, pour laquelle @(r,, y) et ¥(x,, y) s'annuleront simultané-
ment; et si pour x = & on peut trouver une valeur de y, y = 5, telle
que les deux égalités

D&, 3) = o, ¥, ) =o

-

solent vérifiées simultanément, & sera nécessairement cgale a l'une des
racines z, de l'équation R, (z) = o.

Le théoréme fondamental sur le résultant de deux fonctions entiéreg,
appliqué aux deux fonctions @(z, y) et ¥(r, y) nous montre donc que
les systemes (€, 5) pour lesquels on a simultanément

0@ n)=o0 ct ¥ 5 —=o

sont tous compris parmi ceux que lon peut former a l'aide des racines
des deux équations

R(y) =0 ct R(z)=o.

Mais nous ne voyons pas encorc comment se groupent les racines de ces
deux équations, pour former les systémes (&, 3). C'est pourquoi nous
introduisons dans nos recherches une quantité indéterminée w.

Posons

Z=ur + v
ou encore, pour conserver la symétrie entre z et y

2= uxr 4+ vy; v =1
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O(x, 2 —uzr) = ¢(v, 2, u)

V(x, 2 — ux) = ¢(x, 2, u).
Dans les deux fonctions de z et de 2z, ¢ et ¢, le coefficient de la plus
haute puissance de 2, ne dépend, comme dans @ et ¥, que des éléments
du domaine de rationalité, et le coefficient de la plus haute puissance
de z que de ces mémes éléments et de l'indéterminée w; ils ne peuvent

donc jamais s'annuler pour des valeurs particuliéres données aux variables
x ou 2, ce qui nous permet d’appliquer au systéme

e(x, 2, u) = 0, Pz, 2, u) =0
le méme raisonnement que tout a l'heure. Formons donc le résultant,

par rapport a « des deux fonctions ¢ et ¢, ct désignons par

Rz, wy=cll(z—¢&)

(k)

ce résultant, divisé, s'il y a lieu, par unc fonction enticre de %, afin que
le coefficient de la plus haute puissance de z ne dépende plus que des
¢léments du domaine de rationalité. Nous pouvons alors toujours - dé-
terminer une valeur de z, z = &, telle que

o8, &) =0 et $E, &) =o.

Comme inversement, toutes les valeurs de 2z pour lesquelles ¢ et ¢
g'annulent simultanément, sont racines de I'équation R(z) = o, nous
voyons également que

x=& et uf 4+ oy =¢
représentent fous les systémes vérifiant les deux équations
oz, uz + vy) =0 et Pz, ux + vy) = o0

ou encore que
x=& et y=¢§—uf

représentent fous les systémes vérifiant les deux équations

Oz, yy=0 et ¥(x,y) =o.
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Mais nous avons vu tout & l'heure que tous ces systémes sont compris
parmi les combinaisons des racines & et y, de R,(z) =0 ct de R,(y) = o.
Done

§=6& et {—uf =y,
cest & dire
{= us, + oy
Ainsi chaque racine du résultant R(z) égalé a zéro est une fonction

linéaire et homogéne des racines des résultants des deux fonctions con-
sidérées, par rapport 4 x ct a y, et nous pouvons écrire

B(z) = g (7 — u& — vyg)-
L'équation R(z) = o est entiérement équivalente au systéme
[0z, y) =0, ¥(z, y) = 0]

car a tout systéme vérifiant simultanément les deux équations @ = o et
¥ = o correspond unc racine de l'équation R(z) = 0, et inversement a
toute racine ué, + vy, de l'équation R(z2) = o, correspond un systéme
(&, i) tel que
P&, p) =0 et ¥(&, p) = o.
Cest pourquoi nous dirons que R(z2) = o est l'équation résolvante et R(z)
le résolvant du systéme [@(z, y), ¥(x, y)]-
Comme

R(z) = IU} (2 — ug, — vy = ](:g fule — &) + v(y — )]

il suffit, pour obtenir les systémes cherchés (&, ) de décomposer la
fonction homogéne de u et de v, B(uxr + vy) en ses facteurs linéaires,

ul@— &) + v(y —n).
Chacun de ces facteurs linéaires, égalé a zéro, nous donne un des systémes
cherchés; car « étant indéterminée, de 1'égalité
ule— &) + oy —m) = o
on déduit

x = &; Y = 7.
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La différence essenticlle entre R ct la fonction ¥ de GaLors consiste
en ce que dans R, » désigne une indéterminée, tandis que dans V, u et
v sont remplacés par des nombres entiers. Cette différence est trés-
importante, commme nous nous en apercevrons peu & peu dans la suite de
nos recherches.

Dés maintenant nous voyons que la méthode précédente a I'avantage
de nous donner simultanément les deux éléments &, » d’'un méme systéme,
et cest a Pemploi de l'indéterminée » que nous devons ce résultat.

Poisson fait déja usage des indéterminées ct obtient le méme résultat;
mais la sarréte l'analogie de sa méthode et de celle de M. KronNkckER.
Il me semble que Porsson considére les indéterminées plutot comme des
auxiliaires commodes pour le calcul, tandis que M. Kroxecker s’en sert
surtout pour pénétrer plus avant dans la naturc des systémes vérifiant
les équations données. Déja la recherche sur la décomposition des systémes
que nous allons aborder & linstant, indiquera clairement I'importance
théorique des indéterminées cn Algebre.

L’équivalence

[@(x, y) =0, ¥(r, y) = o] ~[R(s) = 0]

suppose expressément u indéterminée. Mais si, faisant pour un instant
abstraction de cette équivalence, nous mnous proposons simplement de
trouver les systémes (€, %) vérifiant a la fois les deux équations

O(z,y) =0 ct ¥(x,y)=o0

il nous suffira de remplacer » et v par des quantités variables, et alors
nous pourrons toujours, comme nous l'avons fait voir dans le second
chapitre de ce Mémoire, donner i ces variables des valeurs a et b, telles
que & et 7 soient fonctions rationnelles de a& + by. A la recherche des
deux genres & et » est alors substituée, comme chez Gavros, celle du
genre unique qui les conticnt tous deux. Nous rencontrons ici le genre
de la méthode qui permet de donner une figuration bien simple d'un
systéme d'équations & un nombre quelconque d’inconnues.

2. Nous venons de parler de l'équivalence des systémes d’équations
[@(z, y) = o, ¥(z,y) = 0] et [R(2) = 0], équivalence qui est le théoréme
fondamental de la théorie de l'élimination,-dans le cas de deux fonctions
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de deux variables. Il nous faut maintenant rechercher si a cette équi-
valence correspond une équivalence entre le systéme

[0(z, v), ¥(z, y)],

qui est & proprement parler lI'objet de nos recherches, et son résolvafit
R(uzx 4 vy), et si cette équivalence répond & la définition algébrique que
jai donnée dans le chapitre précédent, ol deux systémes étaient dits
équivalents lorsque chacun d’eux contenait I'autre dans le sens plus général
de contenant et de contenu introduit en Algébre par M. KroNECKER.

Comme léquation R(uz + vy) = o n'est la résolvante du systéme
donné que si u est indéterminée, elle représente non pas une équation
entre et y, mais plusieurs. Si, en effet,

m
Ruz + y) = kzork(x, y)ut
nous aurons a la fois, précisément parce que u est indéterminée,
"‘O(x’ ?/) = 0, ')‘,(x, 3/) = 0y cvey r,,,(x, ZI) = 0

et le nombre de ces équations peut étre fort grand. Cest ce systéme
d’équations qui, en réalité, est. équivalent au systéme

[0(z, y) = o, ¥(z, y) = o];

nous l'avons seulement condensé en une seule équation, & l'aide de lin-
déterminée u, afin d’obtenir simultanément les valeurs correspondantes &
et »; mais dans des recherches d’équivalences il nous faut revenir aux
équations qui lient les variables z et y indépendamment de I'indéterminée
u; nous comparerons donc les deux systémes

[Q(x’ y); I["'(x’ y)] et [ro(my ?/); rl(my y)y ceey 'rm(x, 1'/)]

Le résultant R(z) est une fonction linéaire et homogéne des deux
fonctions ¢(x, 2) et ¢(z, 2), cest & dire des deux fonctions @(z, y) et
¥(x, y) et les coefficients de cette fonction linéaire et homogéne sont des
fonctions entiéres de x et de z. Ils sont seulement rationnels en u; mais
aprés avoir multiplié par une fonction entiére convenable de u, I'expression
R(2) et la fonction linéairec et homogéne qui la représente, on peut com-
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parer les coefficients des puissances correspondantes de u; on obtient alors,
pour k =o0, 1, 2, ..., m,

r.(z, y) =0 [modd @(z, ¥), ¥(z, y)]

ce qui démontre la congruence

[volz, ¥), (2, 9), -y 7wz, )] =0 [modd &(z, y), ¥(z, y)).

Ainsi le systéme donné est contenu dans le systéme des coefficients
du résolvant. Il s'agit maintenant de vérifier si, inversement, le systéme
des coefficients du résolvant est contenu dans le systéme donné.

Une restriction est ici nécessaire. Nous savons que la fonction
&(z, y) Sannule pour les systémes (£, 7) vérifiant simultanément les
équations 7,(z, y) = o, 1 (x, y) =0, ..., 1,(x, y) =o0. Ce que nous
voulons démontrer revient donc & généraliser la proposition élémentaire
qu'une fonction @(z) qui s'annule pour toutes les racines d'une équation
r(x) =0, est divisible par r(z). Mais cette proposition élémentaire
suppose déja que toutes les racines de I'équation r(z) = o soient inégales;
il est donc naturel de faire la méme restriction dans le cas des fonctions
de deux variables et de supposer que tous les systémes (&, %) soient
inégaux, cest a dire que l'équation résolvante R(z) = o n'ait point de
racines multiples.

C'est seulement sous cette hypothése que je résoudrai complétement
le probléme proposé. Elle revient & supposer l'inégalité

E)IA(EH )2 0,

ot A(z, y) désigne le déterminant fonctionnel des deux fonctions @(z, y)
et ¥(z, y), et ou le produit est étendu & tous les systémes (£, ) com-
muns & ces deux fonctions; mais comme dans ce qui va suivre je ne fais
pas usage de ce théoréme, j'en renverrai la démonstration a une autre
occasion,

Je démontrerai, par contre, par une méthode qui sera applicable a
un systéme de fonctions contenant un nombre quelconque de variables,
que toutes les fonetions

7'0(37) ?/)’ rx(x’ y); ey rm(x’ Y)
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n'ont pas de diviseur commun. Je formerai, & cet effet, les deux ex-
pressions

m

H(z, y) = E.;rk(m, N0, et Kz, y) = kgork(x, 9V

on Uy, U, ..., U, et V,, V,, ..., V. sont de nouvelles indéterminées

m
et je montrerai d’abord que de ’hypothése que nous venons de faire on
déduit l'inégalité
A : >
I 1, z)zo
@)
ou I'(x, y) désigne le déterminant fonctionnel des deux fonctions H(z, ¥)
et K(x, y) et ou le produit est étendu i toutes les racines du résolvant
R(z) égalé a zéro.
Dans ce but, i1 suffit de remarquer qu'en désignant par u et u,
deux indéterminées différentes, les fonctions

H(z, y) = %rk(x, NU, et Kr, y) = :;)n.(x,,y)Vk
se transforment en
Rux 4 y) = %rk(m, yu et Ruzx+y) = (%n.(m, y)ut

par une substitution qui spécialise les indéterminées U et V.
Si donc le déterminant fonctionnel

DzH(xy y)y D_,,H(x, ,’l/)

Iz, y) =
) D.K(x, y), D,K(z, y)

était nul, pour un des systémes (£, ) considérés, il faudrait que pour-ce
méme systéme, le déterminant

D,Rux + y), D,R(ux + y)
D,R(ulx + y); DyR(ulw + y)

fut également nul. Mais, si 2, = w,z + ¥,

D,RB(ur + y) = uD,R(2); D,Rur + y) = D,R(z)
D.R(uzx + y) =w,D,R(z); D,Rux+ y) = D,R(z).

Acta mathematica, 6, Imprimé 30 Juin 1884, 12
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Nous aurions donc aussi Pégalité
(¢ — u,)D,R(2) D, R(2) = o

c'est i dire, on bien D,R(z) = o, oun bien D, R(z) = 0, pour un systéme
(£, %) qui annulé le résolvant R(z) ct pour lequel nous avons & la fois
, . 1 y \
R(ur + y) = o et R(u,x + y) = o. Ce résultat est contraire a 'hypothése
d'aprés laquelle R(z) n'a point de facteurs multiples. Il est donc impos-
sible que le produit
:([i)Ir(én 77:‘)

soit nul.

Mais alors il cst également impossible que toutes les fonctions
ro{ry o), (e, ¥), ..., r.(z, y) alent un diviseur commun; car si elles
avaient un diviseur commun P(z, y), P(r, y) serait aussi divisenr de
H(x,y) et de K(r,y); les deux fonctions H(r, y) et K(r,y) sannuleraient
done pour 1'un des systémes (£, ), et nous aurions pour ce systéme

I'€, 5) =o0

contrairement a ce que je viens de démontrer.
D'autre part, comme par hypothése le résolvant R(z) n'a pas de
factcurs multiples et que D,R(ux + y) = uD,R(z), les deux fonctions

(%n.(x, yu' et %I)In(x, y)u

n’ont pas de diviseur commun, pour-des valeurs indéterminées de y. On
voit donc que K(x, y) et sa dérivée par rapport a x ne peuvent avoir
de diviseur commun tant que y reste indéterminée.

Ainsi de Thypothése que R(z) n’a pas de facteurs multiples, résultent
les deux équivalences

(H(z, v), Kz, y)]~1
et
[K(z, y), D.K(r, y)]~1

relativement & x, pour y indéterminée.
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Cecl posé, je vais chercher & vérifier la congruence
®(z, y)=o0 [modd ro(@s ¥), (8 ¥y -y Tl Y]

A cet effet il est nécessaire de déterminer des multiplicateurs ¢ (c, ¥),
(e, ¥)s -, q.(x, y), fonctions enticres de x et de y, et tels que @(r, y)
soit égal &

2@y wyrole, ) + 9z, e, ¥) + oo+ 0.l Yrale, v).

Ce probléme serait résolu si nous pouvions déterminer des fouctions entiéres
de z ct de y, a(r, y) et Bz, y) telles que

O(z, y) = a(z, y)H(r, y) + flr, y) Kz, y)

c'est a dire, si nous pouvions déterminer une seule fonction entiére de =
et de y, a(z, ¥), telle que

0, y) = ale, Y Hz, y) [mod K(x, y)].
La formule de LAGRANGE nous donne immédiatement une fonction ratiou-

nelle de # et de y, entiére en =z,

@i, y) K(z, v) 1

a(x, ?/) = H(él?,', y) xr— D,,;If(t, 'y)xzz‘
()

vérifiant cette congruence; la somme est étendue a toutes les racines x;
du polynéme K(v, y) considéré comme une fonction de z sculement ct
égalé & zéro. Si la fonction rationnelle a(r, y) est aussi enfiére en y, le
probléme est résolu; il sagit donc simplement de voir quand cette ex-
pression se  présente sous une forme illusoire. Dans ce but nous re-
chercherons les valeurs des variables qui annulent son dénominateur.

Et d’abord les deux derniéres équivalences nous montrent que pour
y indéterminée, H(z;, y) et D,K(z, y),., sont nécessairement différents
de zéro.

De plus, si nous donnons & y, une valeur y, indépendante des in-
déterminées U et V, et telle que H{x,, 1,) soit nulle, nous aurons & la fois

Hiz,, y) =0 et Kz, y)) = o.
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Mais alors le systéme (z;, y,) annule simultanément toutes les fonctions
n@, ¥y, (h=o0, 1, ..., m); il est donc identique a I'un des systemes
(¢, 3) conmsidérés, ct comme pour chacun de ces systémes on a @(&, 7) = o,
notre expression se présente sous une forme indéterminée. En tenant
compte de Tégalité K(x,, y) = o, on trouve facilement, par le procédé
bien connu de driférentiation du numérateur ct du dénominateur, la vraie
(I)(éi, 7}1’)

valeur de la fraction 277
¢ H(&, 7)

Elle est égale a

[Dy Pz, WD . K@, y)y— D, Oz, v)D,K(e, 3'7)-1
D,H(z, y)D.K(x, y) — D:H(x, y) Dy K(x, ?/)—;

:5‘_ ‘
=7,

i

Le dénominateur est égal, au signe prés, & /&, ); il est donc différent
de zéro et la vraic valeur de la fraction
4)(’3‘, 7}:’)
H(E, 771‘)
est finie et déterminée.
Si done, ¢n s’annulant, la fonction de y,

T(y’ Lf, V) == :([’IH(I'I:’ 3/)

rend illusoire I'expression du multiplicateur a(z, y) donnée par la formule
de LAGRANGE, ce me peut étre que pour des valeurs de y qui dépendent
des indéterminées U et V. ~ En d'autres termes, si nous déterminons le
plus grand commun diviseur 4(y) des coefficients de la fonction Ty, U, V)
ordonnée par rapport aux indéterminées U et V, et que nous mettions

Ty, U, V) sous-la forme
T(?/’ U7 V) = A(L’/)-El(fli U; V)

les racines de l'équation A(y) = o ne rendront pas infinie 'expression
trouvée pour a(x, y).

Je rappelle qu'on entend par forme primitive 'un nombre queleonque
d’indéterminées, une fonction entiére de ces indéterminées dont les coeffi-
cients n'ont aucun divisecur commun. E,(y, U, V) est donc une forme
primitive des indéterminées U ct V
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Il serait possible que pour une valeur déterminée de y, indépendante
des indéterminées U et V, y = y,, la fonction K(z, y) et sa dérivée par
rapport a x, aient un diviscur commun. L’expression trouvée pour a(z, y)
se présenterait alors, pour y = y,, sous unc forme illusoire. Mais je vais
montrer que si W désigne une indéterminée, il est impossible que la
fonction

K(z, y,) + WH(z, y,)

et sa dérivée par rapport a x, aient un diviseur commun.

Et d’abord les deux fonctions de z, H(x,y,) et K(z,y,) ne peuvent
avoir de diviseur commun. En effet, si la fonction P(z, ,) divisait a la
fois H(x, y,) et K(z, y,) clle diviserait aussi I'(z, #,). - Mais alors en
déterminant x, par l'égalité P(r,, y,) = o, nous aurions a la fois

H(xl’ yl) = O, K(xl’ ?/1) = O’ r(‘xl’ ?/1) =0

ce qui cst impossible, puisque des deux premiéres de ces égalités nous
pouvons conclure que le systeme (r,, ) est égal a P'un des systémes
(€, %), & condition toutefois que nous ne considérions que des valeurs y,
indépendantes ‘des indéterminées U ét V.

Ceci posé, supposens que la fonction K(x, y,) + WH(zx, y,) ct sa
dérivée par rapport & z aient un diviseur commun, L(x, y,, W). Des
deux égalités

K, y)+ WH(w, y,) = L(x, y,, WMz, y,, W)
et
DIK(x’ y‘l) + WDzII(xf ?/1) = L(x’ Y1 VV)ZV(‘”’ Uy W)
on déduit immédiatement la relation
K(z, y)D.H(z, y,) — H(w, y)D,K(z, ¥)
= L(.CU, Y1y ”7)[M<x9 Y1, I’V)szf(x, %) _N(xy e W)I)xK(x, yl)]

dans laquelle la quantité entre parenthéses est différente de zéro. En
effet, dans le cas contraire le terme de gauche serait égal a zéro, done

les deux fonctions de z, H(z, y,) et K(z, y,), auraient un diviseur com-
mun, contrairernent a ce que nous venons de démontrer. Mais alors, nous -
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pouvons déduire de l'égalité précédente que la fonction L(z, y, W) est
nécessairement contenue dans 'expression

K(x, 3/1)])1}[(‘7;, 3/1) ——H(I, yl)DzK('r7 ?/1)?

clle est, par suite, indépendante de lindéterminée W; donc, comme
K4+ WH = L.M, clle est contenue & la fois dans H(x, y,) et dans
K(z, y,). Mais nous avons vu plus haut que ces deux fonctions n’ont
pas dc diviseur commun; donc la fonction K(z, y,) + WH(x, y,) et sa
dérivée, par rapport a z, sont premiéres entre clles.

En appliquant aux deux fonctions de =z,

K@, y) + WH(z, y) et D.K(z, )+ WD H(x, y)

le théoréme fondamental sur le résultant de deux fonctions entiéres, on
voit maintenant qu'il est possible dc déterminer une constante C, telle
que la fonction

Kz, 3,) + CH(z, y,)

n'ait également aucun diviseur commun avec sa dérivée par rapport a .
Drailleurs les deux systémes

[H(z, v), Kz, y)] et [H(x, y), K(r, ) + CH(x, y)]

sont entierement équivalents.

Ainsi, aprés avoir transformé, si cela est nécessaire, le systéme proposé
en un systéme équivalent convenable, en désignant encove par H(c, y) et
K(x, y) les deux éléments de ce systéme, et par y, une valeur déterminée
indépendante des indéterminées U et }', nous ne pouvons avoir simultané-
ment les deux équations

K(xki ?/1) =0 et D,:K(x, y,)l=l‘_ = 0.

Comme Ta premicre de ces égalités est vérifiée, quelle que soit y, la
seconde ne U'est jamais. En d’autres termes, le produit

E)[DIK(SC, .7/)1=xk = Tl('!/) U’ V)

est unc forme primitive des indéterminées U et V.
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En mmultipliant la fonction entiere de », a(r, y) par le produit
E(y, U, V) des deux formes primitives E(y, U, 17) et T\(y, U, 1),
nous obtenons donc une fonction entiére de x et de y. Comme le produit
de deux formes primitives est lui-méme une forme primitive, la forme
E(y, U, 1) est primitive.

Nous avons jusqu'ici, a l'aide de la formule de LAacraxGE, déterminé
a(r, y) de maniére que la fonction enticre de = et de y ainsi que des
indéterminées U et 17

E@)[0(e, 5) — alz, ) A, 1))

soit divisible par K(r, y), considérée comme une fonction de o senlement;
le quotient

E Pz, y) — a(z, YH(x, 1
Bla, y) = (W[ P(= y;((w’t;w) yH(=, y)]

est donc une fonction enticre de x. Mais nous avons démontré que si
le quotient de deux fonctions enti¢res de plusieurs variables x, y, 2, ...,
est une fonction entiére de z et si la fonction diviseur ne contient pas
un facteur indépendant de z, ce méme quotient est fonction entiére de
toutes les variables x, y, 2, .... La fonction entiére K(r,y) ne contient
manifestement aucun facteur indépendant de x; donc f(z, y) est une fone-

tion entiére de z et de y, ainsi que des indéterminées U et 17, et nous
pouvons écrire

E(y)0(@, y) = [E(y)a(x, y)]H(z, y) + plz, ) K(z, )

les coefficients de H(z, y) et de K(r, y) étant fonctions enticres de r,
de y et des indéterminées U et T

Nous avons donc démontré, non pas que la fonction @(r, y) contient
le systéme de modules

[(H(z, y), K(z, )],
mais seulement que le produit
E(y)of, y)

de la fonction @(x, y) et d'une forme primitive E(y), contient ce systéme
de modules. Mais comme dang la forme primitive E(y) ne parait quune
variable y, tout est bien simple maintenant.
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En ordonnant par rapport aux indéterminées U et T les deux termes
v Tess
de D'égalité

E(y)0(x, y) = E(y)a(x, y) Hx, v) + plz, y) K(z, 9)

et en comparant les coefficients, nous obtenons un systéme d’équations

SYYO(x, y) = rolz, ¥)sP(x, y) + r(x, y)sle, y) + ... + r.(x, y)sS(z, v)

pour k=1, 2, 3, .... Comme la variable 2 ne parait pas dans la
forme E(y), chacune des fonctions S®(y) ne contient qu'une seule variable;
ces fonctions S(y) n’ont d'ailleurs pas de diviseur commun puisque la
forme E(y) est primitive; nous pouvons donc déterminer des fonctions
enticres a coefficients rationnels g,(y), telles que I'égalité

% a(n)SOy) = 1

goit vérifiée. En multipliant chacune des équations précédentes par la
fonction ¢,(y) correspondante et en ajoutant les différentes équations ainsi
obtenues nous avons donc enfin

O(x, y) =0 [moddry(z, ¥), n(x, ¥), ..., r.{x, ¥)].
L’on obtient, tout 4 fait de méme, la scconde congruence
Pz, y)=o0 [moddr (z, ), r(z, ¥)y - ., (2, ¥)].
Mais alors on peut écrire
{O(z, v), ¥z, y)]=o0 [moddr,(z, y), n(x, ¥), ..., r.(x, ¥)]-

Il suffit de joindre 4 ce résultat, celui que nous avons obtenu plus haut,
pour avoir démontré 1'équivalence

[(D(x, Y)s IF(-’”’ ?/)] N[TO(xy Z/), 7‘1(177 Yy oens r,,,(x, ?/)]

L'équivalence d'un systéme de deux fonctions de deux variables et du
systéme formé a 'aide des coefficients de son résolvant ordonné par rapport
aux indéterminées qui y paraissent est donc bien de cclles que nous avons
définies dans le chapitre précédent.
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Comme

Rux + y) = %r,,(x,, y)ut

quelle que soit I'indéterminée u, nous pouvons en considérant successive-
ment plusieurs indéterminées différentes w, u,, ..., représenter chacune
des fonctions r,(x, y) par une fonction linéaire de R(uzx +v), R(u,x +y),....
Il est bon de remarquer que les coefficients de ces fonctions R sont, en
général, fonctions rationnelles des indéterminées u, u,, .... La fonction
R(ux 4 y) prise un certain nombre de fois et pour des indéterminées
différentes, et le systéme [r (z, y), r.(z, ¥), ..., r.(z, ¥)] sont donc équi-
valents. C’est pourquoi nous pouvons dire que 1'équivalence démontrée

[¢(§C, ?/); ll"(x, :’/)] ~ ["'0(x7 ?/)9 "'1('7/"; ?/)7 e rm(x, ?/)]

indique aussi qu'a l'aide des indéterminées u, la fonction R(z) remplace
entiérement le systéme donné {@(x, v), ¥ (z, ¥)|.

3. Il nous faut maintenant faire les mémes recherches dans le cas
ou l'on nous donné non pas deux, mais un nombre quelconque de fonc-
tions de deux variables. En introduisant la notion de systéme de divi
seurs j'ai déja insisté sur ce que le nombre d'éléments de ces systémes
ne jouait qu'un role secondaire dans 1'étude de leurs propriétés. Pour
légitimer cette remarque, j’ai de suite montré que l'on peut augmenter a
volonté le nombre des éléments d'un systéme sans rien changer a sa
signification. La .méthode que je .vais suivre pour transformer un systéme
composé d'un nombre quelconque d’éléments et qui est toute semblable
a celle que jai suivie lorsque le systéme n’était composé que de deux
éléments seulement, vérifie entiérement cette remarque dans le cas de
deux variables.

Soient A,(x, y), &(x, y), ..., Az, y), p fonctions entiéres de z et
de y, que nous pouvons supposer sans diviseur commun dans le domaine
de rationalité considéré, puisque nous connaissons une méthode pour dé-
terminer le plus grand commun diviseur d'un nombre quelconque de
fonctions enti¢res dans un domaine général de rationalité. Nous cherchons
s'il est possible de décomposer le systéme

[4i(x, o), A, )y« vy Az, 9)]

Acta mathematica. 6. Imprimé 28 Juin 1884. 13
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en systémes plus simples. Relions, & cet effet, les éléments A, A, ..., 4,
par deux systémes d'indéterminées U,, U, ..., U, et V,, V,, ..., V, et
formons le résolvant des deux fonctions

"

"
§ U;;li(iv, y) et _zl Vii’h(‘ra );

ce résolvant sera fonction entiére de z = wux 4 vy et des indétermindes
U et V; désignons-le par

Sz, U, V)

et soit R(z) le plus grand commun diviseur des coefficients de S consi-
dérée comme une fonction des indéterminées U et V seulement; nous
pourrons alors écrire

S, U, V)=R(2)E(z, U, V)

et E(z, U, V) sera une forme primitive des indéterminées U et V.

Ceci posé, supposons que pour un systeme (&, %), les fonctions
Mz, y), Az, y), ..., A(z, y) sannulent simultanément; alors les deux
sommes

ZU,-A,.(E, W) ct %Ifi‘/li(é" 7/) (1=1,2, s i)

(D)

seront également nulles, et nous aurons, par suite, d’aprés ce que nous
avons démontré sur le résolvant de deux fonctions entiéres

Swé + vy, U, V)=o.

Mais, pour une valeur de z indépendante des indéterminées U et V, la
fonction S(z, U, V) ne peut sannuler que si R(z) s'annule. Si donc
nous avons simultanéinent

nous avons anussi
R(u& + vy) = o.

Inversement, comme chaque racine = u& + vy de I'équation R(z) =o0
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vérifie 'équation S(z, U, V)= o, nous aurons & la fois, d’aprés ce que
nous avons démontré sur le résolvant de deux fonctions entieres,

()

2 UMz, y) =0 et % Vitle, y)y=o0 =12

pour ¥ = ¢ et y = x; mais de ces deux équations résultent immédiate-
ment les suivantes

411(57 77) = 0, J'Q(C’ W) =0, ..., 41/1<57 7/) = 0.

Ainst la fonction R(z) joue, dans le cax général que nous considérons,
le méme role que le résolvant dans le cas particulier de deux fonctions
entieres seulement.  Clest pourquoi nous dirons que R(2), le plus grand
commun diviseur des coefficients de la forme S(z, U, V), est le résolvant
du systéme

[z, ), (e, )y ooy (20 ).

Nous allons montrer que tout systéme est équivalent & son résolvant.

Et d'abord R(z) contient le systeme [.4(x. »), 1,0, #). ..., L(xr. 9
Nous obtenons, cn effet, le résolvant S(z, U
tieres

, V) des deux fonctions en-

> U, (x, y) et ZFV,-.L(.I‘, ) (=1, )
)

(i)
en formant le résultant, par rapport a z, des deux fonctions

% U A(x, 2 — ur) et 2; Vo (r, 2 — wr); (=1, )
i [{

il en résulte que S(z, U, V) est une fonction linéaire et homogene des
deux fonctions entiéres de x, de y et des U, V,

2

T Uz, 1) et TV, )
dont les coefficients sont également fouctions enticres de x, de y ct des
U, V. En ordonnant 8, ainsi que cette fonction lindaire et homogene,
par rapport aux indéterminées U et V, ct en comparant les coefficients
correspondants, nous aurons donc, si SW{(z), k=1, 2, ..., 7) sont lcs
coefficients de la forme primitive E(z, U, V), une suite de congruences

R(2)8®(2)=o0 [modd A (z, ¥), dy(x, ¥), ..., Az, ¥)]
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pour k=1, 2, ..., 7. Comme les fonctions S®(z) n'ont pas de diviseur
commun et sont fonctions d'une seule variable, nous déduisons facilement
de cette suite de congruences, celle que nous voulons démontrer

g ) q

R(z)=o0 [modd 4,(z, y), A(z, ), ..., A.(z, ¥)].

Apres avoir, dans les deux termes de Végalité correspondante, chassé le
dénominateur qui est une fonction entiére de w, il vient en comparant
les coefficients des puissances correspondantes de # et en posant

R(Z) — Z;'r,-(x, y)ui (G=0,1,2, .., m)
T

r(x, yy=o [modd A (z, ¥), Lz, ¥), ..., L(z, )] =012 .m

et, par suite,

[ro(®; ) rile, y)s 1a(x, y)y ooy Tulz, Y=o
{mOdd -’h(w’ ?/)’ 412(559 ?/): ey -{u(x) 3/)}

Cette derniére congruence ne contient plus aucune indéterminée.

Si, comme toujours, nous supposons que les racines du résolvant
R(z) ne soient pas multiples, chacun des éléments A,(x, y), (=1, 2, ..., p)
contient également le systéme [ry(z, ¥), (z, ¥), ..., 7a(x, ). 1l suffit,
pour s'en assurer, de démontrer que A,(x, y) contient le systéme

[g Ur(x, y), g_v:yi<x’ ). @20, 1,2, .oy m)

Ici le raisonnement est identique a celui que nous avons fait pour de-
montrer la congruence

Oz, y)=o [modd H(x, ¥), K(x, y)].

A Taide de la formule de Lagrance, on forme d’abord une fonction
cntiére E(y)a(r, y) vérifiant la congruence

E(y) A, 9)= E(y)az, 1) T Une, 1) [mod T Vin(a, 1)

ot E(y) désigne une forme primitive des indéterminées U et V, dont
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les coefficients ne dépendent que d'une seule variable; puis on en déduit,
comme tout a l'heure, la congruence que nous voulons démontrer

A(x, y)y=o0modd r,(z, y), n(x, ¥), ..., r.(c, y)

pour y =1, 2, ..., p.
En joignant ce résultat & celui que nous avons obtenu a linstant,
nous pouvons écrire I'équivalence

i@, 9)y -y Az, )] ~ [olz, )y - vy T, ¥))

Cette équivalence indique aussi, qu'a I'aide des indéterminées u, la fonction
R(z) remplace entiérement le systéme donné

[y (, Y ooy Al,u(w’ )l

Comme deux systémes équivalents a un méme troisiéme sont équi-
valents, nous avons ainsi démontré le théoréme fondamental: Tous les
systémes de fonctions entiéres de deux variables, ayant méme résolvant, sont
équivalents.

Dans le chapitre précédent, une des raisons données pour légitimer
Vintroduction des systémes de diviseurs en Algébre, était que toute fone-
tion M(z, y) qui s'annule pour les systémes de racines (£, y) communs
& plusieurs fonctions A, (z, y), (k= 1, 2, ...) de decux variables, sans
diviseur commun, est une fonction homogéne ct linéaire de A,(x, y),
Az, y), -.., & coefficients fonctions entiéres de z et de y. Nous pouvons
maintenant considérer ce théoréme comme démontré. 11 faut toutefois
que le résolvant R(z) des fonctions A,(z, y) ne contienne pas de facteurs
multiples; la démonstration de la congruence

Mz, y)=o0[modd ry(z, ), ..., r.(z, ¥)]
de laquelle on déduit, d’aprés ce que.nous venons de voir,
M(z, y)=o[modd A,(z, y), ..., A.(x, ¥)]

repose, en effet, sur cette hypothése. En cherchant & déterminer directe-
ment deux fonctions entiéres a(z, y) et f(x, y), vérifiant 1'égalité

ﬂ[(xy y) = a(xa .’/)%Unlu(x7 .7/) + ﬂ(.b, 3/)% V:lc<x7 !/)
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on voit cependant que, méme si les systémes (&, ) sont multiples, on
peut encore vérifier la congruence cherchée lorsque la fonction M(z, y)
s'annule pour chaque z = & et y = 7, au moins autant de fois que le
résolvant R(ux -+ vy).

4. Je dis enfin que la transformation du systeme

(A (x, v), Lle, ¥), ...y (2, )]

en une seule fonction R(2) contenant l'indéterminée w, nous donne
vraiment une décomposition, en systémes plus simples, du systeme
[0z, ¥), L, ¥), ..., Q(z, y) dont les éléments n'ont aucun diviseur
commun.

Pour nous en assurer, décomposons dans un domaine de rationalité
que nous fixerons arbitrairement, le polynome R(z) c¢n deux facteurs
F(z) et G(z) de sorte que

R(2) = F(2)G(2)

et supposons que

Fz) = Z fx, gu
(i

G(Z) = z)gl(‘[,’ !/‘)ui. (i=0,1,2, ..., n)
It

Si, & la décomposition de R(z) en deux facteurs, correspond vraiment
une décomposition du systéme donné en deux systémes plus simples, il faut
que réciproquement en composant de nouveau ces deux systémes on obtienne
un systeme équivalent au systéme donné. Or le produit de la composition
des deux systemes [£y(x, ¥), £i(&, ¥)s - Ful, 9)] b [90(5 9)s 2(25 9)s -5 92, Y))]
est équivalent au systéme dont les éléments sont des produits de chaque
élément du premier systéme par chaque élément du second, c'est a dire
au systéme

@, 9)ge(®, ¥), ooy file, Ng.(x, ¥) L@, 1Grs H)s o5 L2, Y)gu (2, Y)]-

Les éléments de ce systéme composé ne peuvent étre nuls simultanément
que si, ou bien fy(x, y) = o, fi(x, ¥) =0, ..., fa(x, y) = 0, ou bien
9, ¥y) =0, g,(x, Yy =0, ..., g.(x, y) =0, comme on s'en assure facile-
ment; dans les deux cas les éléments de I'un des deux systémes composants
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sont eux-mémes nuls. Il est d’ailleurs manifeste que F(z) = o est Péqua-
tion résolvante du systéme |[f,(z, y) = o, fi(x, ¥) = 0, ..., f.(2, ¥) = O]
et que G(2) =0 est l'équation résolvante du systéme

{go(xy y) =0, ..., 9‘,,(17, 3/) = O]'

Il faut donc, ou bien que F(z) s’annule, ou bicn que G(z) s'annule; R(z)
n'ayant, par hypothése, aucun facteur double, F(z) et G(2) sont premiers
entre eux; il faut donc de toute maniére que R(z) s’annule.

Inversement, si pour 2 = &= u& + 5, l'on a R(2) = o, il faut, ou
bien que F({) = o, ou bien que G(¢) = o; l'un des deux systémes com-
posants et, par suite, le systéme composé a donc tous ses ¢léments égaux
a zéro, pour x = &, y = .

Ainsi R(z) est bien le résolvant du systéme comnposé,

i@, o) films o), ooy Fule, Dllgol@s 9) 9i(2 B) -5 9l W)

Comme R(z) est aussi le résolvant du systéme donné

[Al(x7 ?/), 112($, ?/)’ seey A/L(-T" ?/)I’

nous avons démontré 1'éguivalence

If0<x7 y)a fl(x7 ?/)7 ety fm(x’-y)Hgo@" y)’ gl(m’ y)’ R y"(x’ ?/)]
~ A, 9), Al@, ) - A, Y

Done, & la décomposition de R(z) en deux facteurs, correspond une dé-
composition du systéme donné en deux systémes faciles & déterminer.

Ce que nous venons de montrer pour deux facteurs est immédiatement
étendu & un nombre quelconque de factéurs. Si donc, en adjoignant au
domaine de rationalité les racines de l'équation résolvante R(z) = o nous
décomposons le résolvant en ses facteurs linéaires, & chacun.de ces facteurs
linéaires correspond une partie du systéme

(@ 9), L, 9) -y Al Y5
b u(x — &) + v(y — 7)), par exemple, correspond l'élément

(SU"—'E(, ?/—‘77.),
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et nous pouvons écrire
[As(es ), Aoy o)y ooy Aoy )]~ TD e — &y — ).

Ce résultat, qui est loin d'étre évident, est semblable a celui que M. Kro-
NECKER a obtenu dans le paragraphe 20 de son grand mémoire, dans le
cas général de » fonctions de » variables. Pour bien le mettre en
évidence, je nommerai chacun des facteurs (x — &, y —7,) diviseur
irréductible de rang deuzr du systéme donné; le mot irréductible se rap-
portant au domaine de rationalité qui a été fixé.

6. Il me reste & parler du cas ou le résolvant a des facteurs
multiples. Alors encore, nous pouvons résoudre le probléme de I'élimina-
tion et obtenir toutes les courbes et tous les points du plan qui vérifient
le systeme considéré. Mais si des systémes d’équations nous passons aux
systémes de fonctions nous rencontrons une équivalence d’une nature plus
générale que celle dont nous avons parlé jusquiici. C'est le théoréme
fondamental, démontré 4 la page 71, qui nous indique la géncéralisation
a effectuer.

En nous conformant aux notations de ce théoréme, nous dirons,
mais dans ce numéro seulement, que le systéme dont les éléments sont les
coefficients de la forme ¢/, contient le systéme dont les éléments sont les
coefficients f;, ..., f.. de la forme ¢, ou encore que la forme ¢ contient la
forme ¢. La forme contenant est donc racine d’'une équation d'un degré
déterminé p; dans cette équation, le coefficient de la puissance (o —k) est
une fonction homogéne, de dimension k, des coefficients de la forme
contenu, pour k=1, 2, ..., p. Comme il est manifeste que, dans le
théoréme cité, la forme ¢ contient la forme ¢, les deux formes ¢ et ¢,
et, par suite, les systtmes de leurs coefficients sont encore dits équivalents.
Cette équivalence comprend celle des numéros précédents, ot p = 1. On
voit de suite que 1° si a est équivalent & b, b est aussi équivalent a a,
et que 2° si a contient b, et si b contient ¢, a contient aussi ¢; done que
3° si a est équivalent & b, et si b est équivalent a ¢, que a est aussi
équivalent & ¢. On peut donc opérer avec ces équivalences comme avec
les précédentes.

Ceci posé, je reprends les notations de ce chapitre et je suppose que
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le résolvant R(z) contienne des facteurs multiples. Désignant par R; la
dérivée de B, par rapport 4 z, je pose

Rl = R:DV(R7 R'); R? = Rl:DV(R" R;), e
il vient alors

R() = X e, gt = LR ()

v indiquant lordre de multiplicité le plus élevé qui paraisse dans les
facteurs linéaires de R(z). Chacune des fonctions R, (z) = %o‘f)(m, yu
m

ne contiendra plus de facteurs linéaires multiples. Il en résulte, d'apres
les théorémes démontrés dans les numéros précédents, les congruences

. . h=1,2,..,/
A, =o (modd 7", ", ...); (im0
donc aussi
v
"=o0 [moddiI;I1 (9,19, L) B=1,2, .00

Mais, d’autre part, dans le sens général donné maintenant a I'équivalence,
Ay est équivalent a A, et 1(}(7’(,"), 79, ...) est équivalent a (vy, 7y, ..., 1)
A4, et, par suite, le systéme (4,, 4A,, ..., A,) contient donc le systéme
(Fo 15 «vvy Ty 11 est d'ailleurs manifeste que (r,, 7, ..., 7,) contient
(4, 45, ..., 4,). Ainsi, dans le cas ou le résolvant a des facteurs
multiples, les systémes sont encore équivalents, si nous élargissons la notion
d’équivalence dans le sens du théoréme de la page 71.
~Dans le méme ordre d’idées, on peut énoncer le théoréme plus
général que celui de la page 1071:
-Toute fonction qui s'annule pour les systémes de racines communs
a plusieurs fonctions quelconques, sans diviseur commun, est racine d’'une
équation algébrique dont les coefficients sont des fonctions homogénes
déterminées des fonctions quelconques considérées.
M. NErTO a le premier fait remarquer que cette équation est néces-
sairement bindme et de degré ».
7. Mais nous sommes loin d’avoir ainsi résolu la décomposition des
systémes, dans le cas ol le résolvant a des facteurs multiples. Il nous
faudrait pour cela démontrer qu'a chaque décomposition du résolvant en

Acta mathematica. 6, Imprimé 30 Jnin 1884, 14
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facteurs, correspond une décomposition du systéme. Or ici se présente
un fait bien remarquable. Le contraire peut avoir liew. M. KRONECKER
en donne un exemple dans le paragraphe 21 de son mémoire. Voici
cet exemple: (x? 4 y, y®) est un systéme qui n’est certes pas irréductible,
puisque le systéme (z* 4y =0, y*=0) contient le systéme (z = o, y =0).
Cependant, et ici parait, dans toute son évidence, la différence essentielle
entre les diviseurs de rang deux et ceux de rapg un, le systeme

=" +y, ¥

n'est pas décomposable en deux systémes dont l'un est (x, y), comme il
st facile de s'en assurer.

Il y a donc des systécmes qui me sont pas décomposables et me sont
cependant pas irréductibles. Ces systémes doivent répondre au cas ou le
résolvant a des facteurs multiples, puisque dans le cas des facteurs simples
nous avons pu tonjours cffectuer une décomposition ¢n facteurs irréductibles.

Nous pouvons encore énoncer ce fait de la maniére suivante. Lors-
qu'on compose de toutes les manicres possibles les fonctions irréductibles
d’'une ou de deux variables on obtient toutes les fonctions de ces vari-
ables que l'on puisse concevoir. La méme chose a lieu pour les systémes
de rang wn. Eh bien, en composant de toutes les maniéres possibles tous
les systémes irréductibles de rang deux, on n'obtient pas tous les systémes
possibles, de rang deux.

On peut maintenant étre tenté, ou bien de rejeter entiérement,
comme impropres, les systémes que l'on n'obtient pas par composition
des systémes irréductibles, ou bien de chercher & élargir I'idée méme de
décomposition. Mais dans ce dernier cas, il semble que cette idée perdrait
tout & fait le caractére essentiel de séparation que I'on y attache toujours.
Rejetons-les donc et ne considérons que les systémes obtenus en composant,
de toutes les manicres possibles, les systémes irréductibles de rangs un
et deur, de deux variables. Alors le probléme de la décomposition des
systémes, toujours possible, sera entiérement résolu, que les factéurs du
résolvant soient multiples ou non.

J’ai ainsi exposé simultanément la théorie générale de I'élimination,
et celle de la décomposition d’'un systéme dans le cas de deux variables
seulement. Pour faire image, jai introduit les diviseurs de rang deux,
en considérant des fonctions de deux variables et en ne tenant pas compte
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des nombres entiers. En réalité, les systemes de fonctions de deux vari-
ables, admettent non seulement des diviseurs de rang deux, mais aussi
des diviseurs de rang trois et déja les fonctions d’'une variable admettent
des diviseurs de rang deux, comme je 'ai fait voir, par un exemple, a
la page 55. Maintenant que nous sommes familiarisés avec la notion de
rang, il est facile de répéter les raisonnements de ce chapitre sur des
fonctions d’une variable seulement, en tenant compte des nombres entiers.

§ 2

Cas général d’un nombre quelconque de variables.

1. La méthode que nous avons suivie pour étudier la décomposition
d’'un systtme formé par un nombre quelconque de fonctions entiéres de
deux variables, indique clairement la voie que nous devrons suivre pour
parvenir & une décomposition d’un systéme quelconque de fonctions
entiéres. Elle nous empéche cependant de traiter ce probléeme dans toute
sa généralité, en nous enlevant la possibilité de tenir toujours compte des
cas ou les résolvants que nous formerons, ont des facteurs multiples. Une
méthode directe, dans laquelle nous ne supposerions pas connue l'existence
des nombres algébriques nous permettrait, sans doute, d’éviter cette restric-
tion. Il serait possible que la nouvelle généralisation de la notion de
contenant et de contenu donnée par M. KroNecker, et dont jai développé
le théoreme fondamental dans le chapitre précédent soit suffisante pour
arriver, dans cet ordre d'idées, a débarasser la théorie de Ja décomposition
des systémes de toute restriction. Pour le moment je me contenterai de
résoudre le probléme, parallélement au cas de deux variables, en ne
considérant que les systémes tels que chacun des résolvants que je for-
merai, n'ait pas de facteurs multiples. Soient donc

Gl(xlﬁ '/r'27 ety xu)
Gy, Ty o ovy X,)

. . . . . . .

Gm(ml’ Loy oy a'/'n)
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un nombre quelconque de fonctions - entiéres d’'un nombre également
quelconque de variables #,, x,, ..., z,, ¢t (R, R, R, ..., R?) le do-
maine de rationalité dont font partie les coefficients des fonctions entieres
¢t dans lequel nous allons chercher & décomposer le systéme considéré
en systémes plus simples.

Nous commencerons par transformer linéairement les variables
Zyy Lyy +.., L, €n posant

T, = > aMx; (h=1, 2, wuy 1)
i=1

et en déterminant les coefficients ¥ de maniére que pour k = 1, 2, ..., m,
le degré de la fonction entiére G, par rapport a chacune des variables
Ty, &y, ..., &,, soit égal & la.dimension v, de cette fonction. Cette trans.
formation est toujours possible; car si g,(2;, 2,, ..., 2,) désigne 'ensemble

des termes de la plus haute dimension de la fonction G, (x;, @5, ..., & ),
nous avons

9@, @y ooy 1) = g(@PaiF o F dPm s a2+ P e+ 0T
- g/‘( (1)’ a(21)7 e (1) .?7 + gk(a(lnr a(j)y ey a(:?))x;y" + e
co F 90”8 o, d)ah

ct des termes de dimension y, contenant plusieurs des variables z,, &,, ..., Z,.
Comme, par hypothése, g,(z,, @,, ..., #,) n'est pas identiquement nulle, nous
pouvons toujours déterminer les systémes o, af”, ..., o, (h=1, 2,..., %)
tels que pour ces systémes g,(%,, @y, ..., &) (k= 1, 2,...,m) soit diffé-
rente de zéro; alors pour k = 1, 2, ..., m, le degré de Gy(z,, @5, -+, T.)
par rapport & chacun des variables z{, z;, ..., #, sera bien égal & la
dimension y, de cette fonction.

Si, par cette transformation G,(z,, %,, ..., %,) devient H,(x}, ; ..., Z,)
(k =1, 2, ..., m), nous pouvons dire que les deux systémes

(Gi, Gy ..., G et (H, H, ..., H,)

sont équivalents et nous borner A I'étude de la décomposition du second
systeme (H,, H,, ..., H,) en systémes plus simples.

Cette premiére transformation a, pour nous, un grand avantage.
Aucune des fonctions H,, H,, ..., H,, ne peut, en effet, contenir un
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facteur qui ne soit fonction de toutes les variables z), zj, ..., z,; nous
savons donc que tous les diviseurs de H,, H,, ..., H, sont de variété n'*™.

Nous poutrions maintenant, en appliquant les méthodes du chapitre
deux, rechercher si les fonctions H,, H,, ..., H, ont un diviseur commun;
mais afin de pouvoir considérer simultanément les différentes variables,
#yy Xyy ..., T,, nous allons auparavant, comme dans le cas de deux
fonctions de deux variables seulement, introduire une nouvelle quantité
@’ fonction linéaire et homogéne des variables xj, a, ..., @, & coefficients
indéterminées w,, u,, ..., u,_;, de sorte que

x' = ulxi + u‘lx; + e + un—»lx;—l + unw:x; U, == 1.

Alors, en remplacant x, par &' — w2, — UyXy— . . . — U, 1 T,_, dans
chacune des expressions H (z, z;, ..., z)), k=1, 2, ..., m) et en
supposant que par cette substitution H,(x], x;, ..., z;,) devienne

’ r ’ ’
Kk(“}': Try Loy oo oy Tyoyy Uyy Uy o vy un—l)

nous devrons dire que, pour l'objet que nous avons en vue, les deux
systemes

{Hy (2, 25y oo0y 20), Hy(x), 25«0\, x;),. covy Ho (2, 25, .., 2]
et
[K1<$', 39;, d/';, AR 17,,,_1, u’l) u27 L] un—-l)

. ’ ’ ’ ’
]f,,,(%, Ty w‘u ey Ty gy Uyy Uyy <oy un——l)]

sont “équivalents, car si nous pouvons décomposer l'un de ces systemes
en systémes plus simples, nous pourrons manifestement faire de méme
pour son équivalent; la différence entre les deux systemes est que
nous considérons les éléments du second comme fonctions des variables
x'y Ty, Ty, ..., *n_,, sans tenir compte, pour le moment, de la relation
¥ =wux + w2z, + ... + u,x,.

Chacune des fonctions K(z', xj, Ty, ..., To_y; Uy, Ugy ooy Up_y)
jouit encore de la propriété que son degré, par rapport a chacune des
variables «’, x}, x5, ..., x,_, est égal & sa dimension. Si donc nous
formons le plus grand commun diviseur des fonctions I, K, ..., K,

m
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nous savons que ce plus grand commun diviseur que nous désignerons
par

’ ’ ’ ’
R (x', my, Tyy ooy Ty Uyy Ugy o vvy Up_y)
contient foutes les variables «’, z], x}, ..., z,_;. Nous pouvons ainsi
écrire
](A(x,’ 1:;7 crr IIIL-—I; “17 cr un—l)
== Rl(x,7 .’Ei, LIRS x;’l—l; Uyy oo ey u’n—l)Ll(x,’ .77;, tet x;—l; Ugy <o vy un—l)
ainsi que l'équivalence A=l 2, e m)
(K, K,, ..., K,)~ R,(L,, L,, ..., L,).
Ceci posé, cherchons & décomposer en systémes plus simples le
systeme (L,, L,, ..., L,). Relativement a la variable 2’, c’est a dire
dans le domaine de rationalité (z;, 25, ..., z,_;, R, N, ..., R?), il est

équivalent a l'unité.

Dans le cas des fonctions de deux variables nous avons formé le
résultant des deux fonctions et nous avons fait usage du théoréme que
ce résultant égalé & zéro est la condition nécessaire et suffisante a laquelle
doivent satisfaire les variables qui y paraissent, pour que les deux fonctions,
sans diviseur commun pour des valeurs indéterminées données a ces varia-
bles, aient précisément un diviseur commun. Nous avons ainsi pu dé-
terminer outre les diviseurs ordinaires, communs aux deux fonctions et
que nous pouvons nommer diviseurs de rang un, d’'autres éléments, com-
muns aux deux fonctions, qui sont d'une variété moindre, ce que les
points sont aux lignes en géométrie plane, et que nous pouvons, pour
cette raison, nommer diviseurs de rang deux. Afin de pouvoir appliquer
le méme théoréme dans le cas plus général qui nous occupe et trouver

ainsi outre le diviseur R, (', =z, ..., Zi_1; Uy, -+., ¥,_) de rang un qui
représente une variété n*™ des diviseurs représentant une variété moindre,
relions linéairement les fonctions L,, L,, ..., L, par deux systémes

d'indéterminées
(U—IV U27 LA l]m) et (Vl’ V27 LI ] Vm)

et formons le résultant, par rapport a =z, ,, des deux fonctions

§ UL, et 21 V.L,.
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Ce résultant sera une fonction entiére des variables 2', «;, ..., 7,_,, et
. . ’ - ’ r

des indéterminées w,, 4y, ..., u, 4, U,, Uy, ..., U, Vi, Voy ooy Voo
Nous le désignerons par

’ ’ ’
S, (&, @y oeey Trgy Uyy Uyy ooy 3 Uyy oy, Uy Viy o, Vo R WY, L, B9

m

Le degré de U,L, + U,L,+ ...+ U,L,,
festement égal a la dimension de cette fonction; il en est de méme de
celui de V,L, + V,L, + ...+ V,L,. Les coefficients a, et b, des plus
hautes puissances de ces fonctions ordonnées par rapport a z,_, sont donc
des fonctions entiéres des indéterminées U et V, et sont, par suite, diffé-
rentes de zéro, quelles que soient les relations qui lient les autres varia-
bles ', x}, ..., z._,. Donc S, =o0 est la condition nécessaire et suffi-
sante pour que UL 4+ UL, +...4+ U,L, et VL +V,L,+...4+V, L,
alent un diviseur commun.

Soient s7, s1', ..., s{™ les coefficients de S, considérée comme fonction
des indéterminées U et V; chacune des quantités s, (k =1, 2, ..., m,)
est alors une fonction entiére des variables &', ], ..., #,_, et des indé-
terminées w, dont les coefficients font partic du domaine de rationalité
&R, R, ..., ). Si le systéme d’équations s; = o0, s;' =0, ..., s™ = o,
est vérifié, la fonction S, sera nulle, done U, L, + U,L, +... 4+ U,L,
et VL, + V,L,+ ...+ V,L, auront un diviseur commun; ce diviseur
est indépendant des indéterminées U,, U,, ..., U, puisqu’il divise
VWL, + V,L, + ... + V,L,; il est indépendant des indéterminés
Vi, Vay ooy V. puisqu’il divise U, L, + U,L, + ...+ U,L,; il est
donc contenu dans chacune des fonctions L,, L,, ..., L,. Inversement,
si pour certaines liaisons des variables ', x;, ..., x,_,, les fonctions
L, L,, ..., L, ont un diviseur commun, il en est de méme des deux
fonctions U,L, 4+ UL, 4+ ...+ U,L, et VL, + V,L, + ...+ V,.L,,
donc §, = o. Rien n'empéche d'ailleurs de prendre autant de systémes
d'indéterminées que l'on veut, U™, U™, ..., UP et VP, VP, ..., V¥,
et de former pour chacun d’eux le résultant S des deux fonctions
UL, + UPL, + ... + UL, et VWPL + V®PL,+ ... + VWL,
Toutes ces fonctions S seront nulles; elles ne différent que par les in-
déterminées qui y paraissent; donc les coefficients de ces indétermindes

par rapport a z,_,, est mani-
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seront nuls, et nous voyons que, dans notre hypothése, le systéme d’'équa-
tions

§§ =10, 8 =0, ..., ™ =0
est verifié.

Le systéme (s;=o0, s =o0, ..., s = 0) est ainsi entiérement
équivalent au systéme. (L, = o, L, = o, ..., L, = 0). Mais il a sur ce
systéme un grand avantage; il ne contient plus explicitement la variable
z, . Chacune des fonctions s contient, il est vrai, les indéterminées
Uy, Uyy «.vy U, ;3 le systéme d’équations.

$§ =0, 8 =0, ..., §™ =0,

représente  donc un grand nombre de relations entre les variables
%', X}, ..., T,_y; mais le nombre d’éléments d'un systéme n’est pas ce
qui le caractérise comme je l'ai déja observé plus d'une fois; le grand
nombre de relations que nous obtenons pour notre systéme transformé
ne contrebalance donc pas l'avantage qui résulte de la réduction du
nombre des variables.

Cette réduction est absolument la méme que celle que nous avons
obtenue dans le cas de deux fonctions de deux variables; comme alors,
c’est 'emploi’ des indéterminées u,, u,, ..., #, qui nous permet de joindre
deux variables en une seule; pour k=1, 2, ..., m,, la fonction

(€))] ! ’ ' .
sy (ZE, Lyy oovy Ty g5 Upy Uoy vvey un)

est identiquement égale a

3(1")(“1"”; + Uy o U Ts Ty Ty ey Ty Yy Ugy e un);
c’est une fonction entiére des variables z;, z,, ..., ,_, et de
Up1Tp_y + UnTyy
tandis que dans chacune des fonctions entiéres
L({l)', Tiy oovy Tpoyy Uy Ugy oooy “n)

’
‘n—1

les variables et x, ne paraissent pas, jointes par les indéterminées
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#,_, et u,. Ces indéterminées ne sont d’ailleurs contenues qu'en appa-
rence dans l'expression

Luzy 4+ way 4 - oo w205 gy Usy ooy W5 Ty, Ty ey Tpoy)
car le produit des deux fonctions entiéres de u,, %y, ..., u,

B(u @) + wamy + oo A w205 By, Xy ey Tpyy Uy Ugy ey W)

et

Li(uwy + oy + oo wm5 @, Ty oy Tulgs Uy Uy -y W)
est identiquement égal a

Hk(x;) Ty + e ’ x‘l’l)’

pour bien le mettre en évidence, nous poserons
L(uwy 4 1,25 4 o oo - U, 205 X4y Thy ooy Tays Uyy Usy enny 8,) = A(X], T3,y oovy 1)

2. Recherchons maintenant si 1'équivalence des deux systémes

(1) 8ty ooy $™) et (Ly, Ly, ..., L,)

est de la nature de celles que nous avons définies dans le chapitre
précédent. Nous observons d’abord que le résultant S, des deux fonctions
L, +0L,+...4+U,L, et V,L,+ V,L,+ ...+ V, L, étant une
fonction \homogéne et linéaire de ces deux fonctions dont les coefficients
sont fonctions entiéres des quantités x, x,, Ty, ..., To_y, Uy, Ugy ..y Uy,
S, contiendra le systéme (L,, L,, ..., L,); il en résulte que chacune
des fonctions s, (k =1, 2, ..., m,), contiendra le méme systéme ou
encore le systeme
(i, Ay, .., 4.

Mais alors pour k¥ = 1, 2, ..., 7, les coefficients ¢®, (i =1, 2, ..., V),
de s® considérée comme fonctions des indéterminées u,, u,, ..., %,, sont
eux-mémes fonctions linéaires et homogénes de A,, 4,, ..., 4, & coef-
ficients fonctions entiéres, de sorte que nous avons le systéme de con-
-gruences

o =o0.(modd 4, 4, ..., A,). ((Zo o)

i=1,2, .., %
Acta mathematica, 6. Imprimé 3 Juillet 1884, 15
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D’autre part, si nous considérons les deux fonctions

’ ’ f3 k
Ml(xn Loy ooy x;) ::(E)WE)U'E )(.’D;, CII;, crte 37;,)
h=1,2, ..o my
(k=1,2, ey v‘)

Nz, @y ...y @) :(?:nwg%;*)(m;, Thy oo ey T

ou les w et w,® désignent deux systémes d'indéterminées, et si nous
cherchons a déterminer dewz multiplicateurs entiers

a, (27, Ty, ..., T) et Bi(al, x5, ..., @)
de maniére a vérifier I'égalité
Alxy, 25y oovy T)
= a, (], Ty ooy TYM(2}, Ty woey @) + Bi(@L, Ty oy ) Ni(@1, 25y ey )

ou, ce qui revient au méme, wn multiplicateur entier a,(z;, @}, ..., @)
de maniére a vérifier la congruence

Ay @y ey L) = ay(2, 5, -ory @) M (2}, 25, ..., 2;) [mod N(z{, 23, ..., 2;)],
nous avons, d’aprés la formule de LAGRANGE,

al(x;’ -'17;7 ce ey .’E;)

’ ’ ® ) ® ; T
Ml(wl, ceey Bp_qy En ) Tn — &n D,,;,Nl(ael, cees Tp_1y D:,.),,;,=5,‘.")

’ ’ (k) ’ ’ 4
. 2 A(ml’ covy a1y & ) Nx(fcn cevy Xp_1y wn) 1
*)

£® désignant l'une quelconque des racines de 1'équation
Ny(z,) =0

et la somme étant étendue a toutes ces racines.

Le probléme est maintenant identique & celui qui s'est présenté dans
le paragraphe précédent. Il sagit de voir si la forme sous laquelle nous
venons d'écrire le multiplicateur a,(zi, %3, ..., #,) peut étre illusoire,
pour des valeurs particuliéres données aux variables x;, ‘%3, ..., ..

Convenons, une fois pour toutes, de ne restreindre la variabilité des
variables z}, =3, ..., %,_; que par une équation, ce qui revient a laisser
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par exemple zj, z;, ..., #,_, indéterminées, 4 les joindre au domaine de
rationalité et 4 donner alors &4 z,_, une valeur particuliére; ou encore,
a relier z,, z,, ..., x, par deux rclations indépendantes, seulement. Nous
nous apercevrons bientdt de la raison qui nous améne a faire cette
restriction; sans elle, en effet, nous ne pourrions pas résoudre le probléme
de T'équivalence des systémes de fonctions d'un nombre quelconque de
variables.

Il nous faut faire encore une autre hypothése. Nous n’avons pu
résoudre entiérement la question proposée, pour n = 2, que dans le cas
ot le résolvant du systéme considéré, qui était le plus grand commun
diviseur des coefficients de la forme S(U, V), n’a pas de facteurs multiples;
et nous avons vu qu’alors le dénominateur H(z,, y) ne pouvait étre nul
que du premier ordre pour ume valeur particuliére donnée a y. Nous
ferons ici I'hypothése équivalente en supposant que, les » — 2 variables
Ty, Tyy - .., Tn_p restant indéterminées, le plus grand commun diviseur
des coefficients de la fonction S(z’, zi, ..., z._,), considérée comme une
fonction des indéterminées w et w’, n’ait pas de facteurs multiples; alors,
lorsque le dénominateur M, (x;, ..., x,_;, &) s'annule pour une valeur
déterminée, indépendante des indéterminées w et o', donnée & x,_,, il ne
sera nul que du premier ordre.

Cette hypothése est plus que suffisante pour I'objet que nous avons
en vue; car il suffirait, pour démontrer que lexpression précédente de
a i, x5, ..., @,) nest pas illusoire, de supposer simplement que
la fonction A(x}, a5, ..., «,_;, P
M(xy, ©y, «o., Ty, EP) pour des systémes indépendants des indéter-
minées w et w’, soit, pour ces systémes, au moins nulle d’'un ordre aussi
élevé que M(xj, x5, ..., z,_,, ED).

n.

ui sannule en méme temps que
ps

Sous cette hypothése, on voit facilement que I'expression de «,(z, ..., z)
donnée par la formule de LAGRANGE, n'est pas illusoire, pour des valeurs
indépendantes des indéterminées w et w’ données & ), x5, ..., x,. Le
raisonnement est le méme que dans le cas de deux variables, et je ne
le répéterai pas.

Le produit

E)[Ml(xi; xé; L} .’E:,_l, E,(,k))gD,;N(Cl)i, :L';, ey x;-n x:l).r'-wf(”
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est une fonction entiére des indéterminées w et w'; nous pouvons le mettre
sous la forme

f(x;y x;; crey x;_,)E(x{, JJ;, vy x;-l; w, wl)

en désignant par f(z}, «;, ..., 2,_,) le plus grand commun diviseur des coef-
ficients des indéterminées w et w’, et, par suite, par E(21, 2, ..., Z,_,; W, w')
une forme primitive des mémes indéterminées. Les coefficients de cette
forme, n'ayant aucun facteur commun, ne peuvent s'annuler simultanément
lorsque la variabilité de z;, z;,..., z,_, n'est limitée que par une relation
algébrique.

Posons, pour abréger,

'

1 ’ ’ ’ (2 ’ 1 ’
r@, @y ooy x) = E(®@y, %y, ovey Tnq; W, Wa(xy, T3y ..., Tp)
Le résultat obtenu est que la fonction y(x), z}, ..., Z,) ne se présente
q 7\ Ty1y Toy
jamais sous une forme illusoire. Mais alors la fonction rationnelle de
Ty, Ty, ..., Xp_y, donnée par la formule de LAGRANGE,

7@, @y oy 3

est surement fonction entiére de z._,; elle est donc fonction entiére de
*{y ..., T, _,; en effet, nous avons démontré dans le second chapitre,
qu'une fonction rationnelle de plusieurs variables z, y, 2, ... qui est
enticre par rapport & l'une des variables z, est également entiére par
rapport & toutes les autres y, 7, ..., & condition toutefois que le dé-
nominateur de la fonction rationnelle ne contienne pas de facteur indé-
pendant de z. Cette condition peut étre, ici, considérée comme vérifiée
puisque nous avons commencé par transformer les variables z,, z,, ..., @,
a l'aide d’'une substitution linéaire & coefficients constants, et que nous
pouvons choisir ces coefficients d’'une maniére arbitraire, pourvu qu’une
relation déterminée ne soit pas vérifiée; nous les choisirons, aprés coup,
tels, qu’en outre, la dimension de f(z{, x;, ..., x:,_l) soit égale au degré
de cette fonction par rapport & la variable z, ,; en répétant alors tous
nos rajsonnements, nous serons certain. que r(zi, @3, ..., %,_;, &) est
une fonction entiére des n variables z, x;, ..., z,.



Sur la notian de la divisibilité et sur la théorie générale de 1'élimination. 117

La congruence
E(xi; SL‘;, rrvy ‘/’v?’t—l; w, 10')/1(.13;, x;’ cecy x,’,)zr(x{, :lh;, crey x;)ﬂ[,(x;, :l?;, 3‘27;)
(mod Ny(zj, x3, ..., )]
une fois vérifiée, le quotient
ﬂ!(x;’ Tyy cevy Xy

. E(Z;, very w;ﬂl; w, w,)A(w;y ey w:,)—h(‘vi, ey I;)AII(J«’;? ceey «E;)

- Nl(x17 517;) vy x;)

est nécessairement une fonction entiére de z,; toujours d’aprés le méme
théoreme, il est donc également fonction enticre des autres variables
’

Tiy Lyy vony Ty
Ainisi 1'égatité

E(@, ..., v,_y; w, w)l(zy, ..., x,)
=n, oo, w) M (x1, ..., T) + Az, -, T)N(z], ..., 2)

est vérifice pour les deux fonctions enticres y (i, ..., @) et By(z1, ..., ;)
que mnous venons de former. Ces fonctions enticres dépendent des in-
déterminées w et w’; ordonnons les deux termes de l'égalité précédente,
suivant ces indéterminées, et comparons les coefficients, Dans chacune
des égalités que nous obtenons, le terme de droite est une fonction
linéaire et homogéne des fonctions o(z, z;, ..., z.); les coefficients de
ces fonctions a(z], z;, ..., z,) sont des fonctions entiéres des variables
Ty, Ty, «.., T,; si pour une valeur particulicre donnée a x, et une rela-
tion particuliére entre x, ..., «, ,, toutes les fonctions o(z], x3, ..., &)
sont nulles, le terme de droite est nul, donc aussi le terme de gauche.
Pour en conclure que la fonction A(x;, ..., z,) cst alors elle-méme
nulle, ce qui est nécessaire pour que cette égalité réponde a notre re-
cherche, il serait nécessaire de savoir que pour la relation particuliére
considérée, le coefficient de A(z], ..., #,) ne peut étre nul. Or, nous
savons seulement que tous les coefficients de la forme primitive

E(x), 3y ..., z,_1; w, W)
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ne peuvent étre nuls simultanément pour cette relation particuliére; mais
chacun d'eux peut parfaitement s'annuler & son tour, si nous considérons
successivement plusieurs relations particuliéres. Aucune des égalités pré:
cédentes ne répond donc a notre recherche.

Nous parvenons cependant bien simplement au résultat, et cela en
divisant les deux termes de 'égalité démontrée par une forme primitive
E(, ..., z,_y; t, t') dont les coefficients sont identiques a ceux de la
forme primitive E(zj, ..., z,_,; w, w). Nous obtenons alors, en effet,
une nouvelle égalité,

E(ziy -y #ng} wy w)
E(zi, ceey Zm_13 by t')

Azy, oony ) = (zh):r,,(w{, vy Ty wy W t, )0y (2, .y X)
dans laquelle les expressions z,(zj, =, ..., z,; w, w', t, ¢) sont, il est
vrai, des fonctions rationnelles de x}, x,, ..., z,_,, mais ne contiennent
au dénominateur qu'une forme primitive des indéterminées ¢ ¢t . Si
donc toutes les fonctions e(x;, ..., z,) s’annulent lorsque, z, ayant une
valeur déterminée, les variables z;, z;, ..., x,_, sont liées par ume rela-
tion particuliére, les cocfficients z(x;, ..., ;) de ces fonctions, quoique
se présentant sous forme de fractions ne seront pas infinis, et, par suite,
comme tout a 'heure, I'expression

E(z1y ooy 2ny; wy ) ,
Az, 2, ..., X
E(a:'l,...,a;,',_l',t,t') ( b ’ ")

sera nulle. Mais maintenant nous pouvons en conclure que la fonction
Ay, x5, .., «,) sera elle-néme égale i zéro; car le quotient des deux
formes primitives E(w, w') et E(f, ¢) ne saurait étre, pour une relation
particuliére entre z;, x;, ..., z,_,, ni nul, ni infini.

Nous voyons donc que sil est impossible de mettre toujours les
quantités A(z{, ..., x,_,), elles-smémes, sous la forme de fonctions li-
néaires et homogénes des quantités oz, ..., ,), dont les coefficients
soient fonctions entiéres de x, ..., z,, il est, par contre, toujours possible
de mettre sous la forme d’'une fonction linéaire et homogéne des quantités
o(x{, ..., z.), le produit de la fonction A(z;, ..., #,) par le quotient
de deux formes primitives ayant mémes coefficients, les coefficients de
cette fonction homogéne et linéaire étant toujours finis et déterminés,
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lorsque les variables zj, ..., #,_, ne sont liées que -par wume relation
algébrique. Nous sommes ainsi amenés & dire qu'une fonction entiére F d'un
nombre quelconque n de variables, contient un systéme donné (fi, fay -+, fu),
et a écrire

F=o(moddf,, foy ..., fu)
lorsque nous pouvons, en multipliant F' par le quotient de deux formes
primitives, ayant mémes coefficients, établir une égalité

B(U), =»
zn) = el

dans laquelle nous soyons cértain que tous les coefficients ¢, soient finis

et déterminés, quelle que soit la relation particulicre qui lie les (n — 1)

variables paraissant au dénominateur.

Le quotient g% des deux formes primitives E(U) et E(V) joue

vraiment ici le réle d'une unité.

Cest dans ce sens plus large que celui que nous avions donné en
commencant, parce qu'il suffisait dans le cas des fonctions de deux variables,
qu’il faut entendre l'équivalence des deux systémes

(s oons ), Aty <ony 20y oony An(zi,y on, 3))
et

[”;1(5’7;, ceey :E:,), 0','2(.’13;, cesy :I:;), ceey 0'1(?‘:.)(37;’ RN 5{3,',)]

Nous appliquerons aussi & ce genre d’équivalences, le symbole ~, et
nous écrirons

(my)
(Al’ }42,...., _Am)N(O';l, 0'1’2, s ey ﬂll,vl, dl"', e e e ey 01:"1:').

Nous voyons enfin facilement qu'a 1'aide des indéterminées u,, %y, ..., %, 4,
prises plusieurs fois, les deux systémes

Aty ooy 2y MA@y oovy 2y oovy Anl@y, oony 22
et

[s;(w’, w;7 ey x:.—2)a 3;'(15'7 w;’ L) fl/‘;_2), veey 3(1'"’)(37” .’t;, cety 97:.—2)]

sont aussi équivalents,
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3. Nous avons jusqu'ici ramené D'étude du systéme quelconque
donné & celui d’un systéme

(my)
(3;7 3;', seey Slml)
dont les éléments, considérés comme des fonctions des variables
!
x” x;’ x;’ LIRS | xn—?’

contiennent une variable de moins que ceux du systéme proposé, et nous
avons vu ce quil faut entendre par équivalence de ces deux systémes,
puisque nous venons de traduire cette équivalence par une équation
algébrique.

Il nous faut maintenant répéter sur le systeme (s;, 8', ..., ™) les
mémes raisonnements que nous avons faits tout & I’heure sur le systéme
(G4, Gy, ..., G,). Nous introduirons tout d'abord de nouvelle variables

Iy 1 1’
Ty oy voey Tyy

fonctions linéaires des précédentes et nous déterminerons les coefficients de
ces fonctions linéaires de maniére que pour i =1, 2, ..., m,, le degré
de s par rapport & chacune des nouvelles variables soit égal & la di-
mension de cette fonction. Le systéme

. 4 . ’ .
[éi(x’, xl’ e m:l—?’ ul, ey un)? S;'(x” x;’ tecy xﬂ—?’ ul? e uﬂ)) A
cee SIW(T, Ty ey Tagy Upy eee s Uyl
est ainsi transformé en un systéme équivalent que nous désignerons par

’ 1 . ’ 124 " X4 .
[Hl’(x;” x2’7 voey Tpygy Uyy ovny un)’ H2(xl sy Tay ooy Tu_gy Upy ooy u,,), vee
’ y
H Hn’n.(m;'y Ty'y v oy Tplyy Uyy oovy un)]

Nous relierons ensuite les nouvelles variables par une fonction homogéne
et linéaire a coefficients indéterminés

(X

' =7 + 01 + . F 0% Uy =1,
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X

et nous substitucrons & z, sa valeur dans chacune des m, fonctions
considérées. Nous obtiendrons ainsi un systéme
(ol ’r ’ .
[Kl(x’xl""’x;ﬂ?’ ul""’“n’ ’Ul""’v’l-—l))
P1 [ pat? e ’ .
1‘2(m9x17---ax;—%ulv-”,un’ vn'“"un—l)’

< (X Y] ’
Aml(x b “017 R xn—?’ ul’ D4 u’n? vl’ et vﬂ-—])]

équivalent’ au précédent. Si les éléments de ce systéme ont un diviseur
commun

7 17
Ry(x", 0y ooy X gy Upy vuny Upy Vyy o vy Vusy),
ce diviseur contiendra nécessairement les (n — 1) variables z”, ', ..., 2, ,;
posons

’ xs ’ 14
K2, 2y ooy Thlgy Uyy vuny Uy Oy onony Vpy)
1 1 1
l R2($~’ xl""7xn—27 ul""’“n’ vl"“’vn—])l.
= y (h=1,2, .. my)
I tr rHr rr
IX. Ly @y ooy @ gy Uyy ooy Upy Vyy oees v,,_,)]
I’équivalence
- ry ’ ’
(K, K;, ..., K,)~R,(L;, L, ..., L,)

sera certainement vérifiée, et il nous suffirn de considérer le systéme

rfpatt r " .
[Ll(x ’ xl»: e To_ g, ux’ A ] u,,, /017 LR vn—l);
! 1 rs n .
Lz(xyxn“-, T gy Upy oevy Uny Vpy ooey Vusy);

rr 11
L:n,(a; s By iy Ty Uy ey Uy iy ooy Day)]

qui, relativement & la variable z”, est équivalent & l'unité, comme tout a
I'heure le systéme

[Ly(®s B,y covy Tayy Upy covy W)y eennes Ln(@y @1y vy Taoyy Upyeeeey )],

relativement 4 la variable z'.

Acta mathematica. 6. Imprimé 7 Juillet 1884, 16
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Aprés avoir relié les éléments L], L;, ..., L, , par deux systémes
3 ’ vy 57 r > X
d'indéterminées U, U,, ..., U, et V7, 1, ..., 1, nous formons le
résultant S, des deux fonctions

z UL, et z V.L, k=1,2,....,m)
& Ak | R
(&) )

par rapport a la variable z,”,. Si s, sy, ..., s§™, désignent les coef-
ficients de la fonetion S, ordonnée suivant les puissances des indéterminées
2
Uet T, et si o, k=1, 2, ...,m; ¢=1, 2, ..., v, sont les
coefficients des fonctions s;, s, ..., s ordonnées par rapport aux
uissances des indéterminées v,, v,, ..., ¥,_,, NOUS VOyONs, en raisonnant
1 2 ? n—12?
comme tout a l'heure, que le systéme

’ ’ ’ ’ ’r )
(0'217 G2y Opzy + ooy Opy Fypy ovov vy _»T)
est équivalent au systéme
’ 7 ’
(" 19 A12 3 ) Am,)

dans le sens que nous avons ¢té amenés a donner a l'équivalence en
recherchant les rapports des deux systémes

y . A e rm,)
(-’IU /12, ey Am) ct (0';:7 Olay + v+ G';u,v Oy vv v vy 0'1’:,')-

Les indéterminées »,, v,, ..., v, ; ne sont contenues qu'en apparence
1 2 9y n-—1
dans les ¢éléments Lj, I ', considérés comme fonctions de

2y m, ?

xy, %'y ..., *, 43 cest pourquoi nous avons posé pour plus de clarté

’ n—11

1

’ rr rs
A, =, oo, @l

’ r’ r? ’ ’ rr r:
= Lh(vlml + ,U?"E? + v + v1i—~lmrl’—]7 {r; 7.-1:24, crcy xn-29 '017 ’02, ceey Ivn—l)'

(h=1,2, 0y m)

Mais les indéterminées wu,, u,, ..., %, font partie intégrante des
fonctions L;, L, ..., L, , ‘et sont, par suite, contenues dans.les fonc-
tions A;, 4;, ..., 4,; il ne faut donc pas ici, pour rechercher I'équi-
-valence’ des systémes, revenir aux coefficients des fonctions of, ordonnées
suivant les puissances des indéterminées w,, u,, ..., u,; il faut, au con-
traire, comparer les systémes qui contiennent encore ces indéterminées.

Cette différence ne change rien au raisonnement que nous avons fait plus



Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de I'élimination. 123

haut; nous pouvons, par exemple, joindre simplement w,, u,, ..., %, au

domaine de rationalité. En répétant alors le méme raisonnement nous

voyons que chacune des fonctions A;(x’, @, ..., @iy, Wy ooy ),

(k =1, 2, ..., m), multipliée par le quotient de deux formes primitives
rr

par rapport aux variables 2y, xz, ..., z,,, peut étre mise sous la
forme d’une fonction linéaire et homogéne des fonctions

k) e 1 re )
e G A A TR T B =102, e vys k=1,2,0 my)

rr
“n-—-1

dount les coefficients sont fonctions enticres de et ne contiennent

au dénominateur qu'une forme primitive par rapport aux variables
x'y @'y oooy @, Le systéme (df, A;, ..., .1,) contient donc le systeme
(655 Ohas v oy Gy Gy o oe o). Inversement S, ct, par suite, le
systeme (o}, Oz «vvy 0oy Gh1y oonv, own?) contient le systéme (Aj, A3, ..., 4,).

Les deux systémes que nous comparons sont donc équivalents, et mous
pouvons écrire

A’ ’ ’ ’ ’ ’ v myY
(111’ Ay e /]m,>'\’<0'-_'1, Bpzy o vny Opyy Oaiy - ov ey 0{’,7, .

De plus, comme le systéme (o}, o, ..., 6., O, ..., o57) est lui-
méme équivalent au gystéme formé par les éléments s;, sy, ..., s37,
pris un certain nombre de fois, et pour des systemes différents d’indéter-
minées v, ..., v, ,, nous avons aussi démontré l'équivalence, a l'aide
d'indéterminées v en nombre suffisant, des deux systémes

’

’ rr 1y r r L rs X3
(i), oy, oo, @), Ay, oy, o, 2, oo, An (@, @, ., )
et.

7

[S;(x”7 x;,7 vy w;n,—3)7 S‘;’(_xua 151', vy a;n—B)) Py SSJWZ)(J;,Z Il}'i', trt x;ll—ii)]

ou, pour abréger, nous n'avons écrit qu'une fois, dans la derniére paren-
theése, chacun des éléments s,

4. Nous continuons ainsi et nous forinons successivement une série
de fonctions

Rl’ R27 R37 MR Rn—-?’ Rn—l

contenant respectivement n, n—1, n—2, ..., 3, et enfin deux variables.
Nous retombons en dernier lieu daus le cas particulier d’un nombre quel-
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conque de fonctions de deux variables, cas particulier que nous avons
étudié dans le paragraphe précédent.
Soient
B, (@7, 205 sy ooy Uy Oy ooy Uuas e e Wi w-z)
le plus grand commun diviseur dc ces fonctions de deux variables, et

{n—2 —1] -1 .
[Ll )@7(" )"x(ln )7 Upy vovy Upy Vg ooy Upgy vvvvsy Wy, w?)r

ooy LETP@TD, a0V, gy ey Uy Dy, ey Vs ey W, W)
le systéme débarassé de ce plus grand commun diviseur et déja trans-
formé de maniére que pour i = 1, 2, ..., m,_,, le degré de la fonction
L=, par rapport & ™" et & z{"» soit égal a la dimension de cette
fonction,

Nous formons le résultant, par rapport & 2{"", des deux fonctions

ZUIS™ et 2V, L2 k=1,2,...m_)
Q) &}
51 nous désignons par

r

n—1 . r
St (@™ Uy ey Uy Oy ey Uayy ey Wi 0,5 Uy, U s Vo V)
ce résultant; par

(h) (n—1)
S, Uy ooy Uy Vyyee ey Upgy oevnny Wy Wy)  G=L3nm )

les coefficients de 8,_;, ordonnée par rapport aux indéterminées U
et V; par

4 ’ ("l___l)

7
a'n——l,l) 011—1,2’ 0n~1,37 ey on—l,v”__l

les coefficients des s*,, (k= 1, 2, ..., m,_;) ordonnées par rapport aux
n—19 b b ’ n—1

indéterminées w, et w,, aprés que l'on a substitué a #®~> sa valeur

—1 1.
w g " + wryTY;
ct enfin par

(n—2) / pu(n—1) (n—1)
AT2(@TY, 2wy, o, ey Uy ey Vay ceved)  GeLiim )
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les fonctions

(n—2)(, -1 —1 —1 .
L2 2070 - w, a8, 280, sy, ey Uy Vyy ooy Vplgy.eennny Wy, W)

n?e

)

(i=1,2, ..., m._.

qui ne contiennent qu'en apparence les indéterminées w, et w,, nous
voyons, comme dans le paragraphe précédent, que les deux systémes

(n—2) A(n—2) A(n—2) , (m__ )
(Al ’ Azn PRI Au':l ) ct (0':’;--1,17 Op_1,29 +»+ o'n—-l,lv )

n -2 w1

sont équivalents, dans le sens que nous avons attaché a ce mot dans le
chapitre précédent, et, & plus forte raison, dans le sens plus général que
nous lui avons donné dans ce paragraphe-ci.

Soient

rO-D , ) )
R,,(.]?" y Upy voey Uyy Ury vy Upgy oovy Wy, w-.’)
le plus grand commun diviseur des fonctions s, (h=1,2,...,m, ;) et

(1) [ pn—1) Y -1 , —D (1)
SO g, o, wy) = R(@"0 wy, oy w) LYY, wg, o, wy).

(h=12, .., m"q)

Les fonctions L{*", Ly, ..., L& de la seule variable 2~ étant sans
.

diviseur commun, l'équivalence absolue

(n—1) (n—1) (n—1)
(Lln 2 L2" P | Ln':__l ) ~ 1

est manifeste.

Si cependant nous considérons, outre les variables, les nombres entiers,
il est possible que les fonctions L{"™", Ly, ..., LG~ aient un diviseur
commun de rang deux. Je rappelle I'exemple donné dans le chapitre
précédent. Pour obtenir ce diviseur, formons le résultant, par rapport &
2V, des deux fonctions

(n—1) 7 J(s—1)
Z UL et TVL{.

Ce résultant sera une forme, & coefficients entiers, des indéterminées
Uy vy ..., w. Soit R,,, le plus grand commun diviseur des coefficients
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de cette forme; comme toute forme primitive, a cocfficients entiers, cst
équivalente a l'unité, nous aurons I'équivalence absolue
(L, Ly, ., L)~ By

5. Ainsi l'ensemble des fonctions R, R,, ..., R,,,, ou, si nous
ne tenons pas compte des nombres entiers, l'ensemble des fonctions
R,, R,, ..., R, remplace le systéme donné, et le remplace complétement.
La premiére condition de toute décomposition d'un systéme de fonctions
se trouve aussi remplie; car chaque fonction R, contient un nombre
différent de variables, ¢t nous avons ainsi isolés les variétés d’ordres
différents représentées par le. systéme d'équations correspondant.  Clest
a la condensation des variables x,, ,, ..., z,, & laidc des indéterminées
i, v, ..., w, que nous devons ce résultat.

Il y a plus; le théoréme sur la décomposition des systémes que nous
avons démontré & la fin du paragraphe précédent, a encore licu. Cepen-
dant comme sa démonstration, tout en étant analogue au cas de deux
variables, exige la notation du résultant de » fonctions de n variables,
notion gue nous ne pouvons pas établir sans longuecurs avant d’avoir résolu
le probléme général de I'élimination, nous ne la donnerons pas ici.(')
Mais, comme de ce théoréme résulte que <’est bien une décomposition du
systéme (G, G,, ..., G,) que nous avons obtenue, ct que ce fait est
de la plis haute importance, nous introduirons, deés maintenant, unc
terminologic qui lec mette bien en évidence. Nous nommerons R, ésol-
vant de rang un, R, résolvant de rang deux, ct, cn général

k1) k-1 *—1) ,
Rk(x ’xl ? "'7x1l—k’ ul’ ""un’ vl, "')

résolvant de rang k du systéme considéré. Un ou plusieurs de ces
résolvants peuvent, pour des systémes particuliers donnés, se réduire
a T'unité.

Nous pouvons alors aussi définir rigoureusement ce qu'il faut entendre
par rang d’un systéme de modules contenu dans un autre systéme de
modules, ou encore par rang de divisibilité. Nous avons obtenu le résol-

(") Comparez KroNkcKER, Festschrift § 20
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vant de rang un, en cherchant le plus grand commun diviscur de toutes
les fonctions K, K,, ..., K, dont le systéme est ¢quivalent & celui des
fonctions @&,, G,, ..., G,. Ce résolvant R, ecst, dans le sens ordinaire
du mot, contenu dans le systéme

(K, K,, ..., K,);

nous dirons qu’il est le plus grand commun diviseur, de rang un, de ce
systtme. Mais le systéme

(Ly, Ly, ..., L,)

est également contenu dans le systeme (K, K,, ..., K,); il est, de plus,
équivalent au systéme (af,, oy, ..., o?) ou encore au systéme dont les
éléments sont les coefficients s;, s, ..., s™ de la forme S, (w, w'), ces
coefficients étant pris pour plusieurs systémes d'indéterminées u,, 4y, ..., %,;
mais, ces éléments s;, s, ..., si™, ont, comme plus grand commun
diviseur de ramg wum, le résolvant R, de rang deur; cest pourquoi
nous dirons que le systéme (L,, L,, ..., L,), ou cncore le systéme
(6liy olyy ..y dl7), ou tout autre systéme équivalent, est un diviseur
de rang deux du systéme donné.

Comme le systéme (s, s, ..., ™) est équivalent au produit
R(L;, L, ..., L), le systeme (L;, L;, ..., L) est contenu dans
le systéme (L,, L,, ..., L,) et, par suite aussi, dans le systéme donné
(Gh, Gy, ..., G,). 1Tl est cependant bien évident que (L;, i, ..., L)
n'est pas contenu dans le systéme donné au méme titre que R, ou que
(Ly, Ly, ..., L,). Clest pourquoi, comme (L;, L;, ..., L) est équi-
valent au systéme (o}, o}, ..., of?), ou encore au systéme dont les
¢éléments ont, comme plus grand commun diviseur de rang un, le résolvant
R, de rang trois, nous dirons que (L, L;, ..., L;) ainsi que tous ses
équivalents sont diviseurs de rang trois du systeme (G, G,, ..., G,).
Ainsi de suite. En général nous dirons que le rang d'un systéme de
modules contenu dans un autre systéme de modules est égal au rang de
celui des résolvants du systéme contenant que l'on rencontre le premier
en partant du systéme contenu et en formant aussi ses résolvants. Bien
entendu, il est absolument nécessaire de tenir compte des résolvants qui
se réduisent a l'unité.
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Pour étre conséquent nous devrons aussi dire que le systéme
(Li, Ly, ~.., L), par exemple, qui est diviseur de rang trois de
Gy, Gy, ..., G,), est diviseur de rang deux du systéeme (L,, L,, ..., L,)
a condition de considérer chacun des éléments du premier systéme comme
une fonction des (» — 1) variables z”, ', x,, ..., @, ,, et chacun
des éléments du dernier systéme comme une fonction des n variables

Ty LYy Ty oony X, En général nous devrons dire que le systéme

n—1
(Lyp, LY, ..., Lf.’::)

est diviseur de rang (i + 1) du systéme

(ZP=0, L0, .., L879),

chaque élément L™ étant considéré comme une fonction des (n—h)
variables %V, ¢V . gD et chaque élément LY ® comme une
fonction des (n—k -4 ¢) variables z®—*+V, (=D Q50D S ainsi,
lorsque deux systémes sont divisibles I'un par Tautre, leur rang de
divisibilité moins 1, sera donné par la différence de l'ordre des variétés
représentées par les éléments de l'un des systémes et par ceux de l'autre.
En un mot, le rang est relatif & la variabilité donnée; il est égal a la
diminution du nombre des variables -4 1,.par une condensation de ces
variables, a 1'aide des indéterminées u, v, ..., w.

Il me reste & faire une remarque importante sur la généralisation de
Yidée de contenant et de contenu que nous avons été amenés a donner dans
ce paragraphe. En disant que les formes E considérées étaient primitives,
je me suis conformé au langage habituel et j'ai entendu par forme primi-
tive une forme dont tous les coefficients n‘ont pas de diviseur commun.
Maintenant que nous avons introduit la notion de diviseur d'un rang
quelconque, il faut distinguer; j'adopterai a cet effet, la terminologie de
Gauss et jentendrai par forme proprement primitive une forme dont tous
les coefficients n'ont aucun diviseur commun dun rang quelconque. Or
rien ne nous dit que les coefficients des formes E considérées n’ont aucun
diviseur commun de rang supérieur au premier; nous savons au contraire
que des fonctions de deux variables déja, sans diviseur commun de rang
un, peuvent s'annuler pour des valeurs particuliéres données & ces variables.
Il en résulte que ces formes E ne sont en général pas proprement primi-
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tives, mais seulement improprement primitives, et que les équivalences, et
par suite aussi la décomposition, obtenues ne doivent étre considérées que
comme - des équivalences impropres et une décomposition impropre, cest &
dire telle que chaque pas fait en avant se rapporte, non pas a tout I'en-
semble de la décomposition, mais seulement aw rang ou lon se trouve.
C'est dans ce sens, et dans ce sens seulement, qu'il faut cntendre I'équi-
valence du systéme (G,, G,, ..., G,) et de lensemble des fonctions
R,, B,, ..., R,,,. Nous réserverons le symbole ~ au cas ou les formes
E sont proprement primitives.

Pour terminer, nous pouvons répéter, pour chaque rang plus grand
que un, les raisonnements de la fin du paragraphe précédent. Nous
sommes alors amenés a distinguer entre les systémes décomposables et les
systémes impropres que nous avons exclus de nos recherches, au moins dans
ce Mémoire. Pour compléter la théorie générale de la décomposition des
systémes, il reste 4 caractériser plus spécialement ces systémes impropres
dont M. KRONECKER a, le premier, donné un exemple.

CuarrTre V.

Théorie générale de 1'élimination.

§ 1.

De Péquation résolvante.

1. Le but que I'on se propose dans le théorie générale de I'élimina-
tion est de reconnaitre la nature des restrictions apportées a la variabilité
d'un nombre quelconque de quantités variables par un nombre également
quelconque d’équations algébriques reliant ces quantités.

Dans la théorie de I'élimination proprement dite, on étudie de plus
preés les systémes d'équations algébriques soumis & des conditiens plus
spéciales, particuliérement ceux ot le nombre des équations est égal au
nombre des variables.

Acta mathematica. 6, Imprimé 7 Juillet 1884. 17
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Nous nous occuperons ici exclusivement de la théorie générale de
I’élimination.

Cest DESCARTES qui, le premier, considéra la solution d’une équation
F(x) = o, comme la recherche des restrictions apportées a la variabilité
de la quantité cssentiellement variablé x, par la condition déterminée
F(r) = o. Avant lui, on n’avait envisagé la résolution des équations que
comme la recherche des valeurs qui, substituées aux inconnues, vérifient
les équations données. Dans la théorie générale dé I'élimination on néglige
entiérement ce dernier point de vue et l'on se place a celui de DESCARTES
en l'étendant & un nombre quelconque d’équations entre un nombre égale-
ment quelconque de variables. Le mot éliminer n’a pas le sens de laisser
de coté, mais au contraire, celui de firer, en les séparant, les restric-
tions apportées a la variabilité de plusieurs variables, par des équations
algébriques.

Soient donc

Gk(xl, Loy ooey :v,,) = 0O, *=1,2, .., m)

m équations algébriques reliant les » variables «,, 2,, ..., x,. Les
coefficients des fonctions entiéres G,, @,, ..., G, font partie d'un domaine
de rationalité donné sur lequel nous n’avons aucune prise. Nous avons
prise au contraire sur les variables z,, %,, ..., %,, et nous cherchons
la nature des restrictions apportées a ces variables par les équations
considérées. Comme le domaine de rationalité peut lui-méme contenir
autant de variables que 'on veut, le probléme ainsi posé est plus général
que si I'on se proposait de trouver la nature des restrictions apportées a
toutes les variables paraissant dans les polynémes G,, G,, ..., G,, par
les relations ¢, = o0, G, =0, ..., G, = O.

Les restrictions dont mnous parlons se distingueront tout d’abord
par le plus ou moins de variabilité qu'elles laissent aux quantités
%, €y, ..., Z,. Nous devons donc chercher, avant tout, & transformer le
systéme d’équations

G =0,G=0,...,G,=0

en un autre qui, tout en lui étant équivalent, sépare nettement les diffé-
rents degrés de variabilité que possédent encore les quantités z,, oy, ..., ,.
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L'analogic de ce probléme et de celui dont nous avons exposé la
solution dans le chapitre précédent c¢st manifeste; la seule différence est,
quau lieu d'un systéme de fonctions, nous considérons un systéme
d’équations, et que, par suite, au licu de la transformation du systéme

3 s T 1]
G, G,, ..., G, en R, R, ..., R,, nous obtenons celle du systeme
y m 1 29 ’
d’équations

ny

G, =o0,6G,=o0,...,G, =0

m

en une seule équation

R,.R,.R, ... R, = o,

23
Véquation résolvante du systéme.

En conservant les mémes notations que dans la recherche précédente,
nous voyons immédiatement que si les variables x,, r,, ..., x, sont liées
par les relations

G, =0,G,=0,..., G, =0

il faut, ou bien que le résolvant R, soit nul, ou que nous ayons a la fois

L —=o,L,—=o0,..., L, —o.

"

Si ce dernier systéme d'équations est vérifiée, il faut, ou bien que le
résolvant B, soit nul, ou que nous ayons a la fois

LI=O, L-'.»:O7 vey L;n, = 0.
Ainsi de suite. Enfin, si le systéme
L™ =o0, L{P=o0, ..., Ly P=o0

est vérifié, il faut, ou bien que le résolvant R, soit nul, ou que nous
ayons a la fois

LY=o, Ly V=0, ..., Ly = o.
Cette derniére alternative est impossible, puisque. les fonctions L{™™,

L= .., L("',‘"l” de 1la seule variable ™, sont sans diviseur commun.

Done, si les équations

G,=o0,G=0,..., G, =0
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sont vérifiées il faut que l'un des résolvants R,, R,, ..., R, sannule.
Inversement, si 1'un de ces résolvants s'annule, nous avons a la fois

G, =0, GG=0,..., G,=o0.

Les restrictions apportées & la variabilit¢ de z,, z,, ..., r, d'une part
par le systéme d'équations

(G, =0, Gy=0, ..., G, =0)

et de Tautre par l'équation unique
RR,... R, =0

sont donc absolument les mémes.

Nous sommes ici dispensés de rechercher, comme nous l'avons fait
dans le chapitre précédent, la nature de l'équivalence des systémes
(LY, LY, ..., L) et de ceux dont les éléments sont les coefficients des
formes §,, ce qui simplifie considérablement le probléme. Il n'y a plus
d’équivalence propre ou impropre; 'équivalence indique tout simplement
que les restrictions apportées a la variabilité de z;, »,, ..., z, par le
systéme d'équations données et par son équation résolvante sont identiques;
nous pouvons donc écrire

(Gy=0,G=0,..., G,=0~(RR,... R, =o0).

De plus, le probléme général de l'élimination peut toujours étre
résolu, tandis que nous avons vu que celui de Yéquivalence des systémes
ne peut l'étre complétement que si les différents résolvants n'ont pas de
facteurs doubles. Il est vrai que cette restriction qui est, comme nous
Yavons vu, dans la nature des choses, puisqu’il y a des systémes non
décomposables sans étre irréductibles, a. une facheuse influence sur la
théorie générale de l'élimination. Elle nous. empéche de tenir compte de
l'ordre de multiplicité des solutions du probléme. Ainsi, en appliquant
la théorie de I'élimination a la géométrie, nous isolerons certainement
toutes les surfaces, courbes et points donnés par un nombre quelconque
d’équations entre trois variables z, y et z; nous marquerons fous les points
de l'espace dont les coordonnées vérifient simultanément les équations
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données; mais si A sont ces surfaces, B ces courbes et C ces points, il
se pourrait fort bien que les surfaces représentées par les équations données
eussent, par exemple, outre les points C un point commun sur B, sans
que nous obtenions autrement ce point que comme un des points de la
courbe B.

Pour ne pas étre obligé de changer de notations dans le courant de
ce chapitre, nous désignerons tout de suite par R,, non pas le plus grand
commun diviseur des fonctions K=V, K*7P ..., K% " mais le quotient

”‘h*l
de ce plus grand commun diviseur et du plus grand commun diviscur
quil a lui-méme avec sa dérivée par rapport a z*, de sorte que, si pour
un instant R, représente encore la fonction considérée jusquiici, notre

nouvelle fonction R, sera égale a

R,
Dv (Rh , D.t(")Rh)

¢'est a dire a lancienne fonction R, débarassée de scs facteurs multiples.
Comme nous ne pourrons tenir compte des solutions wmultiples, ce n'est
pas une restriction que nous faisons la.

2. Dans ce qui va suivre, nous interpréterons chacune des expressions
R, indépendamment de toutes les autres, en recherchant de quelle maniere
chacune des équations R, = o limite la variabilité de =z, z,, ..., z,.
Nous pourrons donc supposer que les systemes de variables que nous
avons distingués c¢n affectant les quantités x,, z,, ..., x, dindices
supérieurs soient tous les mémes; cela revient simplement, géométrique-
ment parlant, & interpréter chacune des équations R, = o dans un autre
systeme de coordonnées en nous réservant de choisir convenablement
chacun gde ces systémes. Mais pour éviter toute confusion nous désig-
nerons par

Yy Yo+ 5 Y

au lien de z,, xz,, ..., x,, les nouvelles variables considérées; cc sont
des variables se rapportant a un systéme d'axes coordonnés mobiles.
Nous désignerons de méme par y la fonction linéaire & coefficients in-
déterminés

!/ = “1?/1 + uz'!h + e + unyu; N" = I.
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Nous aurons alors, dans le domaine de rationalité donné, 1'équivalence

(Gi(s %o oo 95 -5 GulWis By - ooy 3]
~RU(Yy Yy ooes Ynogs Upy oony Uy)
XCHI Y, Yoy oovs Ynoay Byy oony W)} oo H, (4, Y1y - oy Ynzs Y1y ooy u,)]-
En posant
YV=v, 0+t ...+ 0sls; U, =1

et en remplagant y par sa valeur tirée de cette équation, il vient

[Hl(y’ ;’/1’ R yn—2’ ul? ter un); H;(y7 :’/1? MR yu—‘Z’ ul’ R un); e
cos Ho (s iy e Yamay Wy o ey W)

(] ’ .

'\“[Kl(!/7 Yis oovy Yuay Uy ooy “n); [(2(!/’) Yy coey Ynoay Uiy oo vy “11)7 v
ey K;n,(!/’, Yy ooy Yngy Uy « ooy un)]
7’
~ Ry (s Yiy ey Yuoas Ups oeey Uy Vpy oeny Vo1)

’ ’ 4
x [Ll(y’ yl’ b ] !/n—Z’ ul’ 2 u"); ""'; L;n,(!/’ !/l’ ¢t .’/Il—'l’ ul’ M ] ull)]'
Le résultant S, sera ecnsuite pris par rapport & y,_,.comme tout a Iheure
par rapport a x, ,, et ainsi de suite; mais, apres avoir introduit- chaque
nouvelle fonction linéaire a coefficients indéterminés, »®, c'est y*P, et
non pas y,_, par analogie avec z, ,, qu'il faudra remplacer dans le
systéme considéré par sa valeur tirée de cette relation.

D’ailleurs, en désignant par o, uf, ..., ¥, (=1, 2,...) de
nouvelles indéterminées on a

4 ? ’
y = ulyl + “2?/2 + A + u:;—2y11—2 + un-—-lyn—l + uuyn
et, en général,
> — W, + ok 1),
YO = uPy + Wy o e Y + W Y -
’
L + un—?!/n—‘z + “,._1!/7._1 + unyn' *=12,..)

Nous obtenons ainsi 1'équivalence
LG (W15 Yar ooy ¥) = O3 Ga(W1s Yoy vy Ya) = O3 <5 Gty Yoy -ovy ¥a) = O]

n
Py L DI (h—1) (h—1)) __
N[th(y s Y Yzs ooy Ynoay Uay ooy Uyy o ooy Uy )"‘)un—h)—“o]‘



Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de 'élimination. 135

De ce que, les quantités «{’, «, ..., 4 désignant toujours des
indéterminées, l'équation résolvante R,R,... R, = o est la conséquence
nécessaire et suffisante du systéme d’équations @, = o, G, =o, ..., G, =0,
nous allons déduire une transformation importante de cette résolvante qui
nous fera clairement voir le role fondamental que jouent les indéterminées
w?, w, ..., u?, dans la théorie générale de 1'élimination.

A cet effet nous allons d’abord rechercher toutes les valeurs de
chacune des variables y,, #,, ...; y, qui peuvent vérifier le systéme
donné. Commengons par la variable y,.

Les expressions y, ¥, y”, ..., y¥*" se transforment toutes en y,,
lorsque nous substituons aux quantités indéterminées w,, %y, ..., U, ,,
Vyy Uyy vovy Vpgy ..., Wy, la valeur zéro. Si donc nous répétons tous
les raisonnements qui nous ont amené a la décomposition du systéme
donné sans faire aucune substitution linéaire a coefficients indéterminés,
ce qui revient 4 remplacer .y, ¥, ¥, ..., y¥"V par y,, nous pourrons
dire que le résultat obtenu est le méme que tout &4 lheure, 4 condi-
tion de substituer aux indéterminées les valeurs zéro, & l'exception de
Un_1y Uy gy ++ ., Wy, qui sont définies égales & l'unité. Nous obtiendrons
ainsi 1'équivalence

{Gy=o0, G,=o0, ..., G, =0)
”n
Ng'ben)(ym Yis Yo o+ o5 Ynois Oy Oy oy 13 )

dans laquelle nous avons donné & R, l'indice supérieur (n) pour indiquer
que ¥*, y est remplacé par y, ct que nous considérons spécialement cette
expression comme une fonction de y,. D'aprés ce que nous venons de
dire R{” sera le plus grand commun diviseur des coefficients du résultant
S, des deux fonctions

My 2
(k-—2) . «
;Uth (?/n’ Yirs Yoy ooy Yty Yo—i413 Oy Oy ooy 15 O, )

et

My

(k—2) o .
;Vth (?/n; Yis Yos <o o5 Ynkr Yn—tprs Oy Oy -ovy 150, c0ut)

par rapport a la variable y, ,,,, ce résultant étant considéré comime une
fonction des indéterminées U et V.
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Les racines de l'équation R{" = o sont fonctions algébriques de
Yis Yoo -+ Ynxs 80it 7%¥D Tune quelconque d’entre elles. D’aprés ce
que nous avons vu sur les propriétés du résultant, comme S{”, est nulle
pour y, = 7%, les deux fonctions précédentes auront pour y, = zi™"
un diviseur commun en ¥, ,,,;
Ynoiprs Ynipr = 75750, telle que nous avons a la fois

il v aura donc sturement une valeur de

(k— 2) -1 *-1 . —
ZLI ™ s Yoy ooy Ynoks 4T O, 0, Loy, 150, .uL) =0

et

(k- 2) yG—1 ; k-1) ., . —
;]L /n y Yis Yo ooy Ynis Yn—kt13 O, O;--'917O""")"_O

et, par suite, simultanément

(k—2) (1—1) =1 . . —
L’l (W" Yi» y?i---7?/n»—ka77n—k+l7 0, 0, ..., I,O,.....)——O

comme nous nous en assurons facilement en considérant un nombre assez
grand de systémes d'indéterminées U et J” auxquels correspondent, il est
vral, des résultants S, différents, mais cependant la méme fonction E.

Puisque toutes les fonctions ZL{¢~? sont nulles pour y, = %" et
Yorey = 727300, il en sera de méme du résultant S™, des deux fonctions

th—3)/, (k—1) ~1) . . R
;U;Lh (77n » Yis Yoy o 7/n~A+17 Yuotp2s Oy Oy + ooy 15 0, )

et

mk-S

7 F(k=3), (k1) k—1) N .
h=lthh (vn ’ yl? ."/27 c e 7/11—L+l7 yn——k+2’ 07 07 tre I’ O’,""')

qui est pris par rapport & ¥, ;..; car K¥» = R, | L{™ et les systémes
désignés plus haut par (si_,, s, ...), (HEF?, HFD, ..) et

(K2, K¢, ...) sont ici identiques. De ce que S, est nul pour
Yo = 75 et Y, = 7¥50,, nous concluons comme tout i I'heure. qu’il

y a surement une valeur de y, ;,,,

, 7D
Yu—it2 = Wn—k+2
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telle que toutes les fonctions

ngk_g)(vizk—ny ?/1? y'la crc yn——lm ﬂink:lr]j-l » Vif:l.liu 07 Oa L I; O’ e )
(14:1,2,...,mk_3)
solent nulles simultanément.
En continuant ainsi, nous voyons enfin que le* résnltant S{” est

nul, pour

— D — k=D, — =D, . e s h=D)
Yo = 7711 ’ yn—k+1 - Wn—-lﬁ}—l) Yn -k+2 T vn/k-}-Qy ey Yo — vn—'l .
Ce résultant est pris par rapport & y,_,. Il y a donc nécessairement une
valeur de y,_,

(k—1)

Yot = Mua
telle que les équations

(k) k—1) (x—1) k—1)0N\ ___
Lh(vn i ?/1’ ?/‘u LR yn—--k’ vnwk+1.’ vn--rl'-}-?’ LR ] 7/"—1 ) = O (h=1,2, ..., m)
et, par suite, aussi

4 (k) k—1) (k1) (k=1 __
Ilh(?n s Yis Yoy v ooy Yniy 775;.»k+17 Ma—ktrer » oo Yuot ) = O

(h=1,;2,...,m)

soient vérifiées simultanément. Mais

KWy s Yas - oo Yot) = GulWhs Yoo oo oy Yoty Yu)i Gmn2em)

nous pouvons donc énoncer la proposition suivante:
A toute racine z¢ " de l'équation R{" = o correspond un systeme
ait moins

(k—1) (k1) h~1)
vn—kJrl? v;l—»lﬂ—? LR ] v"-l

tel que les équations

k--1) (k—1) k—1 (k—n) — 0

f (
G] Yis Yas v o5 Yuts Dutit> Na—ky2s + 3 o1 Y

k-1 (k--1) (k—=1) (k—1)

y ( —
G?(?/U Yas v ooy Ynks Yu—mtiry Gu—kiras == o3 Guo1s n ) = 0

(k—1) (k—1) (k—1) (k»l)) — O

Gm(?fl’ ?j‘)’ vty ?}n—i‘? n—k+19 ?n—f.‘-%?, et ﬁn——l s ﬂﬂ

soient vérifiées simultanément.

Acta mathematica. 6. Imprimé 7 Juillet 1884, 18
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Ceci a lieu pour k'= 1, 2, ..., n. Ainsi a chaque racine y, = 7,
de chacune des équations R =o, R® =o0, ..., R = o, correspondent
respectivement des valeurs de o, 1, ..., (# — 1) des autres variables
qui, jointes & 7, clle-méme, vérifient simultanément les équations données.
Nous obtenons done des variétés différentes satisfaisant au probleme, suivant
la résolvante R, = o dont nous considérons les racines aprés avoir substitué
aux indéterminées la valeur zéro.

Inversement si £ est une valeur de y, qui permette de vérifier
simultanément les équations @G, = o, G, = o, ..., G, =0, il fant que,
ou bien R{” soit nul pour y, = &, cest a dire que { soit égale & l'une
des racines 7, précédemment définies, ou bien que toutes les équations

Lh((n’ Yis Yoy <oy Yn—2; Oy Oy ooy I) =0 (h=1,2, ..., m)

solent vérifices. Dans ce dernier cas le résultant S{” sannule pour

Y. = &3 done, ou bien R{(£) = o0 ct alors £, est égale a4 P'une des ),

auxquelles correspondent, dans notre notation, des valeurs de g, |,
Yor = 7n_, telles que

’
G,‘(yl, Yas oo vy Ynoy ,77:,#1, 77,.) = O h=1,2, ..., m)

o' hien toutes les équations
L& %15 Yoy~ s Yas3 Oy Oy cvvy 150,05 00, 1) =0

sont vérifiées. Ainsi de suite. Enfin, on bien R’ s'annule ‘pour y, =<,
et alors {, est égale & 'une des racines %~ auxquelles correspondent
des solutions
—1 —1) (n—1
W T e, s
telles que

—1) -1 —1 (n—1 —_—
G0 0, L, D, ) = o, (h=1,2, ..., m)
ou bien toutes les fonctions
—1 . . .
L (a5 Oy Oy ooy 15 evven3 Oy 1) (=12, ..om, )

sannulent pour y, = £. Ces fonections étant sans diviseur commun, cette
derniére alternative est impossible. Donc toutes les valeurs de y, pour
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lesquelles les équations G, = o, (h = 1, 2, ..., m) peuvent étre vérifices
simultanément sont nécessairement racines d'une des équations R{” = o,
k=1,2,...,n).

Si nous n'avions pas simplifié 1'écriturc en considérant les variables
y au lieu des variables x, rien ne serait changé au raisonnement lui-
méme, comme on s'en assure facilement; les variétés obtenues seraient du
méme ordre; sculement 1’énoncé de chaque transformation serait beaucoup
plus loig, puisque toujours des fonctions lincaires, & cocfficients entiers,
des éléments considérés remplaceraient chacun de ces éléments.

Pour trouver de méme toutes les valeurs de la variable y,_,,
i=1,2,..., (m—1)] pouvant vérifier simultanément les céquations
G,=o, (k=1, 2,..., m), nous opérons d’une fagon tout a fait ana-
logue.  Seulement au lien de substituer & toutes les indéterminées
Uyy Uyy v ouy Up_yy Vyy Vgy eovy Uy_oay «...., W, la valeur zéro, nous ex-
cepterons u,_, que nous remplacerons par l'unité. Alors toutes les expres-
sions ¥, ¥, ¥y, ..., Y7V seront remplacés par 4,_, + y,; nous considérerons
tous les résultants comme fonctions de cette variable, y,_, + »,, ce que
nous indiquerons en les affectant de l'indice supérieur (m — ). Sauf cet
indice supéricur rien n'est changé au raisonnement précédent. Dong,
toutes les valeurs de ¥, ,. qui vérifient simultanément les équations
G,=o0, G,=o0, ..., G, =0 sont nécessairement telles que y,_, + 7,
soit racine de l'une des équations R{ ™ =o, k=1, 2, ..., n). Ln
rapprochant ce résultat du précédent nous obtenons toutes les valcurs
cherchées de y, ,; elles sont fonctions algébriques d’un nombre de variables
indépendantes qui dépend de T'indice & de la fonction Ry~ dont y, , -+ ¥,
est racine. Tout ceci a lieu pour ¢ =1, 2, ..., (n — 1).

En résumé, tous les systémes de valeurs qui vérifient simultanément
les équations
Gi(1s Yas -oos Un) =05 Ga(Y1s Yy ooos Yn) = Oy vy Gu(Us Y5 -4y Ya) = O,

sc composent 1° de fonctions algébriques d'un certain nombre de variables
Yis Yor -+ ¥, ct des éléments du domaine de rationalité donné; 2° de
ces variables elles-mmémes qui restent indépendantes. Les fonctions algé-
briques dont nous parlons sont toutes comprises parmi les racines des

équations
a—i) __ i=0,1,2, ...,(n——l))
R§¢ =0 <l:=l,‘2,...,n
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de maniére qu'a chaque valeur de i corresponde spécialement un des
indices de y. Le nombre de variables restant indépendantes dépend de
Iindice k; il est toujours égal a »—£k, de sorte que pour k = n, il
est nul.

3. Clest ainsi que l'on peut trouver sans aucun artifice tous les
systémes possibles vérifiant simultanément les équations

G,=o0, G,=o0, ..., G,= 0.

Mais ccs systémes se présentent sans aucun ordre ct les solutions obtenues
ne nous donnent, par suite, aucune vue séricuse sur les restrictions apportées
par les équations G, = o, G,=o0, ..., G, =0 & la variabilité des
quantités essentiellement variables y,, #, ..., #.. Or c’est précisément
dans Vétude de ces restrictions quc consiste la théorie générale de 1'éli-
mination. Il nous faut donc chercher une autre solution et c'est ici que
les quantités indéterminées u,, u,, ..., u, vicnnent s'inposer tout naturelle-
ment & notre attention.

Le résultat obtenu jusqu'ici n'est cependant pas inutile. Il était au
contraire nécessaire de l'obtenir tout d’abord et nous e¢n ferons usage dans
un instant.

Reprenons tout & fait le méme raischnement que tout a heure;
mais en faisant cette fois-ci, comme il a été indiqué plus haut, les substi-
tutions linéaires a coefficients indéterminés.

Considérons chaque résolvant R,, (h =1, 2, ..., n) que nous obtenons
ainsi comme unc fonction de y*~V seulement ce qui revient a joindre les
autres variables y,, #,, ..., ¥, ., au domaine de rationalité donné. Soit
alors 7“~" une quelconque des racines de I'équation R, = o. Nous allons
démontrer qu'a chaque valeur 5" correspondent des valeurs de

.'/717 yu——-l) LR !/n——h—-l

gui sont fonctions algébriques de yi, ¥, - .5 Yaony €t vérifient simultané-
ment les équations G, = o, G,=o0, ..., G, = o.
Comme, par définition,

(h—1) ., . . ’ ’ 2’ .
Ro(g™ ™, Wy Yoy o ooy Yuins Uy Uyy ooy Ui Upy Yoy cvny Uy o5 o

. (h—1) 2y h—1) h—13y ___
ey WU wTY L, w ) =0
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nous avons aussi

’ ’

(h—1)y/_(h—1) . y PO ’ . ’ ; .
Ki (77 y Yis Yoy oo oy Ynons Uay Ugy oo oy Upy Uy, Ugy ooy Uy 55«0

. u&h"l)

R

u=, =1\ —

e ey U s (1=1,2,..,m

b k—!)

donc .

h—D/ th—1) (h—1), (h—1) {h—1), . .
5 .(77 — W — 0T s — =T s Yy Yas e vy Ynons

(h—2) (h—12)

e =D _
Uy "y Uy s .y “n-h+1)—‘o

’ ’
Upy wovy Upy Upy oovy Up g3 oo unns
(i=l,2,.‘.,m*_l)

et, par suite

Spa (" — 8y — 8y — . — s Wiy Yoy s Yo

. 4 4 . N (h—2)
Usy ovey Upy Upy oey Upg) ouenns U

h—3 h— k) N\
y g™ o, W, U, V®) =0
quel que soit l'indice k' des indéterminées U et V.
Mais alors, d’aprés la propriété fondamentale des résultants, les deux

fonctions

g

(8 =2 ( yyh—2) ) X R o,
;[U: -Li (y s Yis ooy Yangrs Uiy oo vy Uy Upy oo vy Uy 95 - -

. (h—2) (h—2) (h—2)
cees WP wdE L, wlSh )]
et

My g

k) F(h—2) () (h~—2) N PP ’ 4 .
‘=1[Vi Li (?/ s Yris oo vy Ynonprs Uiy -0 oy Uy Upy ooy Up_ g5 -

N u(lh-—2)

(h—2) (h—2)
ey ’uz )"‘7un—h+l)]

dont 8,_, est le résultant pris par rapport a y, ,,,, auront pour

(h—2) _ (h--1) (h—1), (h—1), (h—
Yy =19 — 0y — 0y — . — 8 Y

un diviseur commun en ¥, ,.,; il y aura donc sirement une valeur
de ¥ i1

’ (h—1)
!/n—-h+l = vu h+1
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telle que les deux équations

I“h_2

R) Fh—2)(_h—1) (h—1) (h .
pr [U, Li (77 - tl h— tu—/L Yuois Yis Yoy oo v s Yniy Nu—hy1s

. o . =D R (h—2) _
Upy ooy Uy Uyy vuey Uy vonnny a2 w00, wl5h)] =0

Tk yth—2)/. (h—1) L flh—1, (h—l) ) .
l[li Li (W —tl l.’/l“ tu— n-h? .,/1’ !/2? “"!/n—h’ 71z~h+15

w. ! u' . . (h—2) (h—2) (h—2) J—
Upy v ooy Uy Upy oo vy Uy 95 oonee; ult y Uy ?“'7u—h+l)]_o

soient vérifiées. En donnant a lentier & un nombre assez grand de
valeurs, nous voyons que les équations

D)o (h=1) (h—1) .
L; (77 — 0 — — 8 iy Yas Yz o v oy Yuons Dn_h41s

’

, ' ) (h—2) (Ao
Uiy v ony Uy Wy vvny Uo gy vownny 720 oo, wl) =

n—h

(i=12,..., "'AA‘I)

sont elles-mémes véritiées. Mais alors il en est de méme des équations

(h—2)(,(h—1) (h—1), (i— p y .
I(i (7] - tl .I/I - — n—1 ./u—h? Ui .'/-z- covs Yuns !/u--h+1,

. (h—2) (h—2) J—
Uiy oowy Uy ooueny WP oo, ulh)=0

pour y* Y = y*D ety = 79505 done aussi des équations

(h—2)(., (h—1) (h—2), h—2),
8 (7] —H T — 0

— =) th—-1)
1

Na--hr1> Y1y Yoo =9 Yn—hs Panirs

n—h

(h—3) (h—3) \- __ .
ul, s ey u", see e ey ul g s e vy u n—ht2) — (@] (i=1,2,..,m,_,)
et, par suite, I'équation
Y (h—-1 (h—2), h—2) h—-2), (he-1) ) th—1) .,
kShA—‘)(W )_tl !/l e t( l/n-— ( ﬂn h+1? Jl? !/27 LR ] .I/n--hv 7:(——h+1’

(h—3) (h—3) (k) k) —
Upy voey Upy vonvn, a0, w®, U®, V¥ =0

est elle-méme vérifiée quel que soit l'indice k des indéterminées U ct V.
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S,_, est le résultant, par rapport & y,,,, des deux fonctions

mA—S
(k) J(h—3)( , (h—3) ) ’ ’
o1 [a Li (-l/ ’ ?/U ?/2, v L//ndh+‘l) Uyy o ooy Uy, Uy, ey Uy gy o
(h—3) (h—3)
ey TP o wl )]
My 3
70 T3, (h—3) , . ’ ’
ifx[l/i Li (y y Yy Was ooy Ynopgas Miy oo oy Uy Upy o ooy Uy oy - - -

(h—3) (h—3)
R N 7/ 9 ] B
Ces deux fonctions gannuleront donc simultanément pour une valeur au
moins de w, 4y,

e =1
Ynonya = Muite

h— , . , \ - —
y"V et y, 4, étant respectivement égales & ™" et 705N ,.

En continuant ainsi nous arrivons au résultant S, et nous trouvons
des systémes

(h-1) (h—1) (h—1)
Na—it1s Yn—hy2s » 5 Nu2

vérifiant I'égalité

(h—1) ’, > ’ ’ h—1)
Sl(v - tl.’/l - t:»#z T e e T tn——h?/n—-h - tn——h-}-lnnf—h+l T e T tn—??n—? ’

(h—1) (h—1) (%) Tk — .
Yo Yas <~ o5 Ynahs Yuchirs » o vy Maa's Uyy o ooy Upy u®, 1 )—0’

§, est le résultant, pris par rapport a y,_,, des deux fonctions

m
t .
> Uf ’L.-(y, Yy ooy Ynas Yuay Uy o ooy un)

t=1

m

> (k) .
E%Ii Li(?» Yis v ooy Yurgsy Yurs Uy « o oy un)‘

Ces deux fonctions s'annuleront donc shmultanément pour une valeur au
moins de y,_,
h—1)

:l/n"l = ﬂn-—l

a condition que

yn~»)t+lv Yn_nr2s « > yna—?



144 J. Molk.
soient déja remplacées par leurs valeurs respectives

(h—1) (h—1) (h—1)
Na—ht1s Yn—ht2y » vy a2z

Nous en concluons que les équations

(h—1) ', ’ ’ ’ (h—1) ’ (h- 1)
Ll(ﬂ - tl.[ 1 t2.7/2 T e e e T tn—hyn-—h - tn—h+l77n—h+l T e e e T tn—2ﬂn——2 ’

y (h—1) h—1) (h—1) (h—1) —_
Y Y2y v« vy Yuony Nn—h+19 77$;~h+2’ ooy Yaa's Y- Uy <oy u’n) = 0

sont vérifiées simultanément, et que, par suite, les fonctions

Ky, 91s Y25 s Ynrr Bys Ugy ooy ) (=12, m)
s'annulent simultanément pour

(h—1) ' ’, ’ .
— b — by — o — b oYus;

¥y=7

— ath—1) — =1, . . ap(h—1)
Yort1 = Nu_ni15 Yn-ht2 = Ga_hy2s 3 Yn1 = Yuq'»

Mais
y = u).% + “z,% + AR + un—l?/n—l + unyn’

et, en faisant cette substitution, les fonctions K,

. se transforment en G,
(¢=1, 2, ..., m). Nous avons donc aussi

Gi(yn Yas v vy Yn1> yn) =0 (i=1,2,...,m)
pour

—_ -1 1) __ L1
Yoertr = Yonirs Yihy2 = Pani2r < =+ > Yn—1 = Fa1 s

et

Ut + Uy, + ... + Uy Yo + ¥, = 77(h—l) — tiy: — Yy — .. — lh 9Yn 2>

cest a dire

— k1) p (h—1) (h—1)
¥.=7 tlyl tﬁ.% ree t.._.;.y,._k tr—h+177u—h+l tn—h+277n——h+2 coe
h—1). —_—
el tu—lﬂﬁ;—l)7 by = Up ;-

_En désignant cette valeur de y, qui est, comme %, . 1, Pu_iszr -or» €6 %oy,
fonction algébrique de y,, 95, ..., y,_x, par 7% ", nous pouvons aussi
énoncer le résultat obtenu en disant que pour
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,7/("_‘) =ty + by, + ..+ LwYen + tn~1.$177$.h——h)l1 + f‘n—h+2v£|h——h,+)-2 + ...
R T el SE V%S

le résolvant

h—1) (h—1) L h—1Y
Rh(y sy Yis Yoy vvoy Ynpy Uy o ooy Uy o ooy Uy y ey Unp

sannule, tandis que les équations

p p y (h—1) (h--1) (h—1)\ __ .
Gi(!/l’ Yoy « v oy Yaons 77nl—-h+17 Vn—ntos + 9 Mn ) =0 =12%..m
sont vérifiées simultanément.
Mais nous avons vu, plus haut, que, pour #,, #, ..., ¥, variables,
toutes les valeurs %050, 7950, ..., y¢™ vérifiant simultanément les
équations

y (h—1) (h—1) (--1\ ___ .
Gi(yn Yoy - <5 Ynns Tn-nt1s Yu—ht2s -+ > Y ) == 0 (i=1,2, ..., m)

(h—1) (h-—1 (h-—1) h—1 (h—1) (h—1) (h—1
sont telles que %50 + 70 ™. 750 + 707", o, S0 + ) et gl
vérifient respectivement les équations

Ry — o, RpM? =0, ..., Bp" = o, R = o5

toutes ces valeurs %%50,, y%51,, ..., 7%, »%V, sont, par suite, in-

dépendantes des indéterminées w,, ... considérées, et seulement fonctions

algébriques de #,, 95, . ., y,_. Tout ceci a lieu pour b =1, 2, ..., 0.
D’autre part, comme I'équation résolvante

R.R,.R,...R,—o

représente exabtement les mémes restrictions apportées a la variabilité
de ¥y, %, --., ¥, que les équations

G, =o0,G=0,..., G,=0

chaque systéme vérifiant simultanément les équations données, doit aussi

vérifier 'une ou l'autre des résolvantes R, = o, (h=1, 2, ...; n)
Donc les systemes y050,, #%51,, ..., 793P, %", eorrespondant a

chacune des racines 7" de I'équation R, = o, pour b =1, 2, ..., %,
Acta mathematica. 6. Imprimé 7 Juillet 1884, 19
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et ces systémes seulement, vérifient simultanément les équations G, = o,
G,=o0, ..., G,=o0. De plus, nous savons maintenant que les élé-
ments de ces systémes ne sont pas fonctions algébriques des variables
qui restent indépendantes et des indéterminées introduites pour résoudre
plus symétriquement le probléme proposé, mais sont, au contraire, seule-
ment fonctions algébriques des variables qui restent indépendantes.

Nous avons ainsi, comme tout &4 l'heure, trouvé toutes les valeurs
de y,, ¥, ..., y, vérifiant les équations proposées. Mais tandis que
sans l'emploi des indéterminées nous ne savions pas comment ces valeurs
se groupaient en systémes, nous obtenons, &4 l'aide des indéterminées,
simultanément les valeurs correspondantes de ¥, ¥,, ..., ¥,. Elles nous
sont données toutes & la fois par les racines des équations résolvantes
R, =o0. A chacune de ces équations répond un nombre différent de
variables qui restent indépendantes et, par suite, une variété différente
vérifiant le systéme proposé.

Comme les résolvantes peuvent étre mises sous la forme

Rl(?/’ Yis oovs Ynoay Uy Ugy oy un) = H(y"‘ﬂo:')

(i)

H(./ — WY, Uy — = Uy Yy — U, 7)) = O

(1)
’
Rz(?/’ Yis « ooy Ynogy Upy ooy Uyy Uy, .. u;—z) = g(}/' —77(’).')

. , '
= g)[(y’ - u;yl - “2?/2 T e e e T u;~2yn—2 - 1!’"—171’1—],!‘ - unvm‘) =0

ct, en général, comme

(h—1) Y (h—1 (h—1)\ __ (h—l) (h—1)
‘Rh(y b ?/n LR ] ?/n—h, ul? ey un’ DR | ul‘ )’ ""unAh %)I(‘ Wl )

— (h—1) (h—1) h— (h (h—1) (Il—l)
- (Il)I(y — ?/1_‘ u( Jﬂ-h u, h+1Vn k41,1 — ... U n ) o

(h:l, 2, ---.,”),

nous voyons. que chacune.de ces résolvantes dépend, au plus, de # in-
déterminées. Dans toutes les fonctions réunies R, R,, ..., R, ne par
raissent méme que les n indéterminées u{*?®, u{"?

on pourrait donc, dés le début, n'introduire qu'un seul systéme d’'indé-

’ 3
y 0 un——ﬂ’ un——l? un’
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terminées, au licu de (n— 1) systémes; cependant je crois plus naturel
d’opérer comme je V'ai fait,

Nous voyons aussi que, considérée comme une fonction des indéter-
minées qui y paraissent, la forme R, cst décomposable en facteurs li-
néaires dont les coefficients sont fonctions algébriques de y,, ¥a, ..., Yo
sculement. Nous allons, dans un instant, faire usage de ce résultat
important.

En résumé, si l'on nous donne un systéme quelconque d’équations
algébriques reliant un nombre également quelconque de variables et si
I'on nous demande de déterminer les différentes variétés vérifiant ce
systéme, nous formerons d’abord l'équation résolvante en égalant a zéro
le résolvant total débarassé de ses facteurs multiples. A chacune des
résolvantes partielles correspond une variété d’ordre différent répondant
au .probléme. Cet ordre de variété n'est pas représenté lorsque le résol-
vant correspondant est égal a I'unité. Dans le cas contraire, pour obtenir
les systémes composant cette variété, nous considérerons le résolvant partiel
correspondant comme une fonction des . indéterminées qui y paraissent
et nous le décomposerons en ses facteurs linéaires. Nous obtiendrons
ainsi, en remplacant dans Dexpression précédente de R,, y“ " par sa
valeur u{" Vy, + i Py, 4+ . U1y + %Y

(h—1)

Rh(i'/(h_Al)’ Uiy oo vy Ynowy Yy 3 e ey “n)
= I (ani— 7800 ) H 0T e Waonsn— 7 ) o e (g — 7)) =0
Pour chaque valeur déterminée de i, nous avons donc
U Wais — 70, ) U Wanre — ) o g — V) =0

et comme les # sont indéterminées

S P U P « g = phD

Yoonp1 == Mapir,s Ynebtr = Ya_pinis « 3 Yn = Yo
Toutes ces expressions sont fonctions algébriques de y,, ¥y, ...y Yuos-
Celles qui correspondent & une méme valeur de i, vérifient simultanément
les équations données, y,, ¥,, ..., ¥,, restant indéterminées.

En donnant & A successivement les valeurs 1, 2, ..., #, nous obtenons
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tous les systemes vérifiant les équations données, et sinultanément les
valeurs correspondantes des ¢léments de ces systémes.

§ 2.

De la représentation générale des systémes d’équations.

Nous allons maintenant considérer séparément chacun des résolvants
R, R,, ..., B,. 1l n'y aura donc aucun inconvénient a laisser aussi
de coté, pour simplifier 'écriture, les indices supérieurs de toutes les
variables et des indéterminées.

La décomposition en ses facteurs linéaires du résolvant R, covsidéré
comme une fonction des indéterminées u, a lieu identiquement en ces
indéterminées; dans chaque facteur linéaire les coefficients ne dépendent
pas des u#; nous pouvons donc écrire en substituant a u,, w,, ..., u,,
des quantités variables A, 4, ..., A,

Rh(y’ Yy « oo Ynons Au A‘)a e A,,)

p )
= H (:.1/_70,") = g(ﬂ - )‘l:'/l_ v '—_—In—h,!/n-h—— An——h«i—lﬂn—h-{—l,i_ v ——'Anvn,i)-

i=1

Pour une valeur déterminée de k comprise entre o et (h— 1) nous aurons
également, en désignant par « une variable auxiliaire

Rh(?/y Yo oo oy Yuis As Ay ooy Aaggo As @y Agyrs oo, An)

P
= g(?/ — %o,i ‘1’71.—1..)

et pour une valeur déterminée de i, ¢ = j, c'est & dire pour une racine
déterminée 7, ; de I'équation R,(y) = o

P

Rh(!/_ﬂo,.i’ Y1y -y Yu—ns 0, 0, ..., 0, 2,0, ..., O)= H(Z/""?o,;‘_“aﬂn—k,s)

i=1
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la variable a étant au milicu des zéros & la place qu'occupait dans
I'égalité précédente A,_, + a.
Les deux produits

P

4
My — g —an. i) et T (y—no, —an.)

=1 i=1

ont un facteur commun y — »,;, — azy,_, ;, c'est a dire
Y— kY~ hyp— ... — A nlfun — Ay t1Yn-ni1,)
- }n—k»—lv:w-k—l,j — (An~k -+ a)ﬂn—k,j - )*u—k+"[77n—k+1,j B )‘"77"1"

IIs n'en ont point d’autres aussi longtemps que les variables 2, A, ..., 4,
restent indéterminées.  Nous pouvons donc toujours (') trouver des entiers
Piy Pus - -5 Pa tels que

ry —1;] y] - 'quq T e e T T Pu—hyn-—h ___pn—’Hfl)?u—h-}-lJ e

s —pﬂ—k—IV&—k—l,_j - (pnf}c + a)vxz--}c;j - pn—-k«}-lva-—r&-{»],} T e —1);27?::,)'

soit le plus grand commun diviscur des deux fonctions
Rh(!/’ Yoo oo Yuois Prs ooy Pakrs Pn-k"‘}‘ Ay Pu—kirr - - - pn)
ct
Rh(y_G),;', Yis o5 Ynohsy Oy -y O, @, O, ..., O)
ou § ; désigne ce que devient y,, pour les valeurs particuliéres
Alzpli A-‘:]’g’-".’ Au=p.ﬂ
c’est a dire une des p racines de I'équation

Bi(ys s Yar o5 Yans Pis Pas - -+ D) = O.

Ni %,. qui est racine de I'équation R{® = o, ni y, .+ 7, qui est
racine de I'équation R{™ = o, ne dépendent de A, 4,, ..., A,; les 9, , ne

(") Comparcz page 145.
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changent donc pas pour les valeurs particuliéres p, p,, ..., p, données
a ces variables.

La recherche du plus grand commun diviseur est une opération
essentiellement rationnelle; I'expression

/:O,j + a nnvk,j

est donc une fonction rationnelle des coéfficients &, 71, #sy +- s Yuhr &
qui paraissent dans les deux fonctions précédentes. Ainsi en donnant a a
une valeur convenable, ,_, . est fonction rationnelle de § ;, 91, 25 -+ -5 Yas

Wn—ie,j = ﬂz—k(:n,j? Yy Yoy - - - ;'/n»k)-

Partageons maintenant les racines & ; en groupes correspondant aux
facteurs irréductibles de R, = o._ Soient

Al ryr
B Th,27 <y Jh,-

ces facteurs irréductibles, et

T, = 11 (y — &9). (k=l,‘2, ._.,,,y)

*) v=1,2,..,7

Comme toute fonction rationnelle qui s'annule pour l'une des racines
d'une équation irréductible s'annule pour toutes les racines de cette équa-
tion nous obtiendrons la méme fonction rationnelle f, , pour toutes les
racines correspondant a la méme valeur de y; nous devrons donc écrire

=1,2,..
772”-&,,’ = n(:)k(c()(,vj)’ Y15 Yoy -+ !/n—h)' <:=1:?:»-~: l:'v
£=0,1, ..., (h—1)/
Une transformation déja donnée par LAGRANGE nous permet ensuite de
former facilement une fonction rationnelle qui reste la méme non seule-
ment pour toutes les racines de I'un quelconque des facteurs irréductibles
de R,, mais aussi pour toutes les racines de la fonction R, elle-méme.
Nous voyons, en effet, qu'en posant

P ) o (e HTh,,(y).Th,i(Co(f})
(s Uiy s Yo =Zf'_ D Yty oves Ynh i” —
Vs Wiy ees Y &S I:( G Y1y s Yn )(f/ _ {otj)D;'Ta,i(y)y;’:é?jg Th.s (0(,;?

v=1,2,..,1
(i:l, 2,05 T )
=112,

U H
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nous avons a la fois

Fn—k(Gf}’ ,,’/l) *ety ./n— h) = f(') (:0(:3'7 Jl’ LIRS 4 :’/n—h)

pour j =1, 2, ..., p, et pour 4 =1, 2, ..., 7, cest a dire pour toutes
les racines de l'équation R, = o.
Pour y = {1, par exemple, la fraction

T, 1 (66 T2 (50 - -« T (&)
1
:0(,; (l)\)D Th 1(11)11 55 )J Th <:(:lj)) T’l,3 :0(,1;) e Th,r :0(,1_:'

se réduit & l'unité pour j = 1, et & zéro pour j = 2, 3, ..., p,; tandis
que pour i > 1, la fraction

Ty () a6 - T (51 |
((0(11)_ (1))D le l(y)u—.» ,Th (kf) ;) . Th i--1 <’(') Ry ('*0('1)) M i, (:0("})

est nécessairement nulle.
Il en résulte que

Fn—k(Co(,ll), Yiy «ovy Yno h fm (G»“ Wiy ¢ f’/n-h)-

De méme pour les autres racines de I'équation R, = o.
Nous pouvons done écrire, pour j=1, 2, ...,p et k=0, 1, ..., (h— 1),

Al
Dar; = Fud(&is #06 925 oo Yu)
ou encore, en désignant par @, , et ¥, , deux fonctions entiéres

w’l—l‘({o,jv Y1y, Yo, ooy yn~h)
ll';.—k(Co,j, ylj ‘!/2, LR y"“‘h)

Na—t,j —

Ainsi pour chaque valeur déterminée de j, les expressions correspon-
dantes

Na—h+1,59 Pn—h+2,5% =+ Nn,j

sont fonctions rationnelles de § ; et des variables arbitraires y;, ¥, ) Zaty
tandis que § , cst égale & l'une dés racines de l'équation résolvante elle-
méme R,(y) = o, dans laquelle les indéterminées u,, #,, ..., %, sont
remplacées par les entiers p,, p,, ..., p,. Il cst d’ailleurs indifférent de
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tirer de cette derniére équation la valeur de y en fonction algébrique de
Y1y Yar +++ 3 Yuns pour la substituer dans les fonctions F,_,(y, 1y «ory Yu_s)
comme nous venons de le faire, ou d'en tirer, par exemple, la valeur de
y, en fonction algébrique de ¥, 9, ..., ¥, pour la substituer dans
ces mémes fonctions F,_,(y, #, ..., #a_u). De toute manicre, le systéme

R’I(:’/’ Yis « ooy Yn—is Pry Pas ++ Pn) = 0
Mot = 1ﬂ’>k(y’ Y1y v ooy Yuns Prs P2y - o« Pn) *=0,1,2, ..., h—%)
nous donnera les mémes solutions que l'équation résolvante
Boi(oy thy « s Ynny Uyy Ugy «.ny U,) = O.

Une exception se présente toutefois lorsque la fonction rationmelle F,_,
est indéterminée. Dans ce cas, nous devons écrire, non pas l'égalité

/I n—~k(:’/7 Yis «vvs Yniy Prs P2y -+ Pn)

qui n’a aucun sens, mais la suivante

ﬂnr'-kqj'n—k(:’/9 Yy oovs Ynony P15 Pay - pn) = (p(;’/a Yis ooy Ynny D1y Pay --+» 10,.)

qui est alors vérifiée quelles que soient les valeurs données a 7, .
Si done, pour mettre en évidence que les indéterminées u sont rem-
placées par les entiers p, nous posons

P+ Dyt DY =%

et si, d’autre part, pour écrire plus symétriquement nos formules,
nous convenons d’entendre par F,, F,, ..., F, , les variables y, = 2,
Yo =25y - vy Yun = 2,_; elles-mémes, de sorte que

Yyo=4= Fi(%r 21y By« zn—h)’ (=12 ., 2=l

nous pouvons dire que la résolvante de rang h, du systéme donné

{Gl(f’/n Yay «ooy ,?/n) = 0, G?(,%’ Yoy ooy 3/1.) =0, ..., Gm(./'/l: Yoy ooey yn)i= O]
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est équivalente au systéme

‘Rh<'207 Zly ey Z:rJz) = 0

(I e =TF.(z,, 2, ..., 2. F=1,2m)
(I} iz 215 vvvy 200) 2O

La premiére équation de ce- systéme représente déja une variété
(n — R)*me prise dans la variété (n—h 4 1) qui cst formée par les
variables ¢, #,, ..., #,_,. Les autres équations nous donnent les valeurs
des n variables y,, #,, ..., y., en fonctions rationnelles des éléments de
la variété (n — h)*™° dont nous venons de parler, pourvu que inégalité
gll"k(zo, Ziy vovy 2,y) 2 O soit vérifiée. C'est pourquoi nous pouvons
aussi dire que la variété (n — h)™® prise dans la variété (m — I + 1)
formée par les variables z,, 2, ..., 2,,, et définie par le systéme (I) est
une figuration de la variété (n — h)“™ contenu dans le systéme donné.

Le systéme

B2y 2y ooy 2,4) =0

e = Fi (2, 21, -+ «5 Z0) (k=12 .., n)

qui .contient (n 4 1) relations entre (2m — h + 1) variables, représente
outre la variété (m — h)*™e

AY
Rh(!/y Yis «vey Yuy Wy ooy U,) = O
des variétés différentes répondant aux solutions ou
Qk('zo, 21y vy zn—h) = ll‘k(zw By vv vy Zn—h) = O

et ou y, est indéterminée. 1l est donc tout & fait indispensable d’ajouter
aux (n 4 1) égalités précédentes, l'inégalité

(I‘} ‘I—",;(ZO, Z1y o0y &y —h) z o

pour avoir une variété ne figurant que la variété considérée d'ordre
(n — h).

Acta mathematica, 6. Imprimé 7 Juillet 1884, 20
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. . N r 1 Y . 3 l
On peut toujours former une infinité de systémes d’entiers p’, py’,

(i .
ceey PP, tels que

(i), 0) ) D _
Y—D00h — Y — oo — PolaYner — PronrtTn—nt1,; <o

i Q) ) P
S ps.‘)—k~177n—l.-—1,j-’_ (p::—k + 4)7771—1-,,‘ — Puii 41 Yn—kt1,; <o 2 M, j
soit le plus grand commun diviseur des deux fonctions

. (i) (i) (i) (9 (i)
Rh(?/: Yis vovy Yuoas BY5 ooy Pilicsy Dile + & Pulsgrs -0 Pa

ct
Rh(:’ _6(,',)7‘7 Y1y Yas « ooy Yumny Oy -0 o O, a, O, . ., O)

ou & désigne une des racines de 'équation

. (1) (i) (i)
R,,(y, Yiy Yas ooy Ynns Py Py ey pn) == 0.

Si nous avions substitué aux indéterminées u,, #,, ..., u,, un de ces
systémes p{", pf’, . nous aurions obtenu une figuration différente

e ey n 9

de la variété (n — R)*™® contenue dans le systéme d’équations
(Gy=o0, Gy=o0, ..., G, =0).

Au lieu de 2z, = py, + poys + ... + p,y,, nous aurions introduit une
variable

By i o o,
2 = P(x'){’/l + s+ DAY
et nous aurions posé
{ (i i () \.
e = &0 = F (&P, 2°, ..., &2,); (k=1,2, ..n—h)

alors la figuration cherchée se serait présentée sous la forme (I) tous les
z étant affectés de l'indice supérieur i.

Mais les variables #” et y sont manifestement fonctions rationnelles
les unes des autres, de méme que les variables z et y. Les variables
27 et z sont donc, elles-mémes, fonctions rationnelles les unes des autres,
ce que mnous exprimerons en disant, d'aprés RIEMANN, que les équations
R.(&", 27, ..., 22,) = o font partie de la méme classe. Il est indifférent

de copsidérer 'un ou l'autre des individus d'une méme classe. Parmi
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ces individus sont nécessairement compris ceux que nous obtenons en
soumettant les coefficients p{*, pf°, ..., p®, & des équations de condition
déterminées, pourvu que ces équations me soient pas en contradiction avec
Iinégalité 4 laquelle doivent satisfaire p{", pi, ..., p et dont nous
parlions plus haut; cette remarque peut étre utile dans chaque cas par-
ticulier donné.

Le résultat obtenu est résumé dans la proposition suivante.

»Toute variété Kk, prise dans une variété n*"°, peut étre figurée par
unhe variété k"<, prise dans une variété (k + 1)°™, — par un variété dont
le résolvant est, par suite, de rang un; — et cette derniére variété k*" peut
étre choisie arbitraivement parmi tous les individus faisant partie d'une classe
déterminée.»

La figuration d'une variété quelconque, que nous venons de considérer,
est tout & fait remarquable. Elle nous donne une vue plus complete
sur les dépendances des sclutions simultanées du probléme, et met cn
¢vidence pourquoi finalement la notion de fonction algébrique donnée par
un systéme de fonctions entiéres égalées a zéro, se réduit a celle donnée
par une seule fonction entiére égalée & zéro. Quoique cette figuration
contienne une inégalité, elle a donc une grande importance. Clest pour-
quoi il semble bon. de lui donner unm nom. Je la nommerai figuration
principale de la variété qu'elle représente.

§ 3

De la réductibilité des systéemes de fonctions entiéres.

Nous allons maintenant chercher & résoudre le probléme fondamental
de la réductibilité des systémes de fonctions entiéres.

Il faut avant tout définir ce que lon veut entendre par systéme
réductible ou irréductible. Comme un systéme d’équations est enti¢rement
équivalent & sa résolvante, il est naturel, comme dans le cas de deux
variables, de nommer réductible tout systéme d’équations dont le résolvant
total se compose de plusieurs résolvants partiels, parce que ce systéme est
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alors vérifié par plusieurs variétés différentes. Il est tout aussi naturel
de nommer réductible un systeme dont le résolvant se compose d'un
résolvant particl qui est, lui-méme, déecomposable en facteurs dans le
domaine de rationalité considéré. Au contraire, lorsque dans un domaine
de rationalité donné, le résolvant d’un systéme ne se compose que d'un
seul facteur irréductible, nous dirons que, dans ce domaine, le systcme
est, lul aussi, irréductible.

Le premier théoréme que nous démontrerons est tout a fait analogue
a celul qui a lieu pour une fonction dune variable, et légitime ainsi
notre définition. Voici ce théoréme.

Si unc fonction rationnelle de yy, o, ooy #a

(9(%, Yas oo y,,)

. C . )
s'annule pour un systéme quelconque de A {fonctions algébriques %, ,,
sy -y 7 des variables gy, yay ooy Yus, vériiant un systeme irré-
ductible d'équations

Gl(yl’ Jz, cr yn>:O) G?(yu ,y;»; ey ,yu):Oy ey Gm(.yl’ y'z’ ey ,yn)r;oy

clle sannule pour fous les autres systémes de h fouctions algébriques
ity 100 coes B de gy Yoy ooy Yuey (E=2, 3, ..., p) vérifiant
ce méme systeme d'équations.

En effet, comme le résolvant d’un systéme irréductible ne se compose
que d’un seul facteur R,, ce systéme de rang & peut étre figuré par le
suivant, de rang un,

Rh('507 .%, ety yn—h) = 0
Y = ﬁl;(zo) N1y ooy ,’/u—h)

II (2s thy o9 Yna) 2O

k)
ou R,(z,) s'annule pour toutes les valeurs de z,

(1)

D 4 y (1) .
5 T .plyl + st + pn—h!/n—h + pn—h+177n'—h+1 + LR + pnvn . (i=1,2, ..., p)

De plus, comme le résolvant d’un systéme irréductible doit étre lui-méme
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irréductible, nous pourrons toujours déterminer les entiers p,, py, ..., p, de
maniére que l'expression

RIL(Z(J? .yU ey ,%z-r--n)

soit, clle aussi, irréductible. 11 va de soi que la condition du paragraphe
précédent, que R,(2,, 2, ..., 2,_,) Nait pas de facteurs doubles, cst alors
vérifiée d’elle-méme.

Comme, par hypothése,

(1) [ DA
(9<,y1’ ,y;'.S R yn—h’ r/u-—»h%l? AR Y/n ) = O
nous avons aussi

v

r p 5 A ’ A (1)
9*,;’/17 Yoy coiy Yahs I'n—h+1<:o\); Yy oovy yn——‘h>7 ceey I'n(g) sy Y1y o .yn—h)]
1 __
= HED, g1y ooy yos) = O,

Mais alors, 4, 5, ..., #,_, restant indéterminées, la fonction rationnelle
de 2,
II(%? His - - - ,yn_;*)

s'annule pour l'unc des racines de l'équation irréductible R,(z,) = o;
d’aprés un théorémé connu, elle s'annulera donc pour foutes les racines
&7 (E=1, 2, ..., p) de cette équation, ct nous aurons

9[&’1} ,%7 LS ] !/n»»h’ Fn—'k+l<cﬂ(i), !/1? AR ,y:;~h)7 RS Fn(:)(i)’ Ll/l et «yl—")] =0

pour i=1, 2, ..., p. Il en résulte immédiatement que la fonction
rationnelle

8(,71, Yoy - ,Vn)

s'annule pour tous les systémes y, .., = 7,1, .. ., ¥, = 7V, vérifiant
le systéme irréductible d’équations

Gl(yn Yas - {’/n):O’ G?(!/l’ Y2y oo %.)20, vy Gm(yu Yay -0 %.)=0~

Inversement, si nous pouvons démontrer que foute fonction rationnelle
qui s'annule pour un systéeme de valeurs (y;, %oy -y Yuons Polnz1r -3 73,
vérifiant un systéme d’équations données, s'annule également pour tous
les autres systemes de valeurs (y,, 4, ..., ks B ns1y - - s 43), Véris
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fiant le méme systéme d'équations, nous pouvons en canclure que ce
systéme d'équations est irréductible.

Soit, en effet, B = o, la résolvante de ce systéme. La fonction B
sannule pour 4, . = 7,1, -, 4o = 72; si donc clle était réductible,
et si R=S.T il y aurait une équation § = o0, ou T = 0 qui étant
vérifiéc pour un systeme de valeurs (yy, f2r -5 Yut> Tuoidtr =+ %)
ne le scrait pas pour tous, contrairement a I'hypothése.  Ainsi l'équation
R = o, ct, par suite, le systéme d’équations données est irréductible.

Cette propriété Gtant nécessaire et suffisante pourrait étre donnée
comme définition de Virréductibilité d’un systéme d'équations.

Le probléme de la décomposition d'un systéme d'équations quel-
conques en systémes irréductibles peut étre maintenant considéré comme
résolu c¢n méme temps que posé. Soit, en effet, un systéme donné; nous
commencerons par former sa résolvante R = 0; nous décomposerons ensuite,
dans le domaine de rationalité arbitrairement fixé, la fonction B en ses
facteurs irréductibles; & chacun de ces facteurs S, égalé & zéro, correspond
un systeme d’équations bien facile & former. Il suffit de développer
la fonction irréductible S;(u,y, + ... F Wfus Y15 -5 Yuir Wy -5 ,)
suivant les puissances des indéterminées u,, u,, ..., u,, et d'égaler a zéro
tous les coefficients

@gi)(y17 Yay -+« ,%:)7 %i)(yu Yoy - o :’/n)’ ce ey (p;:i)(yu Yoy -+ [’/n)

de ce développement. L’ensemble des équations ainsi formées est certaine-
ment équivalent & l'équation S, = o elle-méme, qui doit étre vérifiée
indépendamment des indéterminées u,, %,, ..., #,. En d’autres termes,
S, = o est identique & l'équation résolvante du systeme

[‘1)(1”(;71, Y2 '--7,%.) == 0O, @(2’)(!/1, Yoy eovy ;’/n) = 0, ey mi)<y17 Yoy eovy ,yu) = O].

L’ensemble de ces derniers systémes, formés pour tous les facteurs irré-
ductibles S, du résolvant R, est équivalent au systéme donné.

Tout ceci ressort immédiatement de la définition méme de l'irrédue-
tibilité des systémes. Mais ce qui est bien remarquable, c'est que lon
puisse toujours former un systéme irréductible, équivalent au précédent,
(60, &, ..., &) et composé de (n+ 1) éléments seulement. Ce
nombre peut se réduire dans chaque cas particulier, mais un seul élément
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de plus que le nombre total de variables considérées suffit certainement.
Nous allons démontrer ce théoréme.
L’équation

Sz‘(!/7 Yis Yas 5oy Ynogy Uy, Ugy oo oy ”n) = 0O

devant étre vérifiée identiquement en w,, u,, ..., u,, sera manifestement
vérifiée pour les i systémes de valeurs suivants donnés a ces indéterminées

U, =1, Uy =Yy = ... =1u,_, =0
?l’7i~1_”un:I; ul:u2_ :un—on
Uyo = U, = 1, Uy = Uy — ... = YU, g = U, ; = O
Up i1 = U, = 15 Uy = Uy = ... = U, ; = U, ;o= ... = U, , = O.

Nous avons ainsi ¢ équations simultanées
T . 025 A p—
Si(#as Y1y vovs Ynin Oy ooy Oy ooty 0, O, 15 R, R, ..., R¥) =0
Si(nrt a5 15 wos Yeis Oy ooy Oy oy 0, 1, T R R, L, R =0

~
p I . . M —
Si(.[/n—a‘z ;’/rz’ f/l’ srey ._/I/n—n O? ceey 07 ey I’ O’ I ’ ER" ER”? e ER( L) O

p . . 44 () —
Si(!/n—i+1+yn; Yis vooy Yuiy Oy «ooy 1, ooty O, O, Ij N, R, very ER#)—O-

La premiére nous permet de déterminer y, en fonction algébrique de
Y1y Yoy -+ Yu, €t les suivantes y,_,, [k =1, 2, ..., (i —1)] en fonc-
tion algébrique des mémes variables y,, 4, ..., ¥._,. Toutes ces équa-
tions réunies déterminent donc des variétés dont l'ordre est au plus égal
a (n—1d). En d'autres termes, si nous formons I'équation résolvante de ce
systeme d’équations, nous sommes certain que les résolvants R, R,, ..., R, _,
sont égaux a l'unité. De plus, le résolvant de rang i, E,, contient
certainement le résolvant S,; car

Si = :!;‘)[{uﬂ-i-(»l(ynvfilrl - 77511.—)»1'“) + u, —i+2<!/n—i+'z - 77;]'—)%2) + ...+ un(yn'_ 73‘))}
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et 7, Wy + 4P, P, + 9%, oo, 7P + 7, sont précisément les
racines des équations qui composent le systéme.que nous considérons mainte-
nant; si donc S, = o, ce systéme est vérifié par une variété (n —i)*™ et,
par suite, R, = o.

Mais S, n'est pas nécessairement identique a R,. Supposons donc
quil y ait des systémes de valeurs, formés par certaines combinaisons des
racines des ¢ équations précédentes, qui vérifient simultanément ces i

équations et, par suite, leur résolvante de rang ¢, et ne vérifient cependant

pas l'équation S,(y, »1, ..., Yueis %y .- -+ 4,) = 0. Ces solutions peu-
vent alors, il est vrai, pour ‘certaines valeurs particulicres données aux
entiers p,, p,, ..., p,, vérifier I'équation

S(pin + potrs o Pallas iy s Yusis Py Pas -y Pa) = O

mais elle ne saurait vérifier cette équation pour tous les systémes possibles
Py Pgy - .., p.. Dautre part, I'équation

Sy + ays oo Pattas Vs s Yumis Pry o5 D)

= {pn—i+1(£’/n—i+l _ v(nﬁ-)—i—f-l) + L + ])n(.'/n - ﬁ(n)‘)>} =0

(h)
est certainement vérifiée pour toutes les solutions de I'équation

Sf(“l[’/l + usyy + - WYy Y s Y Wiy - “n)

:Hi'u'n_f..}.](]/n—-i-i-l - 77("".)44»1) + ...+ un(,yn - 77?)} = 0.

Q)
Si donc la fonction
Sy s ooy Ynois gy oo oy W)
ne représente pas 4 elle seule le résolvant de rang ¢ des i équations
considérées, nous pouvons toujours choisir des entiers p,, Py, ..., P,

tels qu'elle représente, a elle seule, le résolvant de rang i des (i 4 1)
équations
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S:(Yas Y1y Y2y +vv s Ypiy Oy v, O, ..., O, 1) =0

Si(yn—l_i'?/n; Yis Yoy v ooy Ynoiy Oy o0y Oy ooy 1, I)ZO

- . 3 . . > . . v - . . . - . . . . . .

Sf(y"'—i+l +:I/n; Yis Yoy ooy Yneis Oy o0y I, ..., O, I) =0
J p y v o 4 ; —_—
‘Si(p‘l,’/l + Do + ... +pn,’/na Yis Yoy oovy Ynis Pry vovs Pucigry vooy Pnry pn) =0
dont les résolvants de rang un, deux, ..., (n — 1), sont égaux a l'unité.

Le systéme formé & V'aide des i preiniéres équations précédentes peut
également contenir des variétés d’ordres inférieurs &4 (n—4). Mais si ces
variétés sont situdes sur la variété

Si(y’ Yis ooy Ynoiy Uy ooy un) =0

d'ordre (n — i), comme S, = 0 ne représente quune variété d'ordre (n—i),
nous pouvons toujours choisir les entiers p,, p,, ..., p, de maniére que
ces variétés ne vérifient pas 1'équation

S{pn + Py + - - F Puas Yis ooy Ynoir Dis ooy Pa) = O.

Le systéme formé a P'aide des (i 4+ 1) équations précédentes peut alors
contenir encore des variétés d’ordres inférieurs a (n — ¢); mais ces variétés
ne sont pas situes sur la variété représentée par l'équation

Se(% Yis ooy Yn—iy Upy oo oy un) = 0.

Cette derniére équation ne sera donc certainement pas vérifiée pour la
variété (n — i — 1)*™% représentée par la résolvante de rang (i 4 1) des
(i + 1) équations considérées, du moins tant que #,, u,, ..., u, désignent
des indéterminées. Nous pouvons donc toujours déterminer des entiers
Piy Pis .., P, tels que le résolvant de rang (¢ + 1) du systéme

Sf(:’/n’ Yis Yas » oo ?/n-—i) =0
Si(:’/n——l + ¥ Yis Y2y <« ?/n-f) =0

. . . . . . . . . . . . .

S;-(y,._m F Yy Yis Yoy oo 7:}—{) =0
Si(pl,% + e DY s Y2y - ?/n—i) = 0

|
)

Si(p;?/I + ... +10,'.y,., Yis Yas « oo :’/n-—i) =

Acta mathematica. 6. Imprimé 13 Septembre 1884. 21
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soit égal 4 l'unité et que les résolvants de rangs supérieurs égalés a zéro
ne représentent pas des variétés contenues dans la variété (n — 9)°™,
S; = o. Drailleurs le résolvant de rang i de ce systéme est, comme celui
du systeme précédent, égal a S,.

En continuant ainsi nous obtenons successivement de nouveaux
systémes contenant chacun une équation de plus que son précédent, et
ayant leurs résolvants de rang (i 4+ 1), (i 4 2y ..., égaux a lunité
Enfin nous parvenons & un systéme composé de n équations et tel que
son résolvant de rang i étant toujours S, ses résolvants de rang (i + 1),
((+ 2), ..., (n— 1) soient égaux a l'unité; seul son résolvant R,, de
rang n, peut encore étre différent de 1'unité; mais nous avons pu
remplacer les indéterminées w,, u,, ..., u,, par des systémes d'enticrs
Drs Doy +--, P, tels que les systémes isolés que représente I'équation
R, = 0 ne soient pas situés sur la variété S, = 0, toujours puisque le
résolvant de rang i, égalé A zéro, ne représente qu'une variété d’ordre
(n —4d). En ajoutant, d’ailleurs, au systéme précédent composé de =
équations, I'équation

Si(;"/é Yry Y2y ooy Ynoiy Uy oo oy un>=o

nous formons un nouveau systéme dont le résolvant de rang i est toujours
S;, et les résolvants de rang (i 4 1), (i + 2), ..., (r— 1), toujours P'unité,
quelles que soient les valeurs par lesquelles on remplace w;, %, ..., #,,
dans la derniére équation. Comme l'équation S, = o n'est pas vérifide,
pour des u indéterminées, par la variété d'ordre zéro représentée par le
résolvant R, égalé & zéro, nous pouvons déterminer des entiers

(n—1)
n

(1) (i)
Dy, Py ey y

tels que le résolvant de rang » du systéme

Yp=0

Si(f’/n + Yus Yry oo e ?/n—f) =0 (ﬁzﬂ.ﬂ-t‘-i-l,...,n——vl)
k=0,1,...,n—i

15 5
Si( (1){’/1 + .. 4 f.“;//,.a Y1y «+ 0y f’/n—i) == 0

soit égal & l'unité. Le résolvant total de ce systéme, qui se compose au
plus de (» 4 1) équations, est alors précisément égal a

Si(¥y Hrs covs Yuorr Uy o v U,).
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Dans la démonstration précédente nous avons fait usage de ce que
S, = 0 ne représentait qu'une seule variété, mais non de ce que 8, était
irréductible. Nous pouvons donc énoncer immédiatement le théoréme:

s(n + 1) équations suffisent towjours et sont en général nécessaires
pour isoler, c’est & dire pour figurer & Uexclusion de toute autre variété, une
variété dordre quelconque, prise dans une variété n™.»

Nous dirons que cette figuration, par (n 4 1) équations, d'un systéme
d'équations représentant une variété déterminée, est la figuration compléte
de ce systéme d’équations. |

Un exemple trés-intéressant de la différence essentielle qu'il y a entre
la figuration principale et la figuration compléte d'un systéme, est le
suivant. Considérons un déterminant formé & l'aide de m® variables.
D’aprés le dernier théoréme, la condition nécessaire et suffisante pour que
tous les mineurs d'ordre (m — k 4 1) s'annulent, doit pouvoir s’exprimer
par (m® 4 1) équations, quel que soit k. Mais il suffit d'introduire
une inégalité, pour que ce nombre d'équations se réduise a k*, comme
M. KronNecker l'a démontré dans une lettre 4 M. BarLrzer, insérée dans
le Journal de CrELLE. La variété représentée par les (m* + 1) équations
dont nous parlons est donc dordre k* seulcment; et cependant, si nous
ne voulons pas introduire d'inégalité, elle ne peut s'exprimer par moins
de (m® 4 1) équations.
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Conclusion.

Les recherches contenues dans cc Mémoire aménent a plusicurs résul-
tats intéressants.

1. Nous avons vu que non sculement la théorie de lirréductibilité
des fonctions cntiéres, mais encore celle de systémes particuliers de fone-
tions entiéres, pouvait étre résolue sans quitter le domaine de I'Arithmé-
tique et de I'Algébre. L'importance des indéterminées dans cette recherche
indique déja le grand role qu'elles peuvent jouer en Algébre. Leur
association systématique aux éléments de cette science est comme le
couronnement du grand trait de génie de Gauss, qui a donné a I'Arith-
métique un caractére tout différent de celui que cette science avait
jusqu'alors; et, d'autre part, elle est intimement liée par le principe
d’équivalence de M. KumMEr aux belles recherches arithmétiques de cet
éminent géomeétre.

2. En supposant connue la notion de fonction algébrique, nous avons
montré comment on peut résoudre le probléme général de la décomposition
des systemes de fonctions entiéres et ce qulil fallait entendre par équi-
valence dans cette décomposition. (Comparez Festschrift § 20).

3. Nous nous sommes ensuite assurés que toute dépendance donnée
par un nombre quelconque de fonctions entiéres égalées a zéro, peut étre
algébriquement — algébriquement, et non pas seulement logiquement, ce
qui serait insuffisant en Algébre, — ramenée a la dépendance donnée par
une fonction entiére égalée & zéro. Ainsi, en particulier, le domaine de
rationalité le plus général que V'on puisse former, est bien celui que
nous avons nommé domaine général de rationalité. Ce théoréme compléte
le second chapitre de ce Mémoire. (Comparez Festschrift § 10.)

4. Nous voyons aussi quelle grande simplification la notion de
contenant et de contenu, plus générale que celle de la divisibilité, in-
troduit dans nos recherches. Elle n'est d'ailleurs point suffisante et il
faut la généraliser encore, comme nous l'avons dit dans le troisiéme
chapitre. Mais déja la généralisation dont nous nous sommes particuliére-
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ment occupés, nous a rendu de vrais services ct nous avons vu, plusieurs
fois, combien elle est naturelle.

5. La théorie générale de D'élimination nous permet ¢galement
d’énoncer quelques théorémes fondamentaux qui jettent un nouveau jour
sur les formes géométriques d'un nombre quelconque de dimensions. A
cet effet il suffit de ne plus limiter le domaine de rationalité.

6. Si nous jettons enfin un coup d'eil sur les méthodes employées,
nous voyons que tout revient toujours & la recherche du plus grand
commun diviseur. Comme l'élimination est le cinquieme et la plus élevée
des opérations de I Algébre, on peut donc dire que la notion du plus grand
commun diviseur domine I'Algébre toute enticre. Clest dailleurs bien
naturel. La notion de plus grand commun diviseur des nombres entiers
domine, elle aussi, I'Arithmétique élémentaire, et j’al insisté, en cammen-
cant, sur l'identité des domaines arithmétique et algébrique.

Je termine en remarquant que, dans l'ordre de recherches abordées
dans ce Mémoire, il conviendrait

a) d’étudier de plus prés le cas si interessant des systémes impropres
a la décomposition, dans le sens que nous avons attaché a ce mot;

B) de débarasser les deux derniers chapitres de la notion de fonction
algébrique, comme dans le cas particulier traité dans le chapitre trois.

Eun un mot, il conviendrait de substituer davantage, et sans faire usage
d'éléments étrangers o UArithmétique, la décomposition des systémes de fonc-
tions entiéres, a celle des systémes correspondants d'équations algébriques.

Paris, 20 Octobre 1883.




