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Les voles nouvelles ouvertes k l'Alg~bre par les travaux de GAuss, 
d'ABEL et de GALOre ont dt~ le point de d~part des recherches de 
M. KROSECKER sur la thSorie gdn~rale~ de l'~limination. Ces recherches 
sont intimement li~es k celles qui ont pour objet l'~tude des syst~mes de 
divlseurs d'un syst~me de fonctions enti~res. Je me suis propose, dans 
ce mdmoire, d'exposer les unes et les autres, en me pla~ant au point de 
vue arithmdtique de M. KRONECKER. 

Pour bien faire saisir l'esprit des m~thodes employdes il m'a sembl~ 
n~cessaire de prdciser tout d'abord l'id~e d'irrdductibilitd dans un domaine 
de rationalit~ donn& J'ai ensuite d6velopp~ les premiers ~ldments de la 
thdorie des syst~mes de diviseurs dont l'introduction en AlgSbre est due 

M. KRONECKEa. Aprds avoir exposd quelques thdor~mes sur l'~li,nina- 
tion d'une variable entre de~ux dquations, j'ai enfin abordd l'objet mdme 
de ce mdmoire, la th~orie g~n~rale de l'dlimination. 

Je ddsirerais sur~ut ~claircir quelques points du grand mdmoire que 
M. KRONECKEa a publiC, en Septembre I88~, ~ ['occasion du cinquantidme 
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anniversaire du doctorat de M. KUMMER. (1) Ce mSmoire semble appel~ h 
imprimer une direction nouvelle b. l'Alg5bre. Le but que je me suis 
propos~ serait entifirement attcint si mon travail pouvait amener quelques 
gdom5tres ~ approfondir les idles aussi difficiles que nombreuses qui y 
sont contenues. 

C'est b~ ce m&noire, ~ quelques autres publications de M. KaO~ECKER 
et plus particuli~rement /t son Cours profess~ ~ l'Universitd de Berlin que 
j'ai emprunt4 presque tous les matfiriaux de ce travail. Je me suis 
efforc$ de les grouper et de les 6clairer, de les ordonner aussi mSthodique- 
ment que le comportait la nature d u  sujet, et de les rendre ainsi acces- 
sibles i~ tous. A cet effet, je n'ai pas h~sit~ ~ r~p~ter, ~ plusieurs reprises~ 
des choses bien connues de tous ceux qui s'occupent d'Alg5bre. D'autre 
part, j'ai cherch5 ~ caractfiriser e t ~  bien mettre en dvidence les questions 
qui, pour moi du moins, restent h rSsoudre. M. KRONECKER a bien voulu 
s'intfiresser b. mon travail et je lui dois les plus prScieux encouragements 
pendant tout le temps que j'y ai consacr~. 

CHAPITRE ]. 

M~thodes p a r t i c u l i S r e s  h l 'Alg~bre.  

I. L'Arithm~tique et l'Alg~bre prennent une place a part dans 
l'ensemble des sciences math4matiques. Leur objet pro~pre est, en derni~re 
analyse, l'dtude des propri(~t~s des hombres entiers positifs et des fonctions 
enti~res i~ coefficients entiers, positifs, d'une ou de plusieurs variables 
ind~pendantes. 

Ces deux ~tudes ne diff(~rent pas essentiellement l'une de l'autre. 
Une fonction efiti~re, ~ coefficients entiers, positifs, d'un certain hombre 
de variables repr~sente, en effet, d'une mani5re commode, un syst~me dc. 
nombres entiers et ne repr~sente pas autre chose. On obtient ce syst~me 

(1) L. KaON~CKEa: Grundziige ei,~er arithmetischen Theorle der algebraischen 
GrSssen. Festschrift zu Herrn E. E. KVMM~aS Doetor-Jubiliium. Berlin~ 
Reimer I882. 
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en rempla(~ant successivemcnt, dans la fonction enti6re considdr6e, les 
variables par tous les syst6mes de valeurs entidres plus petites qu'un 
entier, laiss6, ~, dessein, in'cldtermind dans les recherches g6n6rales, afin de 
pouvoir 6tre choisi convenablement dans chaque recherche particuli6re. 
L'ind6termination du nombre fini d'entiers du syst6me que l'on considdre, 
et la  manidre d'obtenir facilement ces entiers, sont toutes deux raises en 
6vidence en repr6sentant ce syst6me par une fonction enti6re. 

L'Arithm6tique et l'Algdbre ont ainsi un domainc bien d6fini; les 
nombres entiers, positifs, les syst6mes de nombres entiers repr6sent6s par 
des fonctions enti6res k ~oefficients entiers, positifs, y sont consid6rds 
comme existant, tout comme le mouvement en cin6matique et la matidre 
dans los sciences naturelles. Los nombres rationnels, nr imaginaires, 
ainsi que les nombres irrationnels et transcendants ne font pas partie de 
ce domaine. Ils n'ont du nombre que le nora; en rdalit6 ce sont de 
purs symboles. 

En Analyse le point d~ vue est diff6rent. On commence par g6nd- 
raliser l'id6e m6me de quantit6. GAUSS l'a le premier fait d'une mani6re 
syst6matique mais sans s6parer enti6rement le domaine de la G6om6trie de 
celui de l'Arithm6tique. Plus tard M. WEIERSTRASS a suivi une m6thode 
essentiellement diff6rente off l'on ne s'attache d'abord k aucun domaine d6- 
terrain6 mais off, au contraire, le but que l'on se propose, en g6n6ralisant 
l'idde de quantit6, est de ddterminer le domaine n6cessaire et suffisant dans 
lequel on puisse effectuer routes les op6rations directes et inverses qui se 
pr6sentent dans los calculs. Mais que l'on se place au point de vue de 
GAuss ou k celui de M. WEIERSTIIASS il importe de remarquer que le 
d6sir de pouvoir r6pondre positivement ~ une s6rie de questions, qui sont 
en partie du domaine de la G6om6trle, a soul amend los math6maticiens 
k introduire successivement de nouveaux symboles en Analyse. On 
comprend alors qu'en se plagant au point de vue sp6cial de l'Arithm6- 
tique, en assignant k cette science un domaine ddtermin6, celui des 
nombres entiers, positifs, et en ne voulant pas introduire dans tous~les 
raisonnements une id6e 6trang6re k l'objet quc l'on a en vue, il convienne 
de n'employer qu'une partie des symbolcs de rAnalyse, cello qui ne nous 
fait quitter qu'en apparence le domaine de l'Arithmdtique. 

Los symboles dits rationnels, positffs et n6gatifs remplissent cette 
condition. A tout moment une dgalit6 contenant des nombres rationnels, 
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positifs ou ndgatifs, peut dtre transformde en une 6galit6 enti6rement 
dquivalente et ne contenant que des nombres entiers et positifs. Un 
nombre fini d'op6rations permet toujours de grouper lcs symboles ration- 
nels suivant les besoins du calcul et de remplacer ces groupes par des 
nombres entiers positifs ~ raide des 6galitds qui d6finissent ces symboles, 
6galit~s qui peuvent toujours dtre sous-entendues et qui seules ont une 
existence rdelle en Arithmdtique. 

La mdme chose a liefi pour les fonctions enti6res ou rationnelles, 
coefficients entier s o u  ra~,ionnels, positifs ou ndgatifs, d'un nombre quel- 
conque de variables. Aussi les adjoindrons-nous 6galement au domaine 
de rArithm6tique. 

Les fonctions enli6res d'une variable, 6gal6es h z6ro, ddfinissent de 
nouveaux nombres, les nombrcs algdbriques. Mais nous remarquons une 
grande diffdrence entre rintroduction de ces nombres et celle des nombres 
rationnels, car nous ne pouvons pas ~ tout inoment remplacer une 6galit6 
contenant des nombres algdbriques par une ~al i t~ 6quivalente et ne 
contenant que des nombres entiers et positifs. En r6alitd, lorsqu'on d6finit 
positivement les nombres algdbriques, on quitte vraiment, et non plus 
en apparence seulement pour la commoditd des calculs, le domaine de 
rArithm6tique pour entrer dans un domaine plus vaste. I1 convient doric 
d'6viter remploi de ces nombres. Leur introduction, en Arithm6tique, est 
d'ailleurs inutile en thdorie; nous verrons plus loin par quoi il faut 
chercher b~ les remplacer. 

Cependant lorsqu'on fait de nouvelles reeherches, il est presque in- 
dispensable, dans l'6tat actuel de la science, de s e  servir de nombres 
alg6briques; c'est, il est vrai, un simple artifice de langage, mais il fait 
image et nous permet ue sdparer faeilement dans notre pens6e les diff6- 
rentes racines conjugu6es et d'abrdger ainsi les d6monstrations. La mdme 
chose a lieu en Gdom6trie par exemple, oh il est souvent bien commode 
de ne pas s'astreindre tout d'abord h faire de la G6om6trie de position, 
reals, au contraire, de supposer connus certains 616ments qui sont du domaine 
de la M6canique. 

Sans doute il est ndcessaire, pour dtre en droit de s6parer ainsi les 
racines et de ]es repr6senter s@ar~ment par des symboles, de montrer 
comment, apr6s avoir ramen6 le cas g6ndral ~ celui de la recherche des 
racines rdelles d'une 6quation h coefficients r6els, on peut, darts ce.cas 
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part iculier ,  determiner un intervalle dans lequel l'dquation donn~e ne saurait 
dtre vdrifide par plus d'un hombre rationnel, avec une approximation donnde, 
suffisamment grande. Il faut, en un mot, montrer ce que l'on doit entendre 
par racine d'une 6~luation algtbrique,  au point de vue ,arithm~tique auquel 
nous nous sommes places. 

Mais ces consid&ations m'tcarteraient par trop de robjet  que j 'ai 
principalement en vue. Eiles rentrent  dans un autre ordre d'iddes et il 
convient de les exposer avec la th6orie des Caractdristiques. (1) En supposant 
cette lacune comblte, il "n'y a aucun inconvenient, dans" des recherches 
nouvellcs, ~ se servir de ces symboles algtbriques, si l 'on a soin d'y 
joindre l'dgalitd qui les dtfinit. Il est cependant toujours ndcessaire, 
lorsqu'on se propose d'approf0ndir, les principes de l 'Aigtbre,  de se passer, 
autant  que possible, de cet instrument 6tranger au domaine de cette science. 

Ce que je dis des nombres algtbriques s't~pplique mot pour mot aux 
fonctions algtbriques.  

2. Mais la faiblesse de notre esprit ne nous permet pas plus d'aborder 
directement les questions fondamentales de l 'Algtbre  clue eelles de l 'Arith- 
mttique.  Il nous est ndcessaire de saisir ~ la fois tout  rensemble d'une 
question, routes les faces sous lesquelles elle se pr~sente, pour pouvoir 
tirer des conclusions'; et notre puissance d'abstraction est, en general, si 
faible que nous avons besoin d'auxiliaires:  Ces auxiliaires nous sont 
donnts pa r  la nature elle-m(!me. Ce sont les quanti t ts  ind~termintes. 
C'est ~ GAuss que revient la gloire de les avoir introduites en Ari thmt-  
tique. PoIsso~  et plusieurs autres mathtmaticiens 6minents, ont certaine- 
ment aper~u, en pattie du  moins, leur importance;  mais c'est ~, M. KRO- 
~ECKeR qu'il altair reserve de faire voir c la i rement  le r6Ie fondamental 
qu'elles sont appeltes ~ jouer en A lgthre.  

Je  distingue entre inddtermindes e t  variables. 
Nous ne pouvons pas disposer des indt termintes  dans le tours d'une 

d~monstration. Ce sont ou bien de simples liens destin& ~ joindre  une 
strie d'optrations b~ effectuel" ou de vtfleurs ~ trouver, et al.ors nous n'avons 
aucune prise su r  elles, ou bien encore des abstractions que nous laissons 

dessein indt termin&s dans une mgme recherche afin d 'embrasser ,un 
grand nombre de cas particuliers dans un seul caleul et alors, le calcul 

(~) Comparez KRONECKER~ Monatsberichte  der Berl iner  Akademie 1859. 
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termin~, nous pouvons leur donner une valeur quelconque. Dans ce 
dernier cas, je les nommerai plus particuliSrcment variables-ind~termin6es. 

Les variables, au  contraire, peuvent prendre des valeurs particuliSrcs 
dans le cours d'une ddmonstration. El[es nous soar, en effet, donn~es par 
la nature m6fi~e de nos recherches e t  nous nous proposons pr~cis~ment 
de rechercher les valeurs particulir qu'il faut leur donner, ou encore 
les restrictions auxquelles elles doivent ~tre soumises pour satisfaire aux 
conditions d'un problSme d~termin~. 

Nous verrons,, dans la suite, que l'emploi de variables auxiliaires est 
parfois fort utile. Il permet d'effectuer des transformations qui affran- 
chissent les expressions consid~r~es de certains cas particuliers dont l'~tude 
spdeiale ne serait d'aucun profit pour les r6sultats k obtenir. 

On pourrait objecter k ce que j 'ai dit des nombres et fonctions 
aIg~briques que ce sont tout aussi bien des auxiliaires lSgitimes que les 
quantite~s ind~termindes. Cela n'est point douteux quant k la rigueur des 
d~monstrations. Dans l'gtat actuel de la science, il peut m6me 6tre souvent 
plus avantageux, pour obtenir ou ~noncer rapidement des rgsultats nou- 
veaux, d'employer comme auxiliaires les fonctions alg~briques que de faire 
usage des quantit~s ind~termin~es. Mais lorsqu'il s'agit de voir clairement 
le rble que joue chaque ~l~ment dans l'expos6 des principes et des m6thodes 
de l'Alg5bre, il ne saurait y avoir de doute sur l'avantage de l'emploi des 
quantit~s inddtermindes sur celui des nombres et fonctions alg~briques. 

En effet, l'existence m6me approximative de ees derniers est une 
idle tr~s-complexe dans le domaine que nous nous sommes fixds. On 
peut presque dire qu'elle joue le mdme rble en Alg6bre quc l'intSgrale 
de CAUCHY en Analyse. C'est parce qu'ils supposent et renferment plusieurs 
hypotheses essentielles que ces deux merveilleux instruments permettent 
d'obtenir rapidement un grand hombre de transformations, l'un d'expres- 
sions algdbriques, l'autre d'expressions transcendantes. Avant d'avoir 
cherch6 k s'en passer, on ne se rend que trSs-difficilement compte de 
toute la simplification qu'ils introduisent l'un cn Alg6bre, l'autre en 
Analyse. Loin de les eritiquer je crois, au contraire, qu'il convient, 
actuellement, de les placer, dans ces deux sciences, au d~but de toute 
recherche nouvelle. Mais je crois aussi que, pr~cisdment parce qu'ils ten- 
ferment tous deux tant d'hyp0thSses essentielles, ils n'~clairent pas suffisam- 
ment les principes de la science, et c'est pourquoi, en mc bornant ~ 
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t'Alg6bre, je disais plus haut que lorsqu'on se propose d'en approfondir 
les principes, il est pr6f6rable de chercher ~ se passer de leur aide. 

Les inddtermin6es, au contraire, ne nous font point quitter le domaine 
des quantit6s rationnelles. Elle n'exigent point d'autres symboles que 
ceux que nous connaissons d~jh., les symboles qui correspondent aux 
quatre op6ratious, Elles ont de plus un grand avantage, celui d'unir en 
quelque sorte l'Arithm6tique ~ l'AIg6bre, la th6orie des nombres ~ eelle 
des fonctions enti6res d'une et de plusieurs variables, comme nous le 
verrons clans la suite. 

Je: rappelIe qu'une forme est une fonction enti6re dans laquelle les 
variables sont remplac6es par des ind6termin6es. 

L' association (1) des quantit6s ind6termin6es au domaine de l'Alg6bre 
am6ne naturellement b~ joindre ~ l'6tude des nombres entiers et des fonc- 
tions enti6res, celle des formes dont les coefficients sont soit des hombres 
entiers, soit des fonctions enti6res. 

II me reste ~ parler des nombres transcendants et imaginaires. 
Les rnombres transcendants, comme le rapport d'une circonf6rence 

son diam~tre, ne joueront pour nous que le r61e d'ind6termin6es. Si, en 
effet, nous d6montrons un th~or6me en les supposant ind6termin6es et 
que nous remplacions ensuite ces ind6termin6es par les nombres transeen- 
dants donn6s, rien ne saurait fitre chang6 dang notre domaine alg6brique. 

Le~ nombres imaginaires, de mfime que les hombres alg6briques ne 
joueront aussi pour nous que |e r61e d'ind6termin6es; mais, comme ils 
sont d6finis par des 6galit6s ayant une existence r6elle dans le domaine 
que nous consid6rons, il nous faudra tenir compte, clans nos calculs, de 
ces 6galit6s, ce qui revient ~ remplacer les 6quafions par des congruences. 

Ainsi, par exemple,  ~/~- n'est qu'un symbole; ce qu'il y a de r6el, 
pour nous, c'est l'6galit6 x ~ -  2 qui d6finit ~/~. Si nous joignons au 
symbole l'6galit~ correspondante rien n'empdche d'en faire usage; chaque 
fois q u e  dans le courant d'un calcul paraitra ~/2-. ~/2-, |'6galit6, adjointe 
nous montre que nous devons remplacer ce produit par le hombre 2; en 
d'autres termes, que toute 6quation 

= o 

(t) Co~parez KRONECKEm: F e s t s c h r l f t ~  ~ 22.  
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oh F ddsigne une fonction enti6re k coefficients rationnels, est 6quivalente 
k la congruence 

F ( u )  -- o (mod x ' -  2) 

dans laquelle u ddsigne une inddtermin6e. 
La m~me chose a lieu pour les nombres imaginaires que l'on empl~)ie 

ordinairement en Analyse, l e  module de la Congruence dtant alors @2 + I). 
Dans des recherches sp6ciales d'Arithmdtique il peut 6tre convenable 
d'employer, d'autres imaginaires que v:--x; cela revient ~ remplacer le 
module (x ~ + I) par un autre module qui siinplifie d'avantage la re- 
cherche particuli6re que l'on effectue. 

3- Ce que j 'a i  dit du domaine particulier ~; l'Arithm6tique et b, 
l'Alg6bre indique la marche b, suivre dans tout expos6 des r6sultats 
principaux obtenus dans ces deux sciences. 

Les ddfin~ions devront ~tre alg~briques et non pas logiques seulement. 
I1 ne suffit pas  de dire: ))Une chose est ou elle n'est pas~. I1 faut 

montrer ce que veut dire ~tre et ne pas dtre, dans le domaine particulier 
dans lequel nous nous  mouvons. Alors seulement nous faisons un pas 
en avant. Si nous d~finissons, par exemple, une fonction irr6ductible 
comme une fonction qui n'est pas  r6ductible, c'est k dire qui n'est pas 
d6composable en d'autres fonctions d'une nature ddtermin6e, nous ne 
donnons point de d6finition alg6brique, nous n'dnon~ons qu'une simple 
v6rit6 logique. Pour qu'en AlgObre, nous soyons en droit de donner cctte 
d6finition, il faut qu'elle soit pr6c6d6e de l'expos6 d'une m6thode nous 
permettant d'obtenir ~ l'aide d'un nombre fini  d'op6rations rationnelles, 
lea facteurs d'une fonction-r6ductible. Seule cette m~thode donne aux 
mots rdductible et irrdductible un sens alg6brique. 

Un raisonnement comme celui-ci: ~Si des quantit6s donn6es, en oombre 
infini, sont comprises entre des limites finies, il existe ndcessairement une 
limite inf~rieure de ces quantitds)), est parfaitement logique. I1 n'est point 
alg6briq~e. Ce qu'il faut c'est donner une m6thode pour d6terminer, 
l'aide d'un nombre tlni d'op6rations rationnelles, cette limite inf~rieure. 
Alors seulement nous faisons de rAlg6bre. 

Il convient enfin d'dviter particuli6rement toute incursion dans le 
domaine de la G~oin6trie. L'id6e de continuit6 g6om6trique dolt nous 
~tre d'autant plus 6trangSre que nous grouperons les hombres, non d'apr~s 
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leur grandeur, mais d'apr6s leurs propridtds alg~3briques. Pour dviter 
tout malentendu, je m'efforcerai d'infrodui,'e une terminologie aussi peu 
gdomdtrique que possible, comme l'a d'aillcurs fait M. KRONECKI.:II darts 
sa F e s t s c h r i f t ,  en suivant ainsi l 'exemple de GAuss qui empruntait  
gdn6ralement sa nomenclature aux sciences biologiques. 

4. En rdsum6: Quelle que soit la science n'~turelle dont on se pro- 
pose d'aborder l'6tude, on a soin de d6finir les 61dments dont le groupe- 
merit suivant des propridtds ddterrnindes constitue en quelque sorte cette 
science. Les uns ont une existence r6elle, ce sont e/~x que l'on a tout 
particuli6rement en vue. Les autres sont d~s ,~ldments auxiliaires; leur 
rdduction {~ un nombre aussi petit que possible constituc un grand progr6s; 
car elle permet d'apercevoir sans interm6diaires et, par suite, plus claire- 
merit les lie'ns cachds qui semblent unir les diffdrents ph6nom6nes. 

Autre chose est d'dlargir les horizons d'une science ou d'en approfondir 
les prineipes. Dans les premiers cas routes les ,ndthodes peuvent ~tre 
utiles et ce serait m6connaitre l'unitd de notre esprit que de le contester. 
Darts le second cas, au contraire, il faut chercher h se maintenir rigoureuse- 
ment  dans le domaine particulier ~ la science que l'on a en rue. Car 
ce n'est pas approfondir les principes d'une science dont le domaine est 
bien ddfini que d'en d6velopper les 616ments ~ l'aide de principes 6trangers 

ce domaine. 

La mdthode que je viens d' indiquer n'aurait-elle d'ailleurs que 
l'avantage de faire voir clairement oh et comment les p,'incipes 6trangers 
h, notre domaine simplifient les recherches, qu'il conviendrait encore de 
l 'employer dans la mesure du possible. 

L'Alg6bre est la premi6re des sciences naturelles. ,le viens de d6finir 
son domaine, les 616ments qui le component, les 61dments auxiliaires dont 
l ' introduction n'offre aucune esp6ce de difficult6, et ces autres 616ments 
auxiliaires dont malgrr tous nos efforts nous ne pouvons encore nous 
passer enti6rement clans nos recherches. 

Acta mathematica. 6. Impr im6  26 Mai 1884. 
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CHAPrrI~F~ II. 

D i v i s e u r s  des  f o n e t i o n s  e n t i b r e s .  

I. 

1)ivisibil i td des fonct ions  enti~res darts u n  domaine  na ture l  de 

rationali tY,  (t) 

x. Une propri6t6 fondamentale des nombres entiers est leur divisibilitd. 
Comme un nombre contenu dans un nombre n doit dtre n6cessaire- 

meat  plus petit que u, il suffit, pour trouver les diviseurs de n, de voir 

si les nombres 2, 3 , . , . ,  ( n - - I ) ,  sont contenus dans n. Un hombre  
fini d'opdrations nous permet donc de montrer  qu'un entier positif n est 

ou bien un produit  de nombres premiers ct de troucer alors ces hombres 

premiers, ou bien que n est lui-mdme nombre premier, c'est k dire sans 

autres diviseurs que lui-mdme et l'unit6. Dans le premier cas on dit que 

n est un nombre compos6, et l'on montre ~ l'aide de l 'algorithme du 
plus grand commun diviseur que sa d6composition en factedrs premiers 

est tmivoquc. 
I I e n  est de mdme des fonctions entidres k coefficients entiers. 
Consid6rons d'abord u~e fonction d 'une variable. Ses coefficients 

peuvent avoir un diviseur commun que nous savons trouver pro" un noinbre 

fini d'op6rations, comme je viens de le rappeler. Nous pouvons ainsi 
. 

mettre toute fonction enti6re k coefficients entiers sous In forme d'un 

produit dont l 'un des facteurs est un nombre entier et l 'autre une fonc- 
tion enti6re dont les coefficients sont des entiers sans diviseur eommun. 

Dans des recherches sur la divisibilit6 des fonctions entiOres il est donc 

permis de supposer les coefficients de chacune de ces fonctions, sans 
diviseur commun. 

Consid6rons ensuite deux fonctions d'uue variable, F(x)  et G(x).  
Lorsque le quoticnt de F(x)  par G(x) est une fonction enti6re h coefficients 

entiers, II(x),  nous dirons que F(x)  contient G(x),  est divisible par G(x) 

(1) Comparez KaoNzcKv.R, J o u r n a l  de CRELLE T. 94 et F e s t s c h r i f t  ~ 4. 
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ct que G(x) est contenue dans F(x), est un diviseur de F ( x ) .  Nous 
6crirons, soit F ( x ) =  H(x)G(x), soit F ( x ) = _ o  (mod G(x)) ,  suivant qu'il  

convient de mettre en 6vidence la fonction H(x), ou non. 
Je .vais montrer comment ron  peut, ou bien trouver t o u s l e s  divi- 

seurs d 'une fonction donn6e F(x), ou bien montrer  que cette fonction 

F(x) n'a pas de diviseur. Si le degrd de F(x) est 2n ou (2n + i) il 
suffit 6videmment de donner une m6thode permettant  de trouver, ~t l'aide 

d'un nombre fini d'op6rations, ses diviseurs de degr6 au plus 6gal b. n. 
Mais d'apr6s la formule d'interpolation de LAGRANGE toute fonction 

enti6re r  de degr6 au plus 6gal "~ n, peut  6tre raise sous la forme 

i t  

, o o  - -  " 

o(l ro, r~ , . . . ,  r,, ddsignent (n + i) nombres arbitrairement choisis et 

{~(x) le produit  

En posant 

et 

k = 0  

3(~) I 

= c ,  

nous ordonnons g~(z) suivant les fonctions g~(x), de degr6 n. 

avons ainsi 
n 

Nous 

oh gk(rh)----o pour h>k; et gk(r~)= i. 
Pour  que (0(x) soit contenue dans F ( x ) ,  il faut que ~ ( r h ) =  ch 

soit contenue dans F(rh), pour h = o,  I ,  2, . . . ,  n. Cherehons donc 
t o u s l e s  diviseurs positifs et n6gatifs du hombre F(rh);  ils seront en 

' " . C(h~h ) R6p6tons cette op6ra- nombre fini; d6signons-les par ch, c~, ch, . . ,  �9 
tion pour h-----o, I ,  2, . . . ,  n; nous aurons certainement un nombre fini 



12 J. Molk. 

de combinaisons ~ c ,  gh(a'). Chacune de ces eolnbinaisons peut 6tre un 
k - - O  

diviseur de F(x) et il ne saurait y avoir d'autre diviseur dc F(x) .  Un 
nombre fini de divisions de deux polyn6mes nous permet donc d c v o i r  
si F(x) contient un facteur a coefficients cntiers ou s'il n'en contient pas. 

Nous pouvons maintenant, les noInbres entiers 6tant consid6rds comme 
des fonctions enti&es de degrd zdro, partager ell deux classes les fonctions 
enti6res ~ coefficients entiers: Celles qui en contiennent d'autres; nous les 
nommerons riductibles. Et celles qui n'cn conticnnent pas d'autrcs; nous 
les nommerons irr&luctibles. 

Dans la pratique les calculs sc simplifient; mais ici l ' important dtait 
de montrer que la rdductibilit6 et l 'irrdductibilitd des fonctions ont un 
scns algdbrique, et que nous avons, pat" suite, le droit d'introduire ces 
notions dans la science qui fait l'objct de nos recherches. 

Si F~(x) est contenue dans F(x) nous rdpdterons sur /~;(x) les mdmes 
raisonnements que nous venons de faire sur F(x), et comme le degr6 de 
chaque diviseur est plus petit que celui de la fonetion dans laquelle il 
est contenu, un nombre fini d'opdrations nous permettra de ddeomposcr 
F(x) en un produit de puissances de fonctions enti6res irr&htctibles. 

2. C'ette d&omposition est univoque. En efl'ct, si le produit ~ (x) .  q"(x) 
de deux fonctions cnti6res i~ coefficients cntiers, est divisible par une 
fonction irrdductible F(x) ,  l 'une des deux fonctions r q"(x), est elle- 
mdme divisible par F(x). Lorsque F(x )  se rdduit g u n  nombre premier, 
la ddmonstration se d6duit immddiatement du thdor6me qu'un produit de 
deux hombres ne peut dtre divisible par un hombre premier p que si 
l 'un des deux nombres est divisible par p,  et ce thdor&ne est un corollaire 
de l'algorithme d'EucLIDE. Lorsque le degr6 de F(x) est plus grand que 
z6ro, si r  n'est pas divisible par F (x ) ,  comme T'(x) est irr6ductible, 
~)(x) et F(x) n'ont point de diviseur commun. Mais alors, g l'aide de 
l'algorithme d'EUCLIDE dtendu aux fonctions d'une variable, nous pouvons 
toujours trouver deux fonctions enti6res g(x)  et f(x) v6rifiant l'6galit6 

OU 

+ f ( . ) u ( . ) = ,  

+ r 
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Comme, par hypoth6se, le produit O(x)~'(x) est divisible p a r  F(x) ,  
cette 6galit6 nous montre que F(x )  est contenu dans ~'(x), en ce sens, 
du moins, que 

m. r = F (x ) .  O(~) 

G(x) 6tant une fonction enti6re s coefficients entiers, et m un nombre entier. 
GAuss a le premier d6montr6(a) que si une fonction enti~re b~ coef- 

ficients entiers est le produit de deux fonctions enti6res k coefficients 
rationnels, elle est aussi le produit de deux fonctions enti6res b~ coefficients 
entiers. La d6monstration est 616mentaire et se d6duit du th6or6me tit6, 
que si le produit de deux fonctions enti6res ~ coefficients entiers est 
divisible par un hombre premier p, l'une de ces deux fonctions est elle- 
m~me divisible par _p. 

Comme les coefficients de q"(x) sont entiers, et que F(x)  est irr6- 
ductible, nous voyons done iei que m divise tous les  coefficients de G(x).  

Supposons maintenant que, par le procdd6 indiqu6 plus haut, nous 
obtenions deux d6compositions d'une m~rae fonction enti6re 'k coefficients 
entiers, et, par suite, l'6galit6 

i h i h = l ,  2, . . . ,  a t k ~ | ,  2, . . ,  (L 
r ~ l )  2, . . . ,  b 
p = l ,  2, . , . ,  

dans laquelle p ,  q, i, s, l ~, a sont des nombres, p e t  q, en particulier, 
des nombres irr6ductibles, et P(x l ,  Q(x) des fonctions irr6ductibles. 

Le nombre Pl, par exemple, est alors manifestement contenu dans 
le terme de droite de cette 6galit6; chacune des fonctions Q(x) ~tant 
irr6ductible, il faut que pl soit contenu dans lc produit 

H q~" (r= 1..., ..... b) 
(,9 r 

done qu'il soit 6gal "& Fun des nombres q~, q~, . . . ,  qb" En divisant par 
ce nombre les deux tcrmes de l'6galit6, et en rdp6tant le mdme raisonne- 
ment pour chacun des entiers p et pour chacun des entiers q, aussi 
longtemps qu'il en reste, nous voyons que l'6galit6 pr6c6dente se r~duit k 

(1) Dis~uisitiones arithmeticae, "p. 4 2. 
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Mais alors, k cause du thdor6me prdc6dent, la fonction irrdductible P~(x)  
est 6gale ~ rune des fonctions irrdductibles Q(x) .  Divisant, de part et 
d'autre, par cette fonction, et rdp6tant le mdme raisonnement sur chacune 
des fonctions P ( x )  e t  Q(x) autant de fois que cela est ndcessaire, nous 
voyons que les deux d6compositions de la fonction donn6e en facteurs 
irr6ductibles, sont identiques. 

3. Consid6rons maintenant unc fonction de plusieurs variables in- 
ddpendantcs 

. . . ,  x(")). 

En posant 

X '  ~ X g~, X "  -~- Xg~ Z,,~ _ _  3~g, ~ . . .~  X(,O ~ x g , - 1  

et en choisissant g assez grand pour que t o u s l e s  termes du polyn6me 

F ( x ' ,  x " ,  . . . ,  x 

s0i~nt de degr6 diff6rent en x, nous transformerons ce polyn6me en une 
fonction d'une seule variable, ~ ( x ) ,  dont tous le~ termes sont lin6airement 
ind6pendants. I1 est commode de consid6rer tous les exposants de x 
comme des nombres 6crits dans le syst6me dont la base cst g. On volt 
alors imm6diatement qu'il est impossible que F(x ' ,  x", . . . ,  x ( '~  un 
facteur queleonque lorsque ~(x) n'en a p a s ;  ear ~ toute 6galit6 

F(x', x", . . . ,  x (',) ----- F~(x', x", . . . ,  x("')F,(x ', x", . . . ,  x (')) 

en correspond une autre 

~1 et ~2 d6signant les transform6es respectives de F 1 et F~, par les 
substitutions indiqu6es. Pour reconnaltre si F(x ' ,  x", . . . ,  X (")) a des 
diviseurs ou non, il suffit donc de rechercher tous les  diviseurs possibles 
de ~(x) ,  ce que nous s~vons faire ~ raide d'un hombre fini d'opdrations, 
puis de voir si les fonctions de plusieurs variables" qui correspondent 
ces diviseurs sont vraiment facteurs de F(x ' ,  x",  . . . ,  x r ou non, ce qui 
n'exige qu'un hombre fini de divisions. 

I1 eat donc 16gitime d'6tendre l'id6e d'irr~ductibilit6 aux fonctions de 
plusieurs variables ind~pendantes. Nous allons en donner une seeonde 
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ddmonstration, une d6monstration par induction; elle nous fera voir plus 

compl6tement l 'analogie qu'offre la divisibilit6 des fonctions d'une et de 

plusieurs variables ind~pendantes. 

Supposons que nous puissions d6composer en ses facteurs irr6ductibles, 

chaque fonction enti6re ~ coefficients entiers de n variables ind6pendantes, 

x~, x2, . . . ,  xn. Comme nous avons 6t6 amen6 ~ le faire pour les fonc- 
tions d 'une variable, nous dirons que ~(z l ,  x~, . . . ,  x,) est contenue dans une 

fonction donn6e f(xl,  x ~ , . . . ,  x,) lorsque cette derni6re peut ~tre raise 

sous la forme d'un produit  de deux fonctions enti6res ti coefficients entiers, 
dont l 'une est pr6eis(!ment ~(xl,  x 2 , . . . ,  x.); et par hypoth6se nous 

pouvons trouver tous les facteurs de f(x, ,  z~, . . . ,  x~), toutes les fonctions 

eontenues darts une fonction quelconque de n variables. 
Soit maintenant  une fonction de (n-t-  i) variables ind6pendantes 

F(x 0, x , , . . . ,  x.). 

Ordonnons cette fonction par rapport  k x0, et. d6signons par f,(x~, x~, . . . ,  %) 

le coefficient de x0 ~. Toute fonction de x~, x2, . . .  , x, contenuc dans 

F(x0, x~, . . . ,  x,,) est facteur commun de routes les fonctions f ,(x, ,  x~ , . . . ,  x,) 
que nous savons ddcomposer en leurs facteurs irrdductibles. Nous pouvons 

done d6eomposer F(xo, x~, . . . ,  x,) en deux facteurs dont l 'un ne d6pend 

que de n variables, et dont l 'autre G(xo, xa, . . . ,  x,) ordonn6 par rapport  

x 0 a des coefficients sans diviseur commun. Mais alors nous pouvons 

r5p6ter sur G(xo, x~, . . . ,  x,,) consid6rde comme fonction de x o seulement, 
les mSmes raisonnements que nous avons faits sur F ( x ) t o u t  k l'heure. 

Seulement les coefficients ne sont plus des nombres entiers, mais des fonc- 

tions enti6res ~ coefficients entiers de  x~, x~, . . . ,  x , .  Conservons les 

m~mes notations que dans le cas d 'une variable. La formule de LAGRANC.E 

nous fait voir qu 'un nombre fini d'op6rations suffit pour reconnaitre si 

G(x0; x~, x2, . . .  , x,,) a des diviseurs ou non et dans le premier  cas, 
pour trouver ces diviseurs. Pour  que el(x0; xl ,  x2, . . . ,  x.) soit contenue 

dans G(x0; x, ,  x2, . . . ,  x.) il faut  que 4~(r,; x, ,  x~, . . . ,  x.) soit con- 

tenue dans G(rh; x~, x2, . . . ,  x,,). Par  hypoth6se, nous pouvons trouver 
tous lea diviseurs d'tine fonction de n variables seulement;  nous pouvons 

done:, par un nombre fini d'op6rations d6terminer tous les  syst6mes c, pour 

lesquels ~ckg,(Xo) peut ~tre diviseur de G(xo; x~, x~, . . . ,  x.); un hombre 

fini de divisions nous donne enfin tous les  facteurs de G(x0; x~, ~:~, . . . .  x.). 



16 J. Molk. 

Cette mrthode nous permet de mettre F(xo, xa, . . . ,  x.) sous la 
f o r m e  d'un p rodu i t  de fonctions irrrductibles indgpendantes de xo, et de 
fonctions qui, considrrres comme fonctions de x 0 seulement ,  n'en contien' 
nent plus d 'autres .  N o u s  allons maintenant  montrer que cette d&om- 
position ne saurait d rpendre  du choix de la variable suivant laquelle nous 
ordonnons la fonction F(x0, x~, . . . ,  x.). 

Il suffi t ,  pour cela, de drmontrer  que si le produit de deux fonctions 
O(x 0, x ~ , . . . ,  x.) et ~'(x0, x ~ , . . . ,  x.) est divisible par une fonction 
irrrauct ible  ~(x~, ~ ,  : . . ,  x.), l ' une  des deux fonctions �9 ou ~', est 
divisible par ~. 

Soient 
2 

= a o + aaXo --J- a~x o -[-- . . .  

~ =  bo + b, Xo + b ,~  + . . .  

les a et b ddsignant des fonetions entiSres k coefficients entiers de 
x~, x~, . . . ,  x . .  Si ~ n'est pas divisible par tr et si a~ est le premier 
des coefficients a ne contenant pas ~, l 'expression 

~ .  qJ '~  (ao + alxo + . . .  + a~-,x~-I)q " 

et par suite 

(a,x'. + a,+,x: +' + ...)(bo + b, Xo + b,x~ + . . .)  

sera divisible p a r  f~. I1 en r&ulte que les coefficients de routes les puis- 
sances de x 0 sont divisibles par ~;  ces coefficients sont 

a~bo, a~bl + a~+lbo, a~b2 + a~§ + a~+2bo, . . .  

Supposons q u e  s i  ]e prodtlit de deux fonctions d e  n variables seulement 
est divisible par une fonction irrdductible, ggalement de n variables, l 'une 
des deux premirres fonctions soit n&essairement divisible par la dernib.re; 
nous voyons alors  que a~ n '&ant  pas  divisible par ~, b 0 con~jendra :~; 
done aussi a,b~ et par  suite $~; done aussi a~b2 et par suite b~; etc. 
Tous les coefficients de ~'(.xo) eontenant ~, ii en sera de m~melde  la 
fonction (r et l e  th~or~me est ddmontr& 

Ceei pos~,, consid&ons an des facteurs f(x0, xl, .... , a~.)de F(x0,x~, ..., x.); 
nous pouvons supposer que la fonction f(x0, x 1 , . , . ,  x.) ne contienne pas de 
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facteurs ind6pendants de Xo; car si elle en contenait nous pourrions les 
d6terminer et les joindre aux facteurs de F(Xo, x~, . . . ,  x,) ind6pen- 
dants de x o . 

Puisque F(Xo, x l ,  . . . ,  x,) considdr6e comme fonction de Xo, est 
divisible par f(xo, x~, . . . ,  x~), nous avons, en d6signant par k une fonc- 
tion enti@e des (n + I) variables Xo, x l ,  . . . ,  x,, et par h une fonction 
enti&re des n variables Xl, x~, . , . ,  x, ,  

F(xo; x~, . . ,  x,) = f@o; x~, . ,  x,,)k(z~ x,, . . . ,  ~,,) . . . .  : .  : ,  �9 

Mais F est une fonction enti~re des (n + i) variables x0, x~, . . . ,  x. ,  
done la fonction h(x~, . . . ,  x.) est contenue dans le produit  f . k ;  et 
comme h n'est pas contenue dans f, il faut, d'apr6s le th6or6me d6montr6, 
que h soit contenue dans k; nous avons ainsi 

F(Xo'  X l ' ' ~  *' X n ) =  f(~O' '~r ' ~ ~ ` '  : ~ n ) , ( / ( ~ 0 '  "Q~/I ' ~ " ~  X n )  

f et g 6tant des fonctions enti6res des (n + I) variables Xo, x~, . . . ,  x . .  
Nous pouvons donc ou bien d6composer une fonction enti6re donn6e 

F(xo ,  x l ,  . . . ,  x . )  en d'autres fonctions enti6res, ou bien montrer que 
F(xo ,  x l ,  . . . ,  x . )  ne contient aucun facteur entier, et, par suite, 
classer les fonctions de plusieurs variables inddpendantes, comme celles 
d'une seule variable, en fonctions r6ductibles et irr6ductibles; nous pouvons 
alors 6noncer le r6sultat obtenu en disant que route fonction enti6re 
coefficients entiers est d6composable en ses facteurs irr6ductibles. 

I1 nous reste cependant ~ montrer que le th6or&me suppos6 exact 
p o u r  n variables ind6pendantes, dans le courant de la d6monstration 
pr6cddente, l'est encore pour (n + I) variables ind6pendantes. 

Si le produit ~(x0, x~, . . . ,  x . ) .  ~'(xo, x~, . . . ,  x.) est divisible par 
la fonction irr~ductible f(xo, x~, . . . ,  x.) ,  qui,  6tant irr6ductible, ne 
contient aucun facteur ind6pendant de x0, et si ~(x~, x ~ , . . . ,  x.) ne 
contient pas f(xo, x ~ , . . . ,  x.),  �9 et f considdr6es comme fonctions de x o 
seulement, seront 6galement sans diviseur commun, et, par suite, nous 
pourrons d6terminer deux fonctions enti6res de x0; x~, x ~ , . . . ,  x.;  41 et 
f~, relies que l'expression ~f~ + r  soit 6gale ~ une fonction enti6re de 

Acta mathematica. 6, I m p r i m $  28 Mai  1884. 3 
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x~, x~, . . . ,  X, seulement que nous d6signerons par G ( ~ ,  x~, . . . ,  x,). 
Mais alors nous avons aussi 

V r 

Comme le produit ~'4~ est, par hypoth~se, divisible par f, l'expression 

, considdr6e fonction de seulement, est une fonction enti6re comme �9 T o 

/~ coefficients entiers; d6signons-la par H(x0); alors 

G.  ~'(x0) = f(xo)H(xo). 

Puisque la fonction f(Xo) ne contient pas de facteur ind6pendant de Xo, 
f(x0) ne peut ~tre divisible par G; donc It(xo) contient G; donc q"(x0) 
contient f(x0) ; e t  nous venons de montrer que si ~" consid6r6e comme 
fonction de x0, contient f, i l  en est de m~me dc q" consid6r6e comme fonc- 
tion enti6re /~ coefficients entiers de ses (n + I) variables ind6pendantea 

X 0 ~ X 1 ~ �9 , . ~ X n  �9 

Nous avons suppos5 que f(xo; xl, . . . ,  z,) 6tait non seulement ir- 
rdductible en x0, mais encore ne contenait aucun facteur ind6pendant de 
x0, tout comme dans le cas d'une seule variable inddpendante nous n'avons 
nommde irrdductible une fonction de x que lorsqu'elle ne contenait aucune 
autre fonction de x, et aucun nombre. 

Ce th6or6me nous permet aussi de montrer que la d6composition 
d'une fonction dc plusieura variables en sea facteurs irr6ductibles est 
univoque. La d6monstration est identique ~ celle que nous avons donnde 
dans le cas d'une seuie variable. 

En rdsumb, nous venons de voir que lea fonctions enti~res d'une et 
de plusieura variables ind6pcndantea se ram6nent aux fonctions irrdductibles 
de ces variables. 

Toute l a  d6monstration pr6c~dente a 6t6 faite par induction. J'ai 
d'abord d6montr6 les thdor6mes pour une wiriable ind~pendante, puis, les 
supposant v6rifi6s pour n variables je les ai dgmontrds pour (n + i) 
variables ind6pendantes. 

4 - L e s  ddveloppements prdcddents ont lieu pour des variables in- 
ddpendantes quelconques. Pour plus de clart6, je d6signerai maintenant 
par ~', ~", . . .  les variables que j'ai plus particuli6rement nomm6es 
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variables-inddtermin@s et je  r6serverai los lettres x, y, z , . . .  pour les 
variables propremet~t dites. Pour abr6ger l'6nonc6 des th6or6mes ct pour 
r6unir en une seule expression l es  deux cas qui se pr6sentent, celui oh 
nous conaid6rona des variables-ind6termindes et celui oh nous n'en consi- 
d~rons pas, je conviendrai que lorsqu'il n'y a qu'une variable-inddtermin~e 
3 ,  elle puisse dtre remplac6e par l 'unitd; dans ce cas je dirai que cette 
variable-ind~termin6e eat 6gale h, l'unit~. 

Demander si une fonction enti6re est rdductible ou non, c'est demander 
si elle est divisible par une autre fonction entidre k coefficients entiers; 
d'apres le th6or6me de GAuss dont j 'ai fait usage plus haut, je  puis m6me 
dire par une autre fonction enti6re k coefficients rationnels. Ayant adjoint 
les variables-ind6termin6es ~t aux nombres entiers qui font l 'objet de noa 
recherchea, il est b~ la fois naturel et ndcessaire d'6tendre cette d6finition 
de l'irr6ductibilii6. 

Si ~',  3",  . . . ,  ~(I,) sont les variables-inddtermin6es consid6rd.es, nous 
devrons dire qu'une fonction enti6re de x0, x~, . . . ,  x~, dont les coefficients 
sont fonctions enti6res h coefficients entiers de ces variablea-ind6termin6es, 
est irr6ductible, lorsqu'elle ne contient aucune autre fonction des variables 
x o, x~, . . . ,  x~, dont les coefficients soient fonctions enti6res, k coefficients 
entiers, des m~mes ind6termin~es. Pour conserver l 'analogie avee le cas 
oh ~ = I, je dirai auasi qu'une fonction enti6re de Xo, x ~ , . . . ,  x,,, 
dont lea coefficients sont fonctions rationnelles des variables-ind6termindea 
IR', !W', . . . ,  ~ ) ,  eat irrdductible, lorsqu'elle ne contient aucune autre 
fonction enti6re des variables x0, x~, . . . ,  x, ,  dont lea coefficients soient 
fonctions rationnelles des m6mea variables-ind6termin6es. Pour fixer les 
id6es je supposerai, une fois pour toutea, que les coefficients de ces fonc- 
tions rationnellcs soient entiers. 

Cette gdn6raliaation est 16gitime; lea m6thodes des num6roa pr~c6dents 
qui permettent de reconnaitre, ~ l'aide d'un nombre fini d'op6rations, si 
une fonction enti6re contient des diviseurs ou non, sont, en effet, imm6diate- 
ment  applicables. Nous savons trouver les diviseura de tous lea coefficients; 
car lcurs num6rateura et d6nominateura sont fonctiona enti6rea ~r coeffici- 

' . ~(~) Nous mettrona donc ents entiers des  variables-ind6termin6es 3 ,  . . ,  �9 
d'abord la fonction donn6e soua la forme d'une fonction enti6re b, 

' . . ~ ) ,  divis6e par coefficients entiera des x0, x~, . . . ,  x~ et des 3 ,  �9 , 
une fonction enti6re ~ coefficients entiers des ~ ' ~ . . . ,  ~)~ seulement;  
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nous chercherons ensuite les diviseurs du num6rateur et ceux du dd- 
nominateur; puis, assignant, d'une manidre arbitraire, ~ chaque diviseur du 
numdrateur un hombre quetconque des facteurs du ddnominateur, nous 
ordonnerons chacune des fractions ainsi obtcnues par rapport aux variables 
x0~ x 1, . . . ,  x,, dont elles sont fonctions enti6res, et nous rdduirons enfin 

leur plus simple expression les fractions qui paraissent comme coefficients 
et d6pendent des variables-inddtermin6es seulement. L'arbitrairc introduit 
dans eette rdduction en facteurs irr6ductibles, disparait d6s que, chassant 
tous les  ddnominateurs, hous retournons clans le domaine r6el des fonctions 
enti6res k coefficients entiers. 

II convient de ddsigner tout spdcialement, par un nom, l'ensemble 
des fonctions rationnelles, k coefficients entiers, des variables-inddtermindes 
donn6es, puisque l'irr6ductibilit6 en d6pend. Nous dirons qu'elles forment 
un domaine naturel de rationalitY, le domaine (~', ~", . . . ,  ~(~>). Alors 
une fonction entibre de x0, x l , . . . ,  x. ,  sera dite irrgductible dans un 
domaine (~'~ ~", . . . ,  ~(~>) lorsqu'elle ne contient aucune autre fonction 
enti6re dont les coefficients fassent partie de ce domaine. 

En r6alif~, c'est l'ensemble des fonctions entidres, ~ coefficients entiers~ 
des variables-inddtermindes ~', ~", . . . ,  ~<~>, qui forme un vrai domaine, 
que ron pourrait nommer domaine d'intdgrit~. Mais, comme je l'ai d6j~ 
observ6 dans le premier chapitre, il est commode de se servir des hombres 
et fonctions rationnelles, et il n'y a aucun inconVdnient b. s'en servir 
puisqu'~ tout moment on peut chasser les d6nominateurs sans rien changer 
au sens des 6galitds que l'on consid6re. C'est pourquoi il convient d'in- 
troduire l'idde de domaine naturel de rationalitg, en m~me temps que celle 
de domaine d'int~griLd. 

Remarquons, en tcrminant, que la convention faite au d6but de ce 
num6ro, nous permet de comprendre l'id6e d'irr6ductibilit6 des fonc- 
tions enti6res b~ coefficients entiers, comme cas particulier, dans l'idde 
plus gdn@ale ~d'irr6ductibilitd dans un domaine naturel de rationalitd 

" ~(~>). Elle r6pond, en effet, au cas o~l, symboliquement~ ( ~ ' ,  ~ , . . . ,  

~'---- ~ et ~ " - - - - - ~ ' " =  . . . .  ~ (~) - -o .  
En tenant compte de ces d6finitions, et des r6sultats obtenus pr6ce- 

demment, no-us pouvons 6noncer ta proposition fondamentale: Qud que 
soit lv domaine naturel :de ratio~alitd que Con considere, il est possible de 
trouver les diviseurs irrdductibles d'une fonction entidre quelconque~ donnde. 
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Nous avons ainsi obtcnu la base mdme de toutes nos consid6rationa 
alg6briques. II faut se garder de croire que ces recherchea, bien 616men- 
taires il eat vrai, ne sont faites que clans le but de systdmatiser nos 
connaisaanccs sur la r6ductibilit6 des fonctions enti6res, ct qu'elles ne 
pr6aentent ainsi rien de bien remarquable. Elles sont, au contraire, de la 
plus haute importance, car elles indiquent d6j~ la m6thode ~ auivre clans 
le cas g6n6ral d'un syst~me de fonctions enti6res, et il est absolument 
n6cessaire de les placer au d6but de nos recherches alg6briques auxquelles, 
seules, elles donncnt une base ~ la fois solide et naturelle. Dans la pra- 
tique, l'id6e d'irrdduetibilitd peut d'ailleurs simplifier considdrablement la 
d6monstration de plus d'un th6or6me. 

2. 

R d s t d t a n t  de  d e u x  f o n c t i o n s  e n t i ~ r e s .  

I. Un domaine naturel de rationalit6 eat suppos6 connu. Nous 
partageona sea 61dments en  trois groupes. Le premier ne contient qu'un 
dl6ment z, variable ou variable-ind6termin6e; le second contient des 616- 
ments variables x', x", . . . ,  x('); le troisi6me des 61~ments ind6terminds 
~' ,  ~" ,  . . . ,  ~('*). 

Consid6rons deux fonctions enti~res des dldments z; x', x",  . . . ,  x (~), 

dont les coefficients soient fonctions rationnelles des 616ments ~R', ~",  ..., ~(z). 
Apr6s avoir d6barass6, s'il y a lieu, ces deux fonctions enti6res de leur 
facteur commun, ordonnons-les par rapport ~ z; soient alors 

�9 r t f(~, x ,  x" x(") = f , ( x ,  ~", x('))z - - -  f,(~',  x", x('))~ ~ - '  + , o . . ~  . . . ~  . * . ~  . . .  

. . .  + _ f . , ( x ' ,  x " ,  , �9 . . X 0 ' ) )  

g(~; x', x", . . . ,  x'") = . g 0 ( x ' ,  x", . . . ,  x , ' ) ) ~ " - - g , ( ~ ' ,  ~", . .  . ,  x(")~"-' + . . .  

, + g .  (x:, x", z (')); * �9 _ _  �9 * t ,  
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f0, f~, �9 �9 f,,,; .q0, .q,, �9 �9  J,, ddsignent des fonctions enti6res des variables 
x', x", . . . ,  x ~) dont Its coefficients sont fonctions rationnclles des indc~ter- 
mindes ~', ~",  . . . ,  ~;~. 

Les deux fonctions f(z; x', x", . . . ,  x ~'~) et g(z; x', x", . . . ,  x '~)) 
n'ont, par hypoth6se, aucun diviseur commun rant que les 616Incnts 

x', x", . . . ,  x ~) restent ind6termin6s. Mais ces 615ments sont variables; 
ils peuvent donc prendre des valcurs particuti6res ou encore 6tre lids par 
des relations ddtermin6es. I1 se pourrait  que ces valeurs particuli6res ou 

~ X '~, . X (~)) . . .  ~d ~) et g(z; x', . . ,  ces relations fussent telles que f(z; x ,  x , , 
aicnt pr6cis6ment un diviseur commun en z. Dans des recherches sur 
la divisibilit6, il importe beaucoup de d6terminer celles des vateurs 

particuli6res ou des relations pour lesquellcs il e n e s t  ainsi. C'est pour- 

quoi nous allons nous proposer de rechercher les conditions ndcessaires ct 

suffisantes auxquelles doivcnt satisfairc les variables x', x", . . . ,  x (~, pour 

que lcs deux fonctions cnti6res f (z;  x', x", . . . ,  x ''~) et g(z; x', x", .'.., x ('~) 
aicnt un diviseur commun en z, alors que pour des valeurs inddtermin6es 

donn6es ~ x' x", . . . ,  x (~, elles sont suppos6es sans diviseur commun. 

Dans son c616bre M6moire de 18I 5, GAUSS s'est, le premier, proposd 
de r6soudrc un probl6me scmblable, sans sul~poser ddmontrde l'existence des 
racines des dquations algdbriques. Lc grand g6om~tre a donn6, dans cc 
m6moire,, la condition ndcessaire et suffisante pour qu'une fonction F ( z ) ,  
h, coefficients variables, ait avec sa d6riv6e F' ( z )  un diviseur commun,. 

F ( z )  dtant suppos6e sans facteur double pour des valeurs ind~terminges 

de sos coefficients. Nous allons donner la mdme d6monstration dans le 

cas de dcux fonctions enti6res quelconques F ( z )  et G(z) ,  ~ coefficients 
variables. (~) Ce problSme est plus g6n@al, et comprend celui que nous 

nous s~mmcs propos6s de rdsoudre. 

Ainsi, en ddsignant par 60, a , ,  . . . ,  a,,,; rio, fl,, " " ,  fl,,, (m + n-4- ~) 
variables, ct par F(z)  et G(z)  les deux fonctions enti6res 

.~'(Z) = t~0Z'lJ "~ {~1 ~y .... ' 4"  . . . - 4 -  ~m'  

= + + " "  + 

(~) Lu premihre d~monstration de cc th~orhme a dt~ donnde par M. KROt~I~CK~.R, en 

I87 I  , d a n s  un Cours professd ~ l'Universitd de Berlin, 



Sur la notion de la divisibilit(! et sur la thdorie gdndrale de l'dlimination. 23 

suppos6es sans diviseur commun pour des valeurs inddtermin6es donndcs 
ao, al, . . . ,  a.~; rio, ~ ,  " " ,  ~. ,  nous cherchons des relations, entre les 

variables a et /~, qui soient n~cessaires et suffisantes pour que F(z)  et G(z) 
aient., un diviseur commun. 

Et celu sans supposer ddmontrde l'existence des rgcines des dquations 
algdbriques. J 'ai  suffisamment insist6, dans le premier ehapitre de ec 
M6moire, sur l ' importance de cette derni6re restriction. D'ailleurs, la 
m6thode de GAUSS dolt, d'apr6s M. KI~ONECKEX~, servir de type k toutes 
les recherches d'Alg6bre. I1 convient donc de la d6velopper avec soin. 

A cet .effet, nous supposerons d'abortt que les variables a e t  ~ ne 
soient pas li6es par des relations telles que F(z)  et G(z) aient un diviseur 
commun, puts que les variables a et /3 soient li6es par de telles relations, 
et nous transformerons successivement ces deux hypoth6ses en indgalitds 
ou 6galit6s 6quivalentes. 

Consid~rons d'abord le cas particulier oh % ~ 130 ~ I. 
2. Si F(z)  et G(z) n'ont pas de diviseur eommun, nous pouvons, 

,~ l'aide de l 'algorithme du plus grand eommun diviseur, ddtcrminer deux 
fonctions enti6res de z, (I)(z) et q"(z), vdrifiant identiquement l'6galit6 

+ , .  

Lcs coefficients des deux fonotions r  ct q"(z) sont des fonctions ration- 
nelles des variables a~, %, . . . ,  am; /~, /~, . . . ,  1~,,. Nous pouvons 
d'ailleurs toujours prendre pour $(z)  et q'(z) deux fonctions dont le 
degr6, par rapport  ~ z, soit respectivement ( J ~ -  ~) et ( m - - l ) ;  car, 
puisque 

[0(z)  + ~ , ( z )G(z ) ]F( z )+  [ r  h ( z ) F ( z ) ] a ( z ) =  r  + q"(z)G(z) 

nous pouvons toujours ehoisir la fonction entiSre h(z) telle que le degr6 
du multiplieateur q"(z) soit plug petit que m; eehfi de r est alors 
n@essairement plus petit que n. 

Comme l%galit6 

et v6rifi~e identiquement en z, nous pouvons (~ga.Iement 6erire 

r + . . . . . . . .  

u~,. u 2 , . . . ,  u,,,+, d6signant (m + n) ind6tcrmin~es. 
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Si donc nous formons, k l'aide de ces ind6termin6es, deux fonctions 
enti6res de 

~n 

(~ - u,,) = ~(~) et 
m+n 

1-[ ( ~ -  u;) = Q(~) 
h=m~-I 

nous pouvons dcrire 

~ ( ~ , ) [ E ( ~ , ) -  p (~ , ) ]  + ,/,'(~,)e.(~.) = ( k ~ l ,  2, . . . ,  m) 

ou encore 

m 

I I { r  o ( ~ , ) p ( u . )  + g ' ( . , ) G ( . , ) }  = ~. 
k = l  

Les coefficients de la plus haute puissance de z dans les deux fonc- 
tions F(z.) et P(z) ,  toutes deux de degr6 m, sont 6gaux ~ l 'unit6; nous 
avons donc, en ddsignant par f~, f2, " " ,  f~; g~, g~, " " ,  tla, les fonctions 
sym~triques 616mentaires des ind6termindes u~, u 2 , . . .  ~ u,,,, d'une part, 
et u,,,+~, urn+2, . . . ,  u,,,+,, d'autre part, 

m 

k ~ l  

Ce produit est une fonction sym6trique enti6re des ind6termindes u~, ..., u,~, 
et par suite une fonction enti6re des 616ments f~, f~, . . . ,  f~. En effectuant 
la multiplication indiqu6e, nous obtenons d'ailleurs une fonction dont chaque 
terme contient au moins un des facteurs (a~--f~) et que nous pouvons, 
par suite, consid6rer comme lin6aire et homog6ne des diff6rences (a~ ~ ~,), 

r '  ~, un facteur p es 

Le produit f i G ( u , )  est, d'apr~s le thdor6me fondamental de la th~orie 
k = l  

des fonctions sym6triques, une fonction enti6re des 61~ments fl, ~2, . . . ,  f , , ;  

fl~, A , "  ", fl~; et le produit H ~'(u.) est, d'apr6s le me,ne th6or6me, une 
1"=1 

fonetion enti6re des 61dments ~1, f~, . . . ,  fro. Si done nous posong 
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k = l  9 " " " 9 

frt 

k = l  

et que nous d6signions par K une fonction enti6re des dl6ments ~, . . . ,  ~., 
nous voyons que l'dgalit6 prdc6dente peut dtre raise sous la forme 

+ . . . ,  f=;  f l , ,  fl , . . . ,  . . . ,  ,. 

Nous avons obtenu cette 6galit6 par une simple 
ridentit6 

transformation de 

Elle est donc, eile.mdme, v6rifi6e identicluement en u~, u ~ , . .  , ,  urn. Mais 
les fonctions sym~triques 616mentaires de m variables ind6pendantes forment 
un 'syst6me de m variables dgalement  inddpendantes. I1 en  rdsulte que 
!'6galit6 que nous ~r d'~tablir ~est v6rifide i'dentiquelnent en ~ ,  . . . ,  ~.~; 
elle a done lieu lorsque nous substituons aux inddtermindes f~, i~, . . . ,  ~,, 
les valeurs particulidres G{19 ' ~ 2 9  ~  :P ~ m  ~ Ains i  se trouve ddmontrde, pour 
des syst6mes quelconques a~, a~, . . . ,  a,,; t~r, fl~, . . . .  , ~ , ,  v6rifiant notre 
premi6re hypoth6se, l '6galit6 

Si nous observons que S([l,  [~, .... , [,~) dtait une fonction entiOre des |n- 
d6termin6es ~, ~,  ..., ~m,/~ coefficients rationnels ddterminds de at, a~, , . . ,  a,,; 

fl~, fl,, . . . ,  ft., nous voyons q u e  la valeur de cette fonction est flnle lors- 
qu~on y substitue h i~, [2, . - , ,  [,,, les  variables ax, a2, . . . ,  am. Nous 
en concluons que lu fonetion R(ch ,  a2, . . . ,  a,~; fl~, fl~, . . . ,  ft.) ne saurait 
dtre nulle. 

Don~ si les. variables a e t  fl sont lides par des relations telles, que 
la ~onction R(ax, ~a~, . . . ,  am; fl~, fl~, . . . ,  ft.) soit dgale k zdro, les deux 
fonctions F(Z)  et G ( z )  auront n6cessairement un diviseur commun en z. 

At~a mathematir 6. - I m p r l m d  29 M a i  1884,  4 
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Car si elles n'en avaient pas, nous venons de voir que R serait diffdrent 

de " z e r o .  

Dans tout ce  qui pr6c6de nous n'avons consid~r~ que les m in- 

ddtermin6es Ul, u2, . . . ,  u.~ qui ddfinissedt" la fonetion P(z) ;  rien ne nous 
emp~che de r6pdter les mdmes raisonnements en prenant eomme point de 
ddpart les m inddtermin6es um+~, u,,§ . . . ,  u,,+, qui d6finissent la fonc- 

tion Q(z). Nous obtenons alors une fonetion enti6re R~ ddfinie par l'dgalitd 

m + n  

R,(~,  ~ ,  . . . ,  ~. , ;  ~,,  g~, . . . ,  ~ . ) =  1-1 F(,,.) 
t = m + l  

et nous arrivons, comme tout ~ l 'heure, au r~sultat que si ies vari- 
ables ~ et fl sent lides par des relations telles, que la fonction 
/~(a~, a2, . . . ,  a~; ~ ,  ~ 2 , . . . ,  fl~) soit dgale ~ zdro, les deux fonctions 

F(z)  et G(z) ont ndcessairement un dlviseur commun en z. 

Posons, pour un instant, u,,+~----v~; nous aurons alors 

m 

~-[ Q(Uk) = f i  l-~ (Uk--  Vb) = ( - - I ) m n H  1 - - [ ( ~ ) h - - " k )  
k = l  k = l  h = l  h = l  k = l  

donc 

I I  p ( . , )  = p ( v . )  = . , - -  .,1 
k = m + l  h = l  = = 

f i  Q(. , )  = ( - -  ~)"" "+" H P( - . ) .  k=l k = m + |  

Ainsi les deux fonctions R et R 1 sent 6gales, au signe pr6s, pour des 

fonctions F et .G ~ coefficients inddtermin6s. Il est, en effet, manifeste 
quc pour al ,  a2, �9 �9  a,,; fl,, f12, . . . ,  fl,, inddtermin6s, les fonctions P et 

F et, de m~me, les fonctions Q et G, sent identiques. 

Les deux termes de l'dgalit6 

m+n 
,=, Q(..)  = _+ I I  p(u,) 

k = m + l  

sent fonctions symOriques des inddtermin~cs Ul, u2, �9 , , ,  U m d'une part  et 
des inddtermindes u,,,~l, . . . ,  u,,,s, de l 'autrc; cette 6galit6 a d'ailleurs 
lieu identiquemenf ell ul ,  u.2, �9 � 9  u,,; u,,,+l, . . . ,  u~,+,,; donc~ aussi en 



Sur la notion de la divisibilit6 et sur la /hdorie gdndrale de l'61imination. 27 

ft, . . . ,  fro; ill, it2, " . . ,  g.; elle a donc dgalement lieu si l'on y substitue 
fi, f2, . . . ,  ~m; gt, g.~,. . . ,  g, les variables a~, a .2 , . . . ,  am; fit,  f 12 , . . . ,  fl,, 

lides par les relations considdrdes, ce qui ddmontre l'dgalit6, ah signe pr6s, des 

deux fonctions R(a~,a2, . . . ,a ,~;  fl~,fl ,  ...,fl~) et Rt(a~, a2, ..., a,,,; fl~, fl~,. . . ,  fl,,). 
Cette remarque nous permet de donner une mdthode pour trouver, 

dans chaque cas particulier, la fonction R ( a i ,  a.~, . . . ,  a,~; fl~, ~ ,  . . . ,  fl,). 
En effet, si 

m + n  

l 'expression 

'~+" H ( z )  
(z -- u, ) 1t'( ,~., ) 

k=l 

est une fonction de z, qtii, pour z ~ u , ,  se rdduit ~ l'unitd. Elle reprd- 
sente donc la fonction de degrd (m + n -  I) 

qui est idvntiquement dgale s l'unitd, et nous pouvons dcrire 

"+" H ( z )  
Z (z - -  u,) H'(uk) 
k = l  

ou encore, puisque //(Z) ---- P(z)Q(z)  

m m + n  
~/~ P._(z)Q(z) I_ P(z)Q(z) t 
~=z~- z - -  u, P'(u,)Q(~,~ + E -z= u--~, P(u,)Q'(u,)" 
= k = m + l  

E n  chassant le ddnominateur, 

,:~ q(u,)= +_ 
m + n  

II P(u,)= Rff, ,  f ~ , . . . ,  i,,,; ~,, ~ ,  . . . ,  ~,,) 
k = m + l  

il vient, 

= s P ( z )Q( z )Q( ,~ , )Q(%) . . .  Q(u,-~)Q(~'+O . . .  Q(~',,,) 

k = l  
(z - -  ~ ) t " ( ~ )  

m + n  
@--- Z P(z)Q(z)P(u"+DP(u"+2) "'" P(u*-I)P(u'+1) "'" P(u.+..) 

1 - . + 1  (z - -  ~k) Q ' ( ~ )  
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Mais P(z) et Q(z) sont des fonctions cnti6rcs de z et de u, que nous 
- -  "tl k Z - -  '1r k 

ddsignerons par P~(z; uk) et Q,(z; u,); les deux produits 

Q(u,)Q(u2) . . .  Q(u,_~)Q(u~+~). . .  Q(u.,)  
et 

4- P(u,,,+,)P(u.,+:) . .  P(u,_,)P(u,+i)  . . .  P(u,.+.) 

sont des fonetions ent i6res  de u~; nous les @signerons par Q*(u,) et 

P*(uk). Alors l'expression P,(z ;  u~)Q*(u,) sera une fonetion enti6re de 

uk; k l 'alde de rdquation P(u))  = o (k = ~, 2, . . . ,  m), nous la r6duironS 
au degrd ( m ~  I); elle peut done 8(re raise sous la forme 

q Um--1 m--2 l k  + + "+q~;  q.~Uk 

de mdme, k l'aide de l 'dquation Q(.u,:) = o (k --  m + r ,  m -4- 2, . . . ,  m -4- n), 

l expressmn Q~(z; u,.)P*(uk) peut 8tre raise sous la forme 

p ,u~- '  + V.~u~ -'~ + . . .  + p , ;  

les coefficients p~, p.~, . . . ,  p ,  ; q~, q.2, �9 �9 " ,  q,,,, ddsignent des fonctions 
enti6res de z. 

Nous obtenons ainsi l'6galit6, 

R(h, h , . . . ,  L,; m,. g ~ , . . . ,  9,,) 
m--I  m--2 m + n  n--I  n--2 =Q(~) q,", ++,,,, + +,~,,, ~ , , , , ,  +~,,-,. + .  +~,,, 

, : ,  v'('~,) + P ( ~ )  q b , , )  - "  
k = m + l  

) ) Los formules d EULEh 

~t k 

*=I P'(u~) 

"+" "-~ [ pour i = I Z k I ) 

L=mfl ~0'+) --- I O, pour i > I 

nous permettent  de rdduire cettc dgalitd k la suivantc, identique cn 

f,, h , . . . ,  f,,; g,, g . ~ , . . . ,  g,,, 

R(h, f~, . . . ,  L,; g,, g,, . . . ,  ~,,)= q,(z)q(~)+ v,(~)P(~). 

Si donc on nous proposait, dans un cas particulier quelconque, de former 
la fonction R(al ,  a~, . . . ,  a,,,; ~ ,  jS~, . . . ,  ~8.) correspondant k deux fonc- 

tions donndes F ( z )  et R ( z ) ,  nous formerions k l'aide des inddtermindes 
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u, ,  u.~, . . . ,  ~t,,,+,, les deux  fonctions auxil iaires  P(z) ct Q(z), et la mdthode 

pr6eddente nous permet t ra i t  de d6ter ,niner  deux  fonctions l~,(z) et ql(z) 
tclles que p,(z)P(z)+ q1(z)Q(z) se rdduise ~ une fonction enfi6re des 

inddtermindes fl, f:, . . . ,  L,,; fi~, g2, �9 � 9  g,,- Si dans cctte foncfion, nous 

substituons a~, a ~ , . . . ,  ~,,,; i~i, l~ ,  . . . ,  j~,,, ':~ i t ,  i~, . . . ,  ~,,,; t3,, 0=', " " ,  g,,, 
nous obtenons la fonction cherchde, 

n(~,, ~ ,  . . . ,  ~, , , ;  j~,, L , , . : . ,  L). 

Nous pouvons rdsumer  les rechcrches prdcddentcs en disant que l 'uni- 
que condition 

-~(~',, ~ '~ , . . . ,  ~,, , ;  ~,, A , - . . ,  ,~,,)= o 

est. s~t/)%ante, pour  que los dcux fonctions 1,'(z) ct (;(z) aicnt u,, diviseur 
c o n l l n t l n .  

3. L 'a lgor i thmc du plus grand  commun  diviseur suftit pour  nous 
donner  la condition n6cessaire. 

Comme P(z) ct Q(z) n'ont, par  hypoth6sc, auc:un diviseur c o m m u n  

(puisque leurs coefficients f~, f~ . . . .  , f,,, et fl~, t3..,, �9 . . ,  g,, sont inddter- 
min6s); nous savons t rouver  deux  fonctions enti6res tic z, y(z)  et r 
'k coefficients rat ionnels  en f~, [~, . . . , "  f,,,; g~, t3~, �9 �9  t3,,, tellcs que 

r + r  , .  

}~.6duisons au mdme d~nominateur  les fonctions y(z )e t  r  et chassons 

cc ddnolnilmteur.  L'6galit6 pr6c6dente devient  alors 

l~(z)P(~) + q(z)Q(z)= r(f: ,  f ~ , . . . ,  f,,,; ~,, ~..,, . . . ,  ~,,) 

oh Its coefficients de p(z), q(z), et T lui-m6me sont fonctions enti&res, ~ 

coefficients entiers, de ~ ,  1.2, . . . ,  ~,,; g~, ~ ,  - � 9  ~,,. Si nous r6duisons 

les degr6s de ~(z )  et r  "~ ( n - - ~ )  e t  ( m ~  ~), il est facile de voir 

que les deux  mul t ip l ica teurs  ~(z)  et r  sont ddtermin6s un ivoquement ;  
il en r6sulte que les trois fonctions p(z) ,  q(z) et T sont, au signe pr6s, 

dga lement  d6termin6es d 'une mani6re univoque,  si nous convenons de 

ddbarasser T e t  les coefficients de p(z) et q(z) des facteurs  qu'ils pour- 
ra ient  a v o i r  tous en commun.  L'existence et l 'univocitd, au signe pr6s, 
des fonctions enti6res p(z), q(z), T, est ainsi d6montr6e;  elle repose sur 

la possibilit6 de t rouver  les diviseurs d 'une  fonction enti6re quelconque.  
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Ceci pos6, supposons que F(z) et G(z) aient un diviseur commun;  

il faudra alors que ce diviseur soit contenu dans la fonction T que l'on 
obtient  en substituant k f~, [~, . . . ,  f.,; a, ,  Ih, . - . ,  g.,  les coefficients 

a~, as ,  . . . ,  a~;  f i t ,  ~ ,  . . . ,  ft, des deux fonctions F ( z )  et G(z); car 
l'6galit6 pr6c6dente est identique en [1, [~, . . . ,  fa; Ill, g2, - . . ,  a." Les 
coefficients des plus hautes puissances de F(z) et de G(z,) sont 6gaux 
l'unitd; un diviseur commun k F(z) et k G(z) d6pend donc n6cessaire- 

ment de z, et, par suite, T(at, . . . ,  a , ;  /~t, . . . ,  ft,) qui est ind6pendant 

de z, est 6gal ~ zdro. 
Nous avons ainsi trouv6 une condition ndcessaire pour que les deux 

fonctions F(z) et G(z) aient un diviseur commun. 
4. Il est maintenant  naturel  de rechercher si les deux fonctions 

n(Ctl, as, . . . ,  Otto; fl,, /~s, "" ", /~-) et T(a,, a 2 , . . . ,  a,,,; fit, f l s , . . . ,  j3.) 

sont ind6pendantcs ou non, et, si elles lie le sont pas, de chcrcher s 

trouvt~r les relations qui les lient l 'une s l'autre. 
Dans ce but, nous d6nontrerons  d'abord que dans le domaine d'in- 

tdg:ritd (ft, fs, . . . ,  f.,; air, as, . . . ,  a,,), la fonction R e s t  irr6ducti~)le. Cela 

est facile. Nous avons, en effct, identiquement en ut, us, . . . ,  u~,,; vt, vs, ..., v,,, 

= . . . . . .  ) 
R(f,,  f s , . . . ,  f.,; a,, a s , . . . ,  a.) , ~ - - v , ) .  ~, : , , ,  ..... : 

Supposons donc que R soit r6duetible dans le domaine d'int6grit6 consi- 

d6rd; l 'un de ses facteurs contiendra alors n6cessairement une des diffd- 

renccs du double produit  qui est 6gal h, R,  par exemple u , - - v k ,  et 
si nous ddsignons ce facteur par R t ,  nous avons identiquement en 

-Ut ,  U s ,  �9  ", ~n,~ 7)1, 7)s,  " ' ' ~  Vn~ 

R,(f, ,  fs, . . . ,  f,,,; a,, a s , . . . ,  a . ) - - -o  (rood, , , - -v , )  

ct par suite, ~ cause de l'identit6 en ut,  us, . . . .  , u,,,, 

R~(f,, f~, . . . ,  ~,,,; g,, i t s , - - - ,  g . ) = o  (mod u,-- v,). (,:,,2 ...... ) 

Commc les m fonctions lin6aires (u,--vk),  ( i =  i ,  2,  . . . ,  In)? n'ont 
aucun diviseur commun, nous aurons donc, toujours identiquement en 

UI~ U ~  . . . ~  Ura ; '01~ V2~ �9 . . ,  V n ,  
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R,(~,, ~ , . . . ,  i=; ~,-, 0~, . . . ,  ~ . ) - o  [rood fI (u,-- ~,)] 
i = l  

et par suite, k cause de l 'identitd en v~, v~, . . . ,  v. ,  la mdme congruence 

pour k---- i ,  2, . . . ,  n, ou encore, comme les n modules f i ( u ,  ~ v,), 
t= l  

(k = I,  2 , . . . ,  n) n 'ont aucun diviseur commun, 

/= i ,  2, ..., m) 
R,(ft ,  f 2 , . . . ,  f~; th, g ~ , . - . ,  fl,)=--o [mod l 'I  (u, - -  v,)]. \,=,,~ ..... . 

(i, t) 

Si done l a  fonction "~1 contient un facteur lindaire ( u h -  v~) de la rd- 
sultante /~(~1, [~, . . . ,  ~ ;  gl, t12, �9 �9  fin), elle contient aussi n@essaire- 
ment le double p~oduit qui est identique ~ cette rdsultante elle-mdme. 
L'irr~ductibilit6 de R, dans le domaine considdr6, est ainsi d6montr6e. 

Ceci pos6, eomparons les deux fonctions R(fl ,  f2 , . . . ,  f,,; ~l, ~2, " ' ' ,  g.) 

et r(f,, f , , . . . ,  f=; ~,, ~ ,  . . . .  , ~.). 

Nous avions obtenu les deux 6galitds 

Nous en tirons, par soustraetion, 

[p~(z)--p(z)]P(z~ -I- [q~(z)--q(z)]Q(z) = R - -  T 

on encore, [ql(z) est. diffdrent de zdroJ 

ql(z)[pl(z)--p(z)]P(z) + [q~(z)--q(z)][R--p~(~)P(z)] = q~(z)(R-- T). 

Nous voyons done que la~ diffdrence q~(z)T--q(z)R, dent le degr6, par 
rapport  k z, est plus petit que m, est divisible par P(z) dent le degr6, 
par rapport  k z, est 6gal ~ m; ee qui n'est possible que si 

q ~ ( z ) T - - q ( z ) R = o .  

II faut  done que la fonetion q(z)soit contenue dans le produit  q~(z)T, 
et, par suite, que q(z) soit un di-viseur de qt(z); car ai q(z) contenait un 
facteur inddpendant de z qui fdt  dgalement eontenu dans T, comme le 
coefficient de.. la plus haute puissance de P(z) est l'unitr ce facteur serait 
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aussi contenu dans p(z), et p(z),  q(z), T, auraient un facteur commun 
contrairement b~ ce que nous avons dit dans le num~ro pr6c6dent. 

Soit donc 

q~(z)=t(z)q(z) ;  

remplacons, dans l'6galit~ prdc6dente, q~(z) par sa valeur, et divisons par 
la fonction q(z) qui est diff6rente de z6ro; il vient 

R .  

Ainsi T est contenue dans R; mais R est irrdductible; donc 

T = R .  

Cette m~.me 6galit(~, d6montrde dans le domaine (~l, ~2, .. . ,  f,,,; ~1, 62, ~ ~ 6n) 
a 6videmment encore lieu lorsque l'on substitue aux ind6termindes 

~1, ~ ,  ' '* ,  ~m; 61, ~2, "~ ~n, les variables a,, a2, . . . ,  r /3,, /~2, .- . ,  /~,, 
quelles que soient d'ailleurs les relations qui lient ces variables. 

La condition ndcessaire que nous avons trouv6e, et la condition 
suffisante sont donc identiques, et nous pouvons dire: 

))La condition ndcessaire et suffisante ~ laquelle doivent satisfaire 
les variables x', x", . . . ,  x r pour que les deux fonctions enti6res 
f(z; z', z", . . . ,  x (~)) et g(z; x' x", . . . ,  x (~)) de la page 2I aient un 

diviseur commun en z, est, dans le cas particulier oh f0 = g o  ~ I,  

R ( f i ,  t ; ,  . . . ,  a , , : g , ,  . . . ,  g . )  = o .  

Cette fonetion R e s t  le rdsultant des deux fonctions f(z) et g(z);  d'aprbs 
ce qui pr6e6de, nous savons le former, quels que soient les coefficients 
de f(z) et de g(z). Remarquons, en passant, qu'en r6alit6 c'est R = o 
qui est l '6quation r6sultante des deux dquations f ( z ) =  o e t  g(z)----o.)) 

5. J'ai, dans ce qui pr6c6de, d6fini le r6sultant de deux fonctions 
entidres, et, comme une fonction enti6re ddtermiu~e des coefficients des 
deux fonctions enti6res donn6es, et, comme une fonction enti6re facile 
d6terminer dans chaque cas particulier, ~ l'aide de l 'algorithme du 1)lus 
grand commun diviseur appliqu6 aux deux fonctions enti6res donn6es. 
J 'al  ensuite montr6 que les deux fonctions, ainsi d6finies, 6talent identiques. 
II me reste h ramener, au cag particulier consid6r6, le cas gdn6ral oh les 
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deux fonctions f0(x', x", . . . ,  x (~)) et go(x', x", . . . ,  x (')) ne sont pas 6gales 
l 'unit6. I1 suffit, de nouveau,  de consid6rer les deux  fonctions F(z) 

et G(z) dans lesquelles lea coefficients ao et fl0 ne sont pas 6gaux k l 'unit6. 
Soient 

' G(z) ;  FI(Z) = aoL E(z) et el(z) = ~o 

le r&u l t an t  des deux fonctions Fl(Z) et G,(z) est une fonction enti6re 

de --,a~ --,% . . . ,  --,a" [:), ,~,~_ . t~,,_. II est d 'a i l leurs  6gal "ut produi t  
.0 .0 

k = l  

dans lequel  on a remplac6  les fonctions sym6tr iques 616mentaires de 

u,,  u~, . . ,  u~ par  les coefficients a, a, a., �9 - - ,  - - ,  . . . ,  - - .  Si donc nous multi-  
6to (Jo (~o 

plions ce produi t  par  a ~ o ,  ce ciui revient  h mul t ip l ie r  lc produi t  

1"=1 

par %,  nous obtenons une fonction enti6re de ~0, ~1, . . . ,  am; fl0, fl,, . ' - ,  ft,; 
d 'ai l leurs 

U~ ~ to~o U k ~ V ^  = Vh �9 
= = h = l  

II convient  donc de consid6rer cette fonction cnti6re, comme le rdsultant 
des deux  fonctions F(z) et G(z). 

Le r6sul tant  de P(z) et de Q(z) est i rrdductible.  Nous savons, en 
effet, que le double  produi t  

I I  ~-[ (u, ~ v~) 
k = l  h = l  

est i r rdduct ible  dans le domaine  (to, f~, . . . ,  ~,,; fl0, . . . ,  g.); si donc le 
r6sul tant  de P(z) et de Q(z) 6tait  r6duct ible ,  iI aurait" tout  au plus un 

facteur  ind6pendant  de z, ~o ou fl0. Mais dans le p rodui t  

m 

t0 
Aeta mathematica. 6~ I m p r i m 6  7 J u i n  1884. 
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, �9 �9 �9 [o fix, et dans le produit le terme independant" dc u~ u~, u.,  est ~gal k ~ ~" 

h = l  

il est 6gal k ill'g,. Ni ~0, ni .% ne sont donc contenus dans le r6sultant 
des deux fonctions t;(z) ct Q(z); ce rdsultant est donc bien irr6ductible. 

Le problbme propos6 l)eut ainsi 6tre consid6r6, comme enti6rement 
rdsolu. 

w  

Domaine  g~n~ral de rationalitY. 

~. Consid6rons une fonction enti6re de x, de degr6 n,  irr6ductible 
dans une domaine n'tturel de rationalit6 (~', ~" ,  . . . ,  ~(~)). Egalons cette 
fonction k z6ro; l '6quation ainsi obtenue est dite irr6ductible, et ses 
n racines $1, $ 2 , - . . ,  Sn sont dites fonctions algdbriques conjugudes de 
~,, .~,,, . . . ,  ~(I~); dans lc cas particulier oh le domaine se rdduit k 
l'unit6, c'est k dire oh los coefficients sont des hombres entiers, les racines 
~1, $~, . . . ,  ~ sont dites hombres algdbriques con]uguds. 

C'est ici que nous supposerons comme la d6monstration de GAuss 
sur l 'existence dies racines d'une dquation alg6brique, tulle qu'ellc a 6t6 
interprdt6c par M. KI~ONECI~ER, qui, apr4s avoir ramend le cas gdn6ral /~ 
celui des racines r6elles, s~pare tout d'abord les intervalles dans lesquels 
une 6quation peut dtre v6rifide approximativement.  (~) II est alors par- 
faitement rigoureux, pour abr6ger le langage, de dire qu'une 6quation 
-L n racines. Cette introduction en alg6brc d'un sylnbole qui lui est 
&ranger, n, comme je l'ai exposd dans le premier chapitre de ce mdmoire, 
au moins dans l 'dtat actuel  de la science, ses avantages et ses inconv6- 
nients. Pour faire saisir, 'en partie du moins, les u n s  et les autres, je 
reprendrai dans le chapitre suivant, k l 'aide des syst6mes de diviseurs, la 
question importante que j 'aborderai tout  k l 'heure, dans le paragraphe 

(1) Compareg page 4. 
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4 de ce chapitre, k l'aide des fonctions algdbriques, ct je montrcrai com- 
ment on peut la r6soudre sans l'emploi de ces symboles. Mais commc il 
m'a 6t6 impossible de ddmontrer de la m6me manidre la d6composition 
g6ndrale des systdmes de diviseurs, dont la question traitde dans le para- 
graphe 4 n'est qu'un eas particulier, j'ai prdfdr6 introduire, d6s maintenant, 
les 616ments auxiliaires, dont j'aurais parfaitement pu me passer dans tout 
ce chapitre, ge ne les ai pas introduits, d6s le ddbut de ce chapitre, 
parce que quelques-uns des rdsultats obtenus jusqu'ici sont n6cessaires pour 
la d6monstratiorr de la s6paration des racines possibles d'une dquation 
alg6brique donn6e, et de l'existence d'un nombre rationnel vdrifiant cette 
6quation avec une approximation aussi grande que l'on veut. 

Ainsi nous parlerons de fonctions algdbriques, de nombre alg6briques; 
ranis, encore une fois, il est bien entendu que ces fonctions alg6briques, 
ces nombres alg6brique.q, n'ont aucune existence par eux-m6mes, que nous 
y adjoindrons toujours l'6quation f(x; ~', ~", .. : ,  ~ ' " ) ) =  o qui les d6- 
finit, f 6rant une fonction entidre, que c'est cette 6quation qui a u n  sens 
alg6brique, que c'est son adjonction qui .seule. nous permet d'introduire, 
pour abrdger, l'id6e approximative de fonction alg6brique, au m6me titrc 
que celle de fonction rationnelle. 

2. Darts un grand nombre de recherches les 616ments du don,aine 
de rationalit6 sont li6s par une 6quatien algdbrique. Nous dirons alors que, 
darts ces recherches, on consid6re comme connue une fonction a!g6brique 
d6termin6e ou encore que nous adjoignons au domaine naturel de ratio- 
nalit6 (~', ~", . . . ,  ~")) une fonction alg6brique 63 de ces inddtermin&s. 
Le nouveau domaine (~, ~', ~", . . . ,  ~""~) comprend toutes les fonctions 
rafionnelles de 63, ~', ~R", . . . ,  ~<~. 0es fonctions rationnetles sont, toutes, 
des fonctions alg6briques de ~', ~", . . . ,  ~t ~,'). En effet, si 63 est racine 
de F ( 6 3 ) =  o et si R (63 )=  ~ ,  d6signe une fonction rationnelle quel- 
conque de 63, 63~ sera racine de l'6quation 

1-[(z  - -  63,) = o 

oh le produit  est &endu /~ toutes les raeines de F(63)-=--o. Ok produit 
est fonction sym6trique des racines de l'6quation F(63) = o, donc fonction 
rationnelle des coefficients de cette 6quation. 631 et ~ ,  et, par suite, 
t.outes les fonctions du domaine (63, ~R', ~t", . . . ,  ~R C~) sont done fonctions 
alg6briques des m~mes ind&ermin6es. 
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l)armi los fonctions algdbriqucs comprises dans le domaine 

((~, ~ ' ,  ~" ,  . . . ,  ~(:~)) 

celles qui sont d'un ordre donnd k, c'est k dire cellos qui v6rifient une 
dquation dont le degr6 est k, forment un genre d'ordre k. (~ 6tant d'ordre 
n, il y a certainement un genre d'ordre n. Cc genre ddrive du domainc 
naturel (~R', ~", . . . ,  ~(~')). 

Les fonctions alg6briques conjugu6es d6terminent des genres qui s'ils 
sont diff6rents, sont dits genres conjugudes. 

Le nombre k est n6cessairement un diviseur du nombre n. Soit, 
en effet, 

F((~;  ~',  ~",  . . . ,  ~ ( " ) ) =  o 

unc 6quation irr6ductible de degr6 n, d6finissant les fonctions conjugu6es 

$1, $~, . . . ,  (~,; ct soit 

= r  ~' ,  . . . ,  ~(")) 

une fonction rationnelle de (~k, ~' ,  ~" ,  . . . ,  ~r Le produit 

r l  r  
k = l  

est une fonction enti6rc de fl dont les coefficients sont fonctions ration- 
nelles de ~' ,  ,~", . . . ,  ~('). Cettc fonction enti6re G(l~; ~' ,  ~ " , . . . ,  ~"~)) 
peut 6tre r6ductible; soit H(~; ~',  ~",  . . . ,  ~(~')) un de ses facteurs irrd- 
ductibles. Comme la fonction enti6re H[r  ~' ,  ~" ,  . . . ,  ~(~)] s'an- 
nule pour une des n racines (~  de l '6quation irr6duetibl.e F ( @ ) =  o, 
elle s 'annule pour toutes les racines de cette 6quation. Ainsi 

. . . ,  = o 

pour k = I, 2 , . . . ,  n. Cette mOne relation ayant  lieu pour t o u s l e s  
facteurs irr6ductibles de G(9; ~R', ~R", . . . ,  ~(')), ces facteurs irr6ductibles 
sont identiques, et nous avons 

a(g;  ~',  ~ " , . . . ,  ~ ' " ) ) =  n ' ( g ;  ~' ,  ~" ,  . . . ,  ~ ' ) ) .  

] l e n  rdsulte que l'ordre k de g est dgal ~ un diviseur de n; n----k.~.  
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Pour voir comment se groupcnt los fonctions algdbriques (~, si nous 
conaid6rons les fonctions alg6briquea conjugu6es ~, comme connues, posons 

et d6signons par q"(q6, g,) le plus grand commun diviseur de F(6_3) et 
de f ( q ~ ) ~  ~3~. Nous aurons alors 

d'oh 
k 

i = l  

( i = 1 ,  2 ,  . . ,  k )  

Ainsi la fonction F(~) ,  irrdductible duns le domaine naturel  de rationalit6, 
devient r6ductible si nous adjoignons ~t ce domaine les racines de l '6quation 
H(~; ~' ,  ~",  . . . ,  ~*)) ~ o. Sea n faeteurs lin6aires se partagent en k 

Tb �9 ~ 
groupea contenant chacun ~ 616ments. Afin de mettre en evidence cette 

d6pendance de (~ et de fl, noua dirons que le genre g est contenu dans 
le genre ~," et que le genre I~ contient le genre ft. Lorsque deux genres 
st contiennent r6ciproquement, ils sont identiquea. Ainsi toutes les ~fonc- 
tions du domaine ((~, ~',  ~" ,  . . . ,  ~(z)) font ou bien partie du genre {~, 
ou elles sont contenuea dans ce genre. Les fonctions rationnelles de 
~R', ~" ,  . . . ,  ~(z), pouvant dtre consid6rdea comme des fonctions algdbriques 
d'ordre un, font elles-mdmes pattie du domaine (q~, ~ ' , . . . ,  ~(~))de sorte 
que le domaine naturel de rationalit6 (~', ~" ,  . . . ,  ~(z)) est contenu dans 
le domaine ((~; ~' ,  ~" ,  . . . ,  ~(.~)) qu'il a engendr6 par adjonction de la 
fonction alg6brique 63. 

L'adjonction d'une racine d'une fonction enti6re 6galde ~ z6ro, ~ un 
domaine (~R', ~R", . . . ,  ~z)) ne donne naissance qu'~ des genres ddriv6a du 
domaine consid6r6, mdme si les coefficients de la fonction enti6re font eux- 
mdmes partie d'un genre ddrivd de ce domaine. En effet, dans un domaine 
dStermin6, une fonction algdbrique d'une fonction alg6brique eat une 

�9 " ' . = o fonction algebr~que; car, si E(x;  ~ ,  . . . ,  .. ~(~) = o et G(y; x, ~', , 
et que $~-(i = ~, 2, . . . )  ddsignent les racines de F =  o, le produit  

1--[G(y; ~:,, ~',  . . . ,  ~(~)) 6tendu ~ toutea les raeines ~,, est une fonction 
(O 



38 J. Molk. 

sym6trique de ces racines, et, par suite, une fonction enti6re dc y ,  done 

les coefficients sont fonctions rationnelles de ~',  . . . ,  i)t ('~). 
Ainsi en r6p6tant plusieurs fois l'op6ration auxiliaire qui d6finit les 

hombres et les fonctions alg6briques, nous n'obtenons rien de nouveau. 
L'id6e de genre suffit pour nous rendre compte des domaines qui sont 
alors engendr6s par le domaine naturel de  rationalit6. Suffit-elle 6gale- 
ment  pour nous rendre compte de ce que devient ce domaine naturel de 
rationalit6, si nous lui adjoignons un nombre quelconque de fonctions 
alg6briques de ses 616ments, ou est-il n~cessaire d'introduire, dans nos 
recherches, une idde plus g6n6rale? C'est ce que nous allons 6tudier 
maintenant. 

3. Soient p(~), p(:), . . . ,  p(~), ~ fonctions alg6briques des variables 
ind6termin6es ~', ~" ,  . . . ,  ~("), d6finies par lea relations, 

f~(p( ' ) )  = o ;  f~(p(~') = o ;  . . . ,  f , ( #~ ) )  = o ;  

et u~, u~, . . . ,  u~, ~ variables auxiliaires. Consid6rons le produit 

1 - I ( Z ' ~  U l p ( 1 )  ~ ,g#2p(2) - -  * �9 , ~ U v p ( v ) )  

6tcndu. k toutes les valeurs conjugu6es de p(1), d e  pa),  . . .  et de pe~). Cc 
produit cst une fonction symdtrique des racines de chacuffc des 6quations 
/;(p(1)) = o, f~(p(~))= o, . . . ,  f~(p(~))= o; c'est done unc fonction de z 
dont les coefficients sont fonctions rationnelles des variables ind6termi- 
n6cs ~',  ~",  . . . ,  ~(~), et fonctions enti6res des variables auxiliaircs 
ul, u~, . . . ,  u~. Soit H ( z ;  ux,  u2,  . . . ,  u~; ~ ' ,  . . . ,  ~(~')) un tle ses facteurs 
irr6ductibles. Nous aurons 6videmment 

H(~; u,, u~, . . . ,  u . ) =  ~(~--~,,o(,,"--u~,o~:~'--. . .--u~,o~ ~)) 

le produit n'6tant (itendu qu'k un certain nombre des valcurs conjugudes 
de p(l), de p(2), . . .  et de p("). Mais alors,  si vl, v.~, . . . ,  v, ddsignent 
nouvelles variables auxiliaires, nous avons 

H(z; u, + vl, u.~ + v., . . . ,  u~ + v3 

= H ( z -  ~ ,p~"  - - . . .  - -  u~pT '  - -  v ,p~')  - - . . .  - -  v~p~:") 
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H ( z  - -  v l p i "  - -  v ~ p l  ~) - - . . .  - -  v ~ p i ' ;  u~ ,  u~ ,  . . . ,  u~) 

Ces deu)r fonetions ont un diviseur commun, 

z - -  u ~ p i "  ~ u ~ p l  ~) - - . . .  - -  u~p(~ ~ ) -  v l p i "  ~ v ~ p l  ~) - - . . .  ~ v~p i  "). 

En g6n6ral ils n'en ont point d'autre; car de l'6quation 

z ~ u~p(~ " - -  u~p(~ ~) ~ . . .  ~ u~p(;  > - -  v~p(~ ') ~ v~p(~ ~) - - . . .  - -  v~p(;  ) 

= z - -  u ,  p i "  ~ u ~ p 7  ) ~ . . .  - -  u~p~ ~) - -  v ,  p l  ~) - -  v ~ p 7  ) - - . . .  - -  v~p l  ~), 

il r6sulterait 

~) (1) , p~  + v~p'~ ~) + . . .  + v~p(; ) = v ,p~ ' )  + v ~ p 7  > + . . .  + v~p(, ~) 

e), par suite, le diseriminant de la fonetion irrdductible,  

/ / ( z ;  v,,  v~, . . . ,  v~) 
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u~p (" + u~p (g) + . . .  + u , p  (~) 

est fonction rationnelle de a x p ( 1 ) + . . .  + a,p("); u~, u~, . . . ,  u,. En 
dormant K u l ,  u ~ ) . . . ,  u, des valeurs eonvenables, il en r6sulte que 

est fonetion rationnelle de aip] 1) + a~p(~ 2) + . . .  -F a~p(~ ~), u l ,  u~, . . . ,  u ,  

et, par suite, u~p]" + u~p(~ ~) -4- . . .  -{- u,p(~ ~) est fonction rationnelle de 
alp(l " "4- a~p(l 2) + �9 , + a~p] ~), u l ,  u2, . . . ,  u~. Ce que nous venons de 
dire de la fonction alg6brique p~, a lieu de m~me pour chacune de ses 
eonjugu~es. Nous pouvons donc dire que 

U ~(!) ~, ,  -~ u,p] ')- -{- . . .  + u~pl ") + a ,p l  ~' + a ,p i"  + . . .  + a~pl ") 

serait nul. Si done nous donnons au syst6me de variables v~, v 2 , . . , ,  v~, 
une valeur quelconque al, as, . ' . . , -%,  difl'~rente de la vari6t~ ( u - - I )  ~me 
qui seule peut annuler le discriminant de H ( z ;  v l ,  V~, . . . ,  v;), l'expres- 
sion z ~ ulp(l ~) m . . . __  u~p(~> ~ alp((> _ _ . . .  __  a~p(l ~) est le plus grand 
commun diviseur des deux fonctions H ( z ;  u~ + a~, . . . ,  u ~ +  a~) et 
H ( z ~  a , p ] ' ~ . . . ~  a,p(~"); u~, u~, . . . ,  u.). Mais alors l'expression 
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chacune des fonctions pO), p(2), . . . ,  p(,) est fonction rationnelle dr: 
alp  (1) + a2p (2) + . . .  + a~p (~). D'autre part, alp  (1) + a~p (2) + . . .  + a ,p  (~) 

est manifestement fonction rationnelle de p(~), p(2), . . . ,  p(,). Le genre 
(p(1), p(~), . . . ,  p(,); ~R', ~R", . . . ,  ~R (~')) est, par suite, identique au genre 

(alp (1) + a2p (2) + . . .  + a~p(~); ~R', ~R", . . . ,  ~R(')). 
La question pos6e est ainsi rfsolue; l 'adjonetion d'un nombre quel- 

eonque de fonetions algebriques aux inddtermin6es et aux entiers qui 
eomposent le domaine naturel  de rationalit6, est identique k eelle d'une 
seule fonetion alg6brique k ee mdme domtdne. C'est pourquoi nous nom- 
mons un domaine de la forme 

. . . ,  

domaine gdndral de rationalitd. 

Le domaine g6n6ral de rationalit(~ embrasse le domaine naturel eor- 
respondant. Dor6navant lorsque nous parlerons d'un domaine de ratio- 
nalitd, nous entendrons par ii b indistinctement un domaine gdndral ou 
naturel  de rationalit6; ainsi dans le donmine (~; ~',  ~",  . . . ,  ~(:~)) il ne 
sera pas indispensable que 63 figure vraiment. Lorsqu'il sera ndcessaire 
de distinguer entre les deux cas, nous ajouterons l 'adjectif naturel  ou 
engendr6 suivant que 63 ne figure pas, ou figure, dans le domaine 

(63; . . . ,  

4. On pourrait  enfin supposer que les variables-inddtermin(~es soient 
lides, non par les relations particuli6res 

. . . ,  ( k = l ,  2, .... v) 

qui ddfinissent v fonetions alg6briques #<t), p(2), . . . ,  p<~), mais par un 
hombre quelconque d'6quations alg6briques entre les variables inddtermi- 
n6es p(1), p(~), . . . ,  p(~), ~R', ~" ,  . . . ,  ~R ('), c'est k dire entre un nombre 
quelconque de variables-ind6termin6es. 

Je d6montrerai plus tard que le domaine ainsi form6 ne donne, lui 
aussi, naissance k rien de nouveau. C'est dans 1,r d6monstration dc ce 
th6orbme que consiste pr6cis6ment le probI6me g6n6ral de l'61imination, 
dans le cas particulier oll le domaine de rationalit6 est 6gal h l'unit6. 
Les. premi6res recherches sur l't divisibilit6 nous am6nent ainsi it dtudier 
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le probl6me g6n6ral de l'61imination. II suffit, pour le moment, d'avoir 
r6duit I'adjonction d'un hombre quelconque de fonctions alg6briques k 
l'adjonction d'une seule fonction algfibrique, et d'avoir ainsi introduit l'id6e 
de domaine g6n~ral de rationalit~ dans nos recherches d'Alg6bre. 

w 

JCJductibi l i td  d e s  / o n . i o n s  en t i~res  dar t s  u n  d o m a t n e  g~n~,'al de  

ra t i ona l i t Y .  

I. L'id6e d'irr6ductibilit6 est relative. Elle d6pend du domaine de 
rationalit6 que nous fixons au d6but de nos recherches. I1 est donc 
naturel de nous demander si nous pouvons l'6tendre k un domaine 9~ndral 
de rationalit6. 

Pden n'est moins 6vident. Car ]a m~thode que nous avons suivie 
pour reconnaitre si, dans un domaine naturel de rationalit6, une fonction 
enti6re a des facteurs-ou non, n'est plus applicable. 

A la v6rit6, nous pourrions donner une d6finition logique de Fir- 
r6ductibilit& Mais il nous faut une ddfinition alg6brique comme nous 
l'avons fair remarquer dans le premier chapitre. 

Nous devons donc, tout d'abord, donner une nouvelle m6thode qui 
permette, ~ l'aide d'un nombre fini d'op6rations, de reconnaitre si une 
fonction enti6re de plusiem's variables, dont les coefficients font pattie 
d'un domaine g6n6ral de rationalit6 (p; ~', ~", . . . ,  ~r peut, ou non, 
dtre raise sous la forme d'un produit de fonctions enti6res de ces variables, 
dont les coefficients fassent, eux aussi, partie du domaine (p; ~', ~", ..., ~r 
et qui, dans le premier cas, donne le moyen de trouver ces facteurs. 

Ordonnons par rapport ~ l'une des variables, z. Si le coefficient A 
�9 ,q de la plus baute puissance de zest  different de runit6, nous decomposeron. 

la fonction consid6r6e en deux facteurs dont Fun est .4 et  l'autre une fonc- 
tion de z dont les coefficients font partie du domaine (p; ~', ~", . . . ,  ~ ' )) ,  
le coefficient de la plus haute puissance Stant 6gal k l'unitfi. Deux cas 
peuvant alors se presenter. Ou bien A contient au moins une nouvell6 
variable ind6pendante z', et alors nous pouvons, en ordonnant A par 
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rapport k z', r~p~ter sur A, qui contient une variable de molns, les m~mes 
raisonnements que sur toute la fonction consid~r~e. Ou bien A ne contient 
que p e t  les variables-ind~termin~es et alors il ne serait d'aueune utili:t~ 
de d6composer A. Nous pouvons done supposer, sans restriction aucune, 
que le coefficient de la plus haute puissance de z est dgal k l'unit6. 

Attachons-nous d'abord, pour plus de clart6, au cas oh il n'y a qu'une 
seule variable z. ] l e s t  toujours permis de supposer que la fonction 
donn6e F(z) ne contienne pas de facteurs multiples; car, si elle en con- 
tenait nous consid6rerions non pas cet~te fonction, mats la suivanie, 

F(z) 
Dv [F(z.), F'(z)] 

en convenant, une lois pour toutes, de reprdsenter pay Dv[~(x),  r  
le plus grand commun diviseur des deux fonctions ~(x) et r  Nous 
savons toujou~-s, par un nombre fini d'opdrations rationnelles, former cette 
fonction qui ne contient que les facteurs simples de F(z)  et qui les 
contient tous. 

Remarquons ensuite que dans un certain nombre de recherches les 
coefficients de la fonction entibre donn6e font simplement partie d'un 
domaine naturel de rationalltd (~', 9{", . . ' . ,  9{ (')) et que c'est cependant 
le domaine gdndral (p; 9{', 9{", . . . ,  9{e')) que l'on eo~sid~re comme eonnu. 
Nous avons alors ~ faire une recherche analogue ~ la pr~c~dente. Les 
deux cas ont ceci de commun que dans tous deux nous eherchons 
savoir si la fonction donnde contient ou non un faeteur dana un domaine 
ddtermind (p; 9{', . . . ,  ~ ) ) .  Pour n'avoir pas h distinguer entre' eux, 
nous considdrerons, non pas la fonction F(z; p, 9{', 9{'~, . . . ,  9{~)) oh p 
pourrait ne figurer qu'en apparence dans les coefficients des diff$rentes 
puissances de z, mats la fonction 

F(z + up; p, 9{', 9{", . . . ,  

oh u d~signe une inddterminge. Nous sommes alors certain q u e p  figure 
dans les coefficients des diffdrentes puissances de la variable ~; quant 
l'inddterminde u nous savons que son adjonction ne peut en l:ien changer 
la r~ductibilil~ d'une fonction quelconque; d 'autre  part:, si nous dora 
nons une mdthode pour frouver les faeteurs contenus dans la fonction 
F(~ + up; p, 9{', ~", . . . ,  9{(~)), consid~ri!e eomme fonction de (z -Jr up), 
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il est bien dvident que, u 6tant une inddtermin6e, nous aurons, en mOne 
temps, les facteurs cherchds, contenus en F(z; p, ~', ~", . . . ,  ~(~)). 

2. Ceci pos6, soient p~, p~, . . . ,  pit, Its ). racines de l'dquation 
f(p) = o, qui ddfinit p. Formons le produit 

it 

I I  F(z + up,; p, ,  ~', ~" . ~")); 
k = l  ' " " ~ 

cette expression esi symdtrique dans les racines de [(p)-= o; c'est donc 
une fonction enti&e de z. dont les coefficients font pattie du domainc 
(~R', ~R", . . . ,  ~R~)). Nous savons trouver les facteurs irrdductibles d'une 
fonction enti6re, dans un domaine naturel  de rationalitd; nous pouvons 
donc &fire, en sous-entendant les variables-inddtermindes 9~', ~",  .~., ~(~, 

it 

I I ~ ( z  + up,; p , ) =  v~,(z)V~(z) . . .  v:.(z) 
, = 1  

oh V~(z), (h = t ,  2, . . . ,  ~) d&igne une fonction enti6re de z, irrdductible 
dans I t  domaine (~', ~",  . . . ,  ~Rr et contient en outre l'inddterminde u. 
Les #h sont des nombres enticrs. Pour nous rendrc compte de la grandeur 
de ces entiers, prenons, dans l'6galit6 pr&ddente, la ddrivde, par rapport  
/~ z, des termes de droite et de gauche. 

Nous obtenons, /t droite, 

n 

V~,-'(~)V.~-,(~) . . .  r : - - ' ( ~ ) ~  b~,v,(~)r.~(~). . ,  v,_,(~)r,+,(~) . . .  v,,(~)]. 

Si donc l 'un seulement des entiers p, 6tait plus grand quc l'unitd, la 
ddriv6e du terme de droite et, par suite, celle du termc de gauche, c'cst 
/~ dire celle du produit  consid&6, aurai t  un facteur commun avec ce 
produit lui-mgme. Cette d&iv& dtant dgale /~ 

' (F'(~ + up,; P').l-f~'(z + up,,; pb) 
Z \FCz + up,; p,) , ' , -x  
k = l  

il faudrait  donc que l 'un des facteurs du produit, F ( z - k  ups; p~) par 
exemple, et 
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eussent un facteur commun; comme nous avons eu soin de d6barasser, 
tout d'abord, la fonction F(z) de ses facteurs inultiples, il faudrait  donc 
aussi que F(z + up,; p,) et F(z + up,; p,), par exemple, pour k >  I, et, 
par suite, en posant z + up~ ~ y, que F(y; p,) et F[.y + u(pk~p, ) ;  p,] 
eussent un facteur commun. 

En d6veloppant la dernibre fonction suivant les puissances de u, on a 

Flu + u ( p , -  p,); p,] = F(u; p,) + u(p, - -  p,)F'(u; p,) + ... + u%o,-- p,)". 

Mais u est une ind6termin6e; il faudrait  donc que F(y; p,) et (pk ~p , )"  
qui est ind6pendant de y, eussent un diviseur commun, contrairement i~ 
l 'hypoth6se A = I. 

Nous avons ainsi montrd qu'aucun des entiers /t n'est plus grand que 
an, et nous pouvons maintcnant 6crire, 

1-1F(~ + up,; p,) = v , (~ )v , (~ ) . . ,  v,,(~). 
k = l  

La fonction enti$re de z, F(z + up,, Pl) a d'ailleurs, manifestement, un 
diviseur commun avee l 'une des fonctions Vh(z), avec V,(z), par exemple. 
Si nous d6signons par O,(z; p~) le plus grand commun diviseur d e  ces 
deux ~onctions, ddtermind de mani6re que le coefficient de la plus haute 
puissance de z soit dgal k l'unit6, et par 9,(z; p~), $b(z; p~), ~(z; p,) ,  
~P'(z; p,), des fonctions enti6res de z, nous pouvons donc dcrire 

v,(~) = ~(~; p,)0,(~; pl) 

F(~ + up,; p,) = r p,)0,(z; p,) 

0,(~; p,) : ~(~; p,)v,(z) + ~'(~; p,)~(~ + *'pl; P,) 

ou, plus simplement, d'apr6s la convention faite au d6but de ce par'agraphe 

01(~; p , ) =  Dv[Vl(~); ~'(~ + up,; p,)]. 

Mais toute fonction rationnelle de p qui s 'annule pour une racine Pl de 
l 'dquation .irr6ductible f(p; ~', ~",  . . . ,  ~ (~ ) )~  o s 'annule dgalement, 
d'apr6s un th6or~me bien connu, pour toutes les racines pk de cette 
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6quation. Les trois 6galit6s pr6c6dentes subsistent done si nous changeons 
p~ en p,, et nous avons 

O,(z; p,) = Dv[V~(z); F(z + up,; p,)], ,,-..,.~ ..... at 

Deux quelconques des fonctions O~(z; ph) et O~(z; p,) sont d'ailleurs pre- 
mi6res entre elles; car elles sont respectivement contenues dans les deux 
fonctions F(z + uph', ph) et F(z.+ up,; pk) que nous savons 6tre sans 
diviseur commun. Si done norm considdrons le produit 

font purtie du 
voyons que ce 

D'autre part, de l'6galit6 

o,(z; ?,)= ,(~; ?,)E(z) + ~'(z; ?,)F(z + u?,; p,) 

qui a lieu pour k = t ,  2, . . . ,  a, nous d6duisons la congruence 

O,(z; p,) =_ H ~'(z; p,) ~ F(z + up,; p,) [rood V~(z)] 

' f i  et comme I IF( z  + up,; p,) est dgal au produit V~(z), norm avons aussi 
k = l  h - 1  

IIO~(z; p,)-----o [modVl(z)] .  
k = l  

Des deux congruences d6montr6es rdsulte l'6galit6 

E(~)  = I I0 , ( , ;  ?,). 
k = l  

Nous avons done d6compos6 la fonction Vl(z), irr6duetible dans le domaine 
nature1 de. rationalit6 (~t', ~R", . . . ,  ~lt~)), en a facteurs, en adjoignant k ee 
domaine une fonction alg6brique p,  d'ordre 2, et ses conjugu6es. 

1-[ 01(,; ?,) 
k = l  

qui est une fonetion entibre de z, dont les coefficients 
domaine naturel de rationalit4 (~', ~",  . . . ,  ~ ) ) ,  nous 
produit est un facteur de la fonetion enti6re 
font pattie du Indme domaine, et nous avons 

V~(z) dont les coefficients 
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Si 

Oh(z; p, )=  Dv[Vh(z); F(z + up,; p+)] 

nous obtenoll8~ de I n e l n e ~  l e~allte 

v~(~) = II a,(~; m). 
k=l 

Comme ccci a lieu pour h - ~  t ,  2 ,  . . . .  , n ,  nous avons aussi 

#l n 

1-1F(,, + up.; p . ) =  II vh(~)= II 1-I 0,(~; p,). 
k= l  h=l  ~ = l h = l  

Consid6rons maintenant lc produit 

Comme 

et que 

~ 8,(z; m). 

o,(z; pb = ~,(~; p.)V,(z) + ,',(z; re)F(-, + urn; m) 

II r,(~) = IIF(~ + ,p,; p.) 
h~l k= l  

il est 6vident que nous avons la congruence 

Ecrivons 

II  ok(z; m) - o [rood F(z + up,; m)]. 
h=l 

a,(z; m ) =  Q(z; m)~(z + -m; m); h=l 

il en rdsulte imm6diatement, 

Jt u ~ ~t 

d'olJ, ~ cause de r6galit~ que nous venons de d~montrer, 

~ I  Q(•;  p . ) =  i .  
h=l 
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Chacune des fonctions entidres de z, Q(z; p~), est donc inddpendante de 
z et eomme le coefficient de la plus haute puissance de z est 6gal ~ 
l'unit6 dans toutes les fonctions consid6r6es, et, par suite, aussi dans 
Q(z; pk), nous pouvons 6crire , 

Ainsi 

Q(z;  p , )  = i .  (,=,,~ . . . . .  ~, 

I I  0,(~;  ? , ) =  F(z + ~?,; ?,). 
h = l  

Chacune des fonetions Oh eontient l'ind6termin6e u. D'apr6s le th6o- 
r6me fondamental sur la r6ductibilit6, des fonctions de plusieurs variables 
dans un domaine naturel de rat ionalit6, nous savons que O, est fonction 
enti6re de cette ind6termin6e u, puisque F(z + up,', p,) est elle-m6me 
fonction enti6re de u.  En ddveloppant h s  deux termes de l'6galit6 
pr6c6dente, suivant les puissances de u, nous obtenons donc, enfin, une 
d6composition de la fonction F(z; p,) dans le domaine g6n6ral de rationalit6 
(p,; ~', ~", . . . ,  ~(~)). 

Nous avons ainsi un premier exemple de l'emploi des ind6termin6es 
en Alg6bre. ~ Si l 'on se proposait simplement d'a~urer la pr6senee de pt 
dans les coefficients de F(z; pk) on pourrait aussi poser z = x + ap, et 
donner ~ a une valeur quelconque diff6rente de celles qui annulent le 
r6sultant de F(x + aph; ph) et de F(x + ap~; pk), pris par rapport it ~. 
E n  effet, nous ne nous sommes servis de l'ind6termination de u que pour 
montrer que F(z + uph; ph) et F(z + upk; p,) ne pouvaient avoir de 
diviseurs communs par rapport k z .  Et, d'autre part, nous avons d6montr6 
que la condition n6cessaire et suffisante pour que deux fonctions qui, en 
g6n6ral, sont :sans diviseur commun, aient un diviseur commun pour des 
valeurs particuli6res donn6es k leurs coefficients, est que le r6sultant de 
ces deux fonctions s'annule pour les valeurs particuli$res consid6rdes. 

Nous obtiendrions ainsi 

done aussi 

+ .p,; p,)--- fl p,) 
h = l  

F ( , ;  p,) = I I  0h(, - -  ap,; p,) 

et, par suite; hi d6eomposition chereh~e. 
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Cette d~composition ne peut d'ailleurs dtre pouss6e plus loin. Car 
si #~(z; p~), par exemple, eontenait une fonction ~A(z; p,) et si nous avions 

nous aurions la mdme ~galit~ pour k---- x, 2, . . . ,  2, puisque P l ,  P~, " " ,  i0~ 

sont les 2 racines d'une (~quation irrdductible dans un domaine naturel 
de rationalitY. Nous aurions donc aussi 

et comme cbacun de ces produits est une fonction enti6re de z dont les 
coefficients font partie du domaine naturel (IR', ~", . . . ,  ~r la fonc- 
tion VA(z)  ne serait pas irr~ductible dans ce domaine contrairement 
la  d~finition de cette fonction. 

�9 o f ,  
Enfin la ddcomposltlon pi-~c~dente est univoque. Il est facile de 

s'en assurer k l'aide de l'algorithme d'EUCLIDE, p a r  un r~isonnement tout 
fait identique k cetui du paragraphe i de ce chapitre. 

3. La d4composition d'une fonction de plusieurs variables en ses 
facteurs irr~ductibles, dans un domaine gdn~ral de rationalitY, ne pr~sente 
plus maintenant aucune esp~ce de difficult~s. En effet, rien n'est changd, 
dans ce qui pr~c6de, si nous considdrons plusieurs des variables-ind(!ter- 
min~es IR dont p ne ddpend pas, comme si elles ~taient des variables 
quelconques, k condition toutefois que F e n  soit fonction entikre. Le 

produit 

�9 e ~ ~  I I  F ( z  + ups; z , ,  z~, . .  , z~; p,.; ~' ,  ~",  , 

oh F eat une fonction ent'~re des variables z ,  z~, z~, . . . ,  z~, dont leg 
coefficients sont fonctions rationnelles des variables.ind~termin~es ~', ~R", . . .  

et de la fonction alg~brique p de ces variables-inddtermin~es, est ~gale- 
ment une fonction enti~re de z, z,, . . . ,  z, dont les coefficients font 
partie d'un domaine naturel de rationalit(~. Mais nous avons ddmontrd 
que, dans un tel domaine, la ddcomposition d'une fonetion enti~re de 
plusieurs variables inddpendantes est identique k celle de la mdme fonc- 
tion, par rapport k l'une des variables seulement. Dans le casque  nous 
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considSrons, les fonctions 0,, sont donc enti6res, non seulcment en z, mais 
auss i  en ~1, z2, . . . ,  z~. 

Le probl~me que nous nous 6tions propos6 est ainsi rdsolu. L'adjonc- 
tion d'une fonction alg6brique p ~ un domaine naturel de rationalit~ 
rend parfois r6ductible u.ne fonction enti~re de z, irr~duetible dans le 
domaine naturel consid6rd. 

Ddsignons par ~" Its racines de cette fonction 6galde k zdro. II est 
int6ressant de remarquer qu'il existe entre p et ('une compl6te r6ciprocit6. 
Soient, en effet, F(z)  une fonction entibre de degr6 n e t  G(r) une fonc- 
tion enti6re de degrd k, routes deux irrdductibles dans le domaine con- 
sid6r6. Supposons que par adjonction d'une racine p de l'~quation 
G(r) ----- o, la fonction F(~) devienne r6ductible et qu'un de ses facteurs 
soit f(z; p). Nous pouvons rdduire /r ( k - -  ~) le degrd de cette fonction 
par rapport /s p, k l'aide, de l'~quation G(r)-- - -o  qui est v6rifi6e pour 
r-----p. L'6galit6 f(~', p)----o nous montre alors que la fonetion f(~', r) 
dont le degrd, par rapport k r,  est plus petit que k, est dgale b~ z6ro 
pour l'une au moins des racines de l'~quation irr6ductible G(r) = o. 
L'adjonction de r au domaine de rationalit6 rend donc r6ductible la fonc- 
tion irr6ductible G(r). La r@iprocitd de (" et de p est ainsi ddmontr~e. 

Voici donc l'id6e d'irr6ductibilit6 6tendue aux fonctions entibres dont 
les coefficients font partie d'un domaine gdndral de rationalit6. L'6tude 
des fonctions enti6res quelconques est ramende k celle des fonctions-entiSre~ 
irrdductibles quelles que soient les fonctions algdbriques des variables. 
ind6termin6es que nous supposi0ns connues. 

Un premier pas est ainsi fait dans ]a voie de la d6composition des 
fonctions enti~res. I1 peut ~tre continual dans deux directions diffdrentes, 
Ou bien l'on peut se proposer d'61argir encore le domaine gdn6ral de 
rationalit6, comme nous. l'avons indiqu6 k la fin du paragraphe prdc6dent, 
et si l'on y parvient d'6tendre, si possible, au domaine obtenu l'id6e 
d'irr6ductibilit6. Ou bien l'on peut rechercher si plusieurs fonctions que 
nous embrassons en un syst6me apr&s les avoir d6barass6es de leurs 
faeteurs communs dans un domaine g6ndral de rationalitY, ne peuvent 
avoir encore un  6ldment arithm~tique commun, et si l'on ne peut ainsi 
dtendre l'idde m~me de d6composition en facteurs. Cette double recherche 
sera 1 <rbjet des chapitres suivants. 

Acta ma~hematica. 6. Imprtm~ 9 Jutn 1884. 7 
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CHAPITRE IIL 

I n t r o d u c t i o n  des systibmes de d i v i s e u r s  en Algbbre .  

I .  

DP~nitions. 

I. Un syst6me de fonctions d'une, de dcux ou de trois variables, 
6gal6es h, z6ro, est susceptible d'une interpr6tation g6om6trique. 

Une fonction enti6re d'une variable, O(x) 6gal6e ~ zdro et interprdt6e 
sur une droite y d(~finit un nombre fini de points; si la fonction entidre 
O(x) est d6barass6e de ses facteurs doubles, ces points seront distincts. 
Nous savons alors que toute fonction F(x)  qui, 6galde ~ z6ro, ddfinit, 
entre autres points, ces points distincts, contient la fonction 4~(z), et nous 
observons ainsi une ('orrespondance directe entre l'id6e de contenir, se 
rapportant aux fonctions enti~res d'une variable et celle de syst6me de 
points, sur une droite, faisant pattie d'un autre syst6me de points sur la 
m~me droite, se rapportant s ces mdmes fonctions enti6res d'une variable, 

6gal6es ~ z6ro. 
Une fonction de deux variables 6gal6e ~ zdro et interprdt6e dans un 

plan y d6finit une courbe. Considdrons deux courbes planes ~(x, y)-----o 
et q"(x, y ) =  o. Deux cas peuvent se pr6senter suivant que ces deux 
eourbes ont des courbes communes ou n'en ont pas. Si elles ont des 
courbes communes C, ces courbes seront repr6sent6es par le plus grand 
commun diviseur #Ix, y) de ~(x, y) et de ~'(x, y), 6ga16 k z6ro, et lors- 
que les courbes G' font partie des courbes d6finies par une fonction enti6re 
F(x, y) 6gal6e ~ z6ro, nous savons que F(z, y) corttient le plus grand 
eommun diviseur 8(x, y). Ainsi, ici encore, nous 0bservons une corres- 
pondance directe entre l'id6e de contenir se rapportant aux fonctions 
entidres de deux variables, h leur plus grand commun diviseur, et eelle 
de syst6me de courbes, dans un plan, faisant pattie d'un autre syst6me 
de courbes situ~es dans le m6me plan, se rapportant ~ ces mdmes fonc- 
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tions enti@es de deux variables, dgal6es ~t zdro. Si elles n'ont pas de 
courbcs communes C, cllcs peuvcnt cependant avoir un nombre fini de 
points communs P.  Si ces points sont distincts, on ddmontre que toutc 
fonetion enti6re de x et de y, f(x, y), qui s'annule pour tous ces points 
P, est fonction lin6aire et homogSne de q)(x, y) et q"(x, y), ~ coefficients 
fonctions enti6res de x et de y. Quoi.que nous ne donnions la ddmonstra- 
tion de ce th6or6me que dans le chapitre suivant, nous pouvons cependant 
!e supposer connu, d6s k pr6sent, parce qu'il s'agit ici simplement de 16gitimcr 
l ' introduction des syst6mes de diviseurs en Alg6bre, et non pas de d6- 
montrer quoi que ce soit. Ce th6or6me nous montre une correspondancc 
directe entre ~tre fonction homog6ne ct lin6aire de deux fonctions enti6rcs 
q)(x, y), q"(x, y) sans diviseurs communs, et celle de repr6senter un 
systSme de courbes et de points dont font pattie les points communs aux 
dcux cou'rbes q)(x, y ) =  o et q"(x, y ) =  o. C'est pourquoi nous dirons, 
par analogie avec le cas 1)rdc6dent, que la fonction enti6re f(x, y) contient 
le systbme des deux fonctions r y), q"(x, y), que ce systDne est contenu 
duns f(x, y), ou encore est un syst~me de diviseurs de f(x, y). 

It en est. de mSme pour les fonctions enti6res de trois variables; 
duns l'dtude des formes g6om6triqucs d6finies par ces fonctions 6galdes 'k 
z6ro, il faut distinguer deux cas. Ou bien les formes communes ~ trois 
fonctions de trois variables 6gal6es k z6ro sont des surfaces et alors ces 
surfaces sont repr6sent6es par le plus grand commun diviseur des trois 
fonctions consid6r6es, ggald k zdro; route fonction qui contient ce plus 
grand commun diviseur, repr6sente, si nous l'dgalons k zdro, entre autres, 
ces surfaces; nous avons donc, de nouveau, dans ce cas, la m~me corres- 
pondance que pour les fonetions d'une ct dc deux variables. Ou I)icn, 
les formes communes aux trois fonctions consid6r6es 6galdes h z6ro, sont 
des courbes et des points et alors route fonction qui, 6galde k z6ro, 
repr6sente entre autres ces courbes et cos points est fonction homog6ne et 
lin6aire des trois fonctions considSr6es. Nous dirons, de nouveau par 
analogie, qu'elle contient le syst~me des trois fonctions considdrdes. Mais 
tandis que pour les fonctions de deux variables, aux courbcs communes 
correspondaient les diviscurs, et, aux points isol6s communs, les syst6mes 
de diviseurs des fonctions considdr6es, ainsi b. chaque 61(~ment g6omdtrique, 
courbe et point, une id6e analytique diffdrente~ les points et les cour'bes 
sont encore confondues pour les fonctions de trois variables. Pour distinguer 
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les deux cas qui peuvent se prdsenter, celui o(~ des fonctions de trois 
variables, sans diviseur commun, dgaldes ~ zdro ddfinissent des c0urbes et 
des points, et celui o~! elles ne definissent que des points, nous dirons, 
dans le premier cas, que le syst6me de diviseurs est de rang deux, et, 
dans le second cas, qu'il est de rang trois. Le rang d'un syst6me ne 
d6pend donc en rien du nombre d'dl~ments de ce syst6me. Un diviseur 
de rang un d'un syst6me de fonctions entibres, est un diviseur de ces 
fonctions, dans le sens habjtuel du mot. 

Nous pouvons ainsi continuer, et considdrer des fonctions d'un nombre 
quelconque n de variables. N0us dirons alors qu'une fonction enti6re 
contient un syst6me de fonctions enti6res lorsqu'elle est exprimable par 
une fonction lin6aire et homogSne de ces fonctions enti6res dont les 
coefficients soient dgalement fonctions enti6res des n variables considdr6es. 
Comme darts le cas de trois variables, nous distinguerons entre des syst~mes 
de rang un, deux, trois, et ainsi de suite jusqu'b~ n suivant que les formes 
g(!om(itriques reprdsentdes par les fonctions donndes, 6gal6es ~ zdro, sont 
de variOd ( n - -  I) i~me, ( n - -  2) i~me, ( n - -  3) i~~ et ainsi de suite jusqu'~t 
zdro; dans ce dernier cas elles reprdsentent des points isolds situds darts 
la vari6td n ~'e donnde. Nous dirons souvent syst6me de diviseurs au lieu 
de syst6me de fonctions k cause de l'analogie qu'offre un syst6me de 
fonctions contenu dans une fonction enti6re avec un facteur, un diviseur 

de cette fonction enti6re. 
2. La ddfinition que nous venons de donner est ind(~pendante de 

toute interpretation g6om6trique, sauf toutefois l'id6c de rang que nous 
ne pourrons pr6ciser d'une mani6re arithmdtique que dans la th6orie 
g6n6rale de l'61imination. Ce qui pr6c6de avait simplement pour but de 
nous faire voir comment on pouvait 6tre amen6 k donner pr6cis6ment 
cette d6finition de contenant et de contenu de pr6f6rence /~ toute autre. 

Cependant cette d6finition n'est pas encore compl6te. Nous n'avons 
parl6 que de variables comme 616ments des fonctions enti6res consid6r6es 
i~t, en effet, la g6om6trie ne peut pas nous donner autre chose. D'apr6s 
les principes d6velopp6s dans le chapitre premier de ce Mdmoire, i! nous 
reste k tenir compte des nombres entiers. C'est pourquoi, 6tendant encore 
les d6finitlons pr6c6dentes et les faisant concorder avec les reeherches 
arithmdtiques que nous avons en vue, nous dirons enfin: 

x ~ Un systdme de fonctions o~ systdme de div~eurs est l'ensemble aVun 
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certain nombre de fonctions faisant pattie d'un (lomaine d'int~gritd que nous 
fixons dt l'avance. Chacune de ces fonctions est un dl~ment du systbme. 

2 ~ Une fonction faisant partie d'un domaine d'int~qrit6 donnd contient 
an systdme de diviseurs lorsqa'elle pent dire repr~sent6e par ane fonction 
homogdne el lbtdaire des dldments du systbme dont les coefficients fassent dgale- 
ment partie du domaine d'intdgritd considdrd. 

Ainsi dire que, dans le domaine d'intdgrit6 [~', 'Jt", . . . ,  ~(')], la 
fonction F contient le syst6me (f~, f2, . . . ,  fk), c'cst dire que l'on peut 
mettrc F sous la forme 

F = +,f, + ~.,/, + . . .  + c , f ,  

to,, ~2, - . . ,  ~'k d6signant comme F,  f , ,  /~, .... , f , ,  des fonctions faisant 
partie du domaine d'intdgritd considdrd et n'dtant pas routes nulles. Dans 
cctte derni6re 6galit6, ce qui importe, ce sont n,anifestement lcs fonctions 
f,, /~, . . . ,  f~, les 616ments du syst6me, ct non pas les multiplicateurs 
~,,, ~ , . . . ,  ~c,. Pour bien mettre ec fait cn 6vidence, 51. KRONECKER 
se sort d'unc notation analogue k celle dont GAuss a fidt usage dans les 
Disquisitiones arithmetics, et il dcrit au lieu de l'6galitd pr6c6dcnte, 
simplement 

h ' =  o (modd fl, f.,, . . - ,  f~) 

ce que nous dnoncerons cn disant quc F cst congru k z6ro, suivant lc syst6me 
de fonctions, ou le syst6me de diviseurs, (f~, L ,  . . . ,  f,); ou encore, pour 
ne pas n o u s  rdp6tcr trop souvent ct conserver l anal%,lc avec le cas 
particulier o6 l'on consid6re la congruence F ~ _ o  (rood f), quc F cst 
congru k z6ro suivant le systdme de" modules (f,, f , ,  . . . ,  L). Ainsi lors- 
qu'une fonction faisant par t ie  d'un domainc d'int6grit6 conticnt un syst6me 
de modules faisant partie du mdmc domainc, elle est con~ue  k zdro suivant 
ce syst~me de modules et r6ciproquemcnt. 

Enfin, rien ne nous empdche d'dtendrc encore l'id6e de contenirk un 
syst6me de fonctions faisant partie d'un domaine d'int6grit6 donn6. Nous 
dirons que 

3 ~ Un systdme de diviseurs contient un autre syst~me de diviseurs lors- 
que chaque fonction du premier systdme contient le second systdme; 

4 ~ Lorsque deux systdmes se contiennent rdciproquement ils sont dqui- 
valcnts, 
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et nous dcrirons, lorsqu'un syst~mc (F~, F.z, . . . ,  Fh) en contient un 

 utre ( f , ,  . . . ,  f , ) ,  

(S'i, . . . ,  F D - =  o (,,,odd r, ,  f , ,  . . . ,  fD 

et 10rsque les deux syst6mcs (~1, 1~2, . . . ,  Fh) ct (f~; f~, . . . .  , fk) sont 
dquivalents, 

(1;'1, I ,~,  . . . ,  I , , , ) ~  (['1, f , ,  . . . ,  A ) .  

Cette dquivalenee repr6scnte done l 'ensemble des deux congruences 

(F~, F.,, . . . ,  F ; , ) ~ o  ( , , ,oddf~,  f~, . . . ,  A) 

(f,, f2, . . . ,  A ) ~ o  (modd2;], F~, . . . ,  i~) 

ou encore des (h-Jr-k) congruences, 

F,,,_=o ( ,noddfl ,  f~, . . . ,  A) 

f,, ~ o ( m o d d G ,  F~, . . .  , G) .  

(m= l, 2, . . , h )  

( n = l ,  2, ..., k) 

Nous pouvons nous servir du symbole de l'dquivalenec eomme de celui 
de l'6galit6; car il cst manifeste que si a ~ b  Oil a aussi b ~ a  ct quc si 

a~-~b et b'-~c on a aussi a ~ c .  
Tout ce que nous venous de dire a lieu qucl que soit le domaiim 

d'intdgritd donnd. Rien ne nous empdche, par exemple, de faire ddjk lcs 
mdmes raisonnements sur le domnine [1], c'est k dire sur les nombres 
entiers. Cependant, pour l 'objet que nous avons en vue, ils ne deviennent 
indispensables que lorsque nous consid6rons un domaine d'intdgrit6 conte- 
nant au moins une variable ~ .  Ce]a tient k ce que dans le cas off un 
syst6me est composd de nombres entidrs seulement, tout hombre qui peut 
dtre mis sous la forme d'une fonction homog~ne et lindaire des ('ldments 
du syst~me est manifestement un multiple de leur plus grand commun 
diviseur et quc, par suite, tout le syst6me est ainsi entidrement remplacd 
par ce plus grand commun diviseur. Remarquons en passant que cettc 
rdduetion k la divisibilit6 tellc qu'elle est eon?ue gdndralcment, que nous 
obtenons ainsi dans un cas particulier, ldgitime a ussi l ' introduction des 

syst6mes de diviseurs en Alg6bre. 
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3. La mdme r6duction aurait lieu si nous consid6rions exclusive- 
ment les fonctions d'une variable. Mais ce ne serait point dans la nature 
des choses. Dans l'arithm6tique plus g6n6rale que nous obtenons en 
consid6rant, dbs le ddbut, les fonctions entibres h coefficients entiers d'une 
et de plusieurs variables ind6pendantes ir est indispensable de ne pas 
laisser de c6t6 les nombres entiers eux-m~mes. Aussi le domaine d'in- 
t6grit6 [~] contient-il non seulement les fonctions entibres h coefficients 
entiers de la variable ~lt, mais encore tous les  nombres entiers; on peut 
consid6rer ces derniers comme fonctions enti6res k coefficients entiers de 
!R, ne contenant que la puissance z6ro de cette variable. Et alors il est 
bien 6vident que t o u s l e s  entiers qui peuvent &re exprim6s en fonction 
lin6aire et homog6ne d'une s6rie de fonctions enti6res k coefficients entiers 
font en quelque sorte partie d'une m~me famille, car ils ont un caraet6re 
commun, et ce caract6re ne peut pas dtre, comme tout h l'heure, simple- 
ment donn6 p'tr le plus gr'md commun diviseur des fonctions consid6r6es. 
Ainsi d6jh dans un domaine d'int6gritd [.~], les d6veloppements pr6c6dents 
sont indispensables. 

Un exemple bien simple 6claircira, peut dtre, ce que ces consid6ra- 
tions g6n6rales pourraient avoir laiss6 d'obseur. 

Les deux fonctions 

e t  

L = x " - ~ + x " - ~ + . . . + x +  I 

fm, n = X(m-1)n 3 I"- Z(m--~)" "4- " "  " "3V X" 3 I"- I 

oh m et n d6signent des cntiers queleonquc.5 sont !)remibres entre elles. 
La recherche de leur plus grand commun diviseur nous donne, en effet, 

t;.,. = f . .  Z ( k - -  , ) ( e" - , , .+ ,  - + ,n. 

Nous pouvons done 6erire 

m ~ 0 (modd f,..., /.) 

f . , , .  = o (,nodd f.,  m); 
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il est d'ailleurs manifeste que 

et que 

J. Molk. 

f. ~ o (modd fro.., L) 

f. ~- o (modd f . ,  m). 

Nous avons done deux syst6mes 6quivalents 

(r. , . ,  to) et (f., ,,,) 
et, en effet, chacun de ces syst61nes contient bien l 'autre,  ainsi que l'on 
den assure k l'aide des quatre congruences pr6cddentes. 

L'dquivalence 

(f,,,,,, f,,)----. (f., m) 

MOUB mOll/re clairement qlle les dellX fonctions f . , .  et K, qlloiqu'(~tant 

premi6res entre elles, ont cepend'mt quelque chose en commun et le 
nombre m est un des dldments qui caract6rise leur liaison. 

L'dquivalence prdcddente nous "un6ne .~ une remarque bien simple fi 
l'aide de laquelle on l)ourrait caractdriser, dbs le (ldbut de l'arithm6tique, 
un genre dc liaison comme cehii des deux fonctions fro.. et f.. Introduire 
en Arithmdtique les fonctions d'une variable, k coefficients entiers, c'est 
consid6rer toutes les valeurs que prennent ces fonciions lorsque la variable 
parcourt successivement toute l'6chelle des nombres entiers. Pour coml0arer 
entre elles deux fonctions d'une variable, il faut done comparer deux 
suites d'entiers, les deux suites q31e l'on obtient en dormant successivement 
k la variable toutes les va[eurs entidres possibles et dcrivant les entiers 
correspondants auxquels se r6duisent les deux fonctions entibres consid6r6es. 
II peut alors se pr6senter plusienrs eas. Ainsi lorsque les entiers corres- 
pondants restent toujours sans diviseur commun, le syst6me des deux 
fonctions est 6quivalent k l'unitd car le plus grand commun diviseur des 
deux fonctions ne peut, dans ce'cas, ~tre diffdrent de l'unit6. Au contraire, 
lorsque l'on rencontre un .nombre infini d'entiers correspondants, ayant 
des diviseurs communs, tous facteurs d'un hombre ddtermin6 m, ce nombre 
caractdrise certainement, en partie du moins, une liaison entre les deux 
fonctions considdrdes. C'est ce qui arrive dans l 'exemple prdcddent. I1 
est inutile d'insister iei sur cette interprdtation que l'on pourrait, sans 
doute, rendre facilement rigoureuse. 
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Je voudrais enfin faire une remarque, d'ailleurs bien 6vidente, sur 
l'introduction des syst~mes de diviseurs en Alg~bre. Si, au lieu de dire 
qu'une fonction contient un syst~me (/'1, f2, . . . ,  fi) lorsqu'elle peut ~tre 
mise sous la forme d'une fonction lin6aire et homog~ne de fl, f~, . . . ,  fk, 
nous disions qu'elle contient le syst~me. (f~, f ~ , . . . ,  f~) lorsqu'elle peut 
~tre mise sous la  forme d'une fonction homog~ne de fl, f~, . , . ,  f~, d'une 
dimension donn6e quelconque, nous n'obtiendrions rien:de nouveau; nous 
ne ferions que nous limiter dans nos recherches, sans pouvoir en tirer 
aucun profit. Et nous devons consid6rer un ensemble homog~ne; car, dans 
le cas contraire, nous aurlons un syst~me dans lequel l 'un des gl6ments 
devrait ~tre 6gal 'k l'unit6. Mais alors ce syst~me serait Contenu dana 
l'unit6 et, par suite, dans tous l e s  nombres; il ne servirait donc k rien 
de l'introduire dans nos recherches. 

4. Apr~s avoir d6fini l'6quivalence des syst~mes de fonctions, il 
faut encore nous entendre sur la mani~re dont nous voulons composer 
ces syst~mes; je diraismultiplier, si iei la ,lotion d'6galit6 n'~tait pas 
remplac6e par celle d'6quivalence. 

Il convient de nommer systdme composd de deux systdmes donn6s, le 
systSme dont les 6t6ments sont obtenus en multipliant, de routes les 
manidres possibles i les 616ments de l:un des systSmes donn6s par ceux de 
l'aut, re; car le syst5me ainsi form6 eat, par rapport aux syst~mes donn6s, 
ce que le produit de deux fonctions est par rapport k-ses facteurs. Nous 
6crirons donc, par exemple, 

(a, b)(c, el) ~.- (no,-'bc, ad, bd). 

La mgthode k suivre pour r~soudre le probl6me de la composition 
de deux et, par  suite, de plusieurs syst6mes en un seul 6tant ainsi fix6e 
par d6finition, le probl&ne inverse s'impose, celui de donner une m6thode 
pour ddcomposer en plusieurs syst~mes :plus simples, un syst~me quelconque 
donn6~ C'est ce probl+me qui fern l'objet de toutes les recherches contenues 
dans la seconde moiti6 de ce M6moire. 

La premiere recherche se rapportant k la divisibilit6 des fonctions 
enti+res est celle du plus grand commun diviseur de deux fonctions. 
Pour suivre une vole analogue k celle du chapitre pr~c6dent nous devrons 
donc, tout d'abord, chercher k voir ce qu']l faut entendrepar plus grand 
commun diviseur de deux syst+mes de fonctions, 

Acta mathematica. 6. lmprlm6 17 Juin 1884. 8 
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D6signons par (f,,.f~, . . . ,  f.) et (fro+,, f.,+~, . . . ,  f.) deux syst6mes 
donn6s et formons le syst6me 

(f, ,  f , ,  . . . ,  f.). 

II cst contenu dans chacun des ~st$mcs donn6s, car il est contenu dans 
chacun de leurs 616ments. De plus, si un syst&ne quelconque (~ ,  F~, . . . )  
est contenu dans les deux syst6mes donn(%, nous avons, par d6finition, 

f, ------ o (modd ~,, ~2, "" ") ( , = 1 , ,  . . . . . . .  ; m+l,m+2 . . . . . .  ) 

et, par suite, 

(f~, f2, . . . ,  f.) -- o (modd ~,,, ~ ,  . . . .  ). 

Nous voyons donc aussi q u e  tout syst~me (~1, F~, " . )  contenu dans les 
dcux syst6mes (f~, f 2 , . . . ,  f.) et (fro+i, f.~+2, . . - ,  f.) est 6galement eon- 
tenu dans leur diviseur commun (fI, f~, . . . ,  f.). C'est pourquoi nous 
dirons que (f~, f~, . . . ,  f.) est le _plus grand commun diviseur des deux 

syst6mes (fx, f2, . . . ,  fa) et (fm+~, fro+2, . . . ,  f.). 
Le symbole de M. KaONECKEa pr6sente ainsi un grand avantage; il 

pcrmet de former imm6diatement le plus grand commun diviseur de 
dcux syst6mes, en juxtaposant  leurs 616ments, c'est k dire en 6crivant les 
615ments du second syst6me k la suite de ceux du premier et en r6unis- 
sant tous ces 616ments en un seul syst6me. Et cet avantage n'est contre- 
balanc6 par aucun d6savantage; car il est parfaitement indiff6rent que 
nous ayons, dans le syst6me ainsi form~, un plus grand nombre d"61bments 
que dans les syst6mes donn6s; le nombre d'616ments d'un syst6me ne 
complique, en effet, en rien nos recherches; la nature des systfmes ne 
d6pend pas du nombre d'616ments qui les composent. 

Remarquons d'ail |eurs que rien ne sera chang6 dans un syst&ne de 
modules, si nous ajoutons k ses 61~ments une fonction lin6aire et homogfne 
de quelques-uns d'entre eux; car, si 

f,+l --= o (modd fl, A, " . . ,  f,) 

nous avons, par d6finition, 

(f, ,  A, . . . ,  (f , ,  A, . . . ,  f . ) ;  
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nous pouvons donc ajouter aux 616ments f~, f~, . . . ,  f., l'616ment L+I, 
ou retraneher des 61~ments f~, f~, . . . ,  f.+l, ce In,me 616ment f.+~. 

Ce que nous venons de dire du plus grand commun diviseur de 
deux syst~mes, s'6tend imm6diatement au plus grand commun diviscur 
d'un nombre quelconque de syst(~mes. 

Si fo = g,f~ + f~, on a 

(r0, (f0, f,, f , ) ~  (f,, 

Ainsi (I5, 2 5 ) ~  (I5, 25, 25 - -  15)'~- '(I5, IO-q l- 15, IO)"~(15,  IO) 
"~ (15, IO, I 5 - - I O ) ' ~ '  ( I0 + 5, IO, 5 ) ~  (IO, 5)"~ 5" 

Une remarque int6ressante et bien facile k v~rifier, cst que le proc6d6 
de r6duction d'un syst6me, dont nous venons de donner un exemple, nous 
donne, appliqu6 aux nombres et r6p6t6 un nombre suffisant de lois, 
pr6cls6ment l'algorithme d'EucLIDE. 

Nous pouvons rdsumer les recherches de ce paragraphe en disant 
que nous arrivons k la mdme g~n6ralisation de l'id6e de contenant et dc 
contenu," flue nous nous plaeions au point de rue de la g6om6trie ou k 
celui de l'arithmdtique, k condition, toutefois, de tenir compte, dans le 
premier cas, de la nature des coefficients des fonctions enti~res consid6r6es. 
Dans le second cas, ce.tte-condition est inutile; il est, en outre, d'autant 
plus important qu'il se rapporte direetement k la fonction elle-m~me, et 
non pas k cette fonction 6gal6e k z6ro. L'exemple du syst~me (fro,., f.), 
que nous avons donn6, nous montre que la g6om6trie est  certainement 
insuffisante dans nos theories alg6briques." Le syst~me (fro.. = o, fn = o) 
n'est en effet susceptible d'aucune interpr6tation g6om6trique. 

2. 

RJsu l tan t  p r i s  su i van t  un  modu le  d$termin~. 

Nous allons maintenant aborder un tout autre ordre de questions 
et 6tudier l'algorithme du plus grand commun diviseur, en ne consi- 
d6rant les fonctions enti~res d'une variable x, que suivant un module 
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q"(~', ~ ' ,  . . . ,  ~("~)); ~', ~", . . . ,  ~(:~), d6signant les 616ments d'un do. 
maine d'intdgrit6 donn6. Nous d6velopperons cette "thdorie plus que cela 
ne serait n6cessaire pour  r6soudre les probl6mes propos6s dans les para- 
graphes suivants, parce qu'elle fait pattie de la th~orie 616mentaire des 
congruences , et perme~ de simplifier consid6rablement plusieurs recherches 
arithmdtiques. 

Supposons d'abord que le domaine d'intdgrit~ soit [tl, et que le 
module soit simplement un nombre premier p. 

Soient alors deux fonctions enti6res ~ coefficients entiers f l ( x )e t  
f2(x) non congrues "~ z6ro suivant le module p;  nous r6duisons leurs 
coefficients K leur plus petit reste, suivant ce module. Si alors a2 est le 
coefficient de la plus haute puissance de x, dans f~(x), on peut toujours 
d6terminer un nombre a2 tel que la congruence a2a~--I (modp) soit 
vdrifide. En divisant f~(x) par a2f~(x) nous obtenons comme quotient 
une fonction enti6re ~ coefficients entiers que nous nommons g~(x), apr6s 
avoir rdduit ses coefficients suivant le module p~ nous r6duisons egalement, 
suivant ce mdme module, les coefficients du reste de la division, et nous 
obtenons alors une fonction enti6re que nous d6signons par - -  f~(x). Nous 
6tablissons ainsi la congruence 

fl(x)~%g~(x)f~(x) + f~(x)~o (modp). 

En opdrant, de mdme, avec f~(x) et :f3(x), etc., nous obtenons une suite de 

congruences, 
f . _ , ( x ) - - a . g . ( x ) f . ( x )  -t- f . + , ( x )  = o ( m o d p )  <,,~,3 ....... ,, 

et enfin 
f . ~ , ( x )  - -  a ~ g . ( x ) f . ( x )  = o (modp )  

O71 fv'(X) est une fonction enti6re de x, ~ coefficients cntiers, qui peut 
se rdduire K un nombre. 

Ces congruences sont tout K fait analogues aux dgalit6s de l'algo- 
rithme d'EucHDE; elles n'en different qu'en ce que le signe d'dgalit6 y 
cst remplac6 par celui de congruence. Nous en tirons donc imm6diate- 
ment les trois congruences caract~ristiques 

fl -- 01f, (mod p) 

f2 = 0~f~ (modp) 

L = ~,f~ -4- ~f~ (modp) 
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que nous pouvons aussi &tire 

61 

f~ ~ o (moddL, p) 

f2 ~ o (modd L, P) 

L ~ o (modd f,, f~, p). 

Les deux prcmidres congruences nous donnen~ 

(f~, f~) =- o (modd L, P). 

Lo syst&ne (f~, L) contient done le syst6me ( f .  p). Iei encore on aper(;oit 
clairement l 'analogie avec la divisibilit6 par L, dc /] et de /:~, divisibilitd 
que nous pouvons d6duire des deux premi&es 6galitds caraetdristiques de 
l 'algorithme d'EuCLIDE 

/~ = o , L ;  f~ = O.~L. 

De la troisi6me 6galit6 de eet algorithme nous avons d6duit une des deux 
mdthodes qui permettent de former le rdsuliant R de deux fonctions 
enti6res, et nous avons d6montr6 que la condition 

/ ~ ( f , ,  f~) = o 

6tait n&essalre et suffisante pour que les deux fonctions /'1 ct f2 aient 
un diviseur commun, dans le cas oh f~---- I. Nous allons g6n6raliser ce 
th.6or6me. 

Le r6sultant  de deux fonctions &ant  une fonction homog6ne ct li, 
ndaire de ces deux fonctions, nous avons 

R(f,, fD - -o  (,noaa/~, fD 

et, par suite, d'apr6s une remarque f a re  plus haut, 

I t , ,  r .  s~(rl, r~)] --- (r,, fD. 

Ceel posG supposons.que la congruence /l(fi, f , )~o (mod p) n'ait pas 
lieu. Si p d6signe un nombre premier, R et p n'tlurollt alors aUCUll di- 
viseur commun, et nous aurons, par suite, (R,p)  ~- i. Il en rdsulte imm6- 
diatement 

(['1, f,, R, p ) ~  (f,, f~, x)'~ I. 
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Mais (f,, f2, R) ~ ( f l ,  f~); donc (['1, f.,, iv) ~'~ I .  Comme (f,, f~, p) 
est ~ le plus grand commun diviseur des deux syst6mes (f~, p) ct (f~, p), 
nous avons enfin l'6quivalence 

Dv[(f~, p), (f~, p)] "-~ ,. 

Ainsi, si la congruence R(f~, f~) -- o (mod p) n'a pas lieu, les deux syst6mes 
n'ont aucun diviseur commun. 

Lr r6sultat que nous venons d'obtenir nous montre que si les deux 
syst6mes considdrds ont un diviseur commun, il faut que le r6sultant 
R(f~, f2) soit congru ~ z6ro, suivant le module p. 

En voici un exemple: Le syst6me (x if- 3, 7) est contcnu dans le 
syst6me ( x : +  x "4- x, 7). On a, en effet, 

(x ~ - [ - x A -  I, 7 ) ~ ( x n  u 3, 7 ) ( x - - 2 ,  7). 

Lc r6sultant des deux  fonctions (x:-4 - x - t - I )  ct (x + 3 ) e s t  d'aillcurs 
6gal ~ 7; on a donc bien R_= o (mod 7). 

R6ciproquement, si les deux syst6mes (fl, P) ct (f~, p), oh nous 
d6signerons par a e t  f l l e s  coefficients des deux fonctions r f , ( x ) e t  
f2(x), n'ont point de diviseur commun, la congruence R(f~, f:)=_o (modp) 
ne saurait avoir lieu. En effet, dans cette hypoth6se, con, me 

Dv[(/~, p), (f~, P)i "~ (f~, f2, P) 

nous avons l'6quivalence 

(f,, f2, p ) " -  I 

ou encore la congruence 

~l(J~)fl(X) -4- ~2(x)f~lx)~----I (rood p). 

Cctte congruence est v6rifi~e identiquement, par rapport ~ x; nous pouvons 
donc 6crire, en d6signant par u, une ind6terfffin6e, 

~,(u,)fl(uk) q- ~2(uk)f~(u,)=-- x (mod p). 

Nous prendrons pour k toutes les valeurs enti6res depuis i jusqu'~ (m 4- n) 
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si m e t  n indiquent les degrds de f~(x) et de f~(x), pat" rapport h x. 
Si alors, nous d6finissons P , ( x )  et P: (x )  par les congruences 

P, (x) ~ ~ (x - -  uh) (mod p) 

m + n  

-P2(x )~  1-I ( x - - u h )  (mod p) 
h=m+l  

nous obtenons facilement la congruence 

I I{~,(~.)f,(u.)--r (,,,)1),(..) + r~(u,)f~(u.)}-, ( m o d p ) ;  
k = l  l 

Ie raisonnement est tout k fait celui du paragraphe 2 du chapitre prd- 
c6dent. Si il, ~2, .... , ~., d~signent lcs fonctions symdtriques dl6mentaires 
de ul, u=, . . . ,  u,,, et fl~, g=, . . . ,  g. celles de u.,+l, u,,+2, . . . ,  u.,+., la 
congruence prdcddente peut dtre raise sous la forme 

,=, ~,(u,)j,~(-- ,)h(ah--~h)U"2--h Jr" ~=(u,)f~(u,) - - I  (modp) 

ou encore, en posant, comme dans le paragraphe citd, 

Hf~(u,) = R ( f , ,  1,, . . . ,  f.,; fl, ,  fl~, . . . ,  ft.) 
k = l  

et 

~r f , ,  . . . ,  f . ) ,  

R ( f , ,  f~, ..., [~; ill,/?~, ..., ~, , )8 ( f , ,  f2, ..., f~) ----- z (modd p, a , - - f , ,  ..., a . - -  f . ) .  

Cette congruence est v6rifi6e identlquement en ul, u2, . . . ,  u,,,, donc cn 
~, I2, - . . ,  ~,.; elle a donc lieu pour ~ 1 ~ a l ,  ~2~a~ ,  . . . ,  ~ , , ~ a ~  et 
comme la valeur de S(a~, a2, . . . ,  am) est finie, il est impossible que la 
congruence 

R(a,, a~, . . . ,  a,.; fl,, fl~, . . . ,  f l , ) ~ o  (modp) 

soit v6rifi6e. On d6montre, comme dans le paragraphe cit6, l 'identit6 des 
deux fonctions R que nous venons de d6finir; on peut alors 6noncer le 
th6or6me suivant: 



64 J .  Molk. 

))La condition R(f~, f 2 ) -  o (mod p) est ndcessai,'e et suffisantepour que 
les deux systdmes (f~, p) et (f2, P) aient un diviseur commun, et cela quelle 
que soit la nature particulikre des deux fonctions enti&es de z ,  f l (x)  et 
f2(x), que nous consid&ons.)) 

Dans le cas particulier oh le r6sultant des deux fonetions l i(x) et 
f~(x) est prdcis6ment 6gal au hombre premier p,  nous avons aussi 

/9 -- o Cmodd f~, f2). 

Mais alors, au lieu de f - - o  (modd f~, f~, p), nous pouvons 6crire simple- 
ment f~ = o (modd f~, f~), et comme 

(f~, f~) =-- o (modd f~, p) 

nous obtehons l '6quivalence 

(f,, ( f ,  p). 

Le cas plus g6ndral off le module ne se r6duit pas i~ un nombre 
premier p,  mais est une fonction irr6ductible ~ '(~ ')  d'une variable-ind6ter- 
min6e ~' ,  dont les coefficients font partie du domaine naturel  de rationalit6 
(~,,, . . . ,  ~(r,~), le coefficient de la plus haute puissance 6tant 6gal h. 
l'unit6, peut (~t.re trait6 de la m~me mani6re, lorsque les coefficients de la 
plus haute puissance de chacune des deux fonctions de x, f~(x) et f2(x), 
sont congrus ~ l 'unit6, suivant le module ~F(~'). Mais il ne faut pas 
oublier que nous privil6gions ainsi l 'une des variables-ind6termin6es dtt 
domaine d'int6grit6 donn6; nous pouvons donc seulement dire que le 
syst6me (f~, f~) contient le syst6me (f~, ~') rdativement ~ l 'une des indd- 
termindes ~ '  d u  domaine d'int6grit6. Dans ce m~me sens restreint nous 
pouvons 6galement 6noncer le th6or6me: 

))La congruence R(f l ,  f ~ ) -  o (mod ~'), off R d6signe le r~sultant des 
deux fonctions enti6res f~ e t  f~, pris par rapport  ~ x, est n6cessaire et 
suffisante pou r  que les deux syst6mes (f~, ~') et (f2, q")aient un diviseur 
conln lUn. ) )  
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w 

Appl . i ca t ion  des  s y s t ~ m e s  de m o d u l e s  tt la  d ~ c o m p o s i t i o n  d 'u~w 

fo ,nct ion e n t i ~ ' e  darts  u n  d o m a i n e  g~Jt6val de r a t i o n a l i t Y .  

I. L'emploi des syst6mes de modules nous permet d'effeetuer, plus 
facilemenl, Ia d6composition d'une fonction entiSre dont les coefficients 
font partie d'un domaine ggn~ral de rationalit6, sans introduire dans nos 
recherches :l'id6e de nombre et fonction algSbrique. C'est ce que je vais 
essayer de faire Voir dans ce paragraphe. 

En reprenant ainsi, sous une autre forme, les reeherches du dernier 
paragraphe du chapitre pr6c6dent et en montrant comment elles se tra- 
duisent ~ l'aide des nouveaux symboles, mon but est, surtout, de mettre 
en 6vidence, par un exemple, d'une part le r61e important que jouent 
actuellement dans les reeherches d'Alg6bre, les fonctions algdbriques, les 
grandes simplifications que l'emploi de ces fonctions peut apporter dans 
le m6canisme d'une ct6monstration, et, d'autre part, la m6thode k suivre 
pour 6viter pr6cis6ment l'emploi de ces fonctions. La complication de 
cette mSthode n'est qu'apparente et ne porte que sur le-m6canisme de 
l a d6monstration; loin de rendre la c]6monstration elle-m6me plus difficile, 
elle nous fair, au contraire, apercevoir plus "clairement le lien entre lcs 
hypotheses que nous raisons et le r6sultat qul en d6coule, entre notre 
point de ddpart et notre.point d'arriv6e; et seule, elle m6rite le nora de 
mdthode algdbrique, car, seule, elle se meut dans le domaine particulier 
g l'AlgSbre. 

Je commencerai par formuler, g l'aide de notre nouvelle terminologie, 
le probl6me propos6 d'une mani6re qui diff6re un peu de celle du cha- 
pitre pr6c6dent. Dans ee. probl6me, les 616ments d'un domaine de ratio- 
nalit6 (~', ~", . . . ,  I)t r sont suppos6s li6s par une relation alg6brique 
~'(~', ~W', . . . ,  ~R (;')) -~ o. Nous pouvons supposer que la fonction enti6re 
q'" soit irr6ductible, car nous savons d6composer, en ses facteurs irr6duc- 
tibles, toute fonction faisant partie d'un domaine naturel de rationalit6. 

Aeta mathematiea. 6, Imprim6 18 ffuin 1884, 9 
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I1 s'agit de d~composer, si possible, une fonction entibre de z, F(z) dont 
les coefficients font partic du domaine (~R', ~", . . . ,  ~(~)) ainsi limit4 par 
la relation q~" ~ o, c'est k dire de mettre F(z) sous la forme d'un produit 
de ~teux ou plusieurs fonctions de z dont les coefficients fassent 5gale- 
mcnt partie du domaine (~', ~", . . . ,  ~(.")) limit5 par la mbme relation 

Dire que F(z) contient une fonction Fl(z), tandis que ~', ~R", . . . ,  ~R ('~), 
sont li(~s par l'~quation ~I"~ o, c'est done dire que F(z) est congru all 
produit de F~(z) et d'une autre fonction entibre de z, suivant le module 
q/, ou, en d'autres termes, c'cst dire que F(z) est congru k z~ro suivant 
le systbme de modules [Fl(z), q"]. La divisibilit5 des fonctions entibres, 
dans un domaine g~ndral de rationalitY, revient ainsi k la dbcomposition 
des fonctions enti~res k coefficients faisant partie d'un domaine naturcl 
de rationalitb, en syst+mes de diviseurs dont run  des 51~mcnts, commun 

tous les  syst5mes, est connu et ne renferme pas la variable ind~pendante 
z, ou encore, ~ dbcomposcr dans un domaine naturel de rationalit5, un 
systbme donn5 IF(z), q"] cn d'autres syst6mes contenant chacun l'~l~mcnt 
q". C'est ce problbme de la dbcomposition des systbmes dans un cas 
trbs-particulier, que je veux 5tudier dans ce paragraphe. 

A cet effet, je suivrai une vole analogue ~ celle du dernier para- 
graphe du chapitrc pr~c(~dent, ct, conservant les m~mes notations, je d6- 
montrcrai d'abord que les entiers d~sign~s par Z, (page 43) sont nbces- 
sairement ~gaux ~ l'unitb, ou, ce qui revient au m(~me, que le relsultant, 
par rapport ~ z, du r~sultant, par rapport k ~' ,  des deux fonctions F et 
~', ct de la dbriv(~e, par rapport ~ z, de cc r6sultant, diffbrc n~cessairc- 
ment de zbro. Je rappelle que, dans la fonction T', le coefficient de la 
plus haute puissance de z et, dans la fonction ~', le coefficient de la 
plus tiautc puissance de ~', sont supposes 6gaux k l'unit~, et que, de 
plus, F(z) peut toujours sans restriction aucunc, dtre suppos~e fonetion 
cntibre de z et de ~ '  s a n s  diviscur commun avec sa d~rivde prise par 
rapport ~. z, F'(z), tandis que ~" est fonction enti+re de ~'  seulement, 

= + , - - ,  + . . .  + r  

-lcs Coefficients de ~' et de ~" sont fonctions rationnelles des variables- 
ind4termin~es ~", ~'", . . . ,  ~(IL). 
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Soit S = R ( z ;  ~ " ,  . . . ,  ~ )  le rdsultant ,  par  rappor t  '~ ~ ' ,  des deux  
fonctions 

F(z  + t ~ ' ;  ~ ' ,  , . .  . . .  ~<">) ct ~ ' ( ~ ' ;  ~ , .  , 

t 6taut  une ind6termin6e. D'apr6s ce que j 'ai  expos6 sur le r6sul tant  de 
dcux  fonctions enti6res, si g~, .%, . . . ,  ~,, d6signcnt les fonctions sym6- 

t r iques 616mentaires des ind6termindes v~, v . ,  . . . ,  v,,, et si la fonction 
sym6tr ique  de ces ind6termin6es 

7~ 

I-[ F ( z  + tvk; Vk, , �9 , ~ "  . .  $~"~) 
1:=1 

t ransformde en unc fonction enti6rc de fl~, (3~, . . . ,  t3,,, est 6gale ir 

011 a 

,~,, . ,~,,~), @(z, t ,  ~l, g~, . . . ,  fl,,; ~ - ,  �9 - ,  

S - ~  ~(z,  t, r  r . . . ,  r ' X ' , . . . ,  ~(~"); 

et, si la fonction sym6tr ique de v~, v.2, . . . ,  v,,, 

7/ 
n 

~ v'(~ + t~,; ~,) H I,'(z + ,v,,; v,,) 
F (z + t vk ; vk) p,= 1 

k = l .  

t ransformde en une fonction entidrc de z, t, gt, g2, . . . ,  ~3,,, est 6gale ~ 

OI1 a a u s s i  

q~,(z, t ,  ~,, t3.,., . . . ,  g.)  

aS 
a-~--=q)~(z ,  t ,  ~r,,, r  . . . ,  r  

Pour  abr6ger  je  n'ai plus dcrit les 616ments s~".. , 9i'", . . . ,  ~){~'), , qui ne 
seront  pas t ransform6s dans le couran t  de la d6monstrat ion.  

Formons  main tenan t  le r6sultant ,  par  rappor t  ~ z, des dcux fonctions 
aS 

8 et ~-T" I1 est 6gal 

~(t, r r . . . ,  r 
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si nous d6signons pal" T(t, ~t, ~3~., . . . ,  ~.) It r6sultant, pal- rapport  ~t z, 
des deux fonctions 

#(z, t, fl,, ~j..,, . . . ,  fl,,) ct #~(z, t, ill, ft.2, . . . ,  fl,,). 

Cc qu'il f'~ut dSmontrer, c'est que T(t, ~,, f t . , , . . . ,  9,,) cst diffdrcnt de 
z6ro. En ~ppliquant plusieurs lois les identit6s 

R(a + b, b) -~ R(a,  b) 

qui  d6coulcnt imm6diatement de la d6finition mdnie du r6sultant de dcux 
fonctions cnti6res, nous pouvons dcrire 

T(t'y [~l) f12, " ' ' ,  [~n) : R  = F(Z 'J f - t~)h '  Vii); ~'(2 + t'~],, Vi) It=l 
f = l  

= t~ ~ ' ( Z + ' t V h ,  Vh)" ~ ~ ' (Z+  t't)h~ "Oh) k : l  

= ,,=,l--[R{F(z+tv'~'v"); F'(z+tv, , ,  v,,)]~=l~ R =  F(z+tv, , ,  v,,); I, '(z+tv,,  v,) 

(k=l, 2 ..... ( h - - l ) ,  ( h + l )  . . . . .  n )  

\ I n.I-.I ~ = ,,:,l-ln{V(z+tv"' v,,);  v'(z+tv., , R{F(z+tv., F ( z + t v , ,  v,)]. 

C ' - '  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 
k = l ,  .2, . . . ,  ( h - - l ) ,  ( h + l ) ,  . . . ,  n !  

I1 suflit donc de ddmontrer que ehacun des deux produits 

It 

I I  l~{F(z + tv,, v,,); F'(z + tv~, v,,)} 
h~l 

ct 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  t H l ~ { V ( z  + tt),., "h)'~ F(;~ -~- tVk,  Vk) } \k=1..2 ..... , h - - l ) . ( h + l )  . . . . . . .  , 

(/,, k) 

cst diffSrent de z6ro lorsqu'on y remplace !es fonctions sym6triques glgmen- 
taires !h, fl~,. . '- ,  ~.1,,, par les coefficients ~ba, r . . . ,  ~,,, de la fonction r 
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aP(z, ~') 
Comme, par hypoth6~e, les deux fonctions F(z, ~') et 

az 
n'ont point de diviseur eommun et emnme t e s t  une inddterminde, les 
deux fonctions F(x, ~') et F'@, iR'), oh x = z - t - t~ ' ,  n'auront dgalement 
pas de diviseur eommun; nous pouvons done appliquer ir ees deux fone- 
tions les raisonnements du paragraphe 2 du ehapitre prdeddent, et, en 
conservant les mdmes notations, dtablir l'dgalitd, 

~=~ ~)~(,,~, , a ' ) - - ~ ( < ,  ~')P(.~, ,a ' )+  q,'(,,~, ,'~"'"' ~')I--- �9 

Cette dgalitd a lieu pour ~ ' =  v~, v.~, . . . ,  v,,; nous avons done aussi 

1-I{r v,,)F(., v , , ) - -~ (~ .  ~ . ) e (~ ,  , ~ ) +  q,'(~, v,,)u.(<, v , , ) } = ,  
(h, k) ' ~ 

( h = l ,  2,  . . , ,  n 

k = l ,  2, . . . ,  m )  

et, par suite, cn posant, 

F(~c, vh) = x ' - - %  x(h) ..... 1 q-  a~(h):c ..... ~ . . .  q-  ( - -  l/~"a,,,(h) u,~l,= ....... ) 

/ ' ( . ,  v,,) * ' - - f T x  .... ' + ~', .... "-' .v,,w,, 

II ,  q%,, v,,)F(,,,, ~, , )}- ,  

[modd (=~,)fl,)), ( ~ ( 1 )  ~ ( 1 , ) ,  . �9 �9 , (~{nl )  - -  lm~t")'~], ( ~ ? ) - -  I~ '2) ) ,  " " " , \~m(" ( n ) _ _  I ~ : : ) ) ] "  

Soient maintenant 

et 

H F ' ( . . ,  v , , )= l~(v,,; ~'") w"~ 
k = l  

I-I q,'(u,, v,,)= 8(v,,; fi"', fi"' ~("'~ 
k = l  ' " " " :~ / m  / I  

nous savons alors que R(v,,; a~ ~), a~ +'), . . .  , _,,,e,<h)~, est bien le rdsultant des 
deux  fonctions F(x, %) et F'(x ,  %). En ddsignant les fonctions enti6res 

de ill, g2, . . . ,  gn 

~I R(v,, fl ',), ~i ') ~(',)~ et H s(v,,, i?, fi"', ~")~ 
h = l  :~ " " " ~ . m  / * " " :~ / m  / h ~  1 
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respect ivement par 

u(~ , ,  ~ ,  , ~,,, fl '), fl ~' ~(" ~?' ~'")~ 
et 

v(,~,, ~ , , . . . ,  ~,,, ~i '>, ~ ' ) > , . . . ,  ,,,,, V > , . . . ,  .... ~, 

et en substi tuant ees expressions dans la congruence pr~eddente, nous avons 
auss i~  

[(n)' / u(,3,,  ~ ,  . . . ,  ~,,, fl '), i~ '), . . . ,  ,,,,, v ( ~ ,  ~ , . . ,  ~,,, fl 1,, ~' , ,  . . . ,  ~ ' ) ) - ~  

[,nodd(al ') ii')), (a~ ') ; ( ' )~  (,~(")-f'"hi 

Si dans cette congruence nous substituons aux inddtermindes ~), ~), ~o,) 
lea coefficients ~-(', a7 ), ..., a,,,-(") des fonctions F ( x ,  v,), .F(x,  v~),. . . ,  F ( x ,  v,,) 
eonsid6rdes comme fonetions de x seulement,  elle aura toujours lieu. 
D'ailleurs, comme pour  i----- I, 2, . . . ,  m, les deux  fonctions 

U(~, ,  fl~, . . . ,  ~,,, a] 1), . . . ,  a(,'~ ,) et V(6,, fl,, . . . .  g,,, a i ' ,  . . . ,  a~ ~ 

sont fonetions sym~triques de u~', a(["), . . . ,  ~(~"), ees deux fonctions peuvent  
6trc transformdes en fonctions enti6res de fi~, ~ ,  . . . ,  g,, ne contenant  
plus expl ic i tement  lea ind~termindes v~, v~, . . . ,  v,,. La congruence que 
nous venons d'(~crire est v6rifide iden t iquement  en g~, fi~, . . . ,  g,,; elle 
cst done encore v~rifide si, apr6s la t ransformation indiqude, nous sub- 
stituons aux inddtermindes fit, g~, . . . ,  ~,, les coefficients r r . . . ,  r 
de la fonction q"(~R'). 

Nous avons done enfin 

u(r  p , ,  . . . ,  r ~,>, ~,>, . . . ,  ~,,,:>)v(p,, r  . . . ,  r ~ " ,  ~.'..'>, . . . ,  ~ ( , ; > ) = ,  

et comme la fonction enti6re V(~bl, ~b, . . . ,  ~b,,, a? ), a(2t), . . . ,  a<,':)) ne 
peut  dtre infinie, la fonction U(~b,, ~bs, . . . ,  ~b,, a~'), a(2~), . . . ,  a<,~,')) est 
cer ta inement  diffdrente de zdro. 

Mais la fonction U(~b,, ~ , , . . . ,  ~ . ,  a~ ~), a ~ ' , . . . ,  a(,:~)) reprdsente 
pr~cisdment le premier  des deux  facteurs de la fonetion T(t;  ~b~, . . . ,  ~,,) 
que nous considdrons; ainsi, nous avons ddmontr~ que le produi t  

n 

~R{.v(~ + t,,,, v.); F(z  + tv,, v~)] 
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est ndcessairement diffdrent de zdro lorsqu'on y remplace les fonctions 
symStriques 616mentaires g~, g2, . . . ,  ft, par les coefficiems r r  r  
de la fonction (~'(IW). 

2. Pour ddmontrer que le double produit 

h ,k=l , ' 2 ,  ... ,  n~ 
H R{F(~ + t~ ,  ~); F(~ + t~,, v,)l 

(h, k) 

est 6galement diff6rent de zdro on a besoin du th6orb.mc auxiliaire suivant. 
))Les deux formes 

et 

- -  T T  I , ,o , )  ,,(~')tml ~,['d~" 
V - - 2 ~ 1 " ~  + a? )t + " "  + ' . , ~  I = .= 

,,,(h)['~ t e = H {.'o"' + .?'r + . . .  + .~~ ,, j 

oh t, t~, t~, . . . ,  t. d6signent des ind6terminfes et les a~ h) des quantitds 
quelconques, sont li6es par une dquation algdbrique 

~ , ~ - - F , r  ~-' + F ~ r  _4-_ F~ = o 

dans laquelle Fk (k ~ I,  2, . . . ,  v) est une fonetion homogdne des seules 

quantit6s fo, fl, . . . ,  f,,. de dimension k~m%) 
Voici comment on d~montre simplement ce th6ordme: (~) 
Soient v~, v~, . . . ,  Vm., mn ind6termin6es. Posons 

~o H (~ + v,t) = ~o + ~t + ~t ~ + . . .  + L,f'" ~ =  l ,  2, ... ,  "t/in) 

et 

~o I I  (~ + %t) = ~ , : , +  Q?,t + ni~)t ~ + . . . . .  + Q~,t" 
(kn) 

pour h---- I ,  2, . . . ,  n,  et considdrons l'expression 

[ k~,+l=mh + l ,  mh + 2, . . . ,  m( h h-'~ )] 

H I  A(h) . �9 Go = ~)IUo + Q?u + ~)t~ + . + ~?)tT} (hff i l ,  2, . , . ,  n) 

(*) (~omparez KRONECKEIt, S i t z u n g s b e r i c h t e  dcr  B e r l i n e r  Akademie~  26 
Juillet I883. 
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que nous pouvons aussi mettre sous la forme 

( ~ h + ~ =  m h +  1, m h + ~  . . . . .  m ( h  + 1 ) ]  

( k  t , k2 ,  . . . ,  k~) 

En examinant  les coefficients ,(1),(:) ~(") de cette forme, nous voyons 
klk I ,Bk 2 " " * k~k~ 

de suite qu'ils sont fonctions entiSres des ind6terminSes vl,  v ~ , . . . ,  v .... 

et ne sont que lindaires pal" rapport k chacune de ces ind6tcrmin6es. Si 

nous permutons v~, v.., . . . ,  v .... de toutes les mani~res possibles la fonc- 

tion G o se change en un certain hombre de fonctions diff6rentes que nous 
d6signerons par G1, G~, . . . ,  G~_I; chacune de ces fonctions a, comme 

coefficients, des fonctions entiSres de v~, v.2, . . . ,  v,,,,, lin6aires par rapport 
v - - 1  

h v~, ~ v2, . . . ,  ~ v, , , ;  si donc nous d6veloppons le produit  H ( G - - G , . )  ,:0 
et si 

1-I (G G.) ---- G ~ -  ~ G  '~-1 + ~2G - -  . . .  • ~ . ~ ,  v.=0.~.~ ..... (~-,)~ 
( r )  

la fonction symdtrique ~. sera une fonction homogSne entiSre k coefficients 

entiers des ind6termin6es ~0, ~ ,  . . . ,  ~,,, et sa dimension sera dgale ~ k. 

Nous aurons ainsi 

Go ~ i ~ G ; - '  + ILG~ -~ - -  . . .  • ~ ---- o 

ct comme cette relation a lieu. identiquement en v~, v~, . . . ,  v , . , ,  elle a 
�9 �9 . t S o , ~ encore lieu lorsque l'on substitue aux mdetermmee, uo, "(J') tl~ '), , ,J,,"(h>, les 

quantit6s donn6es -(") a~ h) -(") -0 ,  , . . . ,  . . , ,  ce qui change Go en r  mais alors 

il faut aussi substituer g ~0, {1, . . . ,  ~ ..... les quantit6s f0, f~, . . . ,  f , , ,  et 
le thdorSme est d6montrS. 

3. Supposons maintenant  que lorsqu'on remplace les indOermin~es 

ill, !]~, . . . ,  ft, par r ~b2, . . . ,  ,d,,, le double produit  

{'h, k= 1, ~, ..., n) 
1-[ R{F(z + tvh, vh); F ( z  + tv , ,  v,.)} \ h.~, 

(h ,  k )  

soit nul. I l  en serait alors de mgme du double produit 

~h,k=l,~,...,n) H R IF( , + t ( , , , -  ,,,]] 
(h ,  k)  

dans lequel nous avons pos6 x - - ~  z + tv~, le r6sultant 6rant fo rm6 
par rapport  h x. Mai.~ alors, aprbs avoir remplac5 les ind6termin6es 
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.q~, .%, . . . ,  ~,,, par  les quant i t6s  donn6es ~',t, d'~, . . . ,  ~',,, nous aurions 
aussi l '6galit6 

~ I  R x { F ( x ,  %); F ( x ,  v,) q- t ( %  - -  v, ,)F'(x,  ,',) q- . . .  q t- t ' ( v ,  --v, , ,v"' ,  = o 
(h, k) 

h, k=1,'2 . . . . . . .  ") 
h X k  

ou encore, en in t roduisan t ,  e o m m e  dans la premi6re  par t ie  de notre  d6- 

mons t ra t ion ,  pou r  h, = ~, 2 ,  . . . ,  n ,  les fonetions auxi l ia i res  

fi g;,).q.m-~ . jr. F(~,) P(~ ,  ~,,) = , : ,  ( ~  - -  <,,,) = ~ , , , _  f~,,,~ . . . .  , + , , .  - -  . .  . . . . . .  , 

H Iv (<" , ,  ,:,.) + t f f ,  ~,.,~ , . , ,  ,,,.) + . . .  + t ' (v~ . - - . , , ,  , =  o 
(h, i, t:) 

i = 1,2, , , , ,m t 
h , k = l , 2 ,  ..,n 

^ ~ / . .  ,' 

~ condit ion de remplaeer ,  pou r  h = [ ,  2, . . . ,  ~, dans la fonetion ent idre 

de it1 '), /2 ;('), . . . , .,,,F (') qui  rcpr~sent.e le t e rme  de gauche  de eette figalit6, les 

indgtermindes  ~l;V'), ~"), . . .  , ,,,~("), pa r  les coefficients ~"), ~"), . . . ,  ~,,,,,("), de 

1 , ' ( x ,  v,,) eonsidgrde e o m m e  fonet ion de x seu lement ,  puis, "tpr& avoir  

t ransform4 la fonet ion symdt r ique  de v,, % , . . . ,  c,,, ainsi obtenue,  en 

une  fonct ion enti6re de gl, 92, . . . ,  g , ,  de reml)lacer  les ind6termin~Ses 

~1, g 2 , . . . ,  g,, pa r  les �9 " " . . .  . quant l tes  donn~es ~'1, d,,, , ~,,, 

Ordonnons  ee p r o d u i t  pa r  r appor t  k l ' inddtermin~e t; tous  les coef- 

ficients seront  nuls.  D ' a p r &  le th4or6me auxi l ia i re  que  nous  venons  de 

d~montrer ,  une puissance ent i&e du  p rodu i t  

/ i=  1,2,. . . ,m\ 
Jlt H {F(~?,,  ~,) + t , , ,~ff~ v,,) s ' (u?, ,  ~,) + + r  ' , , ,~ p . , = , , ~ -  ....... ) 

Ch, i, k) 

sera 6ga lement  nu l l e ;  done  aussi ce p rodu i t  lui -m6me.  

Posons, p o u r  abr4ger,  

r ~(v ,  - -  v,,) = w'~, ,  

et introduisons,  de nouvel les  inddtermindes  wh, ,  e o m m e  coefficients des 

expressions F(u{ h), %); nous  aurons  aloes 

, . / i = ] , 2  . . . . .  , .~  
H {w,,, a'g..'~' % ) a  t- wa,,/;"(u~", v,) Jr- a t- .... ' L o [,,,, = , , ,  ....... Wh, ~ I k - -  \ ~ " i  9 " " �9 = = 

(h,~, ~,.) \ h~t. / 

a c t a  m a t h e m a t i e a .  6. Imprim6 19 auin 1884, 10 
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ou encore, en dcrivant 

H [al~ If~[aJ(h) ]~[a.*(h) ,o .~  , .  ~ ,  , v.) + w ; , , ~  ~ ,  , v,)} + t = o.  
(h,t, k) " ' - 

i = 1,~, ...,m ) 
h,k= l,~, .... n 

I i = l , 2 , , , , , m l  h,k= l ,~, . , , ,n 

Comme 1 est une fonetion enti6re de r  r . . . ,  r  ne eontenant 
plus les ind6termindes auxiliaires u et v, et que chacun des termes de l 

conlient au moins une des inddtermindes W'h,k k une puissance plus 6lev6e 

que la premi6re, il faut  que nous ayons sdpargment 

H I~,, l?[~Ah) (,,,~,,) i,~h,, ~ ~ ,  , v,) + w'h,, F ' (ul  "), v,)} ----- 0 et 1 ----- o. t 4~ l ,O, , , , )mt h,k= I,2 ..... n 

Ainsi, nous avons ddmontrd que si le double produit 

H R { F ( ~  + t,,., v.); F(z + tv., v,,)} 
(h, k) 

est nul, pour t inddtermin6e, les deux <lerni~res dgalit6s sont v6rifi6es 

identiquement dans" les inddtermin(~es 

, ? , ~ : , , ,  ...... ) 
wh.~ et  w , . , .  \ h~,  

Mais, d 'autre part, il est facile de donner k ees inddtermin6es wh., 

e t  w'h., des valeurs particuli~res pour lesquelles la derniSre dgalit6 n'est 
pas v6rifide. Nous avons, en effet, "vu toilt h. l 'heure que le produit 

1I R{F(x ,  v,), F'(x,  v , ) }  
k=l 

6tai t  diff6rent de z6ro. Comme l'6galit6 

que l'on peut dtablir quelle que soit F ( z ) ,  est v6rifide identiquement en 

z, nous pouvons aussi dire que le produit  

fl 



Sur la notion de la divisibilitd et sur la thdorie gdndrale de l'dlimination. 75 

et, par suite, que le triple produit 

/ i = 1, '2 . . . . .  r n ~  

II {F,(u?), v.)~-'")~,, .v.) + ~.~,~,~" .,'~), ~.) F'(,,?', ~.)} /',~:',-', ...... ; 

est diff6rent de zdro. 
Si done nous rempla(;ons les ind6tcrmin6cs wh,~ ct w~,,, par lcs fone- 

tions F~(u~ ~), v~) et F.~(u~ ~>, v,), la fonction sym6triquc des u ct des v, 

H {w.,~s(~?,, ..) + w;,~F'(u?', p,)} 
(h, ~, k) 

dans laquelle on remplace les fonctions sy[n6triques dldmentaires de 
u~ '), u~ "), . . . ,  u~ ) par les coefficients de F(x,  v,), consid6r6e comme fonc- 
tion de x seulement, puis g~, !12, - . . ,  fl,, par r r . . . ,  r est diff6- 
rente de zdro. Elle ne saurait donc ~tre nulle pour des w~.k et w;,.~ in- 
ddtermin6es, et, par suite, le second facteur du rdsultant 

T(t ,  r r . . . ,  r 

n'est pas nul non plus. 
Cette recherche est nouvelle. Elle offre un exemple frappant dc 

avam.a~e qu'il y a ~ se servir de m~thodes naturelles, sans introduire 
aucun ~l~ment 6tranger au domaine dans lequel on se meut. C'est, en 
efl'e~, l'impossibilit6 dans laquelle je me suis trouv6, de d6montrer que le 
r6sultant T(t, ~1, r . . . ,  ~ )  est diff6rent de z6ro, sans supposer l'exis- 
tence des racines des 6quations alg6briques, et ~ l'aide de la g6n6ralisation 
des id6es de contenant et de contenu donn~e au d6but de ce chapitre, 
qui a amen6 M. KrtOlqECKEr~ ~ g6n6raliser d'avantage encore les id6es de 
contenant et de contenu(1) en d6couvrant le th~or6me auxiliaire(2) n6ces- 
saire k notre dgmonstration, th6or6me qui, en r6alit6, est fondamental cn 
Alg~bre. 

4. I1 est maintenant facile de d6composer, dans un domaine naturel  
de rationalit6, un syst~me donn6 IF(z) ,  ~/"] en d'autres syst6mes contcnant 
chaeun l'dl6ment ~". 

~') S i t z u n g s b e r i e h t e  der  B e r l i n e r  A k a d e m i e .  Sdanee du 26 Juillot I883. 

(~) Page 71 de ee M6moire. 
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En eftet,(I) nous venons de voir que le r6sultant 

,p(.,; t, 4',, 4'~, . . . ,  r 

qui est entidrement d quivalcnt au syst&ne donn6, n'a point de faeteurs 

doubles pour t inddterminde; nous pouvons doric toujours remplacer t par 

uric quantitd a telle que 

~(.,; a, 4,,, 4,.,, . . . ,  r 

n'ait point de facteurs doubles, l)6composons cette fonction entidre de z 

eu ses facteurs irrdductiblcs, dans le domaine naturcl dc rationalit6 

�9 (~,,, ~,,,, . . . ,  ~c,,)) et soit 

r = Vl( , , )~( - , ) . . .  v.,(z). 

Comme q)(z) est congru k z6ro suivant le systdme de modules [F(z) ,  q"] 

nous avons manifestement l '&luivalence 

v 

[F(~),  ~ " ] ~ [ F ( ~ ) ,  ~,,', ~v, (~ , ) ] .  

), - , aut, re part, si nous composons*les deux syst&nes 

'v--1 

IF(.,), q,', ,~v,(. ,)]  et [r(~), q",.v,~(~)] 
il vient 

v--1 

[F(.,), ,', ~V,(~,)][F(~), v., v,(.,)] 

�9 ~ - I  v - i  

~[F(~) ,  q,, F(. ,)HV,(.~),  q.~v,(~),  F(~)V.~(.,), q v~(~), q.'F(,~, ,p(~)] 

OU~ c o I n l l - l e  

( V i ,  ] ) ~ ) , ~  I (i, k = l ,  2, ...,~; i ~ k )  

[F(; ) ,  ~'", ~ g ( ; ) !  [z,'(;), q", v , ( ; ) ] -~  [F(; ) ,  r r 

(') Cette dernibre partie de la ddmonstration a dtd donnde par hi. KROSrCKF, a darts 
son Cours de x883. 
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Ainsi nous avons d6montr6 l '6quivalence 

V - - I  

[F(~,), q, ' ]~[~'(z),  q.', Hv,(.,)] [~'(.~), q.', v.~(.,)] 

77 

en isolant, en quelque sorte, le facteur V~(z) des autrcs facteurs in'd- 
duetibles de (P(z). 

Nous obtenons de mdme 

v - - 1  v - 2  

[F(~), ~, HV/.,)]~.[F(~,), q', ~Hv,(~)][z.'(~), q', L-,(~')] 

, " i en isolant le facteur ~,v__l(Z) et en rdpdtant la llldllle operat on ,~ fois, 
nous avons enfin 

,.i 

[F(~), r  r E(-')]. 
k = l  

Formons maintenant le plus grand commun diviseur, suivant le module 
q", des deux fonctions F(z) et E ( z ) .  1)'aprds ce que nous avons ,,,ontrd 
dans le paragraphe prdcddent nous aurons k la lois, en ddsignant par 
Dk(z) ee plus grand commun tliviseur, les trois congruences, 

D,(z)--o [modd/V(z) ,  Vk(z), q"] 

V,(z) ---- o [,,,odd q", D, (z) ]  

~ ( ~ )  - o [ m o d d  q", D,(_,)] 

d'oh il rdsulte que l 'dquivalence 

est v6rifi6e. 

[r D,(~)]~[F(z), V,(z), q'] 

Mais nous venons de voir- que 

IF(.,), r H[~(~), v,(z), q.']; 

donc nous avons ddmontr6 l'dquivalence 

v 

[ r ( ; . ) ,  ~,'] ~ H[q. ' ,  D,(;) ] .  
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Les fonctions enti6res D~(z) sont premi6res entre elles; car si Dh(z) e t  
�9 D,(z) avaient un diviseur commun, il en serait de mdme de Vh(z) et 
V,(z) contrairement k l'hypoth6se. En effbctuant la composition indiqude 
dans le terme de droite de l'6quivalence pr6c6dente, et en tenant compte 
de la relation 

[D,(z), D , ( z ) ]  .-.~ t 

110118 aVOIIS s u c c e s s i v e l l l r  

( i ;  k = l , 2 ,  . . , , u ;  i~k) 

[q", Dl(Z)][q? , D2(z)] '~ [q", q"D,(z), q"D2(z ), D~(z)D~(z)] ~[q", D~(z)D.~(z)] 

[q,',D~(z)D.~(z)][q", D~(z)]"-~[q ', r ), q"D~(z), D,(z)D~(z)D.j(z)] 

,-.~[q", D~(z)D2(z)D3(z)] 

v - - I  u - -1  v v 

[q", kR= D,(z)][q", D.~(z)]'--'[*', q",~= D,(z), q"D~(z), ,~= D,(z)]"~[q ', k l~_ D,(z)] 

ce qui nous donne 

et, par suite, 

[q", i iD, (z )]~[F(z) ,  r 
k = l  

Nous avons ainsi trouv6 la ddeomposition du syst6me donn6 [F(z), q"]. 
II est facile d'en ddduire celle de la fonction F(z) dans le domaine gdndral 
de rationalitfi consid6r6. En effet, de l 'dquivalence pr6c6dente nous d6dui- 

sons la congruence 

F(z)=_o [modd ~', f i D , ( z ) ]  

ou encore l'dgalit(~ 

= + 
k = l  

Mais ~:(~', ~", . . . ,  ~ ) ) - - - - o  caract~rise notre domaine g~ndral de 

rationalit6. Nous avons donc, dans ce domaine, 
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F(z) : Q(Z) ~ D,(z). 

D'autre part, le produit i~[D~ est eongru k zgro suivant le syst6me de 
k=l ' 

.modules [F(z), q"]; comme ~'-----o, il en r~sulte l'6galitd 

II  Dk( ) = 
k=l 

Ainsi Q(z)q(z)= i; Q(z) et q(z) sont donc ind6pendants de z, et comme 
le coefficient de la plus haute puissance de z, dans  F(z), est suppos6 
dgal k l'unit6, Q : I. Chacune des fonctions Dk(z ) est d'ailleurs irr(~duc- 
tible dans le domaine considdr6; en effet si nous avions 

comme 

il en r6sulterait 

V~(z) =- o [,nodd ~/,', Ok(z)] 

Vk(z) -- ak(z)~(z)~(z) (mod q") 

et la fonction Vk(z ) serait ellezm~me r6ductible, contrairelnent k rhypothbsc. 
Le probl6me propos6 est ainsi rdsolu sans l'cmploi des hombres et 

fonctions alggbriques. 

CHAPITRE I V .  

D6composit ion des syst~mes de div iseurs .  

w i 

Cas pa~ticulien, de deux va~ables. 

]. Nous venons de voir comment, dans un cas tr~s-particulier, on 
pout d6composer les syst.b.mcs de diviscurs cn systbmes plus simples. Nous 
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allons maintenant ehercher h 6tudier la d6eomposition des syst6mes de 
diviseurs duns le eas g~n6ral. A cet effet, et pour nous rendre eompte 
de la m6thode k suivre, nous eommeneerons par eonsid6rer le eas le plus 
simple, celui d'un syst~me de deux fonetions de deux variables. 

Soient done F(x, y) et G(x, y) deux fonetions enti~res des variables 
x et y dont les coefficients fassent partie d'un domaine de ' ra t ional i t6  
(~, ~,, . . . ,  ~(,L)). Si 1.'(x, y) et G(x, y) ont un diviseur eommun H(x, y) 
et si y) y);  a(x, y) = y) y) nous 
pouvons remplacer le systSme [l.'(x, y), G(x, y)] par le produit dquivalent 
H(x, y) [ r  y), ~l"(x, y)]. Nous savons former le plus grand commun 
diviseur de deux fonetions entiSres; si done H(x, y) dSsigne le plus grand 
commun diviseur des deux fonctions 1,'(x, y) et G(x, y), il ne nous reste 
plus qu'b~ dgcomposer un systSmc dont les deux 615ments n'ont aucun 
diviseur commun. 

Remarquons que les syst6mes ($, rl) communs ~ F(x, y ) =  o et 
G(x, y ) =  o, sont d'abord ceux pour lesquels la fonction H@, y) s'annule; 
ils forment une vari6t6 d'ordre un; ce sont ensuite ceux qui annulent h 
la lois q)(x,.y) et q"(x, y); ils sont isolds. En d6terminant le faeteur 
It(x, y) du syst6me [F(x, y), G(x, y)] nous avons done d6termin6 la 
variSt6 d'ordre un, commune aux d e u x  fonctions l"(x, y) et G(x, y) 
6gal6es k zdro; pour parvenir h une nouvelle d6composition du syst6me 
considSrS, il est done naturel de commencer par chercher les systSmes 
isolSs ($, ~) communs aux deux fonetions eP(x, y) et ~"(x, y) ~gal~es 
Z6ro. Je montrerai ~ la fin de ce paragraphe qu'en trouvant  ces syst6mes 
isol6s on obtient vraiment  une d6composition du systSme [tP(x, y), q"(x, y)] 
en syst&ues plus simples. 

La premiSre partie de cette recherche n'est pus nouvelle. Mats il 
me semble n6cessaire de la donner ici en insistant sur les points suscep- 
tibles de g6n~ralisation afin de bien faire comprendre sur quoi repose la 
solution du problSme duns le cas g6n6ral que j 'exposerai pius loin. Comme 
c'est ce cas gdn6ral qui est l 'objet de nos rechcrches, je laisserai, ~ dessein, 
de c6t5, tout ce qui ne s'y rapporte pus directement. 

Pour trouver les solutions communes aux deux ~quations tP(x, y) = o, 
q"(x, y ) =  o nous chercherons h transformer le syst6me (4} = o, ~F = o) 
en un syst6me enti6rement 6quivalent ne contenant qu'une seu]e 6quation. 
S'il est possible d'effectuer cette transformation, le probl6me ne pr&entera 
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plus aueune diffieultd, g condition quc nous supposions eonnu le thdordme 
de Gauss sur la s@aration des racines d'une 6quation algdbrique. 

Le probl6me ainsi pos6, on est direetement amend g reprendre les 
reeherches que j'ai.exposdes, dans lc ehapitre premier de ce Mdmoire, sur 
le r6sultant de deux fonetions entidres. Comme, pour des valeurs in- 
d~termindes de y, (P(x, y) et q"(x, y) n'ont pas de diviseur eommun, on 
salt que l'on peut trouver des fonefions enti@es de x et de y, ~01 et q"~, 
vfirifiant l'dgalit6 

y) + y)r  y ) =  

dans laquelle le rdsultant /l~l(y ) es~ une fonetion entidre de y qui n'a aueun 
diviseur eommun avee (Pl et 9"1 et qui n'est pas identiquement nul en y. 

Lorsque les coefficients des plus hautes puissances de x, dans (Pet 
9" ne ddpendent pas de y, j'ai d@lontr6 que l'6galit6 R~(y)----o est la 
condition ndeessaire et suffisante pour que les deux fonetions 0 et 9" 
aleut un diviseur eommun en x. I1 n'en est pas de mSme lorsque, dans 
~0 ou 9", le coefficient de la plus haute puissanee de x d@end de y; en 
effet, pour des valeurs particuli6res donndes h y, Ie degr6 de 9"(x, y) par 
exemple, par. rapport b~ x, peut alors s'abaisser d'une unit6; si done 
R~(y) = o, c'est ~ dire, si 

+ = o 

on ne peut plus, en supposant l'existenee des racines, eonclure imm6diate- 
ment que tP(x) et q;(x) out un diviseur commun; ear la relation 

9"~(x) ~ o Lmod r 

qui 6tait impossible dans le eas off le coefficient de la plus haute puis- 
sance de x, dans 9"(x) ne d6pendait pas de y, est possible maintenant. 

Ainsi pour pouvoir appliquer ~ des fonetions de deux variables le 
th6or6me fondamental" sur leur r6sultant, il nous faut tout d'abord trans- 
former ces fonctions ell d'autres qui leur soient 6quivalentes et dont le 
degr6 par rapport ~ Chaeune des variables soit: 6gal ~" la dimension. 

Une simple transformation lln6aire nousfourni t  ce r6sultat. Soit Jl 
la dimension de #(x, y) et r celle de 9"(x, y). O6signons par ~,0(x, y) 
l'ensemble des termes de $(x, y) qui sont de dimension 2, et par 

A c t a  m a t h e m a t i c a ,  6, Impr im6  26 Ju in  1884, 11 
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~l'o(X, y) l 'ensemble des termes de ~/"(x, y) qui sont de dimension /~. 
nous posons 

x = ~ x '  + fly' 
y =  ~-x' + 3y', 

Si 

comme une substitution lin6aire des variables ne change pas la dimension 
d'une fonction de ces variables, les termes de plus haute dimension en 
x' et y' seront, apr6s la substitution, 

et 
,~o(~' + fly', r~' + ~y') = ~o(~, r) x'~ + ~o(fl, (;)y'~ + . . .  

r  + fly', r ~ ' +  ~y') = r r)~'" + r (~)y'~ + . . .  

I1 suffit donc de choisir les syst6mes de nombres (a, ~') et (fl, 3) tels que 
~0 et r soient diff6rents de z6ro lorsqu'on y remplace (5, y) par l 'un et 
l 'autre de ces syst6mes, pour avoir transform6 r y) et *F(x, y) en deux 
fonctions de x' et de y' dont le degr6 par rapport ~ chacune des variables 
est respectivement 6gal ~ ), et ~ #. Ces fonctions 6gal6es ~t zdro sont 
enti6rement 6quivalentes ~ r  y)-----o, q"(x, y ) =  o. Ce n'est donc pas 
une restriction que de supposer que r  y) et ~"(x, y) sont d6j~ les 
fonctions transform6es. Dans cette hypoth6se nous pouvons appliquer le 
th6or6me fondamental sur le r6sultant de dcux fonctions enti6res. 

Formons d'abord te r6sultant, par rapport ~ x, des deux fonctions 
~(x,  y) et q"(x, y); soit 

ce r6sultant. Les deux fonctions de x, 

r  y,), q,'(x, y,) 

ont, d'apr~s ce que nous avons d(~montr6, un diviseur commun; il y aura 
donc sfirement pour y--=-Yk, une valeur de x, x = ~, pour laquelle les 
deux fonctions ~(x,  y) et q"(x, y) s 'annuleront simultan6ment. Inverse- 
ment ,  si p o u r  une valeur particuli6re de y, y = ~7, on peut trouver une 
valeur de x, x = ~, telle que Its deux 6galit6s 

~(~, ~) = o ,  ~'(~, ~) = o 
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soient v6rifi6es si,nultan6ment, eP(x, y) ct q"(x, y) out, pour y = ~, un 
diviscur commun; le r6sultant de cos dcux fonctions, par rapport  k x, 
R~(y ) ,  s'annule donc pour y = y], cc qui montrc que 7/est n6ccssairemcnt 
6gale k l 'une des racines Yk de l '6quation / / ~ ( y ) =  o. 

Formons ensuite le r6sultant, par rapport ~ y, des deux fonctions 
y) y); soit 

ce r6sultant. Ct)mmc R ~ ( z ) ~  o est la condition n6cessaire et suffisante 
pour que q~(x, y) ct r y), consid6r6cs commc des fonetions de y, 
aicnt un diviseur commun, il y aura sfircmcnt, pour x = x,, une valeur 
de y, y = y], pour laquelle 4~(xk, y) ct q"(x,, y) s'annul~ront simultand- 
mcnt; et si pour x =  ~ on pout trouvcr unc valcur de y, y = ~ ,  tclle 
quc les deux 6galit6s 

0(r ~) = o, q"(~, ~) = o 

soient v6rifi6es simultan6mcnt, 5 sera n6cessairement 6gale k l 'unc des 
racines xk de l'6quation R.2(x ) --= o .  

Lc th6or6me fondamental sur le r6sultant de dcux fonetions enti6res, 
appliqu6 aux deux fonetions eP(x, y) et q"(x, y) nous monfre donc que 
les syst6mes (5, ~) pour lesquels on a sinmltan6mcnt 

j~ f -  �9 et q ( r  

sont tous compris parmi ceux quc l'on peut former k l'aide des racines 
des deux 6quations 

R,(y) = o et R , ( x )  --= o .  

Mais nous ne voyons pas encore comment sc groupent les racines de ces 
deux 6quations, pour former les syst6mes ($, r]). C'est pourquoi nous 
introduisons dans nos rechcrchcs unc quantit6 inddterminde u. 

Posons 

z = u x + y  

ou encore, pour conserver la sym6tric entre x et y 

z - ~  ux  + vy ; v - =  I 
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et 
~(~,  ~ -  , , ~ ) =  ~(~,  ~, u) 

r ~ - - . ~ ) =  r  z, . ) .  

Dans les deux fonctions de x et de z,  9 et r le coefficient de la plus 
haute puissance de z, ne dSpend, comme dans eP et q", que des 616ments 
du domaine de rationalit6, et le coefficient de la plus haute puissance 
de x que de ccs m~mes 616ments et de l'in(t6termin6e u; ils nc pcuvent 
done jamais s'annuler pour des valeurs particuli6res donn6es aux variables 
x ou z, ce qui nous permet d'appliquer au syst6me 

~(x, z ,  u) = o, r ~, , , ) =  o 

le m6me raisonnement que tout ~ l'heure. Forinons done le r6sultant, 
par rapport h x des deux ibnctions 9 et r  et ddsignons par 

/~(~, .)  = ~ I I  ( z -  r 
(k) 

ce r6sultant, divis6, s'il y a lieu, par une fonction enti~re de u, afin que 
le coefficient de la plus haute puissance dc z ne d6pende plus que des 
616ments du domaine de rationalit6. Nous pouvons alors toujours d6- 
terminer une valeur de x ,  x - ~  $', telle que 

~(r  r = o Ct r162  r = o. 

Comme invcrsement, routes les valeurs de z pour lesquelles g e t  r 
s'annulent simultan6ment, sont racines de l'6quation R ( z ) =  o ,  nous 
voyons 6galement que 

repr6sentent tous les systSmes v6rifiant les deux dquations 

9~(x, u x  + vy)  = o ct  r  ux  + vy) = o 

ou encore que 

reprdsentent t o u s l e s  systSmes vdrifiant les deux 6quations 

~(~, y)  = o e t  r ~) = o .  
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Mais nous avons vu tout ~ l 'heure que tous ces syst6mes sont compris 
parmi les combinaisons des racines 5, et ~, de /~(x)  = o  et de R~(y) = o. 
Done 

~:' ~ ~ et ~ ' - - u ~ ' . - -  ~ 

c'est ~ dire 

= u~k + v ~ .  

Ainsi chaque racine du r6sultant R(z) 6ga16 '5, z6ro est une fonction 
lin6aire et homog6ne des racines des r6sultants des deux fonctions con- 
sid6r6es, par  rapport  ~ x ct ~ y, et nous pouvons dcrire 

R(~) = II  (~ - ~ -  ~,~). 

L'6quation R(z)----o cst enti6rement dquivalcnte au syst6me 

[@(x, y ) =  o, q~'(x, y) - -  o] 

car ~ tout syst6me v6rifiant simultan6ment les dcux dquations @ ~ o e t  
q " =  o correspond unc racing de l'~quation R ( z ) ~  o, et inversemcnt 
toute racine u~k + wlk de l'6q'uation R(z) -~ o, correspond un syst6me 
(~k, 7/k) tel que 

~(~:~, ~k) ---- o ct q"(r 7h. ) = o. 

C'est pourquoi nous dirons que R(z)- - - -o  est l'dqualion rdsolvante et R(z) 
le rdsolvant du syst6me [~(x,  y), q"(x, y)]. 

C o m m e  

il suffit, pour obtenir les syst6mes cherch6s (~:k, r2k) de d6composer la 
fonction homog6ne de u et de v, R(ux "4-vy) en ses facteurs lin6aires, 

~(x - -  ~) + v 0 -  ~). 
Chacun de ces facteurs lingaires, 6ga16 k z~ro, nous donne un des syst6mes 
cherch6s; car u 6tant ind6termin6e, de l'~galit6 

~(x - -  ~) + ~'0 - -  ~) = o 
o n  d6duit 

x = ~ ;  Y = ~k. 
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La diff6rence esscnticlle entre R et la fonction V de GALOIS consiste 
en ce que dans /~, u ddsigne une ind6terminde, tandis que dans V, u ct 
v sont remplac6s par des hombres entiers. Cette diff6rence est tr6s- 
importante, comme nous nous en apercevrons peu ~ peu dana la suite de 
nos recherches. 

D6s maintenant nous voyons que la m6thode pr6c6dente a ravantage 
de nous donner simultandment les deux 616ments $, r l d'un mdme systbme, 
et c'est ~ l 'emploi de l'ind~termin~c u que nous devons ee r~sultat. 

PoIssoN fait d~j~ usage des ind~termin~cs et obtient le mOne r~sultat; 
mais lk s'arr~te l 'analogie de sa mdthode et dc celle de M. KI~ONECKmr 
]l me semble que PoIsso~ consid~re les indt~termin(~es plut6t eomme des 
auxiliaires commodes pour le calcul, tandis que M. K~O~'ECKmt s'en sert 
surtout pour pSn~trer plus avant dans la nature des syst6mes vSrifiant 
les ~quations donn(~es. D~j'k la recherche sur la dScomposition des syst6mes 
que nous allons aborder '~ rinstant,  indiquera c|airement l ' importance 
thdorique des ind~termindcs en Alg6bre. 

L'(~quivalence 

,j)=o, 

suppose express6ment u ind6terminde. Mais si, faisant pour u n  instant 
abstraction de cette ~quivalence, nous nous proposons s implement  de 
trouver les syst6mes (~, 7/) vdrifiant ~ la lois lea deux 6quations 

4~(x, y)----o et ~"(x, y ) : o  

il nous suffira de remplacer u et v par des quantitds variables, et alors 
nous pourrons toujours, comme nous l'avons fait voir dans le second 
chapitre de ce M~moire, donner ~ ces variables des valeurs a e t  b, telles 
que ~ et 7/ soient fonctions rationnelles de a~-[-br/ .  A la recherche des 
deux genres ~ et r l est alors substitute, comme chez GALOIS, celle du 
genre unique qui les contient tous d c u x .  Nous rencontrons iei le genre 
de la mdthode qui permet de donner une figuration bien simple d'un 
syst~me d'6quations b~ un hombre quelconque d'inconnues. 

2. Nous venons de parler de l 'dquivalence des syst~mes d'~quations 
[~0(x, y) = o, ~'(x, y) = o] et [R(z) = o],  ~quivalcnce qui est le th6or~mc 
fondamental de la th6orie de l '61imination,-dans le cas de dcux fonctions 
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de deux variables. II nous faut maintenant rechercher si k cette 6qui- 
valence correspond une dquivalence entre le syst6me 

[o(.~, y), ~'(~, y)], 

qui est ~ propremcnt parler l'objet de nos recherches, et son r6solvafit 
R(ux d-vy), et si cette 6quivalence rdpond k la ddfinition algdbrique que 
j'ai donn6e darts le chapitre pr6cddent, off deux syst$mes 6talent dits 
6quivalents lorsque chacun d'eux contenait l'autre dans le sens plus g6n6ral 
de contel~ant et de contenu introduit en Alg6bre par M. KaO~ECKER. 

Comme l'6quation R(ux '1-vy)~ o n'est la r6solvante du syst6me 
donn6 que si u est ind6termin6e, elle repr6sente non pas une fiquation 
entre x et y, mais plusieurs. Si, en effet, 

m 

~ ( ~  + y ) =  ~F0,-~(x, y)u ~ 
nous aurons h la fois, pr6cis6ment parce que u est ind6terminde, 

,-0(~, y ) =  o, r,(~, y ) =  o, . . . ,  ~,,,(~, y ) =  o 

et le nombre de ces dquations peut dtre fort grand. C'est ce syst6me 
d'6quations qui, en r6alit6, est. 6quivalent au syst6me 

[~(x, y ) = o ,  q'(~, y ) = o 3 ;  

nous l'avons seulement condensd en une seule 6quation, k l'aide de l'in- 
ddterminde u, afin d'obtenir simultan6ment les valeurs correspondantes 
et 7]; mais dans des recherches d'dquivalences il nous faut revenir aux 
6quations qui lient les variables x et y ind6pendamment de rind6termin6e 
u; nous comparerons done les deux syst6mes 

[~(x, y); q,'(x, y)] et [%(x, y), r,(~, y ) , . . . ,  r.(~, y)]. 

Le r6sultant R(z) est une fonction lin6aire et homogSne des deux 
fonctions ~(x, z) e t  r z), c'est k dire des deux fonctions 4)(x, y ) e t  
q"(x, y) et les coefficients de cette fonction lin6aire et homog6ne sont des 
fonctions enti6res de x ct de z. Ils sont seulement rationnels en u; mais 
apr+s avoir multipli~ par une fonction entib.re convenable de u, l'expression 
/2(z) et la fonction lin~aire et homog6ne q u i l a  repr6sente, on peut c o i n -  
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parer les coefficients des puissances correspondantes de u; on obtient alors, 
pour k ~--- o~ I, 2~ . . . ,  m, 

r~.(x, y ) ~  o [,,,odd tp@, y), q"(x, y)] 

ce qui d6montre la congruence 

[,.0(x, ,j), ~,(~, ,j), . . . ,  ,.~(~, v)]-= o [,,oa(l r  y), q.'(z, v)]. 

Ainsi le syst6me donn6 est contenu dans le syst6me des coefficients 
du r6solvant. I1 s'agit maintenant de vdrifier si, inversement, le systbme 
des coefficients du r6solvant est contenu dans le syst6me donn6. 

Une restriction est ici n6cessaire. Nous savons que ia fonction 
r y) s'annule pour les syst6mes (~, 7]) v6rifiant simultan6me~t les 
6quations ro(x, if) = o,  r~(x, y) ----- o,  . . . ,  r~(x,  y) = o.  Ce que nous 
voulons ddmontrer revient donc ~ gdn6raliser la proposition 616mentaire 
qu'une fonction r qui s'annule pour toutes les racines d'une dquation 
r ( x )  ----- o,  est divisible par r (x ) .  Mais cette proposition 61dmentaire 
suppose d6js que toutes les racines de l'6quation r ( x ) - - - -o  soient indgales; 
il est donc naturel de faire la m6me restriction dans le cas des fonctions 
de deux variables et de supposer que tous les syst6mes (8, ~)soient 
indgaux, c'est ~ dire que l'6quation r6solvante R(z)- -= o n'ait point de 
racines multiples. 

C'est seulement sous cette hypoth6se que je rdsoudrai complStement 
le probl~me propos6. Elle revient s supposer l'indgalit6 

I I  A (~-,, v,)Xo, 

off A(x,  y) d6~igne le ddterminant fonctionnel des fleux fonetions ~(x, y) 
et ~'(x, y), et off le produit est dtendu k tous les  syst6mes (~:, 7]) com- 
muns b~ ces deux fonctions; mais comme dans ce qui va suivre je ne fais 
pas usage de ce th6or6me, j'en renverrai la ddmonstration k une autre 
occasion. 

Je ddmontrerai, par contre, par une mdthode qui sera applicable 
un syst6me de fonctions contenant un nombre quelconque de variables, 
que toutes les fonetions 

,o(~, v), ~,(x, y), . . . ,  ~m(x, y) 
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n'ont pas de diviseur commun. 
pressions 

m 

89 

,le formerai, 'k cet efl;et, les deux ex- 

et K(x, y ) =  k~0rk(x, y)Vk 

oh U0, U ~ , . . . ,  U~ et V0, V~, . . . ,  V,, sont de nouvelles inddtermin6es 
et. je montrerai d'abord que de l'hypoth6se que nous venons de faire on 
ddduit l'in6galitd 

1-[ I'(~,, ~,) X o 
(0 

oh F(x, y) d~signe le d6terminant fonctionnel des deux fonctions H(x, y) 
et K@, y) et oh le produit est 6tendu h toutes les racines du rdsolvant 
R(z) 6ga16 k z6ro. 

Dans ce but, il suffit de remarquer qu'en d6signant par u et u 1 
deux inddtermin6es diff6rentes, les fonctions 

It@, y)----- ~r~,(~, y)U~. et K(.~ y)---- ZrA.(x, y)Vk 
: ~ ( k )  

sc transforment en 

R(ux + y) = E r~.(:v y)u ~ et R(Ul~ " J r - y ) =  ~ r~(x, y)u~ 
(k) ~ (k) 

par une  substitution qui sp6cialise les inddtermindes U et V. 
Si donc le d6terminant fonctionnel 

r(x, y)-- 
DzH(x, y), D,H(x, y) 

D~K(x, y), D,K(x , y) 

6tait nul, pour un des syst6mes ($, 7) consid6r6s, il faudrait que pour-ce 
m~me syst6me, le d6terminant 

DxR (ux -F Y), DyR(ux "4- y) 

D~n(u~x + y), D,n(u,x + y) 

ffit 6galement nul. Mais, si z~ ~ u~x "4-Y, 

Jg~R(u~ + y) = uD, R(~); D,R(~x + U) = ~ ,R(z)  

D~R(u,x A- Y) = u~D~R(z~); DyR(u,x -t- Y) = D~.R(z~). 
A c t a  mathemat~ea.  6. Imprim~ ~0 Juiu 1884, 12 
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Nous aurions donc auaai l'ggalit6 

(u -  u,)D~R(z)D~R(z,) = o 

c'cst h. dire, ou bien D,R(z) ---- o, ou b]en D,R(z~) ----- o, pour un syst(',me 
($, r]) qui annule le rdsolvant R(z) et l)our lequel nous avona ,~ la fois 
R(~tx + y) = o e t  R(uvr, -4- Y) --= o. Ce rdsultqt eat contraire h l 'hypothbse 
d'aprds laquelle R(z) n'a point de facteurs multiples. II est done impos- 
sible que le produit 

IT ['($,, ~;) 
0) 

soit nul. 
Mais alora il cst 6galement impossible que toutea lea fonctions 

ro(:r, y), r~(~v, y), . . . ,  %(x, y) aient un diviseur commun; ear .si elles 
avaient un diviaeur commun Pix, y), /~(x, y ) s e r a i t  aussi diviaeur de 
It(x, y) et de K(:r, y); lea deux foncfiona II(:r, y) et K(.r, y) a'annuleraient 
done 1)onr l 'un des syst6mea (~, y]), et nous aurions pour ce syst6me 

v) = o 

contrairement h ce que je viens de ddmontrer. 
D'autre part, comme par hypotheae le rdaolvant R(z) n a  pas de 

facteurs multiples et que DxR(uz + y ) =  uD, R(z), les deux fonetions 

Y. r (x, y)u Y. 
(k) (k) 

n'ont pas de diviseur commun, pour-des valeurs inddtermindes de y. On 
voit done que K(x, y) et sa ddriv6e par rapport  h x ne peuvent avoir 
de diviseur commun tant que y reste inddterminde. 

Aind de I'hypoth6ae que R(z) n'a pas de facteurs multiples, rdsultent 

les deux dquivalences 

et 

[H(x, y), K(x, y)] ~ z  

[K(x ,  y), y)] 

relativement i~ x, pour y ind6terminde. 
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Ccci pos6, je vais chercher /s v6rificr hr congruence 

g)(x, y)_~ o [moddro(x, y),.  ,,',(z, y), . . . ,  r.,(x, y)]. 

A cet effct i l  est n6cessaire de d6ierminer des multiplicateurs qo(X, y), 
ql(x, y), . . . ,  q,,(x, y), fonctions enti~res de x et de y, et tels que r y) 
soit 6gal k 

qo~x, y)ro(x, y) -t- q~@, y)r~(x, y) + . . .  + q.,(x, y)r.,(x, y). 

Ce probl6me serait rdsolu si nous pouvions ddtcrminer des fonctions entibres 
de x ct de Y, a(x, Y) et fl(~:, y) telles que 

c'est s dire, si nous pouvions d6terminer une seule fonction enti~re dc x 
ct de y, a(x, y), telle que 

r y)--~(x,  y)H(x, y) [ m o d g ( x ,  y)]. 

La formule de LAGI~A~GE nous donne immddiatement une fonctiou ratiott- 
helle de ss et de y, enti(~re cn ~, 

Z r y)K(.~, y) 
~(x, y) = n(x,, y ) z -  z, Dx Ir y)x=~, 

(i) 

v6rifiant cette congruence; la somme est 6tendue ~ toutcs los racincs x~ 
du polyn6me K(x, .y) considdr6 comme une fonction de x seulcmcnt ct 
dgald k zdro. Si la fonction rationnelle a(x, y) est aussi entire en y ,  le 
probl6me eat r6solu; il s'agit done simplement de voir quand cette ex- 
pression s e  pr6sente sous une forme illusoire. Dana ce but nous re- 
chercherons les Valeurs des variables qui annulent  son ddnominateur. 

Et  d'abord les~deux derni6res (~quh, alences noua montrent quc pour 
y ind6termin6e, H(x,, y) et D~K(x, y)~=~, sont n6cesaairement diffdrents 
de z6ro. 

De plus, si nous donnons k g ,  une valeur Y0 ind6pendant(~ des in- 
d6termin6es U et V, et telle que H(x~, Y0) soit nulle,-nous aurons k la lois 

H(x,, Yo) = o et K(:r,, Y 0 ) = ~  
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Mais alors le syst6me (x~, Y0) annulc simultandment toutcs Its fonctions 
rh(x, y), (h = o, ~, . . . ,  m); il est doric idcntique s l 'un des syst6mes 
($, 7]) considdrds, et Comme pour chacun de cos syst6mcs on a (P($, ~) ~ o, 
notre expression se prSsente sous une for~r~e inddtcrminde. En tenant 
i:omptc de l'6galit6 K(x~, y ) ~  o, on trouve facilcment, par le proc6d6 
bicn connu dc d~T6rentiation du num6rateur  ct du d6nominatcur, la w'aic 

valour de la fraction ~($~' v~) Elle est 6gale 

y =-r,i 

Lc ddnominatcur cst dgal, au signe prds, ~ 1'($~, ~L); il est donc difl'drcnt 
de zdro et la vraie valour dc la fraction 

est finic et d6termin6e. 
Si donc, cn s 'annuhmt, la fonction de y, 

T(y, U, V)=  II H(x , y) 
fh) 

rcJid illusoire l'expression du multiplicateur a(x, y) donndc par la formule 
dc LAGRAXGE, ce ne peut ~tre que pour des valeurs dc y qui d6pendcnt 
des ind6termin6es U et V. E n  d'autres termes, si nous d6terminons le 
plus grand commun diviseur A(y) des coefficients de la fonction T(y, U, V) 
ordonn6e par rapport aux ind6termin6es U et V, ct que nous mettions 
T(y, U, V) sous-la forme 

T(y, U, V ) =  .4(y)E,(y, U, V) 

los racines de l'dquation A(y)----o ne rendront pas infinie l'expression 
trouv6e pour a(x, y). 

Je rappelle qu'on entend par formeprimitive d'un hombre qucleonque 
d'inddtermindcs, une fonction enti6re dc ces inddtermindcs dont les coeffi- 
cicnts n'ont aucun diviseur comnmn. E,(y, U~ V) est donc une formc 
primitive des ind6termin6cs U ct V 
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II strait  possible que pour une w~leur d6termin6e de y, inddpendante 
des ind6termin6es U et V, y = y~, la fonction K(x, y) et sa d6riv6e par 
rapport h. x, aient un diviseur commun. L'expression trouv6e pour a(x, y) 
se pr6senterait alors, pour y = y~, sous uric forme illusoire. Mais je vais 
montrer que si W d6signe nne ind6terminde, il est impossible que la 
fonction 

K(;,~, Yl) + "~'rH( J:'~' Yl) 

et sa d6rivde par rapport  k x,  aient un diviseur commun. 
Et d'abord les deux fonctions de x, H(x, y,) et K(x, y~) ne peuvent 

avoir de diviseur Commun. En effet, si la fonction P(x ,  Yl) divisait k la 
fois H(x, Yl) et K(x, Yl) elle diviserait aussi I'@, Yl)'- Mais alors en 
d6terminant x~ par l%galit6 P(xl , Yl)~--o,  nous aurions k la fois 

I t ( x1 ,  y,)  = o,  K ( x l ,  y,) = o,  r ( z l ,   Jl) = o 

ce qui est impossible, puisque des deux premi6rcs de ces 6galit6s nous 
pouvons conclure que le syst6me @1, Yl) est 6gal k l 'un des syst6mcs 
(r r/), k condition toutefois que nous ne consid6rions que des valeurs Yl 
ind6pendantes :des indSterminSes U 6t V. 

Ceci pos6, supposons que la fonction K(x, y,)"4-Wtt(x, Yl) et sa 
d6rivde par rapport k x aient un diviseur commun, L(x ,  Yl, W). Des 
deux 6galit6s 

K(x, y,) + WH(x, Yl)= L(x, Yl, W)3l~x, Yl, W) 
et 

D~K(x, y,) -4- WD~H(x, y~)-~ L(x, y,, W)W(:c, y,, W) 

on d6duit imm6diatement la relation 

K(x, yl)D~H(x, y ~ ) -  H(x, y~)D~K(x, y,) 

----- L(x, y~; W)[M(x ,  ffl, W)Dz'II(x, Y,)--N(x, y~, W)DxK(x, y,)] 

dans laquelle la quantit5 entre parenth6ses eat diff~rente de z6ro. En 
effet, dans le cas contraire le terme de gauche s t r a i t  6gal k zSro, donc 
les deux fonctions de x, H(x, Yl) et K(x, Yl), auraient un diviseur com- 
mun, contrairement k ce que nous venons dc d6montrer. Mais alors, nous 
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pouvons d6duire de l'6galit6 pr&ddente que la fonetion L(;c, y, W) est 
n6cessairement eontenue dans l'expression 

K(x, yl)D.H(x, y , ) - -H(*,  y,)D.K(x, y,); 

elle est, par suite, ind6pendante de l'ind6termin6e W; done, eomme 
K A - W H =  L . M ,  elle est contenue k la fois dans H(x, y,) et dans 
K(x, y~). Mais nous avons vu plus haut que ces deux fonetions n'ont 
pas de diviseur commun} done la fonction K(x, y,) + W'H(x, y~) et sa 
d6riv6e, par rapport k x, sont premi6res entre dies. 

En appliquant aux deux fonctions de x, 

K(x, Ya) + WH(x, y,) et D.K(x, y,) "4- WD.H(x, y~) 

le th6or6me fondamental sur le rdsultant de deux fonctions enti6res, on 
volt maintenant qu'il est possible de d6terminer une constante U, telle 
que la fonction 

K(:r, y,) 4- CH(x, y,) 

n'ait 6galement aucun diviseur commun ave(" sa ddriv~e par rapport k x. 
D'ailleurs les deux syst6mes 

[H(x, y), K(x, y)] et [H(x, y), K(x, y)4- UII(x, y)] 

sont cnti6rement 6quivalents. 
Ainsi, apr6s avoir transform6, si celu cst n6cessaire, le syst6me propos6 

en un syst6me 6quivalent convenable, en d6signant encore par H(x, y) ct 
K(x, y) les deux 616ments de ce syst6me, et par y~ une wdeur d6termin6e 
ind6pcndante des ind6termin6es U et I, nous ne pouvons avoir simultan6- 

ment les deux 6quations 

K(x~, y~) = o et D:K(x, y,).=:,---- o. 

Comme la  prcmi6re de ces 6galit6s cst v6rifi6e, qucllc quc soit y, la 
scconde nc l'cst jamais. En d'autres .termcs, le produit 

1-ID~K(x, Y).=x~ = T~(y, U, l') 
(k) 

est une forme primitive des ind6termin6es U et I.\ 
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En multipliant la fonction enti6re de z, a(:r, y) par le produit 
E(y, U, V) des deux formea primitives El(y, U, I v) et T~(y, U, l '), 
nous obtenons doric une fonction engidre de x et de y. Comme le produit 
de deux formea primitives eat lui-m~me une forme primitive, la forint 
E(y, U, 1")est  primitive. 

Noua avons jusqu'ici, h l'aide de la formule de LAC, RANC, r:, d•termin6 
a(z, y) de manibre que la fonction entidrc de x et de y ainai que des 
inddtermin6es U et V 

E(y) [~(~ ,  y ) - - ~ @ ,  y)H(:~, ?/)] 

aoit divisible par K(.~, y), eonsid6r4e comme une fonction dc x aeulcment; 
le quotient 

fl(:~, y) --~ E(y)[q~@, y ) -  ,~(z, y)H(x, y)J 
K(z, y) 

eat donc une fonction enti6re de x. Mais noua avona d6montr6 que si 
le quotient de deux fonctiona enti6res de pluaieura variables ~, y, z, . . . ,  
est une fonction entidre de x et si la fonction diviseur ne contient pas 
un facteur ind6pendant de x, ce m~me quotient eat fonction enti6re de 
routes les variables x, y, z, . . . .  La fonction entibre K(x, y) ne contient 
manifestement aucun faeteur ind6pendant de x; done fl(:v, y) est une fonc- 
tion enti6re de x et de y, ainsi que des ind6termin6es U et 1, et nou.~ 
pouvons 5crire 

E(y)q~(x, y) -= [E(y)a(x, y)]H(x, y) "4- fl(x, y)K@, y) 

lea coefficients de H(x, y) et de K(x, y) 6tant f0nctions entibres de .% 
de y e t  des inddtermin6es U et I ~. 

Nous avons donc ddmontrd, non pas que la fonction 4~@, y) contient 
le syst6me de modules 

[H(x, y), K(x, y)], 

mais seulement que le produit 

E(y)  O(x, y) 

de la fonction r y) et d'une forme primitive E(y), contient ce systbme 
de modules. Maia comme dan_a la forme primitive E(y) ne parait qu'une 
variable y, tout eat bien simple maintenant. 
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En ordonnant par rapport aux indStermin6es U et l" les deux termes 
de l'~galit~ 

E(?/)~(x ,  y)---- E(: / )~(x ,  y )H(~,  ,:) + fl(x, , : )g(x,  ,:) 

et en eomparant leo coefficients, nous obtenons un syst~me d'dquations 

Nk)(y)q~(x, y) = ro(X, y)s(ok)(x, y) -t- r,(x,  y)s~)(x, y) -~- . . . n u ,;,(x, y)s(,~)(x, y) 

pour k----I ,  2, 3, . . . .  Comme la variable x ne parait pas dans la 
forme E(y ) ,  chacune des fonctions SC*)(y) ne contient qu'une seule variable; 
ces fonctions Sa)(y) n'ont d'ailleurs pas de diviseur eommun puisque la 
forme E ( y )  est primitive; nous pouvons donc d6terminer des fonctions 
enti6res ~ coefficients rationnels ak(y), telles que l'6galit6 

lC = i 
(k) 

soit v~,rifi6e. En multipliant ehacune des 5quations. prdc6dentes par la 
fonetion a~.(y) eorrespondante et en ajoutant leo diffdrentes 5quations ainsi 
obtenues nous avons done enfin 

O(x, y ) - o  [moddr0(x, y), r~(x, y), . . . ,  r~(x, y)]. 

L'on obtient, tout b~ fait de mSme, la seconde congruence 

•'(x, y)_----o [mdddr0(x, y), r ,(x,  y), . . . ,  r . ( x ,  y)]. 

Mais alors on peut 5crire 

[O(x, V), q)'(x, y ) ] = o  [moddro(x,  y), rl(x, y), . . . ,  r,.(x, y)]. 

I1 suffit de joindre K ce r6sultat, celui que nous avons obtenu plus haut, 
pour avoir d6montr6 l'6quivalence 

[(I~(X, y), ~I~'(X, y)]"x-~ [r0(x:~ ~J), r l ( x  , y) ,  . . . ,  rm(x , y)]. 

L'fquivalence d'un syst6me de deux fonctions de deux variables et du 
syst6me form6 ~ l'aide des coefficients de son rdsolvant ordonn6 par rapport 
aux inddtermin6es qui y paraissent est donc bien de celles que nous avons 
d6finies dans le chapitre prdcddent. 
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C o l l l l n e  

R(u~ + v) = X ~-,(~,. y)~' (~.) 

97 

quelle que soit l'inddtermin6e u, nous pouvons en eonsid6rant successive- 
ment plusieurs inddtermindes diff6rentes u, u,, . . . ,  repr6senter chacune 
des fonetions r~(x, y) par une fonetion lin6aire de R(ux +y),  R(ulz +y), .... 
II est bon de remarquer que les coefficients de ces fonctions R sont, en 
g6ndral, fonctions rationnelles des ind6termin6es u, u,, . . . .  La fonction 
R(ux + y) prise un certain hombre de fois et pour des ind6termin6es 
diff6rentes, et le syst6me [r0(x, y), r,(x, y), . . . ,  r,.(x, y)] sont donc 6qui- 
valents. C'est pourquoi nous pouvons dire que l'6quivalence d6montr6e 

[r y), r y)] ~ [,o(.,, y), , , ( , ,  y), . . . ,  ,~(~, y)] 

indique aussi qu'h l'aide des ind6terminSes u, la fonction R(z) remplace 
enti6rcment le syst6me donnd [r y), q"(x, y)]. 

3- II nous faut maintenant faire les mdmes recherches dans le cas 
oh ron nous donn6 non pas deux, mais un nombre quelconque de fonc- 
tions de deux variables. En introduisant la notion de syst6me de divi- 
seurs j 'ai d6j~ insist6 snr ce que le nombre d'616ments de ces syst6mes 
ne jouait qu'un r61e secondaire dans l'6tu(te de leurs propri6t6s. Pour 
ldgitimer cette remarque, j 'ai de suite montrd que l'on pent augmenter 
volont6 le hombre des 616ments d'un syst6me sans rien changer k sa 
signification. La.m6thode que je .vais suivre pour transformer un syst6me 
compos6 d'un nombre quelconque d'dldments et qui est toute semblable 

celle que j'ai suivie lorsque le syst6me n'6tait compos6 que de deux 
616merits seulement, v6rifie enti6rement cette remarque dans le cas de 
deux variables. 

Soient Al(x, y), ,l~(x, y ) , . . . ,  A~(x, y), /~ fonetions enti6res de x et 
de y, que nous ,pouvons supposer sans diviseur commun dans le domainc 
de rationalit~ considdr6, puisque nous connaissons une mdthode pour d6- 
terminer le plus grand commun diviseur d'un nombre quelconque de 
fonctions enti6res dans un domaine g6n6ral de rationalit6. Nous cherchons 
s'il est possible de d6composer le syst6me 

[A,(x, V), A~(z, V), . . . ,  .Jt,,(~, V)] 
Acta ntathemafiea. 6. I m p r i m d  28 J u i n  1884. 13 
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en ~ysteme~ plus. simples. Relions, k eet effet, les 616ments A~, A2 . . . .  , A~, 
par deux systSmes d'inddtermin6es U,, U2, . . . ,  U,~ et V~, V~ . . . .  , V~, et 
formons le r6solvant des deux fonctions 

# I* 

Y. ~ , l , ( z ,  ?/) et Y. V,:l, (z, y); 
i = 1 ~  i = 1  

ce rdsolvant sera fonction entiSre de z =-ux + vy et des inddtermindes 
U et V; d6signons-le par 

s(~, u, v) 

et soit R(z) le plus gr 'md commun diviseur des coefficients de S consi- 
d(h'(~e comme une fonction des inddtcrmindes U et V seulement; nous 

pourrons alors 6crire 

S(z, U, V)-----R(z)E(z, U, V) 

et E(z, U, V) sera une forme primitive des inddtermin6es U et V. 
Ceci pos6, supposons que pour un systbme (~, 7/), les fonctions 

A~(x, y), A2(x, y), . . . ,  A,,(x, y) s 'annulent simultan6ment; alors les deux 
s o l n l n e s  

(i) (0  

seront 6galement nulles, et nous aurons, par suite, d'apr~s ce que nous 
avons d6montr6 sur le rdsolvant de deux fonctions enti~res 

S(u$ + wi, U, V) ---- o. 

Mais, pour une valeur de z ind@endantc des ind6termindes U et V, la 
fonction S(z, U, V) ne peut s 'annuler que si R(z) s'annule. Si donc 
n o u s  a v o n s  s l m u l t a n e m e n t  

~ -  . . . ,  ~ , (~ ,  ~ ) =  o, A,($, 7) = o, . o(~, ~) = o, 

nous avons aussi 

R(u$ + v~) = o. 

Inversement, comme chaque racine ~ '~  u~ + vr 2 de l '6quation R(z) ~ o 
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v6rifie l 'dquation S(z, U V) = o, nous aurons ~t la lois, d apres ee que 
nous avons ddmontr6 sur le rdsolvant de deux fonctions enti6res, 

F. u,.~,(~, v) - o et  Y. v , . I , ( , ,  v) = o 
(i) (i) 

(/ .= 1, 2,  . . . ,  : 0  

pour x - - $  et y = ~; mais dt  ces deux dquations rdsultent immddiate- 
ment  les suivantes 

.I,($, v ) -  o, .1~($, v ) =  o, . . . . .  i,,(#, ~ ) =  o. 

Ainsi la fonction R(z) joue, dans le cas gdndral que nous cqnsiddrons, 
le mdme r61e que le rdsolvant dans le cas parti(:ulicr d t  deux fonctions 
enti6res seulement. C'est pourquoi nous dirons que R(z), le plus grand 
commun diviseur des coefficients de la forme S(z, U, V), tst le r&olwtut 
du syst6me 

[.I,(x, Y), .I,(.,:, Y), . . . ,  .I,(.*', Y)]. 

Nous allons montrer que tout syst&ue est dquiwdent k son r&olwmt. 
Et d'abord R(z) eontient le syst0mt l.l,(x, y), .I.,(x, y), . . . . .  [.~(.r. Y)I- 

Nous obtenons, en effet, le rdsolvant S(z, U, V) des deux fonetions en- 
ti6res 

Z. u , . I , ( , ,  ,j) et Z V,.I,(.,', v) ( ' = ' , " -  . . . . . .  " '  
(i) (i) 

en formant It r&ultant, par rapport it x, des deux fonetions 

Z O:.l,(x, z - -  ux) et Z V,.I,(x, z - -  u.r); (,-,,, ...... ,,.) 
( 0  ( 0  

il en r6sulte que S(z, U, V) est, une fonetion lin6airt et homog6ne des 
deux fonctions enti6res de x, de y e t  des U, V, 

Z. u,.~,(z,  ,j) ~t Z v,.I,(x, :j) 
( i )  ( i )  

( i = l ,  2, . . . ,  ?t) 

dont les coefficients sont 6galement foncti(ms entidres de x, de y et des 
U, V. En ordonnant S, ainsi que cette fonction lin6aire et homog6ne, 
par rapport aux ind6termindes U et V, et en comparant les coefficients 
correspondants, nous aurons done, si Sa)(z), (k = l, 2, . . . ,  v) sont lts 
coefficients de la forme primitive E(z, U, V), tree suite de congruences 

R(z)SC*)(z)~o[,nodd ,I,(x, y), ,Is(x, y), . . . ,  A,,(x, y)] 
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pour k----- I, 2, . . . ,  r. Comme les fonctions S('>(z) n'ont pas de diviseur 
commun et sont fonctions d'une settle variable, nous d6duisons facilement 
de cette suite de congruences, celle que nous voulons d6mQntrer 

R ( z ) = o  [modd A,(x, y), :l=(x, y), . . . ,  :l,,(x, y)]. 

Apr& avoir, dans les deux termes de l '6galit6 eorrespondante, chass6 le 
d6nominateur qui est une fonction enti6re de u, il vient en eomparant 
les coefficients des puissances correspondantes de u et en posant 

R ( . )  = x , . , ( . ,  v)u' . ~ ~  . . . . . . . .  , 

, . ,( . ,  , a ) - - o  [ , . o a a A , ( . ,  v), v), . . . ,  u)i , ,_0, , , ,  ........ , 

et, par suite, 

It0(., v), , , (* ,  v), ,.~(*, v), . . . ,  , , , , ( * ,  v ) ] - o  

[modd A~(x, y), ~l~(x, y), . . . ,  .Iz(x, y)]. 

Cette derni6re congruence ne contient plus aucune inddterminde. 
Si, comme toujours, nous supposons que les racines du r6solvant 

R(z) ne soient pas multiples, chacun des 616ments A,(x, y), (i ==- i, 2 ; . . . , / t )  
contient 6galement le syst6me [r0(x, y), r~(x, y), . . . ,  rm(x, y)]. II suffit, 
pour s'en assurer, de d6montrer que A~(x, y) contient le systi~mc 

[x., u,r,(. ,  v), x v:,(~,, v)]. ,,_~0.,.. ........ , 

Ici le raisonnement est identique i~ celui que nous avons fait pour de- 
montrcr la congruence 

# ( , ,  y ) =  o [modd H(x, y), Z(x,  y)]. 

A l'aide de la formule de LAm~ANGE, on forme d'abord une fonction 
cnti&c E(y)a(x, g) v6rifiant la congruence 

E(y).'l,(x, y) = E(y)a(x, y )~  V,r,(x, y) [mod ~ V~.r,(x, y)] 

oh E(y) d6signc une forme primitive des inddtermindes U et V, dont 
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les coefficients ne d6pendent que d'une seule variable; puis on en d6duit, 
comme tout k l'heure, la congruence que nous voulons d6montrer 

4 (x ,  y )~o~moddr0 (x ,  y), rx(x, y), . . . ,  r,,,(x, y)~: 

p o u r j =  i, z, . . . ,  #. 
En joignant ce r6sultat k celui  que nous avons obtenu k l'instant, 

nous pouvons 6crire l'6quivalence 

[ . / ix(x ,  y ) ,  . . . .  , A..(x, y)]  ~ [ r 0 ( x ,  y ) ,  . . . ,  r,,(x, y)j. 

Cette 6quivalence indique aussi, qu'k l'aide des inddtermindcs u, la fonction 
R(z) remplace enti6rement le systfme donnd 

[A,(x, . . . ,  .l:,(x, y)]. 

Comme deux syst6mes 6quivalents k un m@m troisi6me sont 5qui- 
valents, nous avons ainsi d6montr5 lc th6or6me fondamental: Tous les 
syst~mes de fonctions enti~res de deux variables, ayant m~me rdsolvant, sont 
~quivalents. 

Dans le chapitre pr6cddent, une des raisons donndes pour 16gitimer 
l'introduction des systSmes de diviseurs en Alg6bre, 6tait que toute fonc- 
tion M(x,  y) qui s'annule pour les syst6mes de racines ($, rj) communs 

plusieurs fonctions A,(x, y), (k = ~, 2, . . . )  de dcux variables, sans 
diviseur commun, est une fonction homogSne et lin6airc de A~(x, y), 
A2(x, y), . . . ,  k coefficients fonctions enti6res de x et de y. Nous pouvons 
maintenant considdrer ce thdor6mc comme ddmontr& ll faut toutefois 
que le r6solvant R(z) des fonctions Ak(x, y) ne contienne pas de facteurs 
multiples; la d6monstration de la congruence 

M(x, y)~--o [modd ro(x , y), . . . ,  r.,(x, y)] 

de laquelle on ddduit, d'apr6s ce que. nous venous dc volt, 

M(x,  y ) = o  [modd A~(x, y), . . . ,  At,(x, y)] 

repose, en effet, sur cette hypoth6se. En eherchant k d6termincr directe- 
ment deux fonctions enti6res a(x, y) et fl(x, y), v6rifiant l'6galit6 
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on voit eependant que, mOne si los syst6mes (~,, rj,) sont multiples, on 
peut encore v6rifier la congruence cherch6e lorsque la fonction M(x,  y) 
s 'annule pour chaque x = ~, et y = r/~, au moins autant  de fois que le 
r6solvant R(ux + vy). 

4. Je dis enfin que la transtbrmation du syst6me 

[,J,(x, Y), . , , (x,  Y), . " ,  J,,(~, Y)] 

en une seule fonction R(z) contenant l 'inddterminde u, nous donne 
vraiment une ddcomposition, en syst6mes plus simples, du syst~me 
[.I,(x, y), .I2(x, y), . . . ,  .l~,(x, y)] dont Its 616ments n'ont aucun diviseur 
C O n l  I11 II n .  

Pour nous en assurer, ddcomposons dans un domMne de rationalit6 
que nous fixerons arbitrairement, le polyn6me R(z) en deux facteurs 
F(z) et G(Z) de sorte que 

et supposons que 

v ( z )  = X f,(.r, v )~ '  ,,=o,x,~ ........ , 
(0 

( i = O ,  l ,  '2, . . . j  ,q) 

Si, "~ la d6composition de R(z) en deux facteurs, correspond vraiment 
une dicomposition da systdme donn~ en deu.x: systdmes plus simples, il faut 
que rdciproquement en composant de nouveau ces deux syst6mes on obtienne 
un syst6me 6quivalent au syst6me donn6. Or le produit de la composition 

des deux syst~mes If0(x, y), f~(x, y), ..., f .(x,  y)] et [go(X, y), g,(x, y), ..., g.(x, y)] 
est dquivalent-au syst~me dont les 616ments sont des produits de chaque 
616ment du premier systdme par chaque dldment du second, c'est ~ dirt  
au systdme 

ifo(~, y)ao(X, y), . . . ,  fo(.~:, ,J)r y), f~(~, y)~o(~, ,J), . . . ,  f,.(x, y)g~(x, 'J)]. 

Les 610nents de cc syst6me compos6 ne peuvent 6tre nuls simultandInent 
que si, ou  bien fo(X, y ) = o ,  L(x, y)-- : -o  . . . .  , f~(x, y ) = o ,  ou bien 
go(X, y ) =  o, g~(x, y )=  o, . . . ,  g,,(.r, y)=-o, comme on s'en assure facile- 
ment; dans les deux cas les 616ments de l 'un des deux syst6mes composants 



Sur la notion de la divisibilitd et sur la thdorie gdndrale de l'dlimination. 103 

sont eux-mdmes nuls. II est d 'ail leurs manifeste que F(z) ----- o est rdqua- 
tion r6solvante du syst6me [/0(x, y ) -  o, L(x,  y ) =  o, . . . ,  f,,(x, y ) =  o] 
et que G(z)----o est r6quation r6solvante du syst6me 

igo(~, y ) =  o, . . . ,  a,(~, ' J ) =  o}. 

I1 faut doric, ou bien que }'(z) s'annule, ou bien que G(z) s'annule; /~(z) 
n'ayant,  par hypoth~se, aucun facteur double, F(z) et G(z)sont premiers 
entre eux; il faut donc de toute mani6re que R(z) s'annule. 

Inversement, si pour z = C =  uS + 7/, l 'on a R(z) ~ o, il faut, ou 
bien que F (C) -~  o, ou bien que G ( ~ ) =  o; l 'un des deux syst&nes com- 
posants et, par suitc, le systdmc compos6 a done tous ses 615ments 6gaux 

z6ro, pour x = $, y = y]. 
Ainsi R(z) est bien le r6solvant du syst6me composd, 

[fo(~, ,j), f~(x, y), . . . ,  f~(~, y)l[.qo(~, y), .q,(:~, y), . . . ,  .o.(x, y)]. 

Comme R(z) est aussi le rdsblvant du syst6me donnd 

[A~(~, V), A~(~, y), . . . ,  A,,(:~, V)], 

nous avons ddmontrd l '6quivalence 

[fo(~, y), 5(~, y), . . . ,  fo,(~,.y)ll.qo(.~, y), g,(~, y), . . . ,  u.(~, u)] 

[ A , ( x ,  y), A2(x, y), . . . ,  A,,(x, y)].  

Done, k la ddcomposition de R(z) en" deux faeteurs, correspond une dd- 
composition du" syst6me donnd en deux systdmes faciles ~ ddtermi6er. 

Ce que nous venons de monster pour deux faeteurs est imm6diatement 
6tendu "k un nombre quelconque de factcurs. Si donc, en adjoignant au 
domaine .de ratlomdit6" les racines de l '6quation r6solvante R(z).-= o nous 
d6composons le r6solvant e n s e s  facteurs lindaires, k chacun.de ees facteurs 
lin6aires correspond une partie du syst~me 

[At(x, y), A.z(x, y ) , . . . ,  A,,(~,, Y)I; 

k u(x--$~)+ v(y--~,), par exemple, correspond l'616ment 

(x  - -  $ , ,  v - -  ~,),  
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et nous pouvons (icrire 

J. Molk. 

Ce r6sullat, qui est loin d'dtre 5vident, est semblable ~ celui que M. Kno- 
NECKER a obtenu duns le paragraphe .~o de son grand mdmoire, duns le 
cas g~n6ral de n fonctions de n variables. Pour bien le mettre  en 
6vidence, je nommerai chacun des facteurs (x ~ $i, Y--~2,)  divise,tr 
irr~ductible de ra,zg deuce du systSme donn6; le mot irrSductible se rap- 
portant au domaine de rationalit6 qui a dt6 fixd. 

6. I1 me reste g parler du cas oh le rdsolvant a des facteurs 
multiples. Alors encore, nous pouvons r~soudre le probldme de l'61imina- 
tion et obtenir toutes les courbes et tous les points du plan qui vdrifient 
le systSme considdr(~. Mais si des systSmes d'dquations nous passons aux 
systbmes de fonctions nous rencontrons une dquivalence d'une nature plus 
g6n6rale que celle dont nous avons purl6 jusqu'ici. C'est le th6ordme 
fondamental, d(~montr6 h la page 7 I, qui nous indique la gdn6ralisation 

effectuer. 

En nous conformant aux nbtations de ce thSor~me, nous dirons, 
mais duns ce numdro seulement, quc le systdme dont les 61dments sont les 
coefficients de la forme r  contient le systdme dont les dlgments sont ]es 
coefficients f~, . . . ,  f,~ de Ia rot'me ~, ou encore que la forme ~b contient la 
forme F. La forme contenant est done racine d'une dquation d'un degr6 
ddtermin6 p; duns cette 6quation, le coefficient de ]a puissance ( p - - k )  est 
une fonction homog~ne, de dimension k, des coefficients de la forme 
contenu, pour k = I ,  2, . . . ,  p.  Comme il est manifeste que, dans le 
th~or~me cit~, la forme ~ contient la forme r  les deux formes 9' et r  
et, par suite, les syst~mes de leurs coefficients sont encore dits dquivalents. 
Cette 6quivalence comprend celle des num6ros preic~dents, oh p = i. On 
volt de suite que I ~ si a est 5quivalent g b, b e s t  aussi 6quivalent ~. a, 
et que 2 ~ si a contient b, et si b contient c, a contient aussi c; donc que 
30 si a est 6quivalent g b, et si b e s t  6quivalent g c, que a est aussi 
(~quivalent g c. On peut donc opdrer avec ces 6quivalences comme avec 
les pre!cddentes. 

Ceci pos6, je reprends les notations de ce chapitre et je suppose que 
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le r6solvant R(z )  contienne des facteurs multiples. 1)6signant par R; la 
d6riv6e de /tk par rapport k z, je pose 

R, = R:Dv(/~, R'); R~ = R1:Dv(RI, R;); . . .  

il vient alors 
//t 

= / , = I  

indiquant l'ordre de nmltiplieit6 le plus 61ev6 qui paraisse dans les 

faeteurs lin6aires de R(z) .  Chacune des fonctions R , ( z ) - -  ~r~)(.r y)ur 

ne contiendra plus (le facteurs lin6aires multiples. II en r6sulte, d'awes" 
les thfor~mes d6montr6s dans los num6ros pr6c6dents, les congruence.~ 

donc aussi 

Ah ~ o (modal r(~ ~ r(2 ~ . . . ) ;  
h = l ,  2, ...) u 

A~, = o [modd H (r io,  ` r ~ ' > , . . . ) 1 .  ( h = l ,  2, . . . ,  3 )  

Mats, d'autre part, dans le sens g6nfral donn6 maintenant k l'6quivalenee, 

A~ est 6quivalent k A~ et H ( r  (~ r~ '), .) est 6quivalent h (r0 r,, r,,). 
" ~ i ~ \  1 ) " ~ ' " ' ' - ~  

Ah, et, par suite, le syst&ne (:11, A2, . . . ,  A:,) contient donc le systbme 
@o, rl, . . . ,  r,,). I1 est d'ailleurs manifeste que (to, rl ,  . . . ,  r,,,)eontient 
(AI, A2, . . . ,  A.,~). Ainsi, darts le cas off le r6solvant a des factcurs 
multiples, les syst6mes sont encore dquivalents, st nous 61argissons la notion 
d'6quivalence dans le sens du th6or•me de la page 7x. 

Darts le mgme ordre d'id6es, on peut 6noncer le ti~6or6me plus 
g6n6ral que celui de la page i o i :  

�9 Toute fonction qui s'annule pour les syst~mes de racines communs 
is plusieurs fonctions quelconques, sans diviseur commun, est racine d'une 
6quation alg6brique dont leo coefficients sont des fonctions homog6nes 
d6termin6es des fonetions quelconques consid6r6es. 

M. NETTO a le premier fait remarquer que cette 6quation est ni~ces- 
sairement bin6me et de degr6 v. 

7. Mats nous sommes loin d'avoir ainsi r6solu la ddcomposition des 
syst6mes, dans le cas Oll le r6solvant a des facteurs multiples. I1 nous 
faudrait pour cela dSmontrer qu'~ chaque d(u du r6solvant en 

Act a  mathematica. 6. I m p r i m 6  30 J u l n  1884.  14 
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facteurs, correspond une d~composition du syst~me. Or ici se pr~sente 
un fait bien remarquable. Le  contraire peut avoir lieu. M. KRONECKm~ 
en donne un exemple dans le paragraphe 2i de son mdmoire. Voici 
cet exemple: ( x ~  y, y~) est un syst~me qui n'est certes l~as irrgductible, 
puisque le sy~t~me (x 2 ~ y  = o ,  y ~ :  o) contient le syst~me (x ~--o, y ~ o ) .  
Cependant, et ici paralt, dans t0ute son dvidence, la diffdrence essentielle 
entre les diviseurs de rang deux et ceux de rar)g un, le syst~me 

+ y, y') 

n'est pas ddcomposable en deux syst~mes dont l 'un est (x, y), comme il 
cst facile de s'en assurer. 

l l  y a donc des syst~mes qui ne sont pas d~composables et ne sont 

cependant pas irr~ductibles. Ces syst~mes doivent r~pondre au cas oh le 
rdsolvant a des facteurs multiples, puisque dans le cas des facteurs simptes 
nous avons pu toujours effectuer une ddcomposition cn facteurs irrdductibles. 

Nous pouvons encore dnoncer ce fait de la mani~re suivante. Lors- 
qu'on compose de toutes les maniSres possibles les fonctions irrdductibles 
d'une ou de deux variables on obtient toutes les fonctions de ces vari- 
ables que l'on puisse concevoir. La mdme chose a lieu pour les syst~mes 
de rang un. Eh bien, en composant de toutes les mani4res possibles tous 
les syst(hnes irrdductibles de rang deux, on n'obtient pas tousles syst~mes 
possibles, de rang deux. 

On peut maintenant dtre tent6, ou bien de rejeter enti~.rement, 
comme impropres, l e s  systbmes que l'on n'obtient pas par composition 
des systSmes irrdductibles, ou bien de chercher k dlargir l'idde mdme de 
ddcomposition. Mais dans ce dernier eas, il semble que cette idde perdrait 
tout k fait le caract~re essentiel de s~paration que l'on y attache loujours. 
Rejetons-les done et ne consid~rons que les syst~mes obtenus en composant, 
de toutes les manidres possibles, les syst~mes irrdductibles de rangs un 

et deux, de deux variables. Alors le problSme de la ddcomposition des 
syst~mes, toujours possible, sera enti~rement rdsolu, que les facteurs du 
rdsolvant soient multiples ou non. 

J'ai ainsi exposd simultan~ment la thdorie g~ngrale de l'~limination, 
et celle de la d(!composition d'un syst~me dans le cas de deux variables 
seulement. Pour faire image, j 'ai introduit les diviseurs de rang deux, 
en considdrant des fonctions de deux variables et en ne tenant pas compte 
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des nombres entiers. En rgalitd, les syst6mes de fonctions de deux vari- 
ables, admettent non seulement des diviseurs de rang deux, mais aussi 
des diviseurs de rang trois et ddj~ les fonctions d'une variable admettent 
des diviseurs de rang deux, comme je l'ai fait voir, par un exemple, 
la page 55. Maintenant que nous sommes familiaris(!s avec la notion de 
rang, il est facile de r6p~ter les raisonnements de ce chapitre sur des 
fonctions d'une variable seulement, en tenant compte des nombres entiers. 

2.  

Cas gdn~ral d ' t t n  h o m b r e  quelconque de var iab les .  

I. La methode que nous avons suivie pour 6tudier la ddcomposition 
d'un syst6me form6 par un nombre quelconque de fonctions enti6res de 
deux variables, indique clairement la vole que nous devrons suivre pour 
parvenir k une d6composition d'un syst6me quelconque de fonctions 
enti6res. Elle nous emp6che cependant de traiter ce problSme duns toute 
sa g6n6ralit6, en nous enlevant la possibilit6 de tenir toujours compte des 
cas oh les r6solvants'que nous formerons, ont des facteurs multiples. Une 
m6thode direete, duns laquelle nous ne supposerions pus connue 1'existence 
des hombres alg6briques nous permettrait, sans doute, d'6viter cettc restric- 
tion. I 1  serait possible que la nouvelle g6n6ralisation de la notion de 
contenant et de contenu donn6e par M. KRONECKER, et dont j'ai d6vclopp6 
le th6or~me fondamental duns le chapitre pr6c6dent soit suffisante pour 
arriver, dans cet ordre d'id6es, ~ d6barasser la th6orie de la d6composition 
des syst6mes de route restriction. Pour le moment je me contenterai de 
r6soudre le probl6me, parall~lement au cas de deux variables, en ne 
considdrant que les syst6mes tels que chacun des r6solvants que je for- 
merai, n'ait pus de facteurs multiples. Soient done 

x ,  . . . ,  x,,) 
x . ,  . . . ,  x . )  

�9 �9 * �9 . �9 �9 

. , . ,  
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un hombre quelconquc de fonctions-enti~res d 'un nombre ~galement 
quelconque de variables x~, x.~, . . . ,  x,,, ct (~,  ~R', ~R", . . . ,  ~(P)) le do- 
maine de rationalit5 dont font p a r t i e l e s  coefficients des fonctions enti~res 
et dans lequel nous allons chercher ~ ddeomposer le syst~me consid~r~ 
cn syst~mes plus simples. 

Nous commencerons par transformer lin6airement les variables 
x~, x., . . . ,  x~ en posant 

n 

x~ = ~ a~')x~ (~=~, ~ ....... ) 

et en dStermlnant les coefficients a~ ~') de maniSre que pour k = i, 2, ..., m, 
le degr5 de la fonction enti~re G,, par rapport  h, chacune des variables 
x~, x.~, . . . ,  x,,, soit ~gal s la.  dimension ~, de cette fonction. Cette trans. 
formation est toujours possible; car si g,(xl ,  x ~ , . . . ,  x , )d~s igne  l 'ensemble 
des termes de la plus haute dimension de la fonction G,(x, ,  x ~ , . . . ,  x"), 
n o u s  a v o n s  

- -  g,(~i'), ~i ~), . . . ,  ~(,:~)x;~ + a ~,'_ ('~), ~i  '~), . � 9  ~?,))xT~ + �9 �9 �9 

( n )  t y  k �9 7 { O0 --(.) �9 ~a  ) X a  

et des termes de dimension ~k contenant plusieurs des variables x~, x~, ..., xn. 
Comme, par hypothdse, g,(x~, x2,. . . ,  xn) n'est pas identiquement nulle, nous 
pouvons toujours ddterminer les syst~mes a? ), a(~ ~'), . . . ,  a(~ h), ( h =  I, 2, ..., n) 
tels que pour ces syst6mes g,(xl ,  x~, . . . ,  xn) (k = ~, 2 , . . . ,  m) soit diff6- 
rente de z6ro; a lots pour k = i, 2, . . . ,  m, le degr6 de Gk(x~, x~, . . . ,  z .)  
par rapport  k chacun des variables x~, x'2, . . . ,  x'~ sera bien 6gal g la 
dimension ~k de cette fonction. 

Si, par cette transformation Gk(x,, x~, . . . ,  x.) devient Hk(xl,  x; . . . ,  x~,) 
(k = I, 2, . . . ,  m), nous pouvons dire que les deux syst~mes 

(al ,  a~, . . ,  a~) et (H,,  H ,  . . . ,  H , )  

sont ~quivalents et nous borner k l'Stude de la d~composition du second 
systSme (H1, t[2, . . . ,  H.,) en syst~mes plus simples. 

Cette premiere transformation a, pour nous, un grand avantage. 
Aucune des fonctions I l l ,  H 2 , . . . ,  t t . , ,  ne peut, en effet,, contenir un 
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t t p ~  facteur qui ne soit ibnction de toutes les variables x~, x~, . . . ,  x,,, nous 

savons donc que t o u s l e s  diviseurs de 111, H . 2 , . . . ,  H,, sont de vari6t6 n ~' ' .  
Nous pout'rions maintenant, en appliquant les m6thodes du chapitre 

deux ,  rechercher si les fonctions 1-11, H2, . . .  , H,, ont un diviseur commun;  
mais afin de pouvoir considdrer simultan6ment les diff6rentes variables, 
x~, x~, . . . ,  x'n, nous allons auparavant, comme dans le cas de deux 
fonctions de deux variables seulement, introduire une nouvelle quantit6 
x' fonction lin~aire et homog~ne des variables x;, x.~, . . . ,  x', ~ coefficients 
ind6termindes u~, u~, . . . ,  u,,_l, de sorte que 

~ s  t r �9 �9 �9 r :=- ulx~ + u.~x~ + + u,_,x'~_~ + u,,x,,; U n ~ I. 

Alors, en rempla~ant x'~ par x ' ~ u l x ' , - - u : x ~ - - . . . ~ u , , _ l x ' . _ ~  dans 
chacunc des expressions H,(x; ,  x; ,  . . . ,  x'.), ( k =  ~, : ,  . . . ,  m) et cn 
supposant quc par ectte substitution Hk(x~, x ~ , . . . ,  x:,) devicnne 

K,(x ' ,  xl ,  xl ,  . . . ,  x:_, ,  u,,  u~, . . . ,  u~_,) 

nous devrons dire que, pour l 'objet que nous avons cn vue, les deux 
systbmes 

et 

IU,(x',, . . . ,  . . . ,  . . ,  H.,(x',, x ; , . . . ,  

[ K l ( X  r, X'l~ x . 2 , . . .  ~ x : , _ l ,  /~1, u 2 ,  �9 �9 �9 , Un-l) 

- ( '  ' ' x '  ) l  ~ m  X ,  X l ,  ~ 2 ,  " " �9 , ~ - -1 ,  Ul~  U2 ,  �9 " " , Un-- |  

sont dquivalents, car si nous pouvons d6composer l 'un de ces syst6mes 
ell syst~mes plus simples, nous pourrons manifestement faire de m~me 
pour son 6quivalent; la diff6rence entre les deux syst~mes est que 
nous consid6rons les 616ments du second comme fonctions des variables 

t p t x', x l ,  x~, . . . ,  xn_1, sans tenir compte, pour le moment,  de la relation 
x' = u, xl + u2x'~ + . . .  + unx'~. 

t t ~ 1 7 6  X t ~ . ~  Chacune des fonctions K(x ' ,  x~, x2, , ,,_~, u, ,  u~, . ,  u,_,) 

jouit  encore de la propri6t6 que son degr6, par ra.pport ~ chacune des 
r t variables x', xl ,  x~, . . . ,  x ,_l  est 6gal ~ sa dimension. Si done nous 

formons le plus grand commun diviseur des fonctions lfl ,  K.2, . . . ,  K,, 
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nous savons que ee plus grand commun diviseur que nous d6signerons 

par 
(x', ' ' ' ) - R I  X l ,  x 2 ,  � 9  X n - 1 ;  U l ,  / ~ 2 ,  � 9  * ? ~ n - - I  

r p r contient routes les variables x', xl, x2, . . . ,  x,_l. Nous pouvons ainsi 
~crire 

( z ' ,  " . . .  r '  �9 . . .  ~ ' 1 ,  , �9 ' u - - l ,  U l ,  , ~ n - - l )  

t t r p 
= - ~ I ( X ' ,  X l ,  . * . ,  X,,_,; U,, . . . ,  u._, )L, . (x ' ,  x , ,  . . . ,  x ,_ , ;  u, ,  . . . ,  u,_,)  

ainsi que l '~quivalenee (~=l.~ ........ ) 

(K, ,  K ~ , . . . ,  ~'~)"-~ R,(L , ,  L~, . . . ,  L~). 

Ceci pos~, cherchons k d~composer en systSmes plus simples l~ 

systSme (L~, L2,  . . . ,  L,,). Relat ivement  k la variable x', c'est k dire 
' ' ' ~R~P)), il est dans le domaine de rationalitd (x~, x2, . . . ,  x,_~, ~R, ~ ' ,  . . . ,  

~quivalent g l'unitd. 
Dans le cas des loner ions de deux variables nous avons formd le 

rdsultant des deux fonetions et nous avons fait usage du thdor~me que 

ee r~sultant dgald g z4ro est la condition ndeessaire et suffisante g laquelle 

doivent satisfaire les variables qui y paraissent, pour que les deux fonetions, 

sans diviseur eommun pour des valeurs inddtermindes donndes g ces varia- 

bles, aient pr(~eis4ment un diviseur eommun. Nous avons ainsi pu dd- 

terminer outre les diviseurs ordinaires, eommuns aux deux fonetions et 

que nous pouvons nommer  diviseurs de rang un, d'autres dldments, eom- 
muns aux deux fonetions, qui sont d'une varidt(~ moindre, ee que les 

points sont aux lignes en gdomdtrie plane, et que nous pouvons, pour 

eette raison, nommer  diviseurs de rany  deux. Afin de pouvoir appliquer 

le mdme thdor~me dans le eas plus g(~n~ral qui nous oeeupe et t rouver 
t t . . ainsi outre le diviseur R~(x',  x , ,  . . . ,  x , _ l ,  u~, . .  , u~_~) de rang un qui 

repr4sente une vari(~t~ n ~me, des diviseurs repr~sentant une vari~.t~ moindre, 

relions lindairement les fonetions L , ,  L2, . . . ,  L~ par deux syst(~mes 

d'inddtermindes 
( u , ,  . . . ,  u , , , ) e t  ( v , ,  . . . ,  v . )  

et formons le r4sultant, par rapport  g x'._~, des deux fonctions 

i = l  i f f i l  
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Ce r6sultant sera une fonction enti6re des variables x', x'~, . . . ,  x',_~, et 
des ind6termin6es u,, u~, . . . ,  u,_,,  U~, U~, . . . ,  U',,, V~, 1~, . . . ,  V,~. 
Nous le ddsignerons par 

S , ( z ' ,  x ; ,  . . . ,  z % ;  u , ,  u~, . . . ,  u . _ , ;  U~, . . ,  U~; V , , . . . ,  V,,,; .~, .~', . . . ,  .~(~)). 

Le degr6 de UIL1 + U~L2 + . . .  + UmL,,,, par rapport k x~_1, est mani- 

festement 6gal b~ la dimension de cette fonction; il e n e s t  de mdme de 

celui de V~LI -4- V~L~ -4- . . .  -4- V,~L.,. Les coefficients a0 et bo des plus 
hautes puissances de ces fonctions ordonn6es par rapport  ~ x' " , , -1  son t  d o n e  

des fonctions enti6res des ind6termin(~es U et V, et sont, par suite, diff& 

rentes de z6ro, quelles que soient les relations qui lient les autres varia- 
bles x', x'~, . . . ,  x'n_2. Done S~ ~ o est la condition n6cessaire et suffi- 

sante pour que U1L ~ -4- U2L2 + . . . +  U,.,.L,. et V1L ~ + V2L 2 + . . . +  V,,,Lm 
aient un diviseur commun. 

Soient sa, s~ , . . . .  . . .  s~ "~ les coefficients de S 1 considdrde comme fonetion 

des inddtermindes U et V; chacune des quantit6s s] *), (k = I, 2, . . . ,  ma) 
t t est alors une fonction entiSre des variables x', x~, . . . ,  x,_2 et des ind6- 

termindes u,  dont les coefficients font pattie du domaine de rationalitd 
(~ ,  ~ ' ,  . . ,  , ,, , �9 ~R(~)). Si le syst6me d'dquations sl = o, s~ = o, ... s(~")= o, 

est vdrifid, la fonetion /~1 sera  nulle, donc U~La + U~L~ + . . .  + U,,,L,, 
et V~L l -]- V~L2-4 - . . .  + V,,L,, auront  un diviseur commun;  ce diviseur 
est inddpendant des inddtermindes U~, U ,  . . . ,  U,,, puisqu'il  divise 

VIL~ + V 2 L 2 - 4 - . . .  4-V,, ,Lm; il cst inddpendant des indOerminds 
Vx, V2, . . . ,  V,, puisqu'il  divise U~Lt -k- U2L2 --1- . . .  + U,,,L,,; il est 

done con tenu  dans chacune des fonctions L~, L~, . . . ,  L,,. Inversement, 

si pour certaines liaisons des variables ~c', z ' ~ , . . . ,  ~:_~, les fonctions 

/,1, L2, . . . ,  L,, ont un diviseur commun, il en est de mdme des deux 

fonctions U~L1 + U2L2 + . . .  -4- UmL,, et V1L~ + V~L~ + . . .  + V,,L, , ,  
done S a ~--o. Rien n'empdche d'ailleurs de p r e n d r e  autant  de syst6mes 

d'ind6termindes que l 'on veut,.  U(~ ~), U~ (~), . . . ,  U~ ~) et V~ ~'), V ( ~ ) , . . . ,  V : : ) ,  
et de former pour chacun d 'eux le r6sultant S~ (~) des deux fonctions 

U~) L~ "4- U(~) L~ " 4 - . . .  -]- U,(~) L,, et V(~) LI -]- V(~) L~ + . . . - 4 -  V~) L~ �9 
Toutes ces fonctions S~ (~) seront nulles; elles ne different que par les in- 
ddtermindes qui y paraissent; done les coefficients de ces ind6termin6es 
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seront nuls, et nous voyons que, dans notre hypoth6se, le syst~me d'dqua- 
tions 

s; = o ,  s;' = o ,  . . . ,  si") = o 

est v6rifi6. 

Le syst6me " . . .  s~ ~'~ o) est ainsi entidrement (s'l----o, Sl = o ,  , -= 
~quivalent au syst6me (L1 ----- o, L.o = o,  .... , L~ = o). Mais il a sur ce 

syst~me un grand avantage; il ne contient plus explicitement la variable 

x'~_~. Chacune des fonctions s? ) contient, il est vrai, les ind6termin6es 

u,, u~, . . . ,  u~_l; le syst$me d'dquations. 

' " 8~ m D =  O,  S 1 = O,  81 = O,  . . . ,  

repr6sente donc un grand nombre de relations entre les variables 

x', x,,' . . .  , x',_~,- mais le nombre d'dldments d 'un syst~me n'est pas ce 

qui le caractSrise comme je l'ai d6jb~ observ6 plus d'une fois; le grand 
hombre  de relations que nous obtenons pour notre systSme transform6 

ne contrebalance donc pas l 'avantage qui r6sulte de la r6duction du 

hombre  des variables. 
Cette r6duction est absolument la m~me que celle que nous avons 

obtenue dana le cas de deux fonctions de deux variables; comme alors, 

c'est l'emploi" des ind6termin6es u, ,  u2, . . . ,  u~ qui nous permet  de j o i n d r e  

deux variables en une seule; pour h ~-~ I, 2, . . . ,  m~, la fonetion 

( b )  t t t �9 
S 1 ( x ,  X l ,  . . . ~  X , _ 2 ,  U , ,  u~ ,  . . . ,  U,,) 

\ 

est ident iquement  6gale 

p r t r t t �9 s? ) (u , z ,  + u ,x ,  + . . .  + u . x . ;  x , ,  x.~, . . . ,  x . _ , ,  a , ,  u , ,  . . . ,  u.) ;  

' ' . x '  e t  d e  c'est une fonction enti6re des variables x~, x~ ,  . .  , , _~  

u . _ , . ~ : _ ,  + u . z : ,  

tandis que dans chaeune des fonctions enti6res 

L@' ,  x',, . . . ,  z :_l ;  u, ,  u~, . . . ,  u.) 

les variables x' ,n-, et x, ne paraissent pas, jointes par les ind6termin6es 
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u~_~ et Un. Ces ind6termin&s ne sont d'ailleurs contenues qu'en appa- 
rence dans l'expression 

' . .  ' . . ' ' . .  x ' . _ , )  L ( u , x ;  + u~x~ + .  + u~x~; u~, u~, . , u,,; x~, x~, . , 

car le produit des deux fonctions enti~res de u~, uo, . . . ,  u, 

et 

t t t t ~ ) R~ u~:r~ + u~x~ + . . .  + u,x~; x , ,  x~, . . . ,  x,_~; u~, u~, . . . ,  u,, 

t t ~ t t t , L,(u~x,  + u , x ,  + . . .  + u,:c,; :el, . r  ~,_~, Ul, u , ,  . . . ,  u,,) 

est identiquement ~.gal k 

H ~ ( x ; ,  ~;, . . . ,  x ' . ) ;  

pour bien le mettre en 6vidence, nous poserons 

L(u,xi+uo.x; + . . .  + u~x'.; xl ,  x;, . . . ,  x : , ;  u~, u ,  . . . ,  u . ) =  A(xl, x;, . . . ,  x:). 

2. Reeherchons maintenant si l '6quivalence des deux syst6mes 

(s;, s'~', . . . ,  s~ ~,)) et (L~, L2, . . . ,  Lm) 

est de la nature de celles que nous avons d~finies dans le chapitre 
pr&4dent, bIous observons d'ubord que le r~sultant S~ des deux fonctions 
U1LI --}- U2L~ q-- . . .  -I- U,~Lm et VIL~ -J- V2L~ -}- . . . . -1-  VmLm 5tant une 
fonction .homog~ne et lin~aire de ces deux fonctions dont les coefficients 
sont fonctions enti~res des quantit~s x ,  x~, ~c~, . . . ,  xn_~, ul ,  u2, . . . ,  un, 

S~ contien'dra le syst&ne (Ll, /,2, . . . ,  Lm); il en r(~sulte que chacune 
des fonctions s~*~, (k = I, 2, . . . ,  m~), conti,endra le m~me syst&ne ou 
encore le syst5me 

(A,, A2, . . . ,  Am). 

Mais alors pour_k = I, 2, . . . ,  r, les coefficients e~k), (i----- I, 2, . . . ,  v), 
de s (~) eonsid~r~e comme fonctions des ind~termin&s ul, u~, . . . ,  u~, sont 
eux-m~mes fonetions linSaires et homog6nes de A~, A~, . . . ,  Am ~ coef- 
ficients fonctions enti6res, de sorte que nous avons le syst~me de con- 
gruenees  

I l l !  

--<')~o.(modd A, A~, A.). i *=''2 ..... ) 
U ' l , t  9 " " " 9 \ i = i , ' 2 ,  . . . ,  u I 

A r i a  raa~t teraat lea,  G. I m l ~ t ' l m r  ~ 3 u l l l e t  1 8 8 4 ,  1 ~  
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D'autre part, si nous consid6rons les deux fonctions 

t ~ / , @ ; ,  .~ ,  . . . ,  x : )  = Z,,,(,).(*>~'_~ ~ ,  ~ . , ,  ~ ' ,  �9 . .  , ~'~) 
(h, ~) 

;v,(~,;  x:; . , x ' ) =  X "'>-('><~" ' . . ~:)  �9 �9 Wh ~h ~'~'I~ "T2~ " (h, ~) 

h = l ,  2, ..-, m] 

t = l ,  2, ..., ~l ) 

oh les w(~ ~) et w~ (*) d6signent deux syst6mes d'ind6termin6es, et si nous 
cherchons ~ c~terminer deux multiplicateurs entiers 

( ,  , : )  f l ( '  , , )  a~x~ ,  x2, . . . ,  x et  ~ 1 ,  x~ ,  . . . ,  x,, 

de mani6re b~ v6rifier l'6galit6 

A ( ~ '  ' ) 

( ' ' : ) M  ( ' ' '.) + fl ( ' ' ' . ) N , (  ' ' ' )  

ou, ce qui revient au mdme, un multipl icateur entier a~(x;, x'2, . . . ,  x:) 
de mani~re ~ v6rifier la congruence 

( ' ' ( ' ' )  ( ' ' 3 [  ( ' :)] A x,, x2, ..., x : ) - -  ~ x~, x2, ..., x. M . . rood N x;, x~, , x 

nous avons, d'aprSs la formule de LAGRANGE, 

, l ( x ; ,  x ; ,  . . . ,  x'.) 

Z I~ t �9 �9 s ~' . , J  t " P (~1, . , ~ . _ , ,  ~,?)) ~ , ( ~ , ,  , ~ . _ , ,  ~.) 
= ( ,  , ) , ( . . . .  ) r Dx;N t xt, ...~ xn-l) z.x;= ) 

(D 

5(k) d6signant l 'une quelconque des racines de l'6quation 

l v , ( ~ ' . )  = o 

et la somme dtant dtendue ~ toutes ces racines. 
Le probl~me est maintenant identique k celui qui s'est pr6sent6 dana 

le paragraphe pr6c6dent. I1 s'agit de voir si la forme sous laquelle nous 
venons d'6crire le multiplicateur al(x;,  x ~ , . . . ,  x : ) . p e u t  ~tre illusoire, 

t t 

pour des valeurs particuli6res donn6es aux variables x~, ,x~, . . . ,  x . .  
Convenons, une lois pour toutes, de ne restreindre la variabilit6 des 

variables x'~, x'2, . . . ,  x'._~ que par une 6quation, ce qui revient '~ laisser 
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par exemple #1, x~, . . . ,  z:,_2 ind6termin6es, h, les j0indre au domaine de 
rationalit6 et ~ donner alors K x' n-1 une valeur particuli6re; ou encore, 

relier Xl, x2, . . . ,  xn par deux relations ind6pendantes, seulement. Nous 
nous apercevrons bient6t de la raison qui nous am6ne ~ faire cette 
restriction; sans elle, en effet, nous ne pourrions pas r6soudre le probl6me 
de l'6quivalence des syst6mes de fonctions d'un hombre quelconque de 
variables. 

I I  nous faut faire encore une autre hypoth6se. Nous n'avons pu 
r6soudre enti6rement la question propos6e, p o u r  n ~ 2, que dans le cas 
off le r6solvant du syst6me considdr6, qui 6tait le plus grand commun 
diviseur des coefficients de la forme S ( U ,  V) ,  n'a pas de facteurs mult iples ;  
et nous avons vu qu'alors le d6nonfinateur H ( x k ,  y) ne pouvait 6tre nul 
que du premier ordre pour une valeur particuli6re donnge k y. Nous 
ferons iei l 'hypothbse 6quivalente en supposant que, les n ~ 2 variables 
x~, x'2, . . . ,  x'_2 restant ind6termin6es, le plus grand commun diviseur 
des coefficients de la fonction S(x ' ,  X'l, . . . ,  x'_.2), eonsid6r6e comme une 
fonction des ind6termin6es w e t  w', n'ait pas de facteurs multiples; alors, 
lorsque le d6nominateur Ml(X~,  . . . ,  x',,_ 1, ~,,*,)) s'annule pour une valeur 
ddtermin6e, ind6pendante des ind6termin6es w e t  w', donn6e h, x',,:_~, il ne 
sera nul que du premier ordre. 

Cette hypoth6se est plus que suffisante pour l 'objet que nous avons 
en r u e ;  car il suffirait, pour d6montrer q'ue l'expression pr6c6dente de 
at(x'~, x'~, . . . ,  x'n) n'est pas illusoire, de supposer simplement que 

' ' ~:(~'~ qui s'annule en mdme temps que la fonction A(x'l, x.,, . . . ,  x,,_~, ~,, ~ 
t r �9 t M(x ' I ,  x.2, . . . ,  x,,_-l, $~k)) pour des syst6mes ind6pendants des mdeter- 

min6es w e t  w', soit, pour ces syst6mes, au moins nullc d'un ordre aussi 
r (k) . . .  z '  61ev6 elue M ( x ~ ,  x~, , , -1 ,  

Sous cette hypoth6se, on volt facilement que 1'expression de =~ (x~, ..., x:) 
donn6e par la formule de LAmCA~GE, n'est pas illusoire, pour des valeurs 

t t ind6pendantes des ind6termin6es w e t  w' donn6es ~r x~, x.~ . . . .  , x,,. I.e 
raisonnement est le mfime que dans le cas de deux variables, et je ne 
le r6p6terai pas. 

Le produit 

t t I 
1 - [ M l ( x x ,  x ~ ,  , . - 1 ,  �9 , x . - l ,  . . .  x '  ~*~) 1-[ D,,  N(x ' , ,  ~ ,  . �9 ' x~)g. .  r 
( k )  ( k )  " " 
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est une fonction entidre des ind6termindes w et w'; nous pouvons le mettrc 
sous la forms 

f ( ;  ' ' ) E ( '  ' .. x' �9 ) X ,  X2~ o , , ~ X n _  1 X l ,  X 2 ,  ' ~ n - - l ,  W~ W '  

en ddsignant par f(x'~, x'~, . . . ,  x'._~) le plus grand commun diviseur des coef- 
ficients des ind6termin6es w e t  w', et, par suite, par E(x',, x'~, ..., x,',_,; w, w') 
une forms primitive des m6mes ind6termindcs. Los coefficients de cctte 
forme, n'ayant aucun facteur commun, nc peuvent s'annuler simultan6ment 
lorsque la variabilit6 de x',, x'~, . . . ,  x'n_~ n'est limit6e quc par une relation 
alg6brique. 

Posons, pour abr6~er, 

7(x;, x~, . . . ,  x : ) - ~  E(x l ,  x~, . , . ,  x',_~; w, w')a(x't, x~, . . . ,  x:). 

Lc r6sultat obtenu cst que la fonction r(x'~, x~, . . . ,  x,',) n e s c  pr6sente 
jamais sous u n e ' f o r m e  illusoirc. Mais alors la fonction rationnelle de 

' ' . . .  x' donn6e par la formule de LAGRANGE, Xl ~ X2 ,  :t n--1 

t 
r (x ; ,  . . . ,  x:) 

est sfircment, fonction enti6re de x' n-l; ellc est done fonction cnti6re de 
x;, . . . ,  z~,:_~; en effet, nous avons dSmontr6 dans lc second chapitre, 
qu'une fonction rationnelle de plusieurs variables x, y, z , . . .  qui cst 
enti6re par rapport b~ l 'une des variables x, est 6galement enti~re par 
rapport ~ toutes les autres y, z, . . . ,  ~ condition toutefois que le d6- 
nominateur de la fonction rationnelle ne contienne pas de facteur ind6- 
pendant de x. Cette condition peut ~tre, ici, consid6r~e comme v6rifi6e 
puisque nous avons commenc6 par transformer les variables xl, x2, . . . ,  xn 

l'aide d'une substitution lin6aire ~ coefficients constants, et que nous 
pouvons choisir cos coefficients d'une mani6re arbitraire, pourvu qu'une 
relation d6termindc ne soit pas v6rifi6e; nous les choisirons, apr6s coup, 
tels, qu'en outre, la dimension de f (x l ,  x~, . . . ,  x :_ , ) so i t  6gale au degr6 
de cette fonction par rapport ,~ la variable x',_l; en r6pdtant alors tous 
nos raisonnements, nous serons ce r ta in  que ?'(xl, x ~ , . . . ,  x '_l ,  x') est 
une fonction enti~re des n variables x~, x~, . . . ,  x'~. 
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La congruence 
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E (  ' ' ' ') l (  ' , ' ) - r ( '  ' ' ) i , ( '  ' ') Xl~ X2~ , . . ~  Xn_i '~ W~ ~,l~ / X l~  0~,~ . . . ~  X n ~ Xl~ ,~2~ . . , ~  X n Xl:* X2~o . .~  Xn 

[ , ,od  N,(x~, x;,  . . . ,  x,;)] 

une fois v6rifide, le quotient 

fl, ( x'  " ) 

~;( . . . .  ) 1 ( '  ') ("  ') ( '  ') 
N ( '  ' ' )  

1 ~ i : '  X2~ �9 " ' ; '  Xn 

est ndcessaircment une fonetion enti6re de x'.; toujours d'apr6s le mOnc 
th6or6me, il est done 6galement fonction enti6re des autres variables 

t t ~ t  

X l : t  X 2 ~  " " �9 ~ n - - l "  

Ainsi l'6galit6 

t p t E ( x , ,  . . . ,  ~ ._ , ;  ~ ,  ,~') . ,(~,,  . . . ,  ~ : )  

= r~(x;, . . . ,  x : ) M , @ ; ,  . . . ,  x,:) + fl,(x;, . . . ,  x' .)N,(x;,  . . . ,  x ' )  

est v(irifi6e pour les deux fonctions enti6res /'1(x;, . . . ,  x~,)et fl~(x'~, . . . ,  x,',) 
que nous venons de former. Ces fonetions enti@es d6pendent des in- 
d6termin6es w et w';  ordonnons les deux termes de l'6galit6 prd.c6dente, 
suivant ces ind6termin6es, et comparons lcs coefficients. Dans chacune 
des ~galit6s que nous obtenons,  lc terme de droite est unc fonction 
lin~alre et homog6ne des fonctions a(x'l, x~, . . . ,  x:); les coefficients de 
ces fonctions 6(x~, x~, . . . ,  x.~,)sont des fonctions enti6res des variables 

t t t �9 t xi, x~, . . . ,  x . ,  si pour une valeur particuli6re donn6e ~ x. et une rela- 
r p s t tion particuli6re entre x~, . . . ,  x._~, toutes les fonctions 6(Xl, x 2 , . . . ,  x'.) 

sont nulles, le terme de droite est nul, done aussi le terme de gauche. 
Pour en conclure que la fonction A(x~, . . . ,  x'.) est alors elle-m6me 
nulle, ee qui est ndcessaire pour que cette ~galit6 r6ponde ~ notre re- 
cherche, il serait n6cessaire de savoir que pour la relation particuli6re 
considdr6e, le coefficient de A ( x ~ , . . . ,  x',,) ne peut 6tre nul. Or, nous 
savons seulement que tous les coefficients de la forme primitive 

E ( '  ' ' ) 
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ne peuvent 6tre nuls simultan6ment pour cette relation particuli6re; mais 
chacun d'eux peut parfaitement s 'annuler K son tour, si nous considdrons 
successivement plusieurs relations particuli6res. Aucune des 6galitds prd- 
cddentes ne r6pond donc ~ notre recherche. 

Nous parvenons cependant bien simplement au r6sultat, et cela en 
divisant les deux termes de l'dgalitd ddmontrde par une fo rme  primitive 
E(x; ,  . . . ,  x',_~; t, t') dont les coefficients son t iden t iques  ~ ceux de la 
forme primitive E ( x ' ~ , . . . ,  x',_~; w,  w'). Nous obtenons alors, cn effet, 
une nouvelle dgalit6, 

E(~',,  . . . , _ .  ~ ; _ ~ ;  . ,  - 3  A(~'I ~;)  = ~ : , (~, , '  . . . ,  x,,,' �9 w ,  ~' ,  t ,  t') ~, ,(x;,  . . . ,  ~,',) 
E (xl ~ ' " �9 . . ,  X a - - 1 ,  t~  t ' )  ' " " '  

dans laquelle les expressions rh(x;, x.~, . . . ,  x'.; w, w',  t, t') sont, il est 
' ' . . .  x' mais ne contiennent vrai, des fonctions rationneUes de Xl, x2, , ,,-1, 

au ddnominateur qu'une forme primitive des ind6termin6es t et t'. Si 
done routes les fonctions a(x'~, . . . ,  x') s 'annulent lorsque, x" ayant  une 

e t t valeur d6termLnde, les variables x~, x2, . . . ,  x,,_~ sont lides par une rela- 
t i o n  particuli~re, les coefficients r(x't, . . . ,  x~) de ces fonctions, quoique 
se prdsentant sous forme de fractions ne seront pas infinis, et, par suite, 
eomme tout ~ l 'heure, l 'expression 

E ( ~ ' , , .  ' " ~')  �9 . ,  ~ n - , , ~ ,  ' " z;)  
= - . -  ' " "  

�9 . . ,  , . _ , ,  t,  t') A(z ,  x~, , 

sera nulle. Mais maintenant  nous pouvons en conclure que la fonction 
A(x'l, x~, . ,  x',) sera elle-mtme dgale ~ zdro; car le quotient des deux 
formes primitives E ( w ,  w') et  E( t ,  t') ne saurait  dtre, pour une relation 
partieuli tre entre x~, x~, . . . ,  x~,_l, ni nul, ni infini. 

Nous voyons donc que s'il est. impossible de mettre toujours les 
quanti t ts  A(x~, . . . ,  x',_~), elles-mtmes, sous la forme de fonctions li- 
ntaires et homogtnes des quanti t ts  a(x',, . . . ,  x,',), dont les coefficients 
soient fonctions entitres d e  x'~, . . . ,  x~, il est, par contre, toujours possible 
de mettre sous la forme d'une fonction lindaire et homogtne des quanti t ts  
a(x~, . . . ,  x'), le produit  de la fonction A(x',, . . . ,  x') par le quotient 
de deux formes primitives ayant  mgmes coefficients, les coefficients de 
cette fonction homogdne et l intaire  6tant toujours finis et d t termints ,  
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lorsque tes variables x;, . . . ,  x'._~ ne sont lides que p a r  une  relation 
algdbrique. ~qous sommes ainsi amends k dire q u ' u n e  fonct ion  entidre F d ' u n  

hombre  quelconque n de  variables ,  cont ien t  u n  sys tdme donnd ( f t ,  f2, . . . ,  f,~), 

et k 6crire 
F=_  o (modd f, ,  f~, . . . ,  f , )  

lorsque nous pouvons, en multipliant ~' par le quotient de deux formes 
primitives, ayant m~mes coefficients, 6tablir une 6galit6 

E ( v )  - 

dans laquelle nous :soyons certain que lous les coefficients 9~ soient finis 
et ddterminds, quelle que soit la relation particulidre qui lic les (n ~ : I )  
variables paraissant au ddnominateur. 

F(u) 
Le quotient E-- ~ des deux formes primitives E ( U )  et E ( V ) j o u e  

vraiment ici le rdle d'une u n i t L  

C'est dans ce sens plus large que celui que nous avions donnd en 
eommen(;ant, parce qu'il suffisait dans le cas des fonctions de deux variables, 
qu'il faut entendre l'6quivalence des deux syst~mes 

[A (x' ') A (x' ') A (x' )] 1 1 ~  . . . .  ~ ~ n  , 2 1 ,  �9 " " , X n  ~ " * * , m 1 ,  �9 * �9 :1 ~ l  " 

et 
' ' " ( m ' V ~ '  X ' ) ] .  

~ ~ " )' �9 ~ n ) '  " " " ' t / l , ) e l ~ , ~ l )  ' �9 , , X n ) ,  O q l 2 ( X l ,  �9 �9 �9 , [ r  , . , 

Nous appliquerons aussi k ce genre d'dquivalences, le symbole ~ ,  et 
nous dcrirons 

(A  ) ( ' " " ' ~  

Nous voyons enfin facilement qu'k l'aide des inddtermindes u,, u~, . . . ,  u._,, 
prises plusieurs lois, les deux syst~mes 

et 

[ (  ) ( ) ( ')] ' ' ' A '  ' ~,~ A1 x'l , . . . . . . . .  , x .  , A2 x l  , . , x .  , , ., x t ,  . . .  , 

' . . . . .  . . .  " . . .  s ( 7 " ( x  ' ,  x ; ,  , x : - ~ ) l  Is;(z',  ~ , , .  , ,  z : _ ~ ) ,  8. ( x ,  x . ,  , x . . ~ ) ,  , . . .  

sont aussi ~.quivalents. 
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3. Nous avons jusqu'ici ramenfi l '&ude du syst&ne quelconque 
donn~ ~ celui d'un syst(~me 

( ,  ,, y )  
S l ~  S 1 ~ . . .  ~ 8 1) 

dont les (~l&nents, eonsid~r~s comme des fonctions des variables 

I t I 

contiennent une variable de moins que ceux du syst~me propose, et nous 
avons vu ce qu'il f a u t  entendre par dquivalence de ces deux syst~mes, 
puisque nous venons de traduire cette (~quivalence par une ~quation 
algSbrique. 

' " . . .  sl "')) les I1 nous faut maintenant  rSp&er sur le systfime (s~, sl , , 
m~mes raisonnements que nous avons faits tout ~ l 'heure sur le systfme 
(GI, G2, . . . ,  G.) .  Nous introduirons tout d'abord de nouvelle variables 

1 1  s l  I I  

X 1 ~ X ~  ~ � 9  �9 ~ X n _  1 

fonctions lin~aires des pr&fidentes et nous dfiterminerons les eoefficmnts de 
ces fonctions linSaires de maniSre que pour i----- z, 2, . . . ,  ml,  le degr5 
de s~ i) par rapport s chacune des nouvelles variables soit figal i~ la di- 
mension de cette fonction. Le syst&ne 

[s;(x', ~ ' , , . . . ,  x % ,  u , , . . . ,  u.); s ' , ' (x ' ,  x ; ,  . . . ,  x ' ~ ,  u , ,  . . . ,  u . ) ;  . . .  

�9 . . ;  si""(x', x ; , . . . ,  ~ : ~ ,  u , ,  . . . ,  u~)] 

est ainsi transform~ en un syst~me ~quivalent que nous ddsignerons par 

[ Y ; ( x ' , ' ,  x ; ' ,  . . . ,  ~ ' : , ,  u , ,  . . . ,  ~ . ) ;  H;(x;', x ; ' ,  . . . ,  x : ' l ,  u , ,  .... , u,,); . . .  

. . .  ; H : , ( x ' ; ,  x ; ' ,  . . . ,  x " _ , ,  u~, . . . ,  u.)] .  

Nous relierons ensuite les nouvelles variables par une fonction homog~ne 
et lin6aire ~ coefficients ind6termin6s 

p l  t l  t .  I 

x"  ~ v,x~ + v2x2 + . . .  + v,_~x,,_~; v._~ = I, 
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et nous substitucrons ~ x'~'_~ sa valeur dans  chacune des m~ fonctions 

consid6r4es. Nous obtiendrons ainsi un syst&me 

, , , ~ t ~  , , ~ ~ ~ ~ [ K ' , ( z " ,  ~',', , . . . ,  u , ,  , u ~ ,  v , ,  , v . _ , ) ;  

g ; ( z " ,  ~;',  . . . ,  z 'o%,  u, . . . .  , u . ,  v , ,  . . . ,  v . _ , ) ;  

g ' , ( z " ,  .x;', . . . ,  x"_~, u , ,  . . . ,  u,,, v , ,  . . . ,  v ,_ , ) ]  

6quivalent  au prde6dent. Si les 616ments de ce syst~me ont un diviseur 

eommun 
( " . x," ) / ~  XJ~) X l  ) " " ) ' n - ~ )  U 1) . . .  ) U ~ )  '/)1) �9 " " ) Vn--I  ) 

ce diviseur contiendra necessawement' " les ( n -  I )  variables x", xl", . . ., x._," -, 
poson~ 

I C h  ( X  , ~ ,  , , . _ ~  , . U l  , , U ~  , V ,  , . . ,  V . _ _ ] )  

I ( . . . . . .  ) l  /~2  X ) Xl  ) . . . )  X n _  2~ U 1)  . . . )  U # )  V 1)  . . .  ) V n _  1 . 
- -  ( h =  l ,  2 ,  . . . ,  m I) 

-I ( )1' r t ,  H t t  
• L h  x , x~ , . . . ,  x . _ 2  , u l  , . . . ,  u . ,  v~ , . . . ,  v . _ ~  

l '6quivalence 
p t 

( K ; ,  K ; ,  . . . ,  K ' ) ~ R . ~ ( L ; ,  L ~ ,  . . . ,  Lm,) 

sera certainement v6rifi6e, et il nous suffira de consid6rer le syst6me 

[ ~ ; (  " . x , '  ) 
X p t )  ~ I )  " " ) ' n - - 2  ) ~ I  ) " " " ) ~'~n ) V l  ) �9 " " ) V a - - 1  ; 

, (  . . . . . .  ) ;  
L ~ x ,  X l ,  . . . ,  x .  2,  u , ,  . . . ,  u . ,  V l ,  . . . ,  v . _ l  

L '  ( x  . . . .  x "  . . .  v._,)] m l ~  ) ~ l  ) " ~ �9 ) • - -2  ~ ~ 1  ~ ~ U n  ~ V l  ~ " " " 

qui, r e l a t i v e m e n t  ~ la variable ~", est ~quivalent ~ l'unit~, comme tout 

l 'heure le syst6me 

[ ( , ~, ) ( , , )] L~ x ' ,  sc, , . . . .  , , , - i ,  u~ , . . . ,  u .  ; . . . . .  ; L .  x ' ,  x~ , . . . ,  ~ . _ ~  , u l  , . . . .  , u,, , 

relativement ~ la variable x'. 
Acta  mathemat iea .  6.  I m p r l m 6  7 J u i l l e t  1 8 8 4 .  16 
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Apr6s avoir reli6 les 616men,s L'~, L~ ,  . . . ,  L,',,,, par deux syst6mes 
d'ind6termin6es U1, U~, . . . ,  U,,, e t  l ~ ,  1~ ,  . . .  , ) \ , , ,  nous formons le 

r6sultant S~ des deux fonctions 

( k )  . (13 
(1" = 1 , 9 ,  .. . ,  ~ h )  

! , t  par rapport ~ la variable .z'.'--2. Si s~, s~, . . . ,  s~ "~, d6signent les coef- 

ficients de la fonction S~ ordonn6e suivant les puissances des ind6termin6es 
U et ) ,  et si ~>, ( k =  t ,  2, . . . ,  , ~ ;  i =  I ,  2, . . . ,  ~) sont les 

coefficients des fonctions s2, s~, . , ' " . . s~ "+ ordonndes par rapport aux 

puissances des ind6termin6es v~, v~, . . . ,  v , _~ ,  nous voyons, en raisonnant 

comme tout K l 'heure, que le syst6me 

(o'~ . . . . .  ," ~'~>~ t ,  0 " ~ 2 ,  6"2. 3 ,  . �9 . , 0 " ~ ,  O ' ~ l ,  . . . . . .  :~,,: ) 

est 6quivalent au syst6me 

(<,',, . . . ,  A'o,.) 

dans le sens que nous avons 6t6 amen6s ~ donner ,~ l 'Squivalence en 

recherchant les rapports des deux syst6mes 

( ) ( . . . . .  :'1~, A 2, . . . ,  /|~ ct a ~ . ,  ~ r ~ 2 ,  . . . ,  o ' ~ . , ,  o" n ,  . . . .  , ~, , .  

Lcs ind6termin4es vt, v, ,  . . . ,  v._~ ne sont contenues qu'en apparence 

dans les 618men,s L; ,  L',, , L' consid6r6s comme fonctions de 
~ ~ �9 r i l l  ~ 

x~, x~, , ,_~, cost pourquoi nous avons pos6 pour plus de clart6 

/ t , v  1 1  i t  ,t,,(x,, . . . ,  

t v ,  ~ , t  �9 . o i ~ t ,  t ,  t ,  . ~ 1 ~ "  � 9  ~ = L, , (v ,x ,  -F ~2x2 -F "4- v , ,_, . , , ,_l ,  x , ,  x , ,  . . ,  , , _ , ,  v , ,  v , ,  , V._l). 
( i t  = 1 ,  '2, . . . ,  *r h )  

Mais les inddtermin6es u~, u2, . . . ,  u. font partie int6grante des 

fonctions L~, L ; ,  , L '  e t  sont, par suite, contenues dans les fonc- 
�9 " " m !  ' 

tions A'~, A'~, . . . ,  AI,,,; il ne faut doric pas ici ,  pour rechereher l'6qui- 

'valence' des syst6mes, revcnir aux coefficients des fonctions ~>, ordonndes 

suivant les puissances des ind6terminSes u~, u~, . . . ,  u . ;  il faut, au con- 
traire, comparer les systbmes qui contiennent encore ces ind6termin@s. 

Cette diffdrencc ne change rien au raisonnement que nous avons f l i t  plus 
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haut;  nous pouvons, p a r  exemple, joindre simplement u~, u~, . . . . ,  u= au 
domai.ne de rationalit6. En r6pdtant alors le mdme raisonnement nous 

voyons que chacune dcs fonctions A',(x'l", x~' ,  . . . ,  x"__l,  u , ,  . . . ,  u, ,) ,  

(k ----- I ,  2 ,  . . . , m i )  , multiplide par le quotient de deux formes primitives 
t ~  ~ t  t ~  par rapport aux variables Xl, x~, . . . ,  x,,_~, peut 6tre raise sous la 

forme d'une fonction lin6aire et homog6ne des fonctions 

dont les coefficients sont fonctions enti6res de x','_~ et ne contiennent 

au d6nominateur qu 'une forme primitive par rapport aux variables 

. . . . . .  : . .  1' Xl, x2, . . . ,  x~ ~. Le syst&ne (A'~, :1.,, . ,  , ~,) con t i en t  donc le systeme 

( . . . . .  .-("'~ Inversement $2 ct, par suite, le 
syst6me (o-.;~, ~'~2, . . . ,  ~r2.,~, ~r~;, . . . .  , ~7~ ,)) con t i en t  le syst6me (:1;, A;, . . . ,  A:,). 
Les deux syst6mes que nous comparons sont donc ~quiva lbn t s ,  et nous 
pouvons 6crire 

pl ( ' ai " ~  est lui- De us, comme le syst6me a~,  ,r,:, . . . , ~r~, ~r~',, . . . .  , ~ j  

m~me 6quivalent au s.ysteme form6 par les 616ments s2, s~, . . . ,  s~ , 

pris un certain nombre de fois, et pour des syst6mes diff6rents d'ind6ter- 

min6es v~, . . . ,  v,,_~, nous avons aussi d6montr6 l '6quivalence, k l'aide 
d'ind6termin6es v e n  nombre suffisant, des deux syst6mes 

[ A ' , ( x ; ' ,  x ; ' ,  . . . ,  x : - , ) ,  A;(x;', x ; ' ,  . . . ,  x : : , ) ,  . . . ,  A : , @ ; ' ,  x ; ' ,  . . . ,  x : ' _ , ) ]  

ct 

oh, pour abr6ger, nous n'avons 6crit qn 'une fois, dans la derni6re paren- 

th6se, chacun des 616ments s~ '). 

4. Nous eontinuons ainsi et nous formons successivement une s6rie 
de fonctions 

R1, R~, R3, . . . ,  R._2, R._l 

contenant respectivement n ,  n - - I ,  n - - 2 ,  . . . ,  3 ,  et enfin deux variables. 
Nous rctombons en dernier lieu dans le cas particulier d 'un nombre quel- 
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conque de fonctions de deux variables, cas partieulicr quc nous avons 
5tudi6 d a n s  le paragraphe pr6c6dent. 

Soient 

" ~ n - - l ( x ( n - l ) ,  X]tt--1); U l ,  " " " ,  U n ;  ~ ) l '  " " " ) ~)n-- l ;  . . . . .  ; W l )  W2) 

lc pIus grand commun diviseur dc ces fonctions de deux variables, et 

[ L ? - : > @ ( " - " , , x ? - ' > ,  u , ,  . . . ,  u . ,  v , ,  . . . ,  v . _ , ,  . . . . .  , w , ,  w , ) ;  . . . .  

L(" - -2 )  {~(.--] ) 
. . . .  ; ~ n ' ,  \ ~  I) Z~:' 1'1 U I ,  . . .  , U n ,  V l ,  . - .  , *~7,.,__|, . . . . .  , W l ,  W2)] 

lc syst6me d6barass6 de ce plus grand commun diviseur ct d6jk trans- 
form6 de mani6re que pour i = I, 2, . . . ,  m._2,  le degr6 de la fonction 
L~ "-~), par rapport k x ("-1) et ~ X~ n-l) soit 6gal K la dimension de cette 

fonction. 
Nous formons le r6sultant, par rapport k x~ "-~), des deux fonctions 

si nous d6signons par 

U~ L(~ '-2) et ~ v f.(--~). " k ~ k  , ( k = l ' ? '  'm . -2 )  
(k) (~-) 

t ' ~ a - - l ~  n - l ,  U l ,  ' ' ' ,  Un)  V l ,  . . . 1  V . # - I ,  . . . . .  , W l )  W2") U1,  "" ", Urn_ , )  )>'-I, " ' ' ,  )Tin), , )  

ce r6sultant; par 

8(h) (~(t~--]) n _ l ~  , U l ,  o . . , t~A~n ,  V l , . . . , V n _ _ l  , . . . . .  ) ~01, W2) (h= l .2  ..... m,_t) 

les coefficients de S t ~ _ l l  ) ordonnde par rapport aux inddtermindes U 
et V; par 

t t n On._l) 
O ' t t _ ] , l ,  O'n--] ,$)  O ' n _ l , 3 ,  . . . . .  , O'n--l,u t 

les coefficients des s~)_l, ( h =  i ,  2, . . . ,  m._]) ordonn6es par rapport aux 
ind6termin6es w] et w2, apr6s que l'on a substitu6 k x(", ;> sa valeur 

w]~ "-1) + w:W1); 
ct enfin par 

A(,,-~) f ~(.-l) ~:,,-)) . . . . . .  ) \ ~ 1  l) .,v.~ ) ~CI ~, �9 �9 �9 ) Ut~) V l )  �9 �9 .) ~ . - - 1 ,  (l=1, 2, ..., m,)_~) 
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"~iL(n--2)/kWl~'l<n--l) + W2X?--)).2 , X(u--l) ,  l l l ,  �9 " �9 , Un..  ~)l ,  " ~ �9 , ~)n--1, . . . . . .  , $01, W2) 

( i = 1 , 2 ,  ..., r a n _  2 ) 

qui ne contiennent qu'en apparence les ind6termindes w~ et w2, nous 
voyons, eomme dans le paragraphe pr6e6dent, quc les deux syst6mcs 

G' G'  (,n_ ~) ,, (A? et ( . . . .  , ,  , . , ,  , 
�9 " * ~ "-ss~T, 2 ] . . . .  * 

sont 6quivalents, dans le sens que nous avons attach5 ~ ce mot darts le 
chapitre pr6c6dent, et, s plus forte raison, dans le sens plus g6n6ral que 
nous lui  avons donn6 dans ce paragraphe-ci. 

Soient 

i~,~(:~('~-1)~ 'U l~  . . . ~  U , ~  V ~  . . .  ~ V , _  t ,  . . .  ~ Wt~  We) 

le plus grand commun diviseur des fonetions t,n_ le(h) ' (h = x , 2, . . . ,  m,_l) et 

S(a) (re(n--,) I R , , ( X  ( ' - ' ) ,  U I ,  . . .  , w ~ ) L ~ , " - I ' ( z  0 ' - 1 ) ,  u l ,  . .  w ~ ) .  

( h = l ,  2 . . . . .  raN_t) 

r(.-1) de la seule variable x ('-~) 6tant sans Les fonctions L~ ~-1), L~ ~-1), . . . ,  ~,%_, 

diviseur commun, l '6quivalence absolue 

( L ? - ' ,  L ( ; - ' ,  . . . ,  _, , ._ , ,  

est manifeste. 
Si cependant nous consid6rons, outre les variables, lcs nombres entiers, 

il est possible que les fonctions L~ "-1), L r Z ('-1) aient un diviseur ~ 2  Y " " " Y m~_ I 

commun de rang deux. Je  rappelle l 'exemple donn6 dans le chapitre 
pr6c6dent. Pour obtenir ce diviseur, formons le r6sultant, par rapport '~ 
x ( ' - ' ,  des deux fonctions 

E U,L~ n - "  et EI~L(~ "-',. 
(k) (k) 

Ce r6sultant sera une forme, k coefficients entiers, des ind6termin6es 
u, v, . . . ,  w. Soit R.+I le plus grand commun diviseur des coefficients 



126 J. Molk. 

de cette forint;  comme toute forme primilive, ~ coefficient's entiers, est 

5quivalente k l'unit(~, nous aurons l'(~quivalence absolue 

(L~ "-~), L~ "-1), , L<' - - I~  ~ R,,+L 
. . . .  B t , l  I ] 

5- Ainsi l 'ensemble des fonetions R~, R.., . . . ,  I t , ,~ ,  ou, si nous 
ne tenons pas comptc dcs nombres enticrs, l 'cnsemblc dcs fonctions 

R~, R~, . . . ,  R,, remplace le syst(~me donn6, et le remplace comp16tcment. 

La premi6re condition dc toute ddcomposition d'un syst6me de fonctions 

se trouvc aussi remplie; car ehaque fonction Rk conticnt un nombrc 
diffSrent de w~riables, et nous avons tdnsi isolSs l~s wLridt6s d'ordres 

diff6rents rcprSsent6es par le. syst6me (l'6quations corrcspondant. C'est 

it la condensation des variables x~, x~, . . . ,  x,,, h l'aidc des ind6tcrminScs 

u, v, . . . ,  w, quc nous devons ce r~sultat. 
Il y a plus; le th6or6mc sur la d6composition des syst~'mcs que nous 

avons d6montr6 ~ la fin du puragraphe pr6c6dent, a encore lieu. Cepen- 

dant comme sa d6monstration, tout cn 6tant analogue au (:as dc d eux 

variables, exigc la notation du r6sultant dc n fonctions de n wlriablcs, 

notion que nous nc pouvons pas 5tablir sans longucurs avant d'avoir r6solu 

le probl6me g6n(~ral de l'61imination, nous ne la donnerons pas ici.(~) 
Mais, comme de ce th6or6me r6sulte que c'cst bien ut,.e d~composition du 

syst6me (G~, G2, . . . ,  G,.) quc nous avons obtenue, et que ce fait est 

de ia plus haute importance, nous introduirons, dbs maintenant,  une 

terminologie qui lc mctte bieu en 6vidence. Nous nommerons R~ rdsol- 

rant de rang un, R~ rdsolvant de rang deux, ct, cn g6n6ral 

Rk(x (~-~), x] ~-~), ~(~ ~) . . .  u, vl .) �9 * " ~ ~ n - k  ~ U l  ~ :~ ~ ~ " " 

rdsolvant de rang k du systSme consid(~rS. Un ou plusieurs de ees 

re~solvants peuvent, pour des systSmes particuliers dorm,s, se rSduire 

k l'unitS. 
Nous pouvons alors aussi dSfinir r igoureuscment cc qu'il faut entcndrc 

par rang d'un syst~me de modules contenu dans un autre systSme de 
modules, ou encore par rang de divisibilitd. Nous avons obtenu le rSsol- 

(') Comparez KRONECKER~ F e s t s c h r i f t  ~ 20. 
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rant  de rang un, en cherchant le plus grand commun diviseur de toutes 
les fonctions K~ ,K~,  . . . ,  K :  dont le syst6me est 6quivalent ,~ celui des 
fonctions G~, G~, . . . ,  G,~. Ce r6solvant R~ est, dans le sens ordinaire 
du mot, contenu dans le syst6me 

( I t , ,  I 5 ,  . . . ,  K,.); 

nous dirons qu'il est le plus grand commun diviseur, <le ran q un, de ce 
systbme. Main le syst~me 

(L , ,  L2, . . . ,  L.,) 

est 6galement contenu dans le syst6me (1(i, K2, . . . ,  K,.); il est, de plus, 
6quivalent au systeme (oL~, o~2, . . . ,  ~.~,/ ou encore au syst(~me flont les 
616ments sont les coefficients s~, s~', . . . ,  s~ m') de la forme Sl (w,  w'), ces 
coefficients 6tant pris pour plusieurs syst6mes d'indOermin6es u~, u~, .... u .  ; 

main, ces dldments s',, s;', . . . ,  s~ '''~, ont, comme plus grand commun 
diviseur de rang un,  le r6solvant R 2 de rang deuz;  c'est pourquoi 
nous dirons que le syst6me (L1, L . ,  . . . ,  L.,), ou encore le syst6me 
(<~H, o,., . . . ,  L.~,/, ou tout autre syst~me dquivalent, est un fl-iviseur 
de rang deux du systb~me donn6. 

Comme le syst6me (s'~, s',', . . . ,  s~ ",>) est dquivalent au produit 
v t ~, ! / ~ L ~ ,  L2, . . . ,  L,,,), le systS,ne (L; ,  L2, . . . ,  Lm,) est contenu clans 

le syst6me ( L , ,  L2,  . . . ,  Lm) et, par suite aussi, dans le syst6me donn6 
(G,, G2, . . . ,  G.,). II est cependant bien 6vident que (L;,  L ; , . . . ,  L~,,,) 
n'est pas contenu dans le systbme donnd au m~me titre que R 1 ou que 
(L,,  L~, . . . ,  L.,). C'est pourquoi, comme (L; ,  L ; ,  . . . ,  L'.,,) est 6qui- 
valent au syst6me (d2,, o'2~, � 9  o~)) ,  ou encore au syst6me dont les 
61dments ont, comme plus grand commun diviseur de rang un, ]e rdsolvant 

�9 . ~ L , ,  L 2 ,  . . . ,  R:, de rang trois, nous dirons que ( ' ' L,',,,) qinsi que tous ses 
6quivalents sont diviseurs de ran q trois du syst6me (G~, G2, . . . ,  G.,). 
Ainsi de suite. En gdn6ral nous dirons que le rang d'un syst,~me de 
modules contenu dans un autre syst6me de modules est dgal au rang de 
celui des rdsolvants du syst6me contenant que l'on rencontre le premier 
en partant du systbme contenu et en formant qussi sen r6solvfints. Bien 
entendu, il es t  absolument ndcessaire de tenir compte des r6solvants qui 
se r6duisent k l'unit6~. 
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Pour ~tre consdquent nous devrons qussi dire que lc syst6me 
(L'I, L'~, . . . ,  L 'I) ,  par exemple, qui est diviseur de rang trois de 
(G,, G~, . . . ,  G,~), est diviseur de rang deux du syst6me (L, ,  L~, . . . ,  L , )  

condition de consid6rer chacun des 616ments du premier syst6me comme 
une fonction des ( n ~  i) variables x", Z'l', x'~', . . . ,  x:'_~, et chacun 
des 616ments du dernier syst6me comme une fonction des n variables 
x', x',, x'~, . . . ,  x',_~. En gdn6ral nous devrons dire que le syst6me 

(L~h), 1~(h) L(I,) ~ 
~ 2  ' ~ ~ ~ ' --m~/ 

est diviseur de rang (i-4- I) du syst6me 

(T(h--i)  T(h--i)~ 
�9 �9 . ~Jmh ~ } '  

chaqUe 616ment Z Ch) 6tant consid6r6 comme une fonction des ( n - - h )  
~(h-1) et chaque 616ment L (h-~ comme une variables x (h-l), x~h-l), . . . ,  ~,-h-1 

� 9  x (h-~+l) ainsi, fonction des ( n - - h - 4 - i )  variables x (h-~+~), x] h-'+l), , ,-h+;-1; 
lorsque deux syst6mes sont divisibles l 'un par l'autre, leur rang de 
divisibilitd moins x, sera donn6 par la diff6rence de l'ordre des varidt6s 
repr~sent6es par les 616ments de Fun des syst6mes et par ceux de l'autre. 
En un mot, le rang est relatif k la variabilit6 donn6e; il est 6gal k la 
diminution du nombre des variables "4-I ,  .par une condensation de ces 
variables, k l'aide des ind6termin6es u, v, . . . ,  w. 

I1 me 1'este k faire une remarque importante sur la gdndralisation de 
l'idde de contenant et de contenu que nous avons 6t6 amen6s h donner dans 
ce pm-agraphe. En disant que les formes E consid6rdes 6taient primitives, 
je me suis conform6 au langage habituel et j 'ai entendu par forme primi- 
tive une forme dont tous leg coefficients n'ont pas de diviseur commun. 
Maintenant que nous avons introduit  la notion de diviseur d'un rang 
quelconque, il faut distinguer; j 'adopterai k cet effet, la terminologic de 
GAuss et j 'entendrai par forme propremott primitive une forme dont tous 
les coefficients n'ont aucun diviseur commun d'un rang quelconque. Or 
rien ne nous dit que les coefficients des formes E consid6r4es n'ont aucun 
diviseur commun de rang supdrieur au premier; nous savons au contraire 
que des fonctions de deux variables ddjk, sans diviseur commun de rang 
un, peuvent s 'annuler pour des valeurs particuli6res donn6es k ces variables. 
I1 en r6sUlte que ces formes E ne sont en gdndrql pas proprement primi- 



Sur la notion de la divisibilitd et sur la thdorie gdndrale de l'dlimination. 129 

tives, mais aeulement improprement primitives, et que les 6quivalences, et 
par suite aussi la d6composition, obtenues ne doivent ~tre eonsid6rdes que 
comme des 6quivalences impropres et une ddcomposition impropre, c'est k 
dire telle que chaque paa fait en avant ae rapporte, non pas k tout l'en- 
semble de la d6composition, mais seulement au rang off 1'on ae trouve. 
C'est dans ce sens, et dana ce sens seulement, qu'il faut entendre l'6qui- 
valence du syst6me (G~, G~, . . . ,  G,,,) et de l'ensemble des fonctions 
R~, B~, . . . ,  R.+~. Nous r6serverons le aymbole ~ au cas off les formes 
E sont proprement primitives. 

Pour terminer, nous pouvons r6p6ter, pour chaque rang plus grand 
que un, les raisonnements de la fin du paragraphe pr6cddent. Nous 
sommes alora amen6a k distinguer entre Its syst6mes ddcomposables et les 
"systbmes improprea que nous avons exclus de noa rccherches, au moins dana 
ce M6moire. Pour colnpldter la th6orie g6n6rale de la d6eomposition des 
syatbmes, il reste k caract6riser plus sp(~cialement ces systbmes impropres 
dont M. KRONECK~R a, le premier, donn6 un exemple. 

CHAPITRE V.  

Th6orie g6n6ra le  de l '61 iminat ion.  

I,  

De l'dq~tation rdsolva~te. 

I. Le but que l"on se propose dans le th6orie gdn~rale de l%limina- 
tion est de reconnaltre la nature des restrictions apport6es k la variabilit6 
d'un hombre quelconque de quantit6s variables par un nombre 6galement 
quelconque d'6quations alg6briques reliant ces quantit6s. 

Dans la th6orie de l%liminafion proprement dite, on 6tudie de plus 
pr6s les syst~mes d'6quations alg6briques soumi~ ~ des conditions plus 
sp6ciales, particuli6rement ceux off le hombre des 6quations est dgal au 
nombre des variables. 

Acta  mathemat ica .  6. Imprim6 7 Juillet 1884. 17 
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Nous nous occuperons ici exclusivement de la th~orie g5n5rale de 
l'Slimination. 

C'est DESCARTES qui, le premier, considdra la solution d'une 5quation 
F ( x )  ~ - - o ,  comme la recherche des restrictions apport~es ~ la variabilit~ 
de la quantit5 essentiellement variable' x, par la condition dStermin~e 
F(x )  ~--o. Avant lui, on n'av;lit envisag5 la r~solution des 5quations que 
commc la recherche des valeurs qui, substituSes aux inconnues, v~rifient 
les 5quations donnSes. "Dans la th~orie gSnSrale dd l'~limination on n~glige 
entiSrement ce (lernier point de vue et l'on se place h celui de DI~:SCARTES 
en l '5tendant ;i un nombre quelconque d'~quations entre un nombre ~gale- 
ment quelconque de variables. Le mot 51iminer n'a pas le seas de la i sser  

de  cStd, mais au contraire, celui de f ixer ,  en  les sdparan t ,  les restric- 
tions apportSes ~ la variabilit5 de plusieurs variables, par des ~quations 
alg~briques. 

Soient done 

m 5quations alg~briques reliant les n variables Xl, x2, . . .  , x u . Les 
coefficients des fonctions entiSres G1, G~, . . . ,  G,n font partie d'un domaine 
de rationalit~ donn5 sur lequel nous n'avons aucune prise. Nous avons 
prise au contraire sur les variables x~, x2 ,  . . . ,  x . , ,  et nous cherchons 
la nature des restrictions apportdes k ces variables par les ~quations 
consid(~r~es. Comme le domaine de rationalit~ peut lui-mdme contenir 
autant de variables que l'on veut, le probl~me ainsi pos~ est plus gSnSral 
que si l 'on se proposait de trouver la nature des restrictions apport~es 
toutes les variables paraissant dans les polynSmes G~, G~, . . . ,  G~, par 
les relations G~ --~ o ,  G2 ~--- o ,  . . . ,  G,,  -~ o .  

Les restrictions dont noUs parlons se distingueront tout d'abord 
par le plus ou moins de variabilit~ qu'elles laissent aux quantit~s 
x l ,  x : ,  : . . ,  x , .  Nous devons donc chercher, avant tout, k transformer le 

syst~me d'4quations 

G . = o  

en un autre qui, tout en lui 5rant 5quivalent, s4par e net tement les diff,- 
rents degr~s de variabilit5 que possbdent encore les quantit~s x~, x~, . . . ,  xn. 
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L'analogie de ce probl6me et de celui dont nous avons expos6 la 

solution dans le chapitre prdc6dent est manifeste; la seule diff6rence est, 

qu'au lieu d'un syst6me de fonctions, nous consid6rons un syst6me 
d'6quations, et que, par suite, au lieu de la transformation du syst6me 

(G~ ,  G.~, . ,  G, , )  en R~, R~, . . . ,  R,,, nous obteno|ls cclle du systeme 
d%quations 

"~ G ~ o ,  . .  G : o  L~r 1 = O ~  2 " :~ m 

en une seule 6quation 

R 1 . R ~ . R 3  . . .  R , ,  = o ,  

l ' d q u a t i o n  r d s o l v a n t e  du systbme. 

En conservant les m(hnes notations que dans la re(:herche prec6dente, 

nous voyons imm6diatement que si les wlriables x~, x: ,  . . . ,  x,, sont li6es 
par les relations 

G ~ = o ,  G ~ : o ,  . . . ,  G,,----o 

il faut, ou bien que le r6solvant R~ soit nul, ou que nous ayons ~ la lois 

L t ~ o ~  L ,  z ~ o~ . . . ,  L , , ,  = o .  

Si ce dernier syst&ne d'6quations est v6rifi6, il faut, ou bien que le 
r6solvant R~ soit nul, ou que nous ayons k la fois 

' ' L '  L l  : -  O,  L.,. : o , . . . ,  m, = ~  

Ainsi de suite. Enfin, si le syst~me 

: ~__- f in - -2)  0 L~ "-:) o,  L(~ "-~) o, . . . ,  _.,_~ = 

est v6rifi6, il faut, ou bien que le rdsolwmt R, soit nul, ou que nous 
ayons k la fois 

: T ( n - - l )  i f ( n - - l )  - -  0 .  L[ "-1) o, ~,  ~ o ,  . . . ,  _., ; - -  

Cette derni6re alternative est impossible, puisque, les fonetions L~ "-;), 

L(.-1) L~-~ ) de ta seule variable x "), sont sails diviseur commun. 

Donc, si les 6quations 

G 1 = o~ G~ ~ o~ . . . ~  G .  = o 
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sont v6rifi6es il faut que l'un des r6solvants /~ ,  R~, . . . ,  R, s'annule. 
Inversement, si l 'un de ces r6solvants s'annule, nous avons k la fois 

G I = O  , G ~ = o ~  . . .  ~ G,,=o. 

Les restrictions apport6es k la  variabilitd de x~, x.~, . . . ,  x,, d'une part 
par le syst6me d'6quations 

(G,---=o, G ~ = o ,  . . . ,  Gm=O)  

et de l'autre par l'6quation unique 

R I R 2  . . .  R , , - -  o 

sont donc absolument les mdmes. 
Nous sommes ici dispens6s de rechercher, comme nous l'avons fait 

dans le chapitre pr6c6dent, la nature de l'6quivalence des systbmes 
r ( k )  ~ ,  L~ k), L(~)) et de ceux dont les 616mcnts sont les coefficients des �9 . �9 y - - ~ n k ]  

formes S,, ce qui simplifie consid6rablement le probl~me. I1 n'y a plus 
d'6quivalenee propre ou impropre; l'equivatence indique tout simplement 
que les restrictions apport6es ~ la variabilit6 de x~, x.2, . . . ,  x ,  par le 
syst6me d'6quations donn6es et par son 6quation rdsolvante sont identiques; 
nous p0uvons donc 6crire 

(G,  = o ,  G ,  = o ,  . . . ,  G~ = o)  ~ ( R , R ,  . . . / t .  = o ) .  

De plus, le probl6me g6n6ral de l'61imination peut toujours dtre 
r6solu, tandis que nous avons vu que celui de }'6quivalence des syst6mes 
ne peut l'~tre compl6tement que si les diff6rents r6solvants n'ont pas de 
facteurs doubles. I1 est vrai que cette restriction qui est, comme nous 
l'avons vu, dans la nature des choses, puisqu'il y a des syst6mes non 
d6composables sans (!tre irr6ductibles, a, une f~cheuse influence sur la 
th6orie g6n6rate de l'61imination. Elle nous emp~che de tenir compte de 
rordre de  multiplicit6 des solutions du probl6me. Ainsi, en appliquant 
la th6orie de l'61imination k la g6om6trie, nous isolerons eertainement 
toutes les surfaces, courbes et points donn6s par  un nombre quelconque 
d'6quations entre trois variables x, y e t  z; nous marquerons tous les points 
de l'espace dont les coordonn6es v6rifient simultan6ment les 6quations 
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donndes; mais si A sont ces surfaces, B c e s  courbes et C ces points, il 
se pourrait fort bien que les surfaces repr6sentdes par lcs 6quations donn6es 
eussent, par exemple, outre les points C un point commun sur B, sans 
que nous obtenions autrement ce point que comme un des points de la 
courbe B. 

Pofir ne pas dtre obligd de changer de notations dans le courant de 
ce chapitre, nous d6aignerons tout de suite par Rh, non pas le plus grand 
commun diviseur des fonctions K~ '-~), h~ '-1), . . . ,  K~.h~, ", mais le quotient 

de ce plus grand commun diviseur et du plus grand commun diviscur 
qu'il a lui-m~me avec sa d6rivde par rapport ~ x (h), dc sorte que, si pour 
un instant R~, repr6se.nte encore la fonction considdrde jusqu'ici, notre 
nouvelle fonction R~, sera 6gale '~ 

Rh 
Dv (Rh, D~(h)R.) 

c'est 'k dire 'k l 'ancienne fonction Rh ddbarassdc de sos facteurs multiples. 
Comme nous ne pourrons tenir comptc des solutions multiples, ce n'est 
pas une restriction que nous faisons lb. 

2. Dans ce qui va suivre, nous interprSterons chacune des expressions 
R~ ind6pendamment de routes les autres, en recherehant de quelle mani6re 
chacune  des 6quations Rh ~ o limite la wiriabilit6 de x l ,  x~,  . . . ,  x, , .  

Nous pourrons done supposer que les syst6mes de variables quc nous 
avons distingu6s en affecfant les quantit6s x~, x~, . . . ,  x, d'indices 
sup6rieurs soient tous les m~mes; cela revient simplement, gSomStrique- 
ment parlant, k interpr6ter chacune des 6quations Rh--~ o dans un autre 
syst6me de coordonn6es en nous r6servant de choisir convenablement 
chacun .de ces syst6mes. Mais pour 6viter toute confusion nous d6sig- 
nerons par 

Yl, Y2, . . . ,  Y. 

au lieu de x~, x~,  . . . ,  x . ,  les nouvelles variables consid6r6es; ce sont 
des variables se rapportant k un syst6me d'axes coordonn6s mobiles. 
Nous d6signerons de m6me par y la fonction lin6aire k coefficients in- 
d6termin6s 

y = u~y~ -'1- u2y.~ "4- . . .  "4- u, ,y , ,  ; a,, . =  I .  
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Nous aurons alors, dans le domaine  de rationali t6 donnd, l '6quivslence 

[ G , ( y , ,  u~, . . . ,  y.) ;  . . .  ; G ~ ( y , ,  U~, . . . ,  ,j.)] 

R,(y, y , ,  . . . ,  y ._ , ,  u , ,  . . . ,  u,,) 

X [ H ; ( y ,  y , ,  . . . ,  y , _ : ,  u , , . .  : ,  u,,);  . . .  ; H;,,,(y, y ~ , . . . ,  Y , -2 ,  u , ,  . . . ,  u , ) ] .  

En posant 

y '  = v . _ , y  + v , y ,  + . . .  + v,,__~y,,_~ ; v,,_, - ' ~  I 

et en remplagant  y par sa va leur  tire~e de cette 6quation, il vient 

[H ' , (y ,  y , ,  . . . ,  y._.; ,  u , ,  . . . ,  u . ) ;  H ; ( y ,  y , ,  . . . ,  y,,_.~, u , ,  . . . ,  u . ) ;  . . .  

. . .  ; H; , , , (y,  y , ,  . . . ,  y,,_~, u , ,  . . . ,  ~ . ) ]  

"~ [K ; ( y ' ,  y , ,  . . . ,  Y . -2 ,  u , ,  . . . ,  u.) ;  K ; ( y ' ,  y , ,  . . . ,  Y . -2 ,  u , , . . . ,  u . ) ;  . , .  

. . . ;  K:,,(y', y , ,  . . . ,  y,,_:, u , ,  . . . ,  u,)] 

R~(y ' ,  y , ,  . . . ,  y,,_~, u , ,  . . . ,  u,,, 'v,, . . . ,  v . _ , )  

X [L~(y ' ,  YI ,  "''?~ 'fin--2, U l ,  . . . ,  Un); . . . . .  ; L ; ,h(Y ' ,  ~,~I, " ' ' ,  f in -2 ,  "~I, " ' ' )  Un)]" 

Le r6sul tant  S~ sera cnsuite pris par rappor t  k y ._~.comme tout  k l 'heure 

par rappor t  ~ x._~, et ainsi de suite; mais, apr6s avoir  in t rodui t  chaque 

nouvel le  fonction lin6aire k coefficients ind6termin6s, y(*), c'est y(*-'), et 
non pas y._,  par  analogie avec x ._ , ,  qu' i l  faudra  remplacer  dans le 

syst6me consid6r6 par  sa va leur  tir(~e de cettc relation. 

D'ai l leurs,  en d6signant par  u~ '), u~ ~ . . . ,  u~ ), ( i =  I ,  2, . . . )  de 
nouvel les  ind6termindes on a 

y ' =  u;y, + u;y~ + . . .  + u,:_.~y,,_~ + u,,_,y._, + u,,y. 

et, en g6n6ral,  

y(') uT)y, + ui"y~ + . . .  + - " '  . " ' ( ' - ' ) .  �9 = . , , _ , _ _ , . , , _ , _ ,  + - . _ ,  , j . _ .  + . . .  

. . .  + u,',_~y._.~ -t- u,,_,y._, + u .y . .  (,=,,2,..) 

Nous obtenons ainsi l '(iquivalence 

[G,(u , ,  ,j,, . . . ,  u . ) =  o;  a,(.,y,, u, ,  . . . ,  ~ . ) =  o ;  . . . . .  ; a . ( u , ,  ,y,, . . . ,  u . ) =  o] 

"~ Rh Y,, Y2, �9 �9 �9 ," Y,,-h, U,, . . . ,  U,,, . . . ,  U] h-'), �9 �9 �9 " , -h  j ---- �9 
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De ce que, lea quadtitds u~ ~>, u(~>, . . . ,  u<~ ) d6signant toujours des 
inddtermin6es, l '6quation r6solvante R ~ R 2 . . .  R,, = o est la cons4quence 
ndcessaire et suffisante du syst6mc d'6quations G~ = o ,  G~ ----- o ,  . . . ,  G., ~ o ,  

nous allons d6duire une transformation importante de cette rSsolvante qui 
nous fera clairement voir le rSle fondamental que jouent les ind6termin6es 
u~), u~0, . . . ,  :-.,+J(~ dans la th~orie g~n6rale de l'61imination. 

A cet effet nous altons d'abord rcchercher toutes les valeurs de 
chacune d e s  variables yt, y~, . . . ,  y~ qui peuvent v6rifier le syst6me 
do.nn6. Commen~ons par la vaI'iable yn. 

Les expressions y, y' ,  y " ,  . . . , y ( ' - ~ >  se transforment toutes en y. ,  
lorsque nous substituons aux quantit6s inddterminSes u t ,  u : ,  . . . ,  u ._~ ,  

v~, v~, . . . ,  v._~, . . . ,  we, la valeur z6ro. Si donc nous r6p6tons tous 
ies raisonnements qui nous ont amen6 k la d~composition du syst6me 
donn6 sans faire aucune substitution lin6aire k coefficients ind6termin6s, 
ce qui revient k r e m p l a c e r  y ,  y' ,  y " ,  . . . ,  y<'-~) par yn, nous pourrons 
dire que le r6sultat obtenu est le m~me que tout k l 'heure, k condi- 
tion de substituer aux ind6termin6es lea valeurs z6ro, k l'exception de 
u ._~ ,  v . _ 2 , . . .  , w~, qui sont d6finies t!gales ~ l'unitS. Nous obtiendrons 
ainsi l'(iquivalence 

- ( G , = o ,  e~ = o ,  . . . ,  G., = o)  

I I I Y , " ) ( y ~ ,  y~, y~, . . . ,  y ._~;  o ,  o , . . . . ,  ~; . . . . .  ) 
k = l  

dans laquelle nous avons donn6  k R, l 'indice sup~rieur (n) pour indiquer 
que y(*), y est remplac6 par y. et que nous consid6rons spdcialement cette 
expression comme une fonction de Yn. D'apr6s ce que nous venons de 
dire /i~ ~) sera le plus grand commun diviseur des coefficients du r6sultant 
ff~_)~ des deux fonctions 

~U~L(,~-~)(y,,= , y~, y~, . . . .  , y~_~, y ._ ,+~;  o ,  o ,  . . . ,  ~ ; o ,  . . . . .  ) 

et 
mk~ 2 

h='~"~VhZ(,~-=)(Y., Y , ,  Y2, . . . ,  Y, ,-~,  Y,,-,+I; o,  o,  . . . ,  I; o,  . . . . .  ) 

par rapport ~ la variable Yn-,+~, ce r~sultant ~tant consider5 comme une 
fonction des indOermin(~es U et IT. 
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Les raeifies de l '6quation R(~')= o sont fonctions alg6briques de 

y~, y2 ,  . . . ,  y ._~;  soit ~/~-*) l 'une quelconque  d 'entre  elles. D'apr~s ce 

que nous avons vu sur les propri6t6s du  r6sultant ,  comme  S~_)~ est nul le  

pour  y,,----q.~(~-', les deux  fonctions pr6eddentes au ron t  pour  y,, = %~"-" 

un diviseur c o m m u n  en y,,_~.+~; il y au ra  donc sf i rement  une va leur  de 

__ ~(~-1) telle que nous avons k la lois Y,,-~+~ , Y,,-~+~ q,,--~+~ 

Z TT  T(I ' - -2)[_( t ' - - . I )  .-- . ~ : ~ ( ~ " ~  ~,~,, , y ~ ,  y~ . . . .  , y . _ , ,  ~/(.'-,~+~; o ,  o ,  . . . ,  ~;  o ,  . . . . .  ) = o 

et 

7a k-? 

1,=~ a ~ h  \q" , Y i ,  ~J~, . . . ,  Y , - ~ ,  :~ ,_~+~;  O ,  O ,  . . . ,  I ;  O ,  . . . . .  ~-~- 0 

et, par  suite, s imul t an6ment  

L " -  ~)W~:-" y, . . , - ,  �9 ) h w .  , , Y ~ ,  - . . ,  Y , , - A ,  , l , - k + ~ ,  o ,  o ,  . . . ,  i ;  o ,  . . . . .  = o  

(h=l, 2, .... mk_~) 

eomme nous nous en assurons fac i lemcnt  en consid6rant  un nombre  assez 

grand de syst~mes d' ind6terminSes U et 1 ~ auxque l s  correspondent ,  il est 

vrai,  des rSsultants ~.")~ diffSrents, mats eependant  la m6me fonction R(k ~). 

Puisque toutes les fonctions r " -~)  sont nulles pour  y.----._(k--, % et ~ h  

"-r il en sera de m~me du rgsul tant  ~,k-2 y._~.+~ = 71--k+~ o.,) des deux  fonctions 

ink_ 3 

Z IT Td:--'%f - d ' = l  ) ~(k--]) h = l - ~ h  \q,  , Y l ,  Y~, . . . ,  q,--~.+l, Y,--k+.2; O, O, . . . ,  I ;  O, . . . . .  ) 

et 

ink_ 3 

Vr(k-3>(_(k--, ~.-~§ Y.--k+~; O, O, . . . ,  X; O, . . . . .  ) h=l r h ~ h  \1In , Y l  ~ Y 2  ~ �9 �9 �9 : T)(k--1) 

qui est pris par  rappor t  k Y,-E+2; car K ~ , - 2 ) =  RA._lL(h k-2) et les syst~mes 

s' s" . .  (H~ ~-~) H~ (k-~, . . )  et  d~sign~s plus h a u t  par  ( k - : ,  ~-~, "), , , �9 
(/s K~ (k-~), . . . )  son]~ ici identiques. De ce que S~"_)2 est nu l  pour  

- _(k-l) concluons comme  tou t  it l 'heure  qu' i l  y,  --: 72~ -~) et Y,-k+l = q . -k+l ,  nous 
y a sf i rement  une va leur  de y,,-k+2, 

~(k -t) 
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tel le que  toutes  les fonct ions 

i ( k -  ~)/,~(k--1) �9 ,~(k- - l )  ,~(k--1) " 
h \~/n ~ f i l ,  f i 2 ,  "*  , f i n - - k ,  "In--~+] ,  "/ , ,--k+2; O ,  O ,  . . . , I ;  O ,  . . . . .  ) 

(h = 1,2,  ..., m~._3 ) 

soient  nul les  s i m u l t a n 6 m e n t .  

En  con t inuan t  ainsi, nous  voyons  enfin que le" rdsul tant  -~,~'(')est 

nul ,  p o u r  

�9 ~ ( k - - 1 )  _ _  ~ ( k - - l )  . ._(,~:--I) 

Y, = ~7~-~>; Y,-k+~ ---- "l,--k+~; Y , -k+~ - -  qn--k+2, " "  ; Y,--~ = 71,,-~ �9 

Ce rSsul tant  est pris  pa r  r a p p o r t  k Y,-1. II y a donc  ndcessa i rement  une 

va leur  de fin-| 
~(l- - -1)  

f i , - i  --=- q . - 1  

tel le  que les ~quat ions  

i,~q,~ , f i t ,  Y 2 ,  . . .  , f i , - - k ,  q , , - - k §  r2 ' , -~+~,  . . . .  q , , - - t  ; ~ 0 (h=l._~ . . . . . .  ) 

et, par  suite,  aussi 

" (k) ~ (k - -1 )  ~ (k - -1 )  ~(k--1)~  
K h ( r i , ,  Y l ,  Y2, . . . ,  Yn--k, q , - k + l ,  qn-~+~, " ' ' ,  q,,-I :-~-- O ,,=~,2 ........ ) 

soient v6rifi6es s imu l t an6men t .  Mais 

K h ( y , ,  y , ,  y~ ,  . . . ,  fi,, , )----  G , , ( y , ,  fin., . . . .  f i , _ , ,  fi,,); (h~,.~ ....... , 

nous  pouvons  donc  6noneer  la proposi t ion su ivante :  

A route  racine ~(,~-') de l '6quat ion R ~ P J :  o correspond un syst6me 

a l l  1 T i O ] n S  

~ ( k - - l )  ~ ( k - - l )  ~ ( k - 1 )  
n - - k + l  5 t i n - - k + 2  ~ " " �9 , IA/n--1 

tel que les ~quat ions 

y ~ ( k - - l )  ~ ( k - - l )  __(k--l) ) ~ O 
G~ 1, Y2, . . . ,  Y,,-k, "Jn--k+~, ",'n-k4-2, " ' "  , % - 1  , ri(~ ":-" 

~(k - -1 )  ~ ( k - - l )  _(], '--1) - 1 )  
G 2 ( y l ,  Y2, . . . ,  Y,,--~., qn--k+~, q, , -k+~, " ' ' ,  "~,,-~, ~ "  ) =  0 

._ (k- - l )  ~ (k  -1 )  . _ ( k - l )  
fi , . . . ,  y , _ ] ` ,  . . . .  

o 

soient  v6rifides s imul t an6ment .  
Acta mathematica. 6. Impr im~  7 Jui l le t  1884. 
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Ceci a l ieu pou r  k ' ~  i ,  2,  . . . ,  n .  Ainsi k chaque  racine y.  = y/,, 

de chacune  des 6quat ions  R ] " ) =  o ,  R~")-- - o ,  . . . ,  R(.")= o ,  cor respondent  

respec t ivement  des valcurs  de o ,  i ,  . . . ,  ( n ~  x) des autres  var iables  

qui ,  jointes  k ~/,, ellc-m,~me, v6rificnt s i m u l t a n d m e n t  lcs 6quat ions  donndes. 

Nous obtenons donc  des vari6t6s diffdrentes satisfaisant au p r o b l f m e ,  su ivan t  

la rdsolvante  R~ ---- o don t  nous consid6rons les racines apr fs  avoir  subst i tu6 

aux  i n d d t e r m i n d e s  la va leur  zdro. 

l n v e r s e m e n t  si ~, est une  va lcur  de y,  qui  pe rme t t e  de v6rificr  

s i m u l t a n 6 m e n t  les 6quat ions  G~ = o ,  G2 ---- o ,  . . . ,  G , ,  = o ,  il fau t  que,  
ou bien R~ ") soit nul  pour  y,, z- , , ~., e cst a dire que ~. soit 5gale ~ l 'une 

de~ raeines 7/,, p r 6 c 6 d e m m e n t  d6finies, ou t)icn que toutes  les 6quat ions  

_L,,(r y , ,  y~ ,  . . . ,  y , _ ~  ; o ,  o ,  . . .  , I )  = o (~=1,~ ........ , 

soient v6rifi6es. Dans  ce dernicr  cas lc r6su l tan t  S~ "~ s 'annule pou r  

!/. ~ ~'.; done,  ou bien R~")(.~,,) = o et alors , .  ~" est 6gale k l 'une des ~,', 

auxque l l e s  co r responden t ,  dans not re  no ta t ion ,  des va leurs  de y,,_~, 

Y,-~ = ~/',-1 telles que 

G , , ( y , ,  Y 2 ,  . . . ,  Y . - 2 ,  ~ ' . - , ,  ~'.) = o (h=l,~ . . . . . . .  ) 

ou" l)ien toutes  les 6quat ions  

L'h(~n, Y l ,  Y:t, . . . ,  Yn--3; O ,  O ,  . . . ,  I ;  O ,  O ,  . . . ,  I)----~- 0 

sont  v6rifi6es. Ainsi de suite. Enfin,  ou bien RI, ") s 'annule  p o u r  y,  =~,,, 

et alors ~, est 6gale k l 'une des racines 7/(, "-1) auxque l l e s  cor respondent  

des solut ions 

tel les que  

1 ~ " " ' :~ t/n--I 

Gh (g]]n--1) .~(n--l) q~(n--l) v , . . . ,  . , _ , ,  7 ; I , " - ' ) ) =  o ,  (h= 1,'2, ..., rn) 

ou bien toutes  les fonct ions 

L(~"-l)(y.; o ,  o ,  . . . ,  I ;  . . . . .  ; o ,  I) (h*l.~ ..... . . , )  

s ' annu len t  p o u r  y,, = ~'.. Ces fonct ions 6 tan t  sans d iv iseur  c o m m u n ,  cette 

derni6re a l t e rna t ive  est impossible.  I)onc toutes  les valcurs  de y, pou r  
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lesquelles les 6quations G,, = o, (h----- x, 2, . . . ,  m) peuvent 6tre v6rifi6es 
simultan6ment sont n6cessairement racines d'une des 6quations R(2)= o, 
(k = I ,  2 : , . . . ,  n) .  

Si nous n'avions pas si,nplifi6 l'6criture en consid6rant les variables 
y au lieu des variables x, rien ne serait chang6 au raisonnement lui- 
m6me, comme on s'en assure facilement; les variSt6s obtenues seraient du 
m6me ordre; seulement l'6nonc6 de chaque transformation serait beaucou l, 
plus lo~g, puisquc toujours des fonctions lindaires, it coefficients entiers, 
des 616ments consid6r6s remplaeeraient chacun de ces 616ments. 

Pour trouver de m~me toutes les valeurs de la variable y,,_,, 
[i = ~, 2, . . . ,  ( n - - ~ ) ]  pouvant v6rifier simultan6ment les 6quations 
G~ = o, (k---- I, 2, . . . ,  m), nous op6rons d'une facon tout ~ fait ana- 
logue. Seulement au .lieu de substituer h toutes les inddtermindes 

~r ~r " ' ' )  Un--1) V 1, V.2, . . . ,  V,,--2, . . . . .  , W , ,  la valeur z6ro,  n o u s  ex- 
cepterons u,,_~ quc nous remplacerons par l'unit6. Alors toutcs les expres- 
sions y, y', y", . . . ,  y("-~) seront remplae6s par y,,_~ -4- Y,,; nous consid6rcrons 
tous Ics r6sultants comme fonctiol|s dc cette wtriable, y,_~ A-y,,, cc quc 
nous indiquerons en les affectant de rindiee sup6rieur ( n - - i ) .  Sauf oct 
indite sup6rieur rien n'est chang6 au raisonnement pr6c6dent. Done, 
toutes les valeurs de y,,_~, qui v6rifient simultan6,nent les 6quations 
G 1 ~ o ,  G.  2 ~ o ,  . . . ,  G , ,  --~ o s o n t  n 6 c e s s a i r e m e n t  t e l l e s  q u e  y,,_~ -{- y,, 

soit racine de l 'une des 5quations *-k/~("-~ ( k =  t ,  2, . . . ,  n). En 
rapprochant ce r6sultat du pr6c6dent nous obtcnons toutes les valeurs 
eherch6es de y , ,_~;  elles sont fonctions alg6briques d'un nombre de variables 
ind6pendantes qui d6pcnd dc l'indice k dc la fonction R(~ " - ~  dont y,,_~ + y,, 

est racine. Tout eeci a lieu pour i---- I, 2, . . . ,  ( n ~  I). 
En r6sum6, t o u s l e s  syst6mes de valeurs qui v6rifient simultan6ment 

les 6quations 

G , ( v , ,  . . . ,  u . )  = o ,  . . . ,  ,j,,) = o ,  . . . . .  , G . , ( u , ,  . . . ,  v , )  = o ,  

se composent x ~ de fonctions alg6briques d'un certain nombrc de variables 
Y,, Y2, . . . ,  Y,, et des 616ments du do|naine dc rationalit6 donn6; 2o de 
ces variables elles-mSmes qui restent ind6pcndantes. Les fonctions alg6- 
briques dont nous parlons sont mutes comprises parmi les racines des 
6quations 

(i=0,,,~ ..... ( , - , ) )  
~k n-i) ~ 0 \k=l,~,...,n 
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de manidre qu'/~ chaque valeur de i corresponde spdcialement un des 

indices de y. Le hombre de variables restant inddpendantes ddpend de 

l'indice k; il est toujours 6gal k n - - k ,  de sorte que pour  k ~ n,  il 

est nul. 

3. C'cst ainsi que l'on peut  t rouver  sans aucun artitice tous les 

syst6mes possibles vdrifiant s i lnul tan6ment  les 6quations 

G1--~O, G 2 ~ o ,  . . . ,  G, , -~o.  

Mais cos syst6mes se pr6sentent sans aucun ordrc et les solutions obtenues 

ne nous donnent,  par suite, aucune vue s6rieuse sur los restrictions apport6es 

par les 6quations G1 = o,  G~ = o ,  . . . ,  G,, = o k la variabilit6 des 

quanti tds essentiellement variables y~, y~, . . . ,  y,,. Or c'est prdcis6ment 

dans l '6tude de ces restrictions quc consiste la thdorie gdndrale de l'61i- 

ruination. I1 nous faut  done cherchcr une autre  solution et c'cst iei que 

les quantitds ind6termindcs u, ,  u ~ , . . . ,  u,, viennent  s ' imposer tout  naturclle- 

merit ~ notre attention. 

Le rdsultat  obtenu jusqu'ici  n'est cependant  pas inutile. II 6tait au 

contraire n6cessaire de l 'obtenir  tout d 'abord et nous  en ferons usage dans 

un instant. 
Reprenons tout  k fait le mdme raiso'hnement que tout  "~ l 'heure;  

mais cn faisant ectte fois-ci, comme il a 6t6 indiqu6 plus haut,  les substi- 

tutions lindaires ~t coefficients ind6termin6s. 

Consid6rons chaque rdsolvant Rh, (h = I ,  2, . . . ,  n) que nous obtenons 

ainsi comme une fonction de y(~'-~) seulcment  ce qui revient  ~ joindrc les 

autres variables y~, y.,, . . . ,  y,__, au domaine de rationalit6 donn6. Soit 

alors ~("-~) une quelconque des racincs de l '6quation Rh =: o.  Nous allons 

d6montrer  qu'k chaque valeur  ~("-') correspondent  des valeurs de 

ffn~ f f . - - l ,  " ' ' ~  fin--h-1 

qui sont fonctions alg6briques de Yl, Y~, . . ,  Yn-h, et v6rifient simultan6- 

men t  les 6quations G~ = o,  G~ = o,  . . . ,  G,. = o.  

Comme,  par  d6finition, 

Rh(,y (~-', y~, y.,, . . . ,  y,,_~; u,, u:, . . . ,  u,,; u~, u.',, . . . ,  u',_~; . . .  

; . ? - " ,  uL-2 )  = o �9 �9 ~ , �9 �9 �9 , 



S u r  l a  n o t i o n  d e  l a  d i v i s i b i l i t 6  e t  s u r  l a  t h 6 o r i e  g d n ~ r a l e  d e  F ~ i i m i n a t i o n .  1 4 1  

n o u s  a v o n s  a u s s i  

K~h-1)(~ (h-l), Yl, Y~, 
�9 . . ,  Y ~ - h ;  u~,  u~,  . . . ,  u , , ;  u'~, u'2, . . . ,  u : _ ~ ;  . . .  

; u ? - , ,  u(~ ~ - "  �9 '~ - '>~  
�9 . . ) . . . ) u u_/~ ) : 0 (I=I,~ ..... "~a-~) 

d o n e  

, . ( q  - -  t ? - ' ~  - -  t ' : - , ~ - - . . .  - -  t , ~ - . . ,  �9 

p r 
u t ,  , un;  u t ,  , u , , _~;  ; u~ h-'z), u~ h-2) . u (h-2) ~ . . . . . . . . . . .  ~ �9 �9 ~ n - - h . + l }  = 0 

( ~ = 1 ,  2) . . . ,  m~,_ l  ) 

et, par ~uite 

s~_~W ~ - "  t ? - %  - -  t ' ~ - ' -  , (~- ' , -  �9 ~ Y ~ ' ' ' ~ , - h V , - - , , ,  Y~, Y~, ' ' ' ,  Y , , -~;  

�9 . .  u '  �9 U '~), V ( ~ , ) = o  u,  , , Un ; U'I , , ,,--'~ , . . . . .  ; U~--'~>, U~h--'~) ..<h--s) 
�9 �9 " ) " " " ) r  

quel que soit l'indice k des ind6termin6es U et ~: 
Mais alors, d'apr6s la propri6t6 fondamentale des r6sultants, les deux 

fonctions 

/ n a _  ~ 

~=~ L ~ ~ ~,~' ~ Y ~ ,  " ' '  

et 

~ ' ~ - - h + l ;  U l ,  ' '  " )  ~ m ;  U t ~  ~ n - - ~ )  - "  �9 

; ~ < , , ,  u,~-,,, . . ( , - , , , ) ]  
. . . . . .  ) ~ v n - - h +  

m h v .  2 

Z F I f ( t ) T ( h - 2 )  ?~,(h--2) ' U '  " 
~= l  t ' ~  ~ ' i  kY ) Y l )  " "  �9 ) ~ , - - h + 1 ;  U l )  . -  . ~  'a,)~; U l )  . . .  ) n - - ~ )  �9 �9 �9 

�9 �9 �9 ) �9 �9 �9 ) e ' C ~ - - h + l / J  

dont Sh_ ~ est le r6sultan t pris par rapport ~. g.-h+,, auront pour 

v ' ' -~,  , /~--" t ? - " w  - -  t ' ~ ' - %  . , " - " . .  

un diviseur commun en Y,-h+x; i! y aura donc sdrement une valeur 

de Y~-h+l 
~ ( h - - 1 )  

Y n - a + t  ~--- q ~ - h + ~  
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telle que les deux  dquations 

t ? - %  . . . .  , i = 1  [ (k) (h- -2)  r _ _  t (h - - l )p  - -  - -  ~ , , -h  J , , - J , ,  f i l ,  f i~ ,  " Y n - J , ,  ~ , , - - h + l ;  

U l ~  ~ .it n ; ~g~,  , 7~, a s (h - -2 )  (h - -2 )  . . ( h - - 2 )  ~'] _ _ .  O 
. . . . . .  n - - 2 ;  . . . . .  ; ~ 1  :P U 2  ~ " ' " , ~ n - - h + l ] J  

l)~ h__ 2 

i=a . . . .  . . . - -  ,,-h 'a,,-h, Yl, fi~, " ' ' ,Yn--h,  )7,,--h+1; 

U l ,  " " " , ~ '~n; ~ f ~ ,  . . . , U ' _  2 ; . . . . .  ; U l / t - : D ,  / ~ - - 2 ) : p .  . . . , ' u ( n h - - h g ) , ) ]  = O 

soient v6rifi6es. En dormant  k l 'entier  k un nombre  assez grand de 

valeurs,  nous voyons que les 6quations 

L l h - - 2 ) ( ~ ( h - - , )  l~h--1)fi I ,(h--,).. 
�9 - -  - - ' ' ' - - % - - h ~ ' h , - h ,  Y ] ,  f i~ ,  ' ' ' ,  Y . - -h ,  )7 , , - -h+l;  

, 

'l~ 1 ,  , U n ,  11/1~ . . ~ '/X,n_ 2 ,  , u h - : ~ )  ~.(h---2) ~ O . . . . . . . . .  , �9 �9 �9 , ~ n - - h + l }  = 

( i ~  ] ,  2 ,  . . . ,  t n h _ 2 )  

sont elles-m~mes v6rifi6es Mais alors il en est de mdme des 6quations 

, , - ,  # - %  ,(,,-,),, 
- -  - - ' '  ~, , -1 ' J , , - n ,  f i l ,  fi'2 , Y n - - h ,  Y , , - - h + I ;  �9 . �9 - -  ~ �9 . �9 

- 2 ) ,  j ,(h--~-) ~ O 
U l ,  . ~ �9 , U n ,  . . . . .  , I~, �9 �9 �9 , W n _ h + l )  = 

_ _(h-~) . donc aussi des 6quations pour  y(h-~) = y/(h-~) et Y,,-h+~ - -  q,,--h+~, 

s(h-~) _(h--,) , (q  t~h--.,.)y, - - .  t(h_.~), u t(h--.~)~(h--,) _,h--,, . 
- -  " ' - - ~ 1  [ J n - - h - -  1 q n - - h + l ,  Y l ,  f i 2 ,  " ' ' ,  f i n - -h ,  q n - - h ~ - l ,  

. . . . . . . .  ~A~ h - 3 )  . U ~ h ' ~ _ 2 )  = 0 ( / = ] , 2  . . . . . . .  ~ . _ 2 )  U l ,  , U n ,  , , , �9 . , 

et, par suite, l '6quation 

�9 - -  ] ( h - - 2 ) ~ ( h ~ - I  ) . _ (h - -  1)  S ~ - - . ~ ( ~ ( h - ' ) - - t ] h - ~ ) y , - - . .  t]~--'~)!t, ,_h--, ' ,  qn---h+,, Y , ,  Y'~, " " ,  Y,,--h, "/,,--h+,; 

�9 o,(h-.) U ~*), V (k)) = o U l ,  �9 �9 �9 , i n ,  . . . . .  , U] h - 3 ) ,  �9 � 9  ~ ~ n - - h + 2 ,  

est e l lc-mdme v6rifi6e quel  que soit r ind ice  k des ind6tcrmin6es U ct V. 
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Sh-2 est le r6sultant,, par rapport k Y.=h+2 des deux fonctions 

~'l't h _  3 

U~ L ,  (:1 , y~, y.., ~ ://,,-h+.~, u , ,  , u , ,  u , ,  , u '  r ( k )  ( h - - 3 )  ~ . n ( h - - 3 )  i 

L . . . . .  ~ " " ~ ~ - - 2 ~  " " * h 

( q n ( h - - 3 )  X-I 
�9 �9 " :' ~ / l h - 3 ) : ~  �9 " �9 ~ "n--h+2)J 

mh-  3 

~_ r V ( k ) L ( h - - ' ~ ) ( , # # ( h - ~ )  
L i ~ t Y  , f f ~ ,  f f ~ ,  �9 �9 �9 , f f , - I , + ~ ,  ? t l ,  �9 �9 �9 , R . ,  ~ t ~ ,  . . . ~ U ' . _ ~ ,  . . . 

i = 1  

o , ( h - - 3 )  
. . . . . .  ~ n - - h + 2 J J  �9 

Ces deux fonctions s'annulcront done simultanbmcnt pour une v a l e u r  au  

moins de y.-h+~ 

~ [ n - - h + 2  ---~ ~ ( h - - l )  i l n - - h §  

q(h-~) ct Y,,-h§ 6tant respectivement 6gales a' ~(h-~) ct J'-~)7t,,_h~,. 
En continuant a insi nous arrivons au rdsulta|,t 81 et nous trouvons 

des syst6mes 

~( h -  1)  ~ ( h - - 1 )  ~ ( h - - 1 )  
n - - h + l  ~ q n - - h + 2  ~ " " " ~ l / n - - 9  

v6rifiant l'6galit6 

, , ~ t  ~ ( h - - l )  _ _  l '  ~ ( h - - I )  $1(~ (h-l) t ; : q l -  t 2 g . 2 -  . . .  - - t , - - h y , _ h -  ,--h+lq.--h+l "'" ~ ,--~q,--2 , 

..(h-l) V?-~), ul ,  . u . ,  U %  V (~)) = o ;  

8~ est le rdsultant: pris par rapport k Y.-1, des deux fonctions 

U ? ) L , ( y ,  g , ,  . . . ,  y . ~ : ,  g . _ ,  ; u , ,  . . . ,  u.) 

m 

E V~(~)L,(y, y , ,  . . . ,  y ._~,  ~j,,_~; u , ,  . . .  u.) .  

Ces deux fonctions s'annuleront donc shnultandlncnt pour une valeur au 
moins de Y . - 1  

, t ) /n__ 1 ~ ~ ( h - l i  qn--t 

k condition que 
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soient d6j~. remplac~es par  leurs valeurs  respeetives 

. - - h + l  ~ q n - - h + 2 ,  " " " ~ - -  �9 

Noun en concluons que lea 6quations 

L~(~ (~-~) t~g~ t 2 f f  ~ �9 t.--hy.--h ~.--~+lq.--n+~ ' ' '  ---~U.--~ , 

~ ( h - - l )  .~ (h- - l )  ~ ( h - - l )  .re(h--l) �9 �9 �9 ~ ' n )  ~ O 
~ ]1 ,  ~J2 ,  " " " ~ ~/n- -h~ q a - - h + l ,  q n - - h + 2 ,  �9 �9 " , q n - - ~  ~ f i n - - 1  , ~ 1 ~  

sont vdrifi~es s imul tan6ment ,  e t  que, par  suite, les fonctions 

K , ( y ,  y , ,  y , ,  . . . ,  y . _ , ,  u , ,  u , ,  . . . ,  u . )  ( , : , , ,  ...... ) 

s 'annulent  s imul tan6ment  pour  

.~ (h- - l )  ~ ( h - - l )  . .~ (h- - l )  
Y . - n + l  ----- q . - a + ~ ;  Y . - a + ~  ---- q . - ~ + ~ ,  �9 �9 �9 ; Y . - ~  ---- q . - ~  �9 

M a i s  

et, 

( i =  I, 2,  . . . ,  m). 

pour  

et 

y ---- u~y~ + u2y~ + . . .  + u . _ , y . _ ,  + u . y . ,  

en faisant eette substi tution,  les fonetions K~ se t ransforment  en G~, 

Nous avons donc aussi 

G,(y~, y~, . . . ,  y ._~,  y . )  ----o 

_ _  ~ ( h - - t )  ~ ( h - - 1 )  ~ ( h - - D  
f t . - - h + 1  - -  q . - - h + l ,  ~ - - h + ~ - - - - -  q ~ - - h + ~ ,  �9 ' ' ,  ~ . - - 1  - - - - - q . - - I  , 

(iffi i ,  ~, . . . ,  m} 

u ,y ,  + u~y~ + . . .  + u ._ , y ._~  + y .  = 72 ( h - l ) -  t;y~ - -  t~y2 - -  . . .  ~ t'._2y._~, 

c'est ~ dire 

----- . - -  t _ ( h - l )  t ~ ( h - l )  y .  ~(h-~)__ t ~ y ~ -  t ~ y ~ - - . ,  t . - , Y . - h - -  , , - h + ~ q . - n + l -  . - -h+~q. - -h§  

k . _ ( h - - l ) .  
�9 . . - - ~ . _ l ~ j s _ :  , t . - - I  = U . _  1 .  

En d~signant cette va leur  de y.  qui est, eomme ~.-h+~, ~.--h+~, " " ,  et ~._~, 
fonction algdbrique de y~, y~, , y . -h ,  par _(h-~) . . .  q .  , nous pouvons aussi 

6noncer le r6sultat  obtenu en disant que pour  
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. . . t ~(~-~) t ~(~-1) !/v'-~) t~y~ + t~y,~ + + t ._hY,_~ -}- .-h.+~q.--h+~ + .--~+~'l.-h+~ + . . . .  

. . ( h - - ~ )  . . .  + u,_~,~._, + u . ~  - ')  

le r6solvant 

R~(y  'h-~), y~, y~, , y ._~,  u~, , u , ,  . , , . . . ,  ~,_~ : . . . . . . . .  ? l ~ h - - l )  . ~ (h- - l ) \  

s 'annule,  tandis  que les 6quations 

_(h-- l )  ~(h--1) ) = 0 ( i=1,2  . . . . .  m) G~ y~, y.~, . . . ,  ~._~,, %--h+~, q,,_h+o., . . . ,  ~(n h-l) 

sont v4rifi6es s imul tanSment .  

Mais nous avons vu, plus haut ,  que, pour  y~, ~ ,  . . . ,  y . -h  variables,  

routes les va leurs  q,-~§ .r . . . ,  ~ - ~ )  v6rif iant  s imul tan6ment  les 

~quations 

~(h-- l )  ~(h -11 G , ( ~ , ,  ~ ,  . . . ,  ~.__~, q , _ , , ~ , ,  q, ,_~+~, . . . ,  ~ ( : - ' ) ) =  o ( ,=, ,~ . . . . . .  ) 

sont telles que ,~(h-1) 7/~--i) ,~o,--~) r/~_-~) �9 ~,,-h+~ + -~- y/~-~) q- 7/~ -~) et ~h--~ 
? " / n - - h . { - 2  , �9 �9 �9 ~ - -  

v~rifient respect ivement  les 6quations 

R ? - h + "  - -  - o ,  R i  "-h§ - - -  o ,  . . . ,  R i  " - ' )  ---- o ,  / ~ 2 ) =  o ;  

toutes ces valeurs  U.-h+l,'~(h-~) q,--h+~,~(h--~) . . . ,  V.--~'~(h--~), Y]~--~, sont, par  suite, in- 

ddpendantes  des ind6tcrmin6cs u~, . . .  consid&6es, et seu lement  fonctions 

alg6briques de y~, Y2, �9 . ,  Y,-h- T o u t  ceci a lieu pour  h ~ I, 2, . . . ,  n .  

D 'au t re  part,  comme l'(~quation r&olvan te  

R ~ .  R ~ .  R3 �9 �9 �9 R .  ----- o 

r ep r&en te  exa~tement  les mdmes restr ict ions apport6es k la variabili t6 

de y~, Y2, . . . ,  y .  que les dquations 

GI ~ O, G~ ~ o ,  . . . ,  G,~----- o 

chaque  syst~me v&if ian t  s imul tan~ment  lea 6quat ions donn&s,  do i t  aussi 

v~rifier l 'une ou l ' au t re  des r6solvantes Rh =~ o, (h == I, 2, . . .  ~ n). 

Donc les syst6me's ~(h-- ly  _ (h - : l )  ~ ( n h _ - - : )  eor respondant  g q.-h+1, q.-h+~, . . . ,  _ , ~-I>, 

chacune  des racines ~(h-1) de l 'dquat ion R h ~ o, pou r  h ~  I, 2 , . . . ,  rt, 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  6. Imprim6 7 Juillet 18fl4. 19 
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et ees syst6mes seulement, v6rifient simultandment les 6quations G1 = o, 
G2 = o, . . . ,  G,,----o. De plus, nous savons maintenant que les 616- 
ments de ces syst6mes ne sont pas fonctions alg~briques des variables 
qui restent ind6pendantes et des ind6termin6es introduites pour r6soudre 
plus sym6triquement le probl6me proposal, mais sont, au contraire, seule- 
ment  fonctions alg6briques des variables qui restent ind6pendantes. 

Nous avons ainsi, comme tout k l 'heure, trouv6 r o u t e s  les valeurs 
de y~, Y2, . . . ,  Y, v6rifiant les 6quations propos6es. Mais tandis que 
sans l 'emploi des ind6termin6es nous ne savions pas comment ces valeurs 
se groupaient en syst6mes, nous obtenons, k l'aide des ind6termin6es, 
simultan6ment lea valeurs correspondantes de y~, Y2, . . , ,  Y,. E l l e s  nous 
sont donn6es toutes k la lois par les racines des 6quations r6solvantes 
Rn ~ o. A chacune de ces 6quations r6pond un nombre diff6rent de 
variables qui restent ind6pendantes et, par suite, une vari6t6 diff6rente 
v6rifiant le syst6me propos6. 

Comme les r6solvantes peuvent ~tre mises sous la forme 

R,(y ,  y , ,  . . . ,  y . _ , ,  u,, u,,  . . . ,  , , . ) =  

= ( R ) ( y  ~ u , y ~  - -  u . 2 y ~  - -  �9 �9 �9 ~ u . _ , y . _ ~  - -  u , . T i .  0 = o 

, , H (  ' /~2(Y t' Y ' '  " ' " , Y n - - 2 ,  U l ,  " " " , U n ,  U l ,  �9 " �9 , Un--2) = y t  ~Oi) 

= ~ ( o ( y ' ~  u ~ y ,  ~ u ' 2 y 2  - -  �9 �9 �9 - -  u ' _ 2 Y . - 2  - -  ~ 5 , _ , ~ q , ' , _ , , ,  - -  U , , ~ ' . , )  = o 

et, en gdn6ral, comme 

R h ( Y  ( ~ - ' ) ,  Y , ,  , Y n - - h ,  U l ,  , U n ,  U ~  h - l )  ~i(h--I)'~-- (/1~) ( . . . .  ~ � 9  ~ n - - h  ] - -  ~ j ( a - - ~ )  ~ ( a - - 1 ) ' ~  . . . . .  , � 9  . - -  I / o  i ) 

- -  1 ]  ( y ( " - "  ~ u i ~ - ' y ,  . . . .  ( ~ - ' ) -  u ( ~ - ~ )  . ~ ( ~ - ' )  " - ( " - ' ) ~  ----  " ' "  VVn--h  Y n - - h -  . n _ _ h + l t ~ n _ h + l , i  - . . . ~ ' l ~ , n ~ n i  j ~ 0 
( o  

(h  = x, 2 ,  . . , ,  n ) ,  

nous voyons  que chaeune  de ees r6solvantes d6pend, au plus, de n in-. 
d6termin6es. Dana routes les fonctions r~unies R1, R2, . . . ,  R .  ne pa . -  
raissent m~me que les n :ind6termin6es u~", ~), u ("-~) . ~  . , � 9  Un--~, Un--l~ Un; 

on pourrait done, d6s le d6but, n ' introduire ~qu'un seul syst~me d'ind6- 
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termin6es, /~U lieu de (n I) syst6mes; cepcndant jc erois plus naturel 
d'op6rer comme je l'ai fair.. 

Nous voyons aussi que, consid6r6e comme une fonetion des ind6ter- 
min6es qui y paraissent, la forme Rh est d6composable en facteurs li- 
n6aires dont les coefficients sont fonctions alg6briques de y,, y~, . . . ,  Y,,-n 
seulement. Nous allons, darts un instant, faire usage de ce r6sulta.t 
important. 

En r6sum6, si t'on nous donne un syst6me quelconque d'6quations 
algdbriques reliant un hombre 6galement quelconque de variables et si 
l'on nous demande de d6terminer les diff6rentes varidtds v6rifiant ce 
syst6me, nous formerons d'abord l'6quation r6sotvante en 6galant :k z6r0 
le rdsolvant total d6barass6 de ses facteurs multiples. A chacune des 
r6solvantes partielles correspond une varidt6 d'ordre diffdrent r6pondant 
au probl6me. Cet ordre de vari6t6 n'est pas repr6sent6 lorsque le r6sol- 
v a n t  correspondant est 6gal k l'unit6.- Dans le cas contraire, pour obtenir 
les syst6mes composant cette vari6t6, nous consid6rerons le r6solvant partiel 
corresp0ndant comme une fonction des n ind6termin6es qui y paraissent 
ct nous le d6composerons en ses facteurs lin6aires. Nous obtiendrons 
ainsi, en remptaqant dans l 'expression pr6c~dente de Rn, y(,,-1) par sa 

valeur u(~h-1)y~ -I: u~"-l)~ + . . .  "4- Un--iY,,--1 -~- n , y .  

~ty , Y,, , Y.-h u~l h-l) 

~--[  I, .~(h--2) {.. . , , (h - - l )  "~ (h- -a)  
~.  _~Un_h4.2(Yn_h4_2 __ (h - - l )  ~,,_h+~,~) + ... + u,," __(h-~)'a t.y,,-- r/,,~ /~=o. "a(i ~ | "Vn--h+ 1 \ ~ n - h +  l - -  qn--h+ l, i] 

Pour chaque valeur d6termin6e de i ,  nous avons done 

(h--'2) , (h--3)  [ , ,  ~ ( h - - 1 )  "~ an--h+ 1 (Yn--h+ 1 ._(h--l) \ q.-h~,,O + - -  �9 A- u, , (y , , - -  o,--~)~ - -  u , , - a+2kg , , - a+~  q, , -a+.2,q "3 t- -. y].,~ ] - - -  0 

et comme les u sont ind6termindes 

_ _  , ~ ( h - - l )  . 

Y n - - h + l  - - -  " I n - - h §  
, h - - | )  Y,-h+: =: r/~_-2~,,; . . . .  ; y, -- ~,,,, �9 

T0utes ces expressions s0nt fonctions alg6briques de y,, y~, . . . .  , y,,_h- 
Celles qui correspondent k u n e m O n e  valeur de i, v6rifient simultan6ment 
les 6quations donn6es, y~, Y2, . . . ,  Y,--h restant ind6termin6es. 

En dormant ~ h successivement les valeurs I, 2, . . . ,  n, nous obicnons 
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tous les syst~mes v6rifiant les 6quations donnSes, et simultan6mcnt les 
valeurs correspondantes des 61dments de ces syst6mes. 

2. 

D e  la r e p r e s e n t a t i o n  r des  s y s t e m e s  d ' J q u a t i o n s .  

Nous allons maintenant considdrer sdpardment chacun des r6solvants 
R~, R2, . . . ,  R~. I1 n 'y -aura  donc aucun inconv6t, ient ~ laisser aussi 
de c6t6, pou r  simplifier l'6criture, les indices sup6rieurs de toutes les 
variables et des ind6termin6es. 

La d6composition en ses facteurs lin6aires du r6solvant Rh consid6r6 
comme une fonction des ind6termin6es u, a lieu identiquement en ces 
ind6termin6es; dans chaque factcur lin6aire los coefficients ne d6pendent 
pas des u; nous pouvons donc 6crire en substituant b. u,, u2, . . . ,  u,, 
des quantit~s variables A~, 2~, . . . ,  ,/, 

R h ( y ,  y , ,  . . . ,  Yn-h; ~, ,  ~.:, - . . ,  ~.) 

P P 

Pour une valeur d~terminge de k comprise entre o et ( h - -  I) nous aurons 
ggalement, en d6signant par a une variable auxiliaire 

Rh(y, y , ,  . . . ,  y ,-h;  ~ ,  ,~2, . . . ,  ,~,--~-~,, ~,-,  + a, ~,_,+,, . . . ,  ~,) 

et pour. une valeur dgtermin6e de i, i ~ j ,  c'est ~ dire pour une racine 
d~termin6e 7/0.j de l 'gquation R h ( y ) =  o 

P 

"RI t (~--7]O*J9 ~t~]l' " ' ' '  ~ / ' - -h;  O ,  O ,  . . . ,  O ,  0[, O ,  . . . ,  O) = i~l(~jJ--~f~O,j--~7"]n__k,i) 
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1~ v a r i a b l e  0t 6rant  au  mi l i eu  dos zdros h h, 

l 'dgal i t6  p r6cdden le  ~,_~ -F a.  

Los d e u x  p r o d u i t s  

P P 

I I  - -  , ; o , , -  I I  - -  - -  
~ = 1  i = l  

ont  un f a c t e u r  c o m m u n  ~ ~ ~/0,j ~ a~/,_~,j, c 'es t  k d i re  
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p lace  q u ' o c c u p a i t  dans  

Y - -  ),~Yl - -  2~y~ - -  . . . I ),,,-nff,,-h - -  )',,--h+,5,-h,l,j - -  �9 �9 �9 

--- ~ . -~- ,~ , ,~- , ,~  - -  ( ~ . - - ,  + ~ ) ~ , , - . , j  - -  ) , , , - k + ~ , , - k + , , j  - -  �9 �9 �9 - -  )',,~,,~. 

Ils n 'en on t  po in t  d ' a u t r e s  aussi  l o n g t c m p s  q u e  los v a r i a b l e s  2~, 2:, . . . ,  )., 

r c s t en t  inddtermindcs .  N o u s  p o u v o n s  donc  tou jours (~)  t r o u v e r  des en t ie rs  

p ~ ,  p . ~ ,  . . . ,  p ,  tels q u e  

Y - -  l h  f f  - - -  P ~ f f 2  - -  �9 �9 �9 - -  P , , - J ,  f f , , - h  - - P , , - h + ~ , , - h ~ - ~ , j  ~ �9 �9 �9 

�9 " - - - P . - k - ~ 7 , , - ~ - ~ , j -  (P.-~ + a ) ~ , , _ k ; j -  P,,--k+~,, k , , , j - - - - . -  P,,~.,j 

soi t  le p lu s  g r a n d  c o m m u n  d iv i s cu r  des  d e u x  foncf ions  

e t  

Rh(y ,  if1, . . . ,  Y,-h,  Pl ,  . . . ,  P , - E - - , ,  P , - k  -4-  a ,  P , , - - k ~ q ,  . . . ,  P , )  

/ M ~ - - r  y , ,  . . . ,  y , , _ ~ ,  o ,  . . . ,  o ,  a ,  o ,  . . . ,  o )  

o(1 ~o,j ddsigne ce q u e  d e v i e n t  Y/o,j p o u r  les v a l e u r s  pa r t i cu l i6 res  

c 'est  k d i re  une  des  p rae ines  de  I 'dqua t ion  

Rh(y ;  y , ,  y , ,  . . . ,  Y,-h,  P , ,  P.,, - . . ,  P,,) = o.  

Ni y/,,, qu i  est  rac ine  de  l ' dqua t ion  / ~ ; ' ) =  o ,  ni r/,_k,~ q -7 / , , ,  qu i  est  

rac ine  de l ' 6qua t ion  t l ~  , - k )  = o ,  ne d g p e n d e n t  de  ~ ,  ).~, . . . ,  ~,,; los Y/,--k., ne 

(') Comparez page I45. 
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changent  done pas pour les valeurs particuli/cres Pl P~, . . . ,  P, donndes 
�9 ~ ces variables. 

Lu recherche du plus grand commun diviseur est une opdration 
essentiellement rationnelle; l'expression 

~o,jZ" + ar],,_~.,s 

est done une fonction rationnelle des coefficients .~,j, yl, Y:, . . . ,  Y,,-h, a: 
qui paraissent dans les deux fonctions prdcddentes. Ainsi en donnant ~ a 
une valeur convenable, ~7,-k,~ est fonction rationnelle de ~0,~, Y~, Y2,.. . ,  y.-h; 

>7,,-,,~ = f , - k ( ~ % ,  ,d,, ,d~, - - . ,  , d , -D .  

Partageons mainfenant les racines Q,j on  groupes correspondant aux 
facteurs irrdductibles dc Rh = o .  Soient 

' . 7 '  1 h , 1 ,  T b , 2 ,  �9 �9 �9 ~, b,r  

ces faeteurs irr~duetibles, et 

: r , , ,  = <<i7., ( , j  - i ' : " '  ...... 0" 
, ~o, k J "  "~v=l,  2, ..., r ) 

Comme toute fonetion rationnelle qui s ' a n n u l e  pour l'u~e des raeines 
d'une dquation irrdductible s'annule pour routes les racines de eette ~qua- 
tion nous obtiendrons la m6me fonetion rationnelle f._, pour routes les 
raeines eorrespondant k la m~me valeur de ~; nous devrons done derire 

f (~)  (Z"(") I / j=~ '  ~' "'" p~ 
~(~)~--*,J --- , . - ,~o,s,  Yi, Y~, - ' - ,  Y.-~)" U=l,~ . . . . . .  # 

k k = 0 ,  l ,  ..., ( h - - l ) /  

Une transformation d6j~ donn6e par LAGHANGF nous permet ensuite de 
former faeilement une fonction rationnelle qui reste la m(~me non seule- 
ment  pour toutes les racines de l 'un quelconque des faeteurs ir%duetibles 
de Rh, mais aussi pour toutes les racines d e  la fonetion R, elle-m~me. 
Nous voyons, en effet, qu'en posant 

H Th,~,(y). Th ,\',.o,j] 
Z (~) ' 

( V=I,  2j ..., "r ) 

i = 1 ,  2, ..., r 

j = l ,  2, ... ,  pi 
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nous a v o n s  ~ la fois 

#n..k\"~l),j) Y l )  * ' ' )  ~#dn--h) 

p o u r ] - - - -  I, 2, . . . ,  p~ et pour  i =  i ,  2, . . . ,  

les racines de l '6quation R~ = o. 

Pour  ~ ~ ~0,'~, par  exemple ,  la fraction 

r, e'est it dire pour  toutes 

\~.o, I) T~, e\~.o, 17 , ~ , ~ . o , ~ ]  , �9 �9 �9 

"~O,I - -  - O . j . J L ' v T t , , I ( Y  ).,,=~o,w Th,~ h,3\,,.O,j: " " , - : \ .O , j )  

se r6duit  K l 'unit6 pour  ] = i ,  et it z6ro pour  j = 2, 3, . . . ,  P~; tandis 

que pour  i > I, la fraction 

T,,.1 (Co<,'7) :a.,(-."o?7) �9 �9 �9 T,,, ~(-.',<,'7) 
(~o(,'~ ~'(O~rl T h , , ( y ) . , , = : , , , s T h  /~-(o~ T I~.( ')~,l ,  (~.(o~ Th (p.(o~ . - -  ~ O , j ] i j y  . ~ r l )  , | \ ~ O , j ]  " " " h ,  i - - I  \ ' , t . O , j )  i l l ,  i + l  \ % 0 , j ]  " " " , 7 \ ~ . O , j ]  

est n~eessairement nulle.  

I1 en r6sulte que 

1':-~(~o<,17, ?/, ,  . . . ,  , d , - , , ) =  f.<'->,(~<,'7, :,/,, . . . ,  +J . -D.  

De m~me pour  les autres racines de l '6quation //,h = o. 

Nous pouvons done 6erire, pou r  j---- x, 2, . . . ,  p e t  k ---- o, i, . , . ,  (h - -  I), 

ou encore, en d6signant par  O._, et V._k deux fonctions enti6res 

,-t(~.0,s, yl, y2, . . . ,  y.-h) 
%-~'S----- q';--k(~o,S, y~, y~, . . . ,  y,,-h)" 

Ainsi pour  chaque valeur  d6termin6e de j ,  les expressions correspon- 
dantes 

~. -h+l , s ,  7].-h+~,s, . . . ,  r].,s 

sont fonctions rationnelles de ~0,s et des variables arbitraires Yl, Y~, .. . ,  Y,-h,  

tandis que  ~0,s est 6gale k l 'une des racines de l '6quation r6solvante elle- 

m~me Rh(y) = o, dans laquelle  les ind6termin6es Ul, u2, . . . ,  u.  sont 

remplac6es par les entiers pl ,  P2, - . . ,  P. .  I I  est d 'ai l leurs indiff6rent de 
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t irer de cette dernifire ~quation la valeur  de ;// en fonetion alg6brique de 

Yl, y2, �9 �9 Y,,-h, pour  la subst i tuer  dans les fonctions F . _ t ( y ,  ~ ,  .. . ,  Y.-h) 

comme nous venons de le faire, ou d'en tirer, par  exemple,  la valeur  de 

Yl cn fonction alg6brique de y ,  Y2, . . . .  , ff.--h pour  la subst i tuer  dans 

ces m(~mes fonctions F._~(y,  yl,  . . . ,  Y.-h). De toute  mani~re, le syst+me 

R , , ( y ,  y , ,  . . . ,  y . _ , , ,  p , ,  p~ ,  . . . ,  p . )  ---- o 

~.-~ = ~ . - ~ ( y ,  ~, ,  . . . ,  u . - , ,  p , ,  p~, . . - ,  p . )  

nous donnera les mdmes solutions que l '~quation rdsolvante 

Rh(y, y, ,  . . . ,  Y.-h, u,,  u2, . . . ,  u . )~ - -o .  

Une exception se pr~sente toutefois lorsque la fonction rat ionnelle F._~ 

est ind~termin~e. Dans ce eas, nous devons ~crire, non pas l'~galit~ 

qui n'a aueun .sens, mais la sulvante 

~. ~q".-~(U, U,, . . . ,  Y.- , ,  P l, ~0~, .-.,  P . ) =  O(U, 'J,, . . . ,  g.-, , ,  P, ,  P~ , - - . ,  P.) 

qui est alors v~rifi~e quelles que soient les valeurs  donn~es k ~.-k. 

Si done, pour  met t re  en dvidenee que los ind~termin~es u sont rem- 

plae~es par  les entiers p ,  nous posons 

PlYl --k P~y~ -F �9 �9 �9 n t- p . y .  ----- z0 

et si, d 'autre  part,  pour  derire plus sym~tr iquement  nos formules,  

nous eonvenons d 'entendre  par  F~, F2, . . . ,  F._n les variables y~-----z~, 

Y2 = z~, . . . ,  Y.=n-----z._n elles-mdmes, de sorte que 

y ,  = zi = F , ( z 0 ,  z~,  z , ,  . . . ,  z . _ , ) ,  ( ,= , . ,  . . . . . . .  h, 

nous pouvons dire que la r~solvante de rang h, du  syst~me donn~  

[ a , ( u , ,  u , ,  . . . ,  u . )  = o, a , ( u , ,  U,, . . . ,  S . )  = o,  . . . ,  a . ( U l ,  U,, . . . ,  U . ) =  o] 

( k = 0 ,  1, 2, . . . ,  h - - l )  
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est 6quivalente au syst6me 

1 5"~ 

I R,,(Zo, z , ,  . . . ,  z,, _ ~ ) =  o 

~ ~ (k=l ,  2, ..., ~) O) .,j, = r,(..~0, -, . . . .  , ,,,_,,~ 

I H , ,,) > o .  

La premi6re ~quation de c e  syst6me repr6sente d6j~ une vari6t6 
( ~ ? , -  h )  i6me prise dans la varidt6 ( n -  h-4- I )  ibme qui est form6e par les 

variables Zo, z~, . . . ,  z~_,,. Les autres dquations nous donnent les valeurs 
des n variables y,, y~, . . . ,  ,q,,, en fonctions rationnelles des 616ments de 
la vari6t6 ( n - - h )  T M  dont nous venons de parler, pourvu que l 'indgaiit6 

1-[ q",(z0, zi, . . .  z=_,,)~ o soit v6rifide. C'est pourquoi nous pouvons 

aussi dire itue la varidt6 ( n -  h) i~me prise dans la varidt6 ( n - - h  + I) ~'m~ 
formde par les variables z0, z~, . . . ,  z,,_h, et ddfinie par le syst6lne (I)est  
une f igura t ion  de la varidtd ( n -  h) ~m~ eontenu dans le syst6me donnd. 

Le syst6me 

/ L ( Z o ,  z , ,  . . . ,  z , , _ , , ) =  o 

y~, = Y , ( Z o ,  z~, . . . ,  z,,_,,) (,.=,,~ . . . . . .  > 

qui contient  (n + I) relations entre ( 2 n -  h + ~) variables, repr6sente 
outre la vari6t6 ( n -  hff me 

/L@,  y~, . . . ,  U,,, u,, . . . ,  u,,) = o 

des vari6t6s diffdrentes r6pondant aux solutions off 

r z, ,  . . . ,  z . - h ) =  q"~(z~, ~, ,  . . . ,  z , , _ h ) =  o 

et oh Yk est inddtermin~e.  I1 est donc tout h s indispensable d'ajouter 
aux (n + x) 6galit6s prdc6dentes, l'in6galit6 

H q",:(zo, z,, . . . ,  z,,_,,) X o 
(k) 

pour avoir une vari6t6 ne figurant que la vari6t6 eonsiddrde d'ordre 
(~ - -  h). 

Aeta mathemat iea .  6. Imprim6 7 Juillet 1884. 20 
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On peut  toujours  former  une infinit6 de syst~mes d"entiers p~O, .p~o, 

~") tels que 

p ~ O y ~ p ( 2 O y  - ~,) ~/ ~(o .~ __ 
Y - -  . �9 . - -  l ,  J n _ h  ~ l n _ _ h  " ~  l ~ , n . _ h . l , . l  l t n _ h _ l _ l ,  j �9 . �9 

, j - - . l ~ n - - k T l q n - - k + l , j  " " " - - . t " n  q n ,  j �9 �9 - -  F n - - k - - l " ] n - - k - - l , j - -  \ _ l ~ n - - k  

soit le plus grand c o m m u n  diviseur des deux fonctions 

et 

o:o . p i : ) )  R h ( y ,  Y l ,  , Y,,-1,, p~O ~.(o ~(~) d -  a ,  ~ , - ~ + 1 ,  . . ,  � 9  ~ � 9  ~ _ P n - - k - - l ~  l ' n - - k  

R ~ ( : ~ - - ~ : ~ ,  u , ,  ~/~, . - . ,  .,/,,-,,, o ,  . . . ,  o ,  ~,  o , . . ,  o) 

oh ~:) d6signe une des racines de l '6quation 

R, (y ;  :/~, y~, . . . ,  y._~, p ? ,  p~", . . . ,  p ( 2 ) =  o. 

Si nous avions substitu6 aux ind6termin6es ux ,  u~, . . . ,  u . ,  un de ces 
syst6mes p~;), p~O, . .  . , ~.~(~ nous aurions obtenu une figuration diff6rente 

de la vari6t6 ( n - - h )  ~m~ contenue dans le systSme d'dquations 

(G, = o, G~ ---- o, . . . ,  G m =  o). 

Au lieu de zo = PlY~  -4- P2:/2 �9 �9 �9 �9 -4- P , : /~ ,  nous aurions in t rodui t  une 

variable 
�9 - ( O / /  

~o ~'') ~ P~')iql + P(2~ o�9 . + �9 �9 �9 + P .  'J. 

et nous a urions pos6 

:/ ,  - -  4: '  = F~(zo ~  z l" ,  . . . ,  z 'Lh) ;  ( k = l ,  2 . . . .  n--h)  

alors la figuration cherch6e se serait pr6sentde sous la forme (I) tous lea 

z 6tant affect6s de r indice  sup6rieur i. 
Mais les variables z (i) et y sont mani fes tement  fonctions rationnelles 

lea unes des autres, de mdme que les variables z et ~. Les variables 

z (~ et z sont donc, elles-m~mes, f o n c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  l e s  u n e s  d e s  a u t r e s ,  

ce que nous exprimerons en disant, d'apr~s RIE.~tANN, que les 6qu.~tions 
Rh(z~ ~  z~ '),  . . . ,  z(,:)_h) ~ 0 font  partie de la m~me c lasse .  II est indiff6rent 

de considdrer l 'un ou l 'autre des indiv idus  d 'une mgme classe. Pa rmi  
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ces individus sont n6cessaircment compris ceux que nous obtcnons en 
soumettant les coefficients p~-r ~'~"), . .  . , ~-,'~c'~, ~ des 6quations de condition 
d6termin6es, pourvu que ces 6quations ne soient pas en contradiction avec 
rin6galit6 /~ laquelle doivent satisfaire p~O, p ~ O , . . . ,  p~) et dont nous 
parlions plus haut i cette remarque peut ~tre utile dans chaque cas par- 
ticulier donn6. 

Le r6sultat obtenu est rdsum6 dans la proposition suivante. 
))Toute vari~t~ k ~'~, prise dans une varidtd n ~' ' ,  peat ~tre figur~e par 

une varidtd k~"~ prise dans une varidtd (k A- I )  i~me, - -  par un varidtd dont 

te rdsolvant est, par suite, de rang un; - -  et cette dernidre varidtd k ~''~ peat 
~tre choisie arbitrairement parmi toas les individus faisant partie d'une classe 
ddterminde.)) 

La figuration d'une vari6t6 quelconque, que nous venons de consid6rer, 
est tout ~ fair remarquable. Elle nous donne une vue plus compl6te 
sur les d6pendances des solutions simultan6es du probl6me, et met en 
dvidence pourquoi finalement la notion de fonction alg6brique donnde par 
un syst6me de fonctions enti6res 6gal6es K z6ro, st  r6duit ~ celle donn6e 
par une seule fonction enti6re 6galde ~ z6ro. Quoique cette figuration 
contienne une in6galit6, elle a donc une grande importance. C'cst pour~ 
quoi il semble b o n  de tui donner un nora. Je la nommcrai figuration 
principale de la vari6t6 qu'elle repr6sente. 

w 3. 

D e  la r~duct ib i l i td  des sys t~mes de fonctio~ts enti~res.  

Nous allons maintenant  chercher ~ r6soudre le probl6me fondamental 
de la r6duetibilit6 des syst6mes de fonctions enti6res. 

II faut avant tout d6finir ce que l'on veut entendre par systSme 
r6ductible ou irr6ductible. Comme un syst6me d'6quations est enti6rement 
6quivalent b~ sa rdsolvante, il est naturel, comme dans le cas de deux 
variables, de nommer r6ductible tout syst6me d'6quations dont le r6solvant 
total se compose de plusieurs r6solvants partiels, parce que ce syst6me est 



15(~ J. Molk. 

alors vdrifid par plusieurs varidtds diffdrentes. I1 est tout aussi naturel 
de nommer rdduetible un systdme dont lc rdsolvant se compose d'un 
rdsolvant partiel qui est, lui-mdnm, ddeoml)osable e n  fiteteurs dans le 
domaine de rationalitd eonsiddrd. Au contraire, lorsque dans un domainc 
de rationalitd donnd, le rdsolvant d'un systOme ne se compose que d'un 
seul fi~eteur irrdductible, nous dirons que, dans ce domaine, le systdme 

est, hfi aussi, irrdductible. 
I,e premier thdor6me que nous ddmontrerons est tout k fifit analogue 

celui qui a lieu pour une fonci ion d'une w~riable, et ldgitime ainsi 
notre ddfinition. Voici ee thdor6mc. 

Si une fonetion rationnelle de !/,, y~, . . . ,  y,, 

o ( , j , ,  , / : ,  . . . ,  .,/,,) 

s'annule pour un. syst6me quelconque de h fonctions algdbriques-~'~) 
r ~>j,,_/~_~, . . . ,  ~/(J) des variables y~ ,  y. . ,  �9 �9 � 9  y , , - h ,  v d r i f i a n t  un systbme i rrd ,  

duc t i b l e  d'dquations 

Gl(ff l ,  .if2, " ' ' '  fin) = O ,  G2(./Jl, i f 2 ,  " ' ' 1  . I J n ) ~ - - O '  " ' ' '  G , , , ( y , ,  y..,, . . . ,  . ~ , ) : - o ,  

elle s'annule pour t o u s l e s  autres systdmes de h fonctions algdbriques 
~<i) (o -~, =<o de y~, y~, y,,_,,, (i ~ 2, 3, , p)  vdrifiant n - - h 4 - 1  ~ ~ ' n - - h - c  . . . .  , *tln �9 " " ~ " " " 

ce mdme syst6ine dYquations. 
En effet, comme le rdsolvant d'un syst6me irr6ductible ne se compose 

que d 'un seul facteur R,,, ce systdme de r:mg h peut 6t.re figurd par le 
suivant, de rang un, 

R h ( z o ,  : / , ,  . . . ,  J . _ , , )  = o 

.,jk = ~;~(-'o, ,y , ,  . . . ,  .,/,,-,,) 

IIq'k(~o,  y , ,  . . . ,  ,j,,_,,) ~ o 

olt Rh(z0) s'annule pour toutes les valeurs de z0 

~ ( 0  ~__ f f l f f l  "dr- �9 �9 �9 "31- _ P , - - h f f , ~ - - h  "4" '~ ,,,(4) . n _ (4)  Z ~ ' n - - h + l , l n - - h - I - 1  "Jf- * )  "JI- z - -nJ /n  �9 ( i = l , ' 2  . . . . .  p) 

De plus, comme le rSsolvant d'un syst6me irrdductible doit ~tre lui-mdme 
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irrdductible, nous pourrons toujours ddterminer les entiers p~, P2, . . . ,  Pn de 

mani6re que l'expression 

/Th(z0, f i , ,  . . . ,  fi,,.-.h) 

soit, elle aussi, irrdductible. II va de sol que la condition du paragraphe 

prdcddent, que R,,(z0, zl,  . . . ,  z,_h) n'ait ires de facteurs doubles, cst alors 
vdrifide ' d elle-meme. 

Comme, par hypoth6se, 

o ( f i , ,  fi., . . . .  , .,J,, ,,, C - ! , , ~ , ,  - . - ,  ~',,") = o 

n o u s  a v o n s  a u s s i  

/~, f.,-<l) fi. h), "., ~ o  , fil, " ' ,  t(~if i l '  f i2, " " ,  fin--h, J n - h + l \ ~ O  , .1./1, " * ' ,  

- H ( 5 %  fi , ,  . . . ,  f i , , _ , ) =  o.  

Mais alors, fi~, fi.2, . . . ,  Yn-h restant inddtermindcs, la fonction rationnelle 
de Zo 

II(z~;  f i l ,  . . . ,  #n--P,) 

s 'annule pour l 'unc des racines de l 'dquation irrdduetible B h ( z o ) - =  o; 

d'apr6s uu thdor6m6 connu, d i e  s 'ammlera done pour routes les racines 

z-(,) (i = I 2, ,o) de cette dquation, et nous aurons ~0 ~ , �9 ' �9 

0 [ f i , ,  fi:,  . . . ,  fin-,,, r . -~+ , (~o  "), fit, . . . ,  fi , , - ,) ,  . . . ,  F , , (r  fi, . . . ,  fi,_,,)] = o  

pofir i ~  x, 2, . . . ,  p.  

rationnelle 
I1 en rdsultc immddiatement que la fonction 

o ( f i , ,  fi..,, . . . ,  , / . )  

~_ _(o ~(o vdrifiant s 'annule pour t o u s l e s  syst6mes fin--h+1 qn--h+~, " ' ' ,  fin := "In '  

le syst6me irrdductible d'dquations 

~ , ( f i , ,  fi~, . . . ,  f i ~  o ,  G~(fi , ,  j~ ,  . . . ,  f i . ) -  o ,  . . . ,  G, , ( f i , ,  fi~, . . . ,  f i , ) =  o .  

Inversement, si nous pouvons d6montrer que toute fonction rationnelle 
~(1) qui s 'annule pour un syst&me de valeurs (fil, fi2, . . . , y . - h ,  q.--h+l, " " ,  ~(l)), 

vdrifiant un syst6me d'dquations donndes, s 'annule dgalement pour tous 
.-(') ~)), v6ri- les autres syst6mes de valeurs (fi], y~, . . . ,  fi,-h, -t~-h+1, . . . ,  
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fiant le m6me systdme d'dquations, nous pouvons en c~mlure que ce 
syst6me d'dquations est irrdductiblc. 

Soit, en effct, R = o, la rdsolvante de cc systdmc. La fonction R 
_ _ .  ~ ( i )  s'annule pour Y,,--h+~ q.--h~-l, . . - ,  .!/. = r~(,[); si done el]c 6tait rdductible, 

et si R - ~  S. T il y aurait unc dquation S = o, ou T = o qui 6tant 

vdrifide pour un systdme de valeurs (y~,.y~, . . . ,  y,, h, ~,,-h+~, . . . ,  r1,,), 
ne le serait pas pour tous, contrairement i~ l'hypothdse. Ainsi l'6quation 
R = o, et, par suite, le systdme d'dquations donndes est irrdduetible. 

Cette propri(~t6 dtant ndcessaire et suffisante pourrait dtre donnde 

eomme ddf ini t ion de l'irrtMuctibilitd d'un systdme d'6quations. 
Le probl6me de la ddcomposition d'un systdme d'dquations quel- 

conques en systdmes irrdduetibles peut dtre maintenant eonsiddrd commc 
rdsolu en m(~me t e n t s  que pos~J. Soit, en effet, un systdme donn5; nous 
commencerons par former sa rdsolvante R = o; nous d6composerons ensuite, 
dans le do,mine de rationalitd arbitrairement fix6, la fonction R en ses 
faeteurs irrdductibles; "~ chaeun de ces faeteurs St,  (~gal(~ ~t z(~ro, correspond 
un syst6me d'dquations bien facile ~ former, I1 suffit de d6velopper 

la fonction irr(~duetiblc S~( tqy ,  + . . .  + u,,y,, ,  ~ ,  . . . ,  y,,_~, u~, . . . ,  u,,) 
suivant les puissances des ind6ter~dn6es u~, u~, . . . ,  u,,, et d'6galer ~ zdro 

t o u s l e s  coefficients 

r  ~ ,  . . . .  , , j . ) ,  ~ " ( , j , ,  ,j~, . . . ,  , j . ) ,  . . . ,  r  ,J~, . . . ,  ~ . )  

de ce ddveloppement. L'ensemble des 6quations hinsi formdes est certaine- 
ment dqnivalent ~ l'6quation St = o elle-m6me, qui dolt 6tre vdriiide 
ind@endamment  des inddtermin(~es u~, uo., . . . ,  u.. En d'autres termes, 
S ~ - - o  est identique ~ l'6quation r6solvante du syst~me 

[ ~ ' , ( y , ,  g~, . . . , y . )  = o,  ~ ' , ( j , ,  y : ,  . . . ,  y . )  = o ,  . . . ,  ~ " ( j , ,  g~, . . . ,  ,j,,) = o]. 

L'ensemble de ces derniers systSmes, form,s pour tous les facteurs irrd- 

ductibles St du r6solvant R,  esg dquivalent au syst~me donn6. 
Tout eeci ressort imm6diatement de la d6finition m~me .de l'irrdduc- 

tibilit6 des syst6mes. Mais ce  qui est bien remarquable, c'est que l'on 
puisse toujours former un syst~me irr(Muctible, dquivalent au prde6dent, 
(~o ,  r . . . ,  ~(ko) et compos~ de ( n - 4 - I )  61~ments seulement. Ce 

nombre peut se r6duire dans chaque eas particulier, mais un seul dldment 
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de plus que le nombre total de variables consid4rdes suffit certainement. 
Nous allons d6montrer ce th~or6me. 

L'dquation 

S~@, # , ,  #~, , . . ,  .r u~, u~, . . . ,  . u , , ) =  o 

devant ~tre vdrifide identiquement en u~, u2 . . . . .  u . ,  sera manifesfement 
vdrifide pour les i systSmes de valeurs suivants donnds h ees inddtermindes 

U ,  ~ I ~ N 1 ~ H 2 ~ . . . = H n _  I 

~tn--1 ~ ~ n  ~ 1"~ ~'1 ~ U~ ~ . . . = H . . _  2 

= 0  

= 11.__1 ~ O 

Nous avons ainsi i 4quations simultandes 

S i ( f f n ;  f f l ,  . . . ,  f in- , ,  O ,  . . . ,  O ,  . . . ,  O ,  O ,  I*~ .~}~', ~}~", . . . ,  ~}~(f~))_~_ 0 

Si(//n--l"Jf-.~fn'~ UI '  " ' ' ,  ~/,--i'~ O, . . . ,  O, . . . ,  O, I ,  I ;  ];~', 9d~", . . . ,  ~1~(')) = 0 

S,@,,_~ + :r :~,, . . . ,  .:~/,,_,, o, . . . ,  o,  . . . ,  I ,  o,  i ;  ~ ' ,  ~ " ,  . . . ,  .~(.")) = o 

' ~ ( , ' ) )  = o .  Si(;r y , ,  . . . ,  ~/._~, o,  . . . ,  i ,  . . . ,  o ,  o ,  i ;  ~ ,  lit", . . . ,  

La premi6re nous permet de d4terminer ~, en fonetion alg4brique de 
:r Y2, . . . ,  Y,-~, et Ies suivantes Y,-/,, [h = I, 2, . . . ,  ( i - -  I)] en fonc- 
tion alg4brique des mdmes variables ~, ,  g~, . . . ,  y , _ , .  Toutes ces dqua- 
tions rdunies ddterminent donc des varidtds dont l 'ordre est au plus dgal 
k ( n -  i). En d'autres termes, si nous formons l'6quation r4solvante de ce 
syst6me d'dquations, nous sommes certain que lea r4solvants R~, R_~, . . . ,  Ri_l 
sont ~gaux ~ l'unitd. De plus, le r4solvant de rang i ,  R , ,  contient 
certainement le rdsolvant S,; car 

�9 (h) s ,=  + ,,,, .- ,(s.- ,+: .,,,-,+. + . . .  + , , , , ( u . -  
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et ~/~), _(h) . .  <+,> , -  , ' i .-~ -b Y/~), _o,) ~(,,) q,,--~ ~ ~(h), ", ~i,-~+~ ~ re,, , sont preclsement led 
racines des ~quations qui composent le systSme.que nous considdrons mainte- 
nant; si done S~ ---- o, ce systSme est v~rifi6 par une varidtd ( n ~ i )  ~ et, 
par suite, R~ ~ o. 

Ma.is S~ n'est pas ndeessairement identique ~ R , .  Supposons done 
qu'il y ait des systSmes de valeurs, formgs par certaines combinaisons des 
racines des i dquations prdcddentes, qui vdrifient simultandment ces i 
dquations et, par suite, leur rdsolvante de rang i, et ne vdrifient cependant 
pas l 'dquation S~(~, ~ ,  . . . ,  ~,,_~, u,, . . . ,  u,)== o. Ces solutions peu- 
vent alors, il est vrai, pour "certaines valeurs particuliSres donndes aux 
entiers p ~ ,  p ~ ,  . . . .  , p , ,  vgrifier l'dquation 

S , ( p , ~ ,  + p~y~ + . . .  + p . ~ , , ,  y , ,  . . . ,  ,/,,_~, p , ,  p~,  . . . ,  p . )  = o 

mais elle ne saurait vdrifier cette dquation pour tous les  syst~mes possibles 

p ~ ,  p ~ ,  . . . , p , .  D'autre part, l'(~quation 

Z,(p,:,/, + p~#~ + . . .  + p. , / , , ,  ,/~, . . . ,  , / , ,_,,  p , ,  . . . ,  p,,) 

__- p,,_,+~(:,/._,+~ ~ q._,§ + . . .  + p , ( . ~ , -  .j,.~(',)~jj = o 

est certainement vdrifi6e pour toutes les solutions de l'6quation 

S~(u~:r + u ~  + . . .  + U.yn, ~/,,  . . . ,  ~/,--,, U, ,  . . . ,  U,,) 

,r + .  + v~'))} = o .  
(^) 

Si donc la fonction 

S,( : , / ,  y l  . . . .  , ~/,,_,, u , ,  . . . ,  u . )  

ne repr~senle pas ~ elle seule le 
considdrdes, nous pouvons toujours 
tels qu'elle reprdsente, ~ elle seule, 
dquations 

rdsolvant de rang i des i ~quations 
choisir des entiers P l ,  P 2 , - . . ,  P, ,  

le r~solvant de rang i des (i ~ i) 
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Si(:,/ ,;  y~,  :q~, . . . ,  y , _ , ,  o ,  . . . ,  o ,  . . . ,  o ,  ~ ) =  o 

S , ( : ~ . _ , + ~ / , , ;  # , ,  ~ ,  . . . ,  ~ , _ , ,  o ,  . . . ,  o ,  . . . ,  ~ ,  ~ ) = o  

161 

�9 , �9 , ~ , �9 

t ' ~ / (Y n - - i+ l  -Jr- Y n ;  ,~J,, Y 2 ,  " �9 " , ; l) ln--i ,  O ,  . �9 �9 , I , . . . , O ,  ] )  = 0 

5 " t i ( P l : q l  ~ - - P 2 : ~ 2  " ~  " ' "  ~ l - P , , ~ ? / n ;  ~?J1, Y 2 ,  " ' ' ,  Y)l,,--i, P , ,  " ' ' ,  P , , - - i + , '  ' ' ' ,  ~)n--1,  P n )  = 0 

dont les r6solvants de rang un, deux, . . . ,  (n ~ l), sont 6gaux k l'unit6. 
Le syst6me form6 ~ l'aide des i premi6res ~quations prde6dentes pent 

6galement contenir des varidt6s d'ordres infdrieurs :~ (n ~ i). Mais si ces 
vari6tds sont situ&s sur la variO6 

S,(:~/, y , ,  . . . ,  :~/,_,, u , ,  . . . ,  u . )  = o 

d'ordre (n - -  i), comme S~ ~ o n e  repr6sente qu'une varidt6 d'ordre ( , -  i), 
nous pouvons toujours choisir les entiers p , ,  p~, . . . ,  p .  de mani6re que 
ces vari6t6s ne v6rifient pas l '6quation 

s , ( p , , j ,  + p~y~ + . . .  + p.:,/,,, :,/,, . . . ,  ,~._, ,  p , ,  . . . ,  p . )  -_  o .  

Le syst6me formd b~ l'aide des ( i - t - I )  dquations prdc6dentes peut alors 
contenir encore des varigt~s d'ordres inf~rieurs ~ ( n -  i); mais ees varigtgs 
ne sont pas situdes sur la varidtd reprdsent(~e par l 'dquation 

S , ( y ,  ~ , ,  . . . ,  ~, ,_, ,  u , ,  . . . ,  ~.)  = o .  

Cette derni6re gquation ne sera donc certainement pas v4rifi6e pour la 
varidt~ ( n -  i - -  ~)~m~. repr6sentde par la r6solvante de rang (i + I) des 
(i-I- i) dquations considdrges, du moins tant  que u~, u~, . . . ,  u,, ddsignent 
des ind~termin~es. Nous pouvons donc toujours d~terminer des entiers 
p l ,  P'~, . . . ,  P', tels que le r~solvant de rang (i + I) du syst6me 

S,(~y., ~ , ,  ~/~, . . . , ~._,) = o 

s , ( ~ . _ ,  + y~ ,  y , ,  y~,  . . . ,  ,v.- ,)  = o 

s , ( y . _ , + ,  + y . ,  u , ,  y~,  . . . ,  ,J,-,)  = o 

s , ( p , y ,  + . . .  + p . y . ,  , / , ,  :/~, . . . ,  ;/ ._,) - -  o 

8,(p~,j,  + . . .  + p ' . ~ . ,  ~ , ,  ~ ,  . . . ,  ~ ._ , )  = o 

Acta mathematica. 6. Imprim~ ,3 Septembre 1884, 2! 
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soit ~gal b. l'unit~ et que les r~solvants de tangs sup~rieurs ~gal~s ~ zero 
ne repr6sentent pas des varidt6s contenues dans la varidt6 ( n - - i )  ~m~, 
S~-----o. D'ailleurs le rdsolvant de rang i de ce systSme est, comme cehfi 
du syst/~me prdcgdent, 6gal h S~. 

En continuant ainsi nous obtenons successivement de nouveaux 
syst$mes contenant chacun une dquation de plus que son prdcddent, et 
ayant leurs rgsolvants de rang (i-1- i), (i-1- 2)', . . . .  dgaux ~ l'unitd. 
Enfin nous parvcnons h. un syst6me composd de n dquations et tel que 
son rdsolvant de rang i Oant toujours S~, ses r6solvants de rang (i-]- I), 
(i -{- 2), . . . ,  (a ~ I) soient ~gaux ~ l'unitd; seul son r6solvant R. ,  de 
rang n, peut encore 6trc diffdrcnt de l 'unit6; mais nous avons pu 
remplacer les inddtermindes Ul, u~, . . . ,  u. ,  par des syst6mes d'enticrs 
P~, P2, . . . ,  P. tels que les syst6mes isolds que reprdsente l'dquqtion- 
R. = o ne soient pas situds sur Ia varidf~ S~ = o,  toujours puisque le 
r6solvant de rang i, dg'tld ~ zdro, ne reprdsente qu'une vari(~td d'ordre 
( n - - i ) .  En ajoutant, d'ailleurs, nu syst6me prdc(~dent composd de n 
~quafions, l 'dquation 

Si(:l~]J "l~]l, :~2' " ' ' '  ~/a--i' ~(l, ' ' ' '  US) ---- 0 

nous formons un nouveau syst6me dont le r~solvant de rang i e s t  toujours 
5',, et led rdsolvants de rang (i -[- I), (i -1- 2), . . . ,  ( n ~  ~), r l'unitd, 
quelles que soient les valeurs par lesquelles on remplace u~, u~, . . . ,  us, 
dans la derni6re 6quation. Comme l'dquation 5', = o n'est pns vdrifide, 
po~lr des u inddtermindes, par la variO6 d'ordre ~.6ro reprdsentde par le 
r6solvant R, ~gal6 b~ z6ro, nous pouvons ddterminer des entiers 

p(.-o p(2,-o -(,-o 

tels que le rdsolvant de rang n du syst6me 

8,(g, ,  + ~j,,, :r . . . ,  y ._ , )  ~ o 

(k)~ ~ . . . , Si(pt ~71 + " ' *  "~ P~'):q., !]1 :qn-~) = 0 
( h = 0 .  s - i + l  . . . . .  s - l \  

k = O ,  | ,  . . . ,  s - - 1  

.Uo~O / 

soit dgal ~t l'unitd. Le r6solvant total de ee syst6me, qui se compose au 
plus de (n + I) 6quations, est alors prdcis&nent 6gal h 

S,O/ ,  y , ,  . . . ,  y . - ~ ,  u , ,  . . . ,  u . ) .  
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Dans la ddmonstration prdcddente nous avons fait usage de ce que 
S~ = o n e  reprdsentait qu'une seule varidtd, mais non de ce que S, dtait5 
irrdductible. Nous pouvons done 6noncer immddiatement le thdor6me: 

,(n A - I )  dquations suffisent toujours et sont en gdndral ndcessaires 
pour isoler, c'est dt dire pour figurer tt l'exclusion de route autre varidtd, une 
varidt~ d'ordre quelconque, prise darts une varidtd n~'~., 

.Nous dirons que cette figuration, par (n-4- i) dquations, d'un syst6me 
d'dquations reprdsentant une varidtd ddterminde, est la figuration compldte 
de ce syst6me d'dquations. 

Un exemple tr6s-int6ressant de !a diffdrence essentielle qu'il y a entre 
lu figuration principale et la figuration compl6te d'un syst6me, est le 
suivant. Considdrons un ddterminant formd /~ l'aide de m ~ variables. 
D'apr6s le dernier thdor6me, la condition ndcessaire et suffisante pour que 
t o u s l e s  mineurs d'ordre (m ~ k --I- i) s 'annulent, doit pouvoir s 'exprimer 
par (m2d - I) dqui~tions, quel que soit k. Mais il suffit d'introduire 
une indgalitd, pour que ce nombre d'dquations se rdduise h, k 2, comme 
M. KRONECKER l'a ddmontrd dans une lettre ~ M. BALTZER, insdrde dans 
le J o u r n a l  de CI~,LLE. La varidtd reprdsentde par les (m ~ -4- I) dquations 
dont nous parlons est donc d'ordre k 2 seulement; et cependant, si nous 
ne voulons pas introduire d'indgaIitd, elle ne peut s 'exprimer par moins 
de ( m ~ +  I) gquations. 
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C o n c l  a s i o n .  

Les recherches contenues clans ce M6moire am~nent 'k plusieurs rSsul- 
tats int~ressants. 

i. Nous avons vu que non seulement la th6orie de l'irrSductibilitd 
des fonetions enti6res, mais encore eelle de systdmes partieuliers de fonc- 
tions enti~res, pouvait dtre rdsolue sans quitter le domaine de l'Arithmd. 

' O ~ tique et de 1 Aleebre. L'importanee des ind~termin~es dans cettc recherche 
indique d~j~ le grand r61e qu'elles peuvent jouer en Alg+bre. Leur 
association syst~matique aux ~l~ments de eette science est eomme le 
eouronnement du grand trait de g~nie de Gauss, qui a donn5 ~ l'Arith- 
mdtique un earaet6re tout different de eelui que cette science avait 
jusqu'alors; et, d'autre part, elle est intimement li6e par le prineipe 
d'dquivalenee de M. KUMMm~ aux belles reeherehes arithm~tiques de eet 
Oninent gdom~tre. 

2. En supposant eonnue la notion de fonction alg~brique, nous avons 
montr~ comment on peut rdsoudre le probl~me g~n6ral de la d~eomposition 
des syst5mes de fonetions entiSres et ee qu'il fallait entendre par ~qui- 
valence dans eette d6eomposition. (Comparez F e s t s c h r i f t  w 2o). 

3. Nous nous sommes ensuite assures que toute d@endanee donnde 
par un nombre queleonque de fonetions entiSres ~gal6es ~ zdro, peut dtre 
algdbriquement ~ algdbriquement, et non pas seulement logiquement, ee 
qui serait insuffisant en Alg~bre, ~ ramende k la ddpendanee donn6e par 
une fonetion entiSre eealee k zdro. Ainsi, en partieulier, le domaine de 
rationalitd le plus g6ndral que l'on pulsse former, est bien eelui que 
nous avons nommd domaine gdn6ral de rationalit6. Ce thdor~me eomplgte 
le second ehapitre de ce Mdmoire. (Comparez F e s t s e h r i f t  w io.) 

4. Nous voyons aussi quelle grande simplification la notion de 
eontenant et de eontenu, plus gdndrale que eelle de la divisibilitd, in- 
troduit dans nos reeherehes. Elle n'est d'ailleurs point suffisante et il 
faut la gdndraliser encore, comme nous l'avons dit dans le troisi~me 
chapitre. Mais d~.i~ la gdndralisation dont nous nous sommes particuli~re- 
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ment occupds, nous a rendu de vrais services ct nous avons vu, plusieurs 
lois, combien elle est naturelle. 

5. La thdorie gdndrale de l'61imina~ion nous permet dgalement 
d'dnoncer quelques thdor6ines fondamentaux qui jettent un nouveau jour 
sur les formes g6om6triques d'un nombre quelconque de dimensions. A 
cet effet il suffit de ne plus l imiter le domaine de rationalit6. 

6. Si nous jettons enfin un coup d'(eil sur les mdthodes elnploydes, 
nous voyons que tout revient toujours ~ la recherche du plus grand 
commun diviseur. Comme l'(~limination est la cinquidme et la pltts dlevde 
des opdrations de l'Alg~bl'e, on peut d o n e  dire que la notion du plus grand 
commun diviseur .domine l 'Alg6bre toute enti6re. C'est d'ailleurs bien 
naturel. La notion de plus grand commun diviseur des nombres entiers 
dolnine, elle aussi, l 'Arithmdtique dldlnentaire, et j 'ai insistd, en coanmen- 
9ant, sur l'identit6 des domaines arithmdtique et algdbrique. 

Je termine en remarquant  que, dans l'ordre de rccherches aborddes 
dans ce Mdmoire, il conviendrait 

a) d~dtudier de .plus pr6s le cas si interessant des syst6mes impropres 
~, la ddcomposition, dans le sens que nous avons attach6 ~ ce mot; 

/~) de ddbarasser les deux derniers chapitres de la notion de fonction 
alg6brique, comme darts le cas particulier trait6 dans le chapitre trois. 

En un mot, il conviendrait de sabstituer davantage, et sans faire usage 
d'dldmen~ dtrangers d l'Arithmdtiq,te, la d@omposition des systbn!es de .fone- 
tions entibres, d celle des systdmes eorrespondants d'dquations aOdbriques. 

Paris, 20 Octobre I88 3. 


