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SUR UNE CLASSE DE FORMES DE DIFFERENTIELLES 

ET SUR LA 

THI~0RIE DES SYSTEMES D'i~LEMENTS' 

P A R  

G. K O E N I G S  

P A R I S .  

| .  On salt combien il est avantageux pour ccrtaines recherchcs 
g6om6triques d'adopter comme 616merit gdndrateur de l'espace, non plus 
le point, mais unc courbe ou une surface ddpendant d'un certain hombre 
de param&res. Les cas oll l'on adopte pour 616ment les droites ou bien 
les sph6res de l'espace ont 6t6 particuli6rement. 6tudi6s, ~ cause princi- 
palement des r6sultats remarquables auxquels ils conduisent dans ta thdorie 
gdn6rale des surfaces. La droite et la sph6re d6pendcnt de quatre para- 
m6tres u~,u 2 ,ua ,%.  Le contact de deux sph6res infiniment voisines 
s'exprime par l'6vanouissement d'une certaine forme quadratique des diffd- 
rentielles dUl, du:, du 3 , d%, dont los coefficients, quoique contenant gdnd- 
ralement %,  %,  %, u~ pcuvent cependant, par un choix convenable des 
variables, (~tre amen6s "~ ~tre constants. Un fait tout pareil se rencontre 
10rsque l'on prend pour 616ment la droite, avec cette settle diff6rence, que 
la notion de contact dolt y (~tre remplac6e par une autre, ~ savoir la 

rencontre de deux droiles infiniment vo~sines. 

1 Ces recherehes ont dtd l'objet de deux notes prdsentdcs ~ l'Acaddmie des sciences 

de Paris en Mars 1887 . 
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Soit, dans l'un et l'autre de ces deux cas, M(uldu) la forme qua- 
dratiquc, dont les coefficients dSpendront g~nSralement des u. Cctte forme 
quadratique admet une forme adjointe que nous reprSsenterons par 

 (ulT), 

et alors, route fonction 0(u~, u: ,  u 3 , u4) donne lieu i~ un param6tre diffd- 
rentiel, qui poss6de la propri6t6 d'invariance relativement ~ unc transfor- 
mation quelconque effectu6e sur les param6tres u; cet invariant est la 
fonction 

L'Svanouissement de cet invariant exprime la condition nScessaire et suffi- 
sante pour que, si entre les quatre paramStres u on dtablit la relation 
0 ~--o, le complexe de droites ou de spheres d~fini par cette 5quation 
soit formS, dans le cas des droites, de droites tangentes ~ une surface ou 
rencontrant une courbe fixe, et, dans le cas des spheres, de spheres tan- 
genres ~ une surface ou bien ~ une courbe. 

2. L'objet de ce travail est d'Stendre ces divers r6sultats au cas 
d'un 515ment quelconque. La condition de contact de deux ~15ments in- 
finiment voisins, si ces 515ments sont des surfaces, ou bien leur rencontre, 
si ces 515ments sont des courbes, s'exprime par  l'Svanouissement d'une 
forme des (n + i) diff~rcntielles des (n-{- I) param~tres dont d~pend 
l'515ment. Cette forme fondamentale M(u[du) n'est pas nScessairement 
quadratique, et ne dSrive pas non plus nScessairement d'une forme 
coefficients constants. II s'en faut cependant qu'une forme de diff~ren- 
tielles prise au hasard puisse toujours 8tre consid~rSe comme la forme 
fondamentale correspondant k un certain syst~me d'~l~ments. DSs que le 
nombre des paramStres est sup~rieur ~ quatre, la forme M(uldu ) prs- 
sente des particularit~s caractSristiques, en sorte qu'il y a lieu de poser 
d'abord l e  probl~me suivant: Sous quelles conditions n~cessaires et suffisantes 
une forme de diffdrentielles peut-elle ~tre la forme fondamentale pour un dldment 
convenablement choisi? Construi.re le type gdndral de ces formes. 

Apr~s avoir compl~tement rSsolu cette question, je passe ~ la question 
suivante qui e n e s t  le compl~ment naturel: 

Sachant qu'une forn~e M (u l du ) peut jouer le rdle de forme fondamen. 
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tale, trouver tousles syst~mes d'~ldments qui l'admettent en effet pour forme 
fondamentale. 

Je r~souds encore cette question et je parviens ainsi au th6or&ne 
suivant: 

Si deux syst~mes d'dldments donnent lieu ~t la m~me forme fondamentale, 
il existe une transformation de contact qui transforme l'un clans l'autre ces 
deux syst~mes d'dldments. 

Par exemple, la forme du~ + du~ + du] + du~ est fondamentale pour 
la droite et pour la sphSre prise pour 61~ments. II dolt done exister une 
transformation de contact transformant la g6omStrie de la droite dans 
celle de la sphere. I1 y a longtemps que M r S. LIE a d~couvert une 
telle transformation. 

Si l'on (lit ~le t ous l e s  syst+mes d'Sl6ments transformables les uns 
dans les autres par des tl'ansformations de contact, qu'ils forment un 
groupe, de mOne que l'on dit que des formes de diffdrentielles forment 
un groupe lorsqu'elles sont transformables les unes dans les autres par un 
simple changement de variables, on volt qu'k tout groupe d'61~ments 
correspond un groupe de formes et inversement, sous la rSserve que ces 
formes v~rifient les conditions auxquelles sont assu]ettics les formes fon- 
damentales. I1 y ~ lieu alors de distinguer les groupes d'~lSments cn 
deux classes. A la premiere appartiendront les groupes qui ne contiennent 
que des systSmes d'Sl~ments-surfaces, et aucun systSme d'S15ments-courbes; 

la seconde classe appartiendront les  groupes qui contiennent un systSme 
d'~ldments-courbes, auquel cas il y a 5videmment duns le groupe une in- 
finit5 de pareils systSmes. Le groupe qui comprend les sphSres de 
l'espace est, par exemple, de la seconde classe, puisque le systSme des 
droites de l'espace fair, d'aprSs LI~:, pattie de ce m~me groupe. 

Apr+s avoir donn~ le caract+re distinctif des formes principales des 
groupes de la seconde ctasse, je traite deux cas particuliers, celui off la 
forme fondamentale est quadratique, et celui off ses coefficients sont con- 
stants, pour lesquels la solution est immediate. Je d6montre h, ce sujet 
un th6or+me g~n~ral, qui me paralt devoir conduire ~ l'Stude plus g6- 
n~rale des formes fondamentales de degr~ donn~. I1 semble r~sulter de 
ce th6or~me que le degr~ de la forme limite n~cessairement le nombre 
des param~tres dont peut d~pendre l'Sl&nent. Ainsi lorsque la forme est 
quadratique le hombre des param+tres ne peut Ore plus 51ev5 que 4. 
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Et~ule d a  cos oh  l'~ldme~tt est ~lne s u r f a c e .  

3. Supposons que l'on wit pris pour 515ment une surface d@endant 
de (n + I) param&res, et dont l'5quation sera en eoordonnbes reetilignes, 

X , y ,  Z: 

= ~ ( ~ ,  , J , - ~ ,  ,~, . . . ,  -,,+,) = e ( .~ ,  ' J l ' ) ;  (i)  

posons aussi 
~f 2r p .... ~-, q - - - ~ ,  

et 0 dtant unc fonction queh:onquc des par'nnbtres u1,%, . . . ,  u.+~, 

eonvenons de repr6senter par [ - ~  l'expression 

DO 

0 u ~ ~ u 

()i~ les t~ sont des quantit& queleonques. 
En cxprimant que la surface (u) et la surface infiniment voisine 

(u + du) st touehent au point x ,  y ,  z, on trouve les 6quations 

(5) [ ~ - ]  = o 

I1 1; o 

En 61iminant x ,  y entre ces 6quations, on trouve une forme homog6ne 
des diff6rentielles du, dont les coefficients d6pendent des u. Je d6signe 
par M ( u l d u  ) eette forme, qui n'est d6finie qu'k un facteur pr6s, ind6- 
pendant des difl'6rentielles. 

Au lieu des du introduisons des quantit6s finies t l ,  t~, . . . ,  t . ,  t,+l, 

et consid6rons la forme 
M(~,lt) 

qui provicndra de l%limination de x ,  y entre les dquations 

o 
1 ,-21= o. 
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Ces 5quations peuvent encore s'Scrire, 

(3) 

~ O  

~x 

4. Pour interpr5ter ces 6quations nous ferons usage de la con- 
sid6ration des espaces b: plusieurs dimensions. Los quantit~s u scront 
regarddes comme constantes, et l e s t  serollt les coordonndes lindaires ho- 
mogSnes d'un point d'uu espaec ~ n dimensions. Une dquation homo. 
g5ne entre les t ddfinit un espace '~ ( n ~  i) dimensions, que l'on peut 
appeler une surface ct que jc repr6scnterai par le symbole E;':_~, oh/ ,  est 
le degr6 de l'dquation qui lie les coordonndes t d'un point quelconque 
de cet es|>acc. Si en particulier /,---- I, l'6quation cst lindaire et l'on a 
un espace lindairc ~ ( n -  i) dimensions E~_~, que l'on peut api>eler un 
plan. I)eux 5quations linSaires repr~scntent un espace lin6aire k ( n - - 2 )  
dimensions, que je reprdsenterai par E~,_.2; plus g@6r~dement,, k dquations 
lindaires homogdnes entre l e s t  ddfinissent un espace lin5aire t~ (n ~ k) 
dimensions, E,~,_k. Un point unique peut r regard6 comme un espacc 
lindaire de o dimensions E0 ~. Je laisse de c6td les espaces E~_k ~ (n---k) 
dimensions et non lin~aires (du degrd #) dont la eonsidb, ration ne nous 
sera pas utile. 

Si l'on se reporte k l'espace ordinaire "~ trois dimensions, on salt que 
les surfaces E~ de cet espace se divisent en deux catdgories. Pour les 
surfaces d'une catdgorie, les plans tangents sont doublement inddterminds, 
comme le point de contact; mais pour les surfaces de la seeonde catdgorie, 
dites ddveloppables, le plan tangent ne ddpend que d'nn seul param<~tre, 
il est simplement inddtermind, et il est le mdme pour tous les  points 
d'un mdme espace lindaire k une dimension E~ (g5ndratrice de contact). 
Des faits tout pareils se retrouvent dans le cas d'un espace queleonque, 
mais avec plus de varidtd. 

I1 y a, en effet, dans l'espace ~ n dimensions ( n - -  I) cat6gories de 
surfaces. Pour les unes le plan tangent d~pend de (n ~ I) param5tres, 
comme le point de contact; c'est le cas g6ndral. Mais pour d'autres le 
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plan tangent d6pend de ( n - -  2) , (n - -  3), . . .  de _? ou mOne seulement 
d'un seul param&re. I1 est facile de st rendre eompte de la g6n6ration 
de ces surfaces. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de celles dont le 
plan t 'mgent d6pend de ( n -  k) param6tres; on 6erira l '6quation 

( t )  t:) ---- i"~t~ + "d',~t,~ + . . .  + T,,t,, + T~+~t,,+, ~- o 

oh Its T, d6pendent de (n - - -k )  param6tres % , % ,  . . . ,  a,_k, et l 'on 
cherchera l 'enveloppe de ce plan, en 61iminant les (n ~ k) quantit6s a~ 
entre les (n ~ k q- I) 6quations 

- - = =  O ~  - -  O~ . . . ~ - -  O, 0 - ~ :  O .  

On obtiendra ainsi la surface la plus g6ndrale dont le plan tangent 
d6pend de ( n -  k) param~tres, et l'on apergoit tout  de suite que le plan 
tangent est le m4me dans tons les points de l'espace k k -  i dimensions 
F~_I reprdsent6 par les n ~ k + I 6quations (e'). Donc,. lorsqu'une sur- 
face E~_~ est telle que ses plans tangents soient ( n -  k) lo is  ind6termin6s, 
elle est le lieu d'un espace lin6aire E~_~ h k -  i dimensions, en tons les 
points duquel le plan tangent  est le mdmc. 

On volt que lorsque l 'on parle de surface dans l'espace 5~ n dimen- 
sions, il y a lieu d'apporter une indication sp6ciale portant sur l'ind6- 
termination du plan tangent. Par exemple E2 ~ .... ~ repr6sentera un espace 
d'ordre # ~, ( n - -  i) dimensions dont le plan tangent est (n ~ k) fois in- 
ddtermin6. 

5. Revenons maintenant  aux 6quations (3). L'61iminafion cst celle 
que l'on effectuerait pour trouver la surface E,~_l,2 enveloppe du plan 
2 param&res x ,  y repr6sent6 par l 'dquation 

qui est lin6aire par rapport aux coordonn6es t. 
I1 suit de lk que: 
Dans l'espace d n dimensions dont l e s t  sont les coordonn6es ponctuelles 

lindaires, l'dqaation 
= o ,  
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or les u sont regardds comme constants, reprisente une surface E{:_i.:, dont 
les plans tangents sont seulement deux lois inddterminds. 

Lorsque n + i ~ 4, ce fair ne constitue pas une exception; mais 
s i n  + i > 4 on est en pr6sence d'une v6ritable singularitY, qui est, 
comme nous le verrons, caract6ristique des formes considdr5es. 

Si l'on reprgsente par / 1 ,  T~, . . . ,  T,~§ les coefficients de l'6qua- 
tion du plan tangent de la surface M(ul t ) ,  on aura, en eomparant 
la prelnigre des 6quations (3) 

(4) T, __ T~ __ __ Tn+l 
�9 . �9 

et en 61iminant x ,  y entre ces n 6quations on tombera sur ( n - - 2 )  6qua- 
tions homog6nes entre les quantitds T, dont les coefficients d@endront des 
u, et que nous 6crirons, 

I = o 

(5) T ) = o  
I , . . , , . , . 

11') = o. 

Puisqffe le plan tangent /~ la surface M ( u l t  ) = o n e  contient que deux 
param6tres il devait, '~ priori, exister ( n - - 2 )  relations entre les coefficients 
de ce plan, ces relations sont prdcisement les dquations (5). 

Une forme quelconque de (n + I) variables t l , t 2 ,  . . . ,  tn+l dtant 
donn6e, on salt qu'il existe une forme 6troitement li6e ~ la premi6re, qui 
contient les coefficients /1 ,  T~, . . . ,  I ;+  1 d'une forme lin6aire, et dont 
l '6vanouissement exprime le contact du plan repr6sent6 par cette forme 
lindaire avec ]a surface repr6sent~e par Ia forme propos~e elle-mdme. 
Cette seeonde forme s'appelle la forme adjointe. 

On voit eependant que l'on ne pent plus parler de forme adjointe du 
moment  que le plan tangent ~ la surface repr6sent6e par la forme eon- 
tient moins de (n ~ I) param6tres; s'il en eontient ( n - - k ) ,  il faut k 
dquations pour exprimer le contact d'un plan avee la surface, et au. lieu 
d'une forme adjointe unique on a un syst~me adjoint de k formes. 

Dans le cas actuel, la forme 21l(ult ) se trouve donc caract~risde par 
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ce fait qu'elle admet un syst~me adjoint composd & ( n - - 2 )  formes, it savoir 
le systbme des premiers membres des dquations (5)- 

Dans le cas de n -~ I ~-- 4, le systSme se r~duit k une forme unique, 

et on n'a dSs lors au6une singularitY, mais s i n  -[- ~ > 4, le syst~me (5) 
comporte plusieurs ~quations. I1 en rSsulte done d~j'k que du moment  

que n + x > 4 on ne peut chercher les formes fondamentales relatives 
t o u s l e s  6lSments imaginables, que parmi celles qui ont un syst&ne 

adjoint comprenant ( n -  2) formes simultan~es. 

6.  Ce caract6re purement algdbrique que dolt presenter la forme 

M(uldu ) n'est pas cependant suffisant; nous allons voir qu'elle dolt pr& 
senter encore un autre caract~re exceptionnel, off l'on tient compte du 

mode de composition des coefficients de la forme au moyen des variables 
u, dont il a 5t~ jusqu'ici fair abstraction. 

D'apr& la d6finition m~me des 6quations (5) on a identiquement 

ag~) ~ 0 I ~DlZ~, (u 

I 
- -  au/ 

en sorte que le sysffmm des ( n -  2) 5quations difl'Srentielles simultanSes 

( D0) 

. . . . . .  ~ ~ ~ �9 

�9 :2) ~k,, ,, u = o 

admet la solution g ( x , y I u ) ~ z ,  oh x , y , z  sont consid~r~s comme 3 
constantes. 

Le systEme des ~quations (6) admet done une solution contenant un 
nombre de constantes 6gal 5, l'excc:~s du nombre ('n--]-I) des variables in- 
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d@endantes sur le nombre (n ~ 2) de ees m6mes ~quations; et l'on peut 
dire ainsi, en ~tendant une locution usit~e pour les ~quations lin5aires, 
que les 6quations (6) forment un systSme eomplet. Les conditions aux- 
quelles sont soumis les coefficients de la forme M(u[du) ne sont done 
autres que celles qui expriment, eonformdment aux th5ories eonnues, la 
eompatibilit5 des ~quations (6). 

7. ces conditions earaet~risent entii~rement la forme 9rS(ulda ) 
eomme le prouve la r~eiproque suivante. 

Soit un syst+me de ( n - - 2 )  ~quations diffSrentielles homog~nes 

(n) 

 ,(uE :/)-- o 

assujetti k la seule condition de former un syst~me eomplet, c'est-k-dire, 
d'admettre une solution complete doub.e de trois constantes, ~ont une n& 
eessairement additive k la fonction O. 

Je dis que le systOme des fonctions 

I T) 
I , �9 �9 , �9 ~ , 

constitue le systOme adjoint d'une forme fondamentale, qui est m~me [bnda. 
mentale pour une infinitd de syst~mes d'dldments. 

Formons d'abord la forme k laquelle le syst~me (E') est adjoint; pour 
eela nous prenons dans l'espace k n dimensions (dont les t~ sont des eo- 
ordonn~es lindaires ponetuclles) le plan 

Tit1 + . . .  -k  T.+i t .+~ ---- o 

Acta  mathemat iea ,  t0.  I m p r i m d  le 11 Oc tobre  1887 41 
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oh les T, sont li6s par les ( n - - 2 )  6quations 

(E") 

~ , ( u  I T) = o 

~(~  I T) = o 

�9 . * . �9 �9 �9 �9 o 

v~._~(u I T) = o 

et nous cherchons l'enveloppe de ce  plan, qui se trouve repr6sent6e par 
une forme M(ult ). Cette forme est la forme cherchde. En y rempla- 
sant les t par des diff6rentielles du, nous obtenons la forme M(u[du). 
I1 faut prouver que cette forme eat une f0rme fondamentale. 

Soit en effet 

~ D ( X  , y ,  $~1 , U 2  , " "  �9 , U n  , U n + l )  - -  Z 

une solution complete du syst5me (E), oh x,  y, z reprdsentent les trois 
constantes, dont ]~une est n6cessairement additive ~ 0, puisque t9 ne figure 
pas explicitement dans lea 6quations diffdrentielles. Si l'on consid6re 
x ,  y ,  z comme des coordonn6es lin6aires dans l'espace ~ trois dimensions, 
et que Yon adopte pour 616ment la surface ~ (n + i) param6tres 

? ( ~ ,  y l u ) -  ~ = o, 

la  forme M(uldu ) sera la forme fondamentale correspondante ~ ce sy- 
st6me d'616ments. Car si l'on veut former le ayat6me adjoint ~ la 
forme fondamentale relative ~ cet 616merit, on doit, comme on l'a vu, 
61iminer x ,  y entre les 6quations 

T ,  = T ,  . . . .  - -  T.+,  . 

d'apr6s l'hypoth6se faite que ?(x.;y[u)--z  v6rifie le ayst6me (E), cette 
61imination donnera lieu au syst6me d'6quations (E"), en sorte que la forme 
fondamentale aura le systdme (E') pour syst6me adjoint, et co'incidera, par 
cons6quent, avec la forme M(u[du). 

Maintenant, comme 1'on peut adopter toute autre forme de solution 
compl6te du syst6me (E), on obtiendra autant de syst6mes d'61dments, 
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admettant la forme fondamentale M(uldu), qu'il y a de solutions com- 
pl6tes distinctes, c'est-h,-dire une infinit6, 

On pouvait d6jh, pr6voir l'existence d'une infinit6 de syst~mes d'61& 
ments donnant lieu ~ la m~me forme fondamentale; car si l'on effectue 
une transformation de contact sur l'espace ~ trois dimensions, un syst~me 
de surfaces h, (n + i) param6tres se transforme en un syst6me analogue; 
et si deux surfaces se touchent, leurs transform6es se touchent 6gale- 
ment. L'6vanouissement de la forme M(u[du) qui exprime le contact 
de deux surfaces infiniment voisines exprime donc aussi le contact de 
leurs transform6es, qui sont 6galement infiniment voisines. Nous pou- 
vons ainsi regarder comme formant un groupe tous les systSmes de sur- 
faces qui dSrivent les uns des autres par des transformations de contact, 
de mdme que l'on regarde comme formant un groupe toutes les formes 
de diffdrentielles qui d6rivent les unes des autres par un simple change- 
ment de variables. On dit aussi que ces formes sont ~q~dvalentes. Cela 
pos6, nous allons d6montrer la proposition r6ciproque suivante. 

Si deux dl~ments ddpendant d'un m~me nombre de param~tres donnent 
lieu ~ la mdme forme fondamentale, ou bien ~ deux formes fondamentales 
dquivalentes, ces deux ~ldments font partie d'un m~me groupe, c'est-~-dire, que 
l'on peut passer de Fun ~ l'autre _par une transformation de contact. 

Ce th6orSme, que nous 6non~ons ici dans le cas des surfaces, subsiste 
dans le cas o/1 l'Sl6ment est une courbe, comme nous le verrons plus loin. 

8. Pour d6montrer cette proposition nous remarquons que les deux 
syst~mes d'616ments consid(!r6s doivent correspondre chacun ~ une solution 
complSte du syst~me (E), et nous n'avons d~s lors qu"~ ~tudier le passage 
d'une solution complete h, une  autre solution complSte. 

Ceci nous conduit ~, 6tudier de plus pros |es solutions du systSme (E), 
en partant de ce fait qu'il admet au moins une  solution contenant trois 
constantes, dont une n6cessairement dolt dtre additive. Soit alors ~+~"  
cette solution complete, donn6e par F6quation 

(v l  f l ,  + r ,  u , ,  . . . ,  un+,) - -  o, 

off a ,  8 ,  T sont les trois constantes. On voit que les ~ seront propor- 

~V et,  par suite, les 6qu~lt.ions suivantes tionnelles aux ~u-~.' 
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= ~  

�9 o �9 ~ , �9 , �9 �9 , 

seront vdrifi6es ell vertu de V = o, c'est-~-dire si l'on transporte dans ccs 
dquations la valeur de q), tir6e de l '6quation V----o. D'apr6s cela les 

6quations (s) dtant vdrifides pour toutes valeurs de Ul,U.2, . . . ,  u .+l  et 
de a ,  f l ,  y, le seront encore s i c e s  trois derni6res quantit6s, au lieu d'etre 

eonstantes d6pendent des u et d 'autres quantit6s. Si nous posons alors 

= ~ ( . , , ,  . : ,  . . . ,  . , , ,+, ,  0) = , : (~  1o) 

= ~ ( . , ,  . ~ ,  . . . ,  ~,,,+,, 0) = ~ ( . 1 0 )  

r = r  . , , ,  . . . ,  ~ , .+, ,  0) = r 

oll ~,  r/,~" sont trois fonctions arbitraires, et 0 une quantitd quelconque, 
I'6quation 

v ( e ( , ~ 1 0 ) ,  ~ ( , , 1 0 ) ,  c ( . 1 0 ) ,  u , ,  u , ,  . . . ,  :,o+,) - -  o 

d6finira 0 en fonetion des u; et par un ehoix eonvenable de ~,  ~2, C 
on pourra faire en sorte que 0 reprdsente telle solution que l'on voudra 
du syst~me des (Squations compatibles (E). C'est 1~ un fait bien eonnu 

dans la th6orie des 6quations diff6rentielles. Diff6rentions l '6quation 
V - =  o et dans la diffdrentielle totale de ~: dis t inguons deux parties; 

l 'une provenant de la variation des u et l 'autre de la variation de 0, 
en sorte que 

d~ = ~ + ~b do; 

nous aurons, en diff6rentiant 

~V ~,. ~V ~ ~V ~. (~V ~ __~V _~ ~V ~,,)o,/d d V ~ o ~  + ~ o~ + ~ o,, + ~ ~ + ~ ~0 + 

~V du~ .4_~V d~o A- . . +  ~V du,,+, = o. 
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Exprimons qu'iei encore, comme pour la fonetion (P, les DO sont propor- 

~V 
tionnels aux ~ ,  nous aurons n@essairement 

(~) ~ . +~o~;  + ~ o r  o. 

Supposons ~, ~2, ~" choisis de sorte que l '6quation (a) ait lieu, les 
aV 

~t.ant proportionnels aux D~,~' v~rifieront les 5quations (E), eu 6gard 
D0 

aux 6quations (s), et eela en vertu de l '6quation V = o, e'est-k-dire que 
O sera une solution du syst6me (E). 

On sait,, de plus, ainsi que je l'ai (lit d~jh, que toute solution du 
systdme (E) peut s'engendrer de cette fa9on, sauf les singularitds que 
j'dcarte. Tout revient donc g v6rifier l '6quation (a). Cette 6quation cx- 
p r ime  que si l'on eonsid6re 2,72,  ~" comme des fonetions des u, la quan- 
titd O jouant le r6le de constante, i[ existe entr'elles une ou plusieurs 
relations. De lk trois cas k distinguer. 

I ~ S'il existe trois relations, en st rappelant que 0 joue le r61e 
de constante, 2,72, ~" seront trois fonctions de 0, 

= ~(0), 7 =  ~(e) ,  r  r 

et la fonction O sera d~finie par l '6quation 

v ( ~ ( 0 ) ,  ~ ( 0 ) ,  r  = o 

2 ~ S'ii existe deux relations on pourrg les @rire 

= f (2 ,  0), r  a(2 ,  n) 

et l'~quation (a) donne alors 

a V  af  a V ag ~ v + _ _  + -  - -o .  

On ~liminera 2 ,7] ,  ~" entre ees trois ~,quations et l'6quation V--~ o; le 
r~sultant serg une ~quation entre 6 et its u, qui d~finira 0 eomme fone- 
tion de ees variables. 

3 ~ gnfin dans le cas d'une seute relation 

;"= f (2 ,7 ,0) ,  
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l'6qmLtion (~) se d6composera dans ces deux 

~V vV ~f 
~ + ~ -~ = o 

~V vV ~f 
v~ + vr v~ o 

et on 61iminera encore $ ,  7 ,  (" entre ces 6quations et V = o, pour ob- 
tenir l '6quation qui donne 0 en fonction de u~, u2, . . . ,  u.+l. 

hnaginons, par exemple, qu'il s'agisse de passer d'une solution com- 
pl6te ~P donn6e par l '6quation 

V ( : ,  f l ,  ~ + r ,  u , , u ~ ,  . . . ,  u , ,  u,,+,) = o 

"~ une autre ~(2 donn6e par l 'dquation 

W @ , / ~ ,  t~ + / ,  u~, u~, . . . ,  u , ,  u~,+,) = o,  

oli a ,  f l ,  i" et a ' ,  fl', l" sont respeetivement les eonstantes qui doivent 
figurer dans ees int6grales. 

Ce passage s'effectuera suivant l 'une des trois mani6res ci-dessus 
rappel6es. 

~o S'il y a trois relations, on devra poser 

~ = f ( a ' ,  fl', / + ~), 

fl = g ( ~ ' , y ,  r' + ~), 

r = h (~ ' ,~ ' ,  r' + ~), 

cn sorte que le passage de 

v ( = ,  fl,  f l u )  = o 

w(=' ,  y ,  r' [ u) = o 

geffeetuera par la transformation 

a = f (od, /3' ,  T') 

(T,) fl = g(=',  # ,  r') 

r = h(~', y ,  r'). 
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2 ~ S'il y a deux relations, on devra avoir 

/3 = f(~', fl', r '  + ~ ,  ~) 

r : ~(~' ,  fl ' ,  r' + ~2, ~) 
et on adjoindra l'6quation 

aV aV a f  aV ~g 
~--~; + ~fl ~-~ + ~r ~ - o. 

On passera donc de V(a , /3 ,  Flu) = o k W(a ' , t3 ' , / l u )=o  en portant 
dans V le s  wdeurs des a , / 3 , 7  ti%es des 6quations 

(T~) 

] f l = f ( ~ ' , Y , r ' , ~ )  
r = a ( ~ ' , Y , / ,  ~) 

{~V ~V af ~V ~g 
-t ~ v~ + ~-7 ~-~" 

3 ~ . De m&ne, dans le cas d'une seule 6quation, on verra qu'on 
passe de V(a,/3,71u) '~ W(a', ~', y'lu) en portant dans V ]es valeurs 
de a ,  fl, y tirSes des 6quations 

(T.) 

[ r = f(a', fl', 7", a, fl) 
~V + ~V ~f ~=o 

of  

~ +  ~r ~ - ~  

Interpr&ons ces r6sultats. Si dans l'6quation 

v(~, fi , r l u) = o 

on regarde q , /~ ,  7 comme des coordonn&s, on obtient une famille de 
surfaces d6pendant des (n + I) param&res u; de m~me 

w(~' ,  y ,  r'lu) - -  o 

repr6sente une seconde famille de surfaces, et d'ap%s les hypoth&es fares, 
ces deux families constituent deux syst~mes d'dl~ments quelconques parmi 
ceux qui donnent lieu ~ une m&ne forme fondamentale, s savoir, celle 
qui correspond aux ~quations (E). 
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Or les trois transformations (T~), (T2), (Ta) par l 'une desquelles on 
peut certainement passer d'un systdme g l 'autre reprdsentent dvidem- 
ment lcs trois classes de transformations de contact relatives k l'espace 
k trois dimensions. 

Le th~ordme dnoncd au numdro 8 se trouve donc compldtement 
ddmontr& 

Et la relation entre les grouioes de syst~mes d'dldments et les classes 

de formes fondamentales se trouve ainsi entidrement dtablie. 
9. Cherchons maintenant g interprdter les solutions du syst&ne (E) 

sous une forme diffdrente. 
Nous venons de voir qu'un changement de solution compldte est 

dquivalent k une transformation de contact de l'dldment. Nous allons 
dtudier l 'dquation V = o g u n  autre point-de vue. 

Si dans l '6quation 
v ( . ,  , / , .  I") = o 

on regarde x ,  y ,  z comme donn6s, l 'dquation V : o est celle qui lie 
les u de  toutes les surfaces du syst&ne qui passent par un point donn& 
On en conelut done que si l '~quation 

O(ux ~ tt.2 , . . . , 'u , ,  , u , + l )  : 0 

assujettit la surface (u) ~ passer par un point don,,g, la fonction O(u) 

v6rifie le syst&ne des 6quations (E). Cette proposition se g6n6ralise ainsi:" 
Si l'dquation 0 = o est telle que les surfaces (u) qui la vdrifient to,t- 

chent une surface ou une courbe fixe, ou 1)assent par un point flare, les 

dquations (E) sont v&ifides par la fonction O, soit identiquement, soit en vertu 

de l'dquation 0 = o. 

En effet, soit S une surface fixe; on peut toujours trouver une 
transformation de contact telle que toutes le.s surfaces de l'espace qui 
touchent S aient pour transformdes des surfaces passant par un point 
fixe. Si on applique alors cette transformation, la condition 0 = o qui 
exprime le contact des surfaces (u) avec la surface S, exprime que les 
surfaces transformers passent par un point fixe. Le syst0me (E) n'dtant 
pas modifi5 par la transformation, il en r&ulte que # dolt v~rifier les 
dquations (E). La m~me d&nonstration s'applique au cas off l'on nssu- 
jettit  los surfaces (u) h. toucher une courbe fixe. 
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Voiei main tenant  la r & i p r o q u e  de cette proposit ion.  

Si la fonction O(u) v&ifie les ~quatio,~.~ (E) soit identiquement, soit en vertu 
de l'~quation 0 = o, cette derni&'e ~quation exprime que les sur/aces (u) q~,i la w~- 

rifient touchent une courbe ou une surface fi~e, o~ hie,, passent par u~ point fi:,~e. 
En effet, route  fonct ion 0 de l 'espbce con~iddrde ddrive d 'une f()ne- 

tion (solution complete)  tel le quc  W(:a', y ' ,  z ' l~  ) dan~ laquel le  .~', :~/, z' 
ont  recu des va leurs  numdr iques  dS.terminSes, .%, y'o, z[,, m~ sorte que 

W(.<, ,  .'/0, z;l"') = ~ ( " ) ;  

si l 'on effectue la. t ransformat ion  de contact  qui eonsiste ~, prendre  pour  

dldment  les surt:aces W ( x ' ,  y ' ,  z'[u) ~- o, l '~quation # = o expr ime  que 

les surfaces W qui la v(~ritient passent  un poin t  (.*:0, Y(',, za). Les surfaces 

pr imit ives  V - ~  o touehen t  done une eourbe  ou une surface fixe, ou bien 

elles passent  par  un point  fixe. ~ 

.Eocamea~ d u  c(t.~ ogt l~dldmea~t est , fne eo~,'be. 

1 0 .  Si l '515ment est unc courbe  ddpendant  de (,~q- i) p~lram&ves, il 

est facile de ramener  ce eas h. celui off l'5.15ment est une surface;  il suffit 

d 'cffectuer  une t ransformat ion  de com.qct m-bitraire (non ponctuelle) .  On ob- 

t ient  ainsi des surfaces d4I)endant de (~ + I) paramStres,  auxque l l c s  on peu t  

app l iquer  tous  los r4sultats  precedents .  On formera  ainsi la forme M ( u i & l  ) 
et le systSme adjoint  de cette fo rme;  il ne restera plus  qu'~ interpr(~ter 

le r61e de ces diverses fonctions dans le langage des courbes.  Les trans- 

format ions  de contact  t r ans forment  la rencontre  de deux  courbes  dans le 

contact  des deux  surfaces correspondants  ct inversement ,  l[ suit  de l~t 

que l '~vanouissement  de l a  forme M(~I~I~ ) exp r imera  la rencontre  des 

deux  eourbes  inf iniment  voisines (u) et (~ + (!~). 

1 Ains i  qu~on va le voir, tous ces r(~sultats s'(!tendent d'eux-m~mes au cas off l'dld- 
ment est uue courbe. Dans le cas particulier off l'dlSment est une droitc~ on a c e  thdo- 
rbme de M. KLEIX (Mathcmatische Annalen. t. 5), que lorsque le paramc~tre difl'~- 
rentiel du premier ordre d'un complexe est nul, ce eomplexe est form5 des sdcantes d'une 
courbe ou des tangentes d'une surface. Dans ]e memoire pr(~cit(~ M. KLI,:IX n'a pas com- 

pldtd sa d6monstration, et je ne crois pas quelle air dtd reprise pat" personne~ s ice  n'cst 
dans mon travail Sur les propridtds i'~finitdsimales de l'e.vpace rdgld (Annalcs de l~deole 
n~rmale~ 2 ~mle sdrie~ t. l I). 

Ce qui pr(~ci~de f'onrnit une nauvellc ddmonstration de eet. imp.,.taur th(',~r(mle. 
Ac t~  ~u~t)t~mettir~t. 10. I m p r i m 6  le  :ll ( ) c toh ro  1~87. | 2  
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Si la fonction O(uL, u2, . . . ,  un, u,,+l) v~rifie les 4quations ~E) iden- 

t iquement  ou en vertu de 0 == o, cette derni~re ~quation exprime que 
les surfaces transform~es touchent une surface fixe ou une courbe fixe; 

ou bien qu'elles passent par un point fixe. Les courbes primitives doivent 

donc toucher une surface fixe, ou bien couper une courbe fixe. 
On retrouve ainsi une extension fort g~n~rale du th~or~me que M. KLF~IN 

a fait connaltre pour le cas des complexes de droites. D'apr+s M. KLEIN, 

pour que le complexe 0--~ o soit form~ des tangentes d'une surface ou 

des s~cantes d'une eourbe, il faut et il suffit que l ' i nwr ian t  ~rC u ~ 

soit nul. 
Or, darts le cas des droites, on a n q -  ~ -=--4 et n ~ e  = i; l e sy -  

' 

sterne adjoint se r~duit pr~cis~ment ~ la forme ~91L\u ] ~ 0 (  o 

i 

I I .  Ce qui pr6cSdc montre assez qu' i l  n 'y a pas de distinction fort 

essentielle ~ fairc entre le cas oh l'616ment est une surface, et celui oh 
l'616ment est une courbe. I1 suffit, par une transformation de contact, de 

transformer en surfaces les courbes du systSme pour pouvoir  appliquer 

les r6sultats ci-dessus ddmontr6s. 
On a vu, par exemple, que si deux 616ments donnent lieu ~ la m6me 

forme fondamentale,  i| existe une  transformation de contact qui les 

transforme l'un dans l 'autrc. Ce th6or6me n'a 6t5 d6montr6 que clans le 
cas oh l'616ment"est une surface. II s'6tend de lui-in6me au cas des courbes. 

Soit un systbme [ '  de courbes et un systbme 2,' de surfaces qui 
donnent lieu h la m(hnc forint fondamentalc.  Une transformation de 

contact T transformc I ~ en un systbme T/ '  de surfaces. Le systbmc TF 
de surfaces et le syst6me v donnent lieu ~ la m6me forme fondamentale, 
il existe donc une tr'~nsformation de contact I" qu i  transforme TF en X, 
en sorte que T ' T F :  X; on en conclut que si l'on transforme successive- 
ment  X par les transformations de contact I ''-1, T -~ inverses de T' et de 

T on reproduit  f'; ou enfin, que l '  et 2' sont transformables l 'un dans 
l 'autre par unc transformation de contact, at tendu que le produit  de 

deux transformations de contact est une transformation de contact. 

Pa r  exemple, on salt que par un choix convenable des coordon- 
uses ta sphb, re et la droite donnent lieu ~ la forme fondamentale 

d**~ + dug + dui + du]. 
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I1 existe done une transformation de contact qui change la sph6re en 
droite. M ~ SoeHus LIE a depuis longtemps donn6 cette remarquable  trans- 

formation, dont l 'usage est si f6cond pour la th6orie g6n6rale des surfaces. 

D i s t i n c t i o n  e~tre  le cas  des vou~'bes et ce lu i  des surj~tces.  

1 3 .  Malgr6 la grande similitude entre le cas off l'616ment est une 

courbe et celui off l'616ment est une surface, malg% qu'une transforma- 

tion de contact permette toujours de passer du premier cas au second, 
il existe n6anmoins des particularitds clans le cas off l'616ment est une 

courbe, particularit6s qui t iennent ~ ce qu'un syst~me de surfaces ne peut 

gdndralement pas se transformer en un systOme de courbes par une trans- 

formation de contact, m4me convenablement  choisie. 
Nous avons d6j~ dit que nous regardions comme 6quivalents, ou for- 

mant  un groupe, tous les  syst6mes d'616ments qu'une transformation de con- 

tact transforme les uns dans les autres. Ce qui pr6c6de fair voir assez que 
nous n'excluons pas le cas off le groupe contient un syst6me de courbes, 
auquel cas il en comprend une infinit6. Mais alors nous solnmes con- 

duits k diviser ces groupes en deux classes. Un groupe de la premi6re classe 

ne comprendra comme ~6ments  que des surfaces, qu'il  sera impossible de ra- 
mener  k des courbes; k la seconde classe appartiendront les groupes qui com- 

prennent  un syst6me de courbes, et par suite une infinit6 de ces syst6mes. 
Nous avons d6jk vu que chaque groupe est caract6ris6 par une classe 

de formes fondamentales, c'est-~-dire de formes qui d6rivent toutes les unes 

des autres par un changement  de variables. 
Le probl6me qui se pr6sente maintenant  est done celui-ci, qu'est ce 

qui caractdrise les formes dont le groupe d'dldments correspondant est de la 

seconde classe? 

Nous allons traiter ce probl6me dans lequel on verra intervenir, 

non sans int~r4t, ces syst6mes simultan6s d'6quations diff6rentielles dits 

semi-lindaires dont la notion est due ~ M ~ S. LIE. 
1 3 .  Nous  prendrons les 6quations des courbes consid6r6es comme 

61dment, sous la forme 

x --= f ( z ,  u , ,  u~, . . . ,  u .+, )  --  f ( z l u )  
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Si los courbes (a), (u + da) st coupent au point :c, y ,  z ,  on  'a, en re- 

prcnant mm notation pr6cddentc, 

I -o, 
(l'oh l'on d6duira la forme M ( , l l d u )  par l'61imination de z. Ou encore, 
on obtiendra la forme M(,~!e ) c .  6liminant z entre les 6quations 

I1 1--o 
Cherchons le syst6me adjoint de la forme 3 [ .  Pour eela, je diff6rentie 
totalement les dquations ei-dessus, en regardant les u eomme constants. 
I1 vient 

~z 

~z 

d'ofi, en posant 

(b) 

on conclut 

en sorte qu'on a 

 W77,,1' 
~z 

_ _  i '~ _ _ _ _  T , ,  + 1 ; 

_ _  " " " v f  ~, (c) ~i + ~, ?~ ~i  + ~, ~,~ _ _  + ~_ 

T1 ,  T: . . . ,  T,,4- t d6signant les coefficients du p lan  tangent "~ la surface 
E,'",,_~ repr6sent6c par 

2 ~ ( , , I t  ) = o 

dans l'espace b~ n dimensions dans lequel les t, sont les coordonn6es li- 
/ , 

neaares ponctuelles. 
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Cc plan tangent d@end de deux param~tres )t et z, comme dans le 
cas gdn~ral 4tudifi au d~but. Mais ici se place une remarque nouvelle. 

14:. Pr~c~demment, notre surface E ~  se trouve ~tre le lieu d'un 
espace lin~aire E,~_~, en tous les points duquel le plan tangent est le 
m~me. Mais ici il y a plus; la surface E~_~ est, d'ap%s les 5quations 
(a), le lieu d'un espace linSaire s E~"2 dimensions, et tout plan men~ 
par Fun de ces espaces gSn~rateurs touche la surface en t o u s l e s  points 
d'un espace linSaire b. trois dimensions, rep%sent5 par los dquations (a) 
(b), oh 2 a rer;u une valour arbitraire d~terminde. La difference avec 
l e c a s  g~n~ral est donc bien 5tablie; pr5sentons la sous une forme moins 
symbolique. 

Si on 51iminc z et 2 entre los 5quations (c), on obtient les ( n - - 2 )  
5quations du syst~me adjoint 

vl , ( .  IT)  = o 

 rc (u iT )  = o 

= o .  

Si l'on forme alors  les ~quations 

( E 0 )  

on voit par les 6quations (c) elles-mdmes, que la fonction f (z lu  ) + ),f(z!u) -t- p, 
oh z ,  2, # jouent le rSle de constantes, est une solution du systeme (Eo). 

Or on salt qu'un syst6me complet de (n - -  2) 6quations diff6renti.elles 
homog6nes lindaires simultan6es admet une solution compl6te de la forme 

x o + 3 x  1 +, tx~  + #  

oh ,~, # ,  3 sont les constantes, et x 0 , x 1 , x~ trois solutions particuli~res. 
Cette solution est lindaire par rapport ~ toutes les const_antes. 

1 On suppose le hombre des variables dgal ~ (n - t -  I). 
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Dans le cas actuel, nous avons ulie solution 

qui est lin6aire :par rapport  ~, deux des constantes seulement; de lk le nora 
de semi-lin6aire que LIE a donn6 k ce genre d'6quations difl'~rentielles. 

Ainsi, ce qui caract6rise une forme M(u]du)  dont le groupe d'dl6- 
meats comprend des syst6mes de courbes, c'est que le systb, me adjoint 
d'6quations diff6rentielles est un syst6me semi-lindaire. 

Je n'insisterai pas davantage sur ces consid6rations g6n6rales, et je 
passe h quelques  applications. 

Reche~ 'che  de tous  les cas  oh  la  j f o rme  f o n d a m e n t a l e  est q u a d r a t i q u e .  

15.  Je d~montrerai d'abord la proposition suivante: si parmi les 

dquations du systOme adjoint l'une d'elles est lindaire, le hombre des variables 

peut dtre rdduit d'une unitd. 

Soient en effet les ~quations 

Si l '6quation ~Vv,,_ 2 u 7u ~ o est lin6aire, elle admet n solutions ind6- 

pendantes v 1 , v~ , . . . ,  v,; on peut prendre pour variables les fonctions 
v e t  une (u-{- i) 6"e, formant avec elles un syst6me de variables ind6- 
pendantes. Les 6quations du syst~me adjoint deviendront alors 

�9 . �9 ~ , ~ ~ ~ ~ ~ 
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Toutes les solutions commune~ au syst6me seront donc n6cessaire- 
ment des fonctions de v i , v : ,  .... , v,, et ne contiendront pas v~+~. La 
solution compl6te 

ne contiendra pas v,+~, et la surface 

ddpendra seulement de n param6tres. I1 en r6sulte que v~+l doit se 
trouver naturellement 61imin6 des 6quations du syst6me adjoint, rdsultat 
auquel on est encore conduit en 6crivant les conditions d'int6grabilit6. 

Corollaire. S i p  des dquations du systdme adjoint sont lingaires, on 
peut rdduire de p le hombre des paramdtres. 

16.  Appliquons ceci s la recherche des formes M(uldu ) qui sont 
quadratiques. 

Je remarque d'abord que si une forme quadratique, de (n+  i) variables , 
est r6ductible ~ (n + r - - p )  carr6s, il existe p relations lin6aires homo- 
g~nes entre les d6riv6es partielles de cette forme, en sorte que ces d6- 
rivdes sont exprimables en fonction de (n + I - - p )  d'entr'eIIes entre les- 
quelles il n'existe aucune esp6ce de relation. 

Si on assujettit ndanmoins lea variables ~ annuler la forme, une 
relation quadratique unique existe entre ces (n + i - - p )  d6rivdes indd- 
pendantes. Donc, nous voyons que dans le cas d'une forme quadratique, 
( n - - 3 )  des 6quations du syst6me adjoint seront lindaires, et la ( n - - 2 )  6+e 
sera quadratique. I1 en r6sulte que le hombre des param6tres peut dtre 
abaiss6 de ( n +  I) "~ n +  ~ - - ( n ~ 3 ) =  4. De 1~ ce th6or6me: 

Les dldments qui ont pour forme fondamentale une forme quadratique 
ne peuvent ddpendre de plus de 4 paramdtres. 1 

D'ailleurs, si l'on prend line forme quadratique quelconque ddpen- 
dant de 4 variables 

M(uldu) = M(u, , u~, u~, u,]du,, du~, du.~, du,), 

t Odndralement~ le nombre des parambtres est infdrieur ou dgal au degrd de la forme 
augment6 de deux. 
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et que l'on prenne 18 forme adjointe unique ~L(u[ T), l '6quation qua- 

dratique en -~ 

admettra  une solution complete 

qui donner8 imm6diatement un ~l~ment pour lequel M(u]du)est. la 
forme fondamentale. 

Dans cet exemple on n'a pan k s'occuper des condi t ionsd ' int6gra-  
bilit6. Voici un exemple encore oh ces conditions sent v6rifi6es d'elles- 
m~mes. 

Cets des formes  tr coel'ficielits co~lsternts. 

17. Pour engendrer les formes fondamentales k coefficients con- 
stants, il suffit de partir  d'un syst~me de (+~.- 2) ~quations diffSrentielles 
simult~tnSes quelconque fi, coefficients constants 

9lc~\~u / o 

(L) . . . . . . . .  

wL_ ~ [ : : ) =  o. 

Les conditions d'int~grabilit5 sent vfirifi~es d'elle~-mdmes, et si Yon d~- 
termine los fonctions F~(.~:,y), ,% (.,, , .q) , . . . ,  r des deux con- 
stantes .r, :q, de faeon k avoir 

la fonction 

- - z  + r  z)~,l + ,,-%(~:, ~),,~ + . . .  + ,r :,~),,,, + ~',,~,(.,, ,,~),,,,+, 

sera une solution compl6te du syst6me des 6quations (E). 
Si Yon prend pour 515ment la surface 

= ~ , (x ,  y)~,., + ~'~p, ~)u~ + . . .  + ,.-,,+,(y, y)u,,+~, 
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la forme fondamentale correspondante aura ses coefficients constants. Rd- 
ciproquement, route forme fondamenta|e s coefficients constants est 6vi- 
demment susceptible d'un tel mode de gdndration. 

S'u~" une  fob'me p a r t i c u l i ~ r e  des 6quat ions  adjoi~tes .  

] ~l(ufT) o 

I , . . . . .  , �9 �9 

w~_~(u IT) -- o 

peuvent n'~tre pas enti@rement 6quivalentes aux dquations de d~finition 

T, T~ Tn + l 
- -  - -  . �9 . - -  (B) ~_~_~ ~ v~ 

~U I ~e~ ~U~+l 

I1 se peut en effet que l'espace commun aux espaces 

se ddcolnpose en espaces partiels dont l'un d'eux seulement eorresponde 
aux 6quations (B). 

Supposons ici alg~briques par rapport aux T l e s  ~quations (A). 
Je m'appuierai sur le thdor~me suivant: 
Lorsque (n + i) quantit~s sont li~es par ( n -  2) relations homog~nes 

algdbriques, on peut trouver (n + I) polyndmes 

o ~ ( ~ ,  f l ,  r ) ,  ~ ( ~ ,  f l ,  r) , . . . , ~ . + , ( ~ ,  f l ,  r) 

de l~'ois param~tres a , f l ,  r lids pa," une dquation irrdductible algdbrique 

~2(~, ~ , r) --- o, 

ces polyndmes dtant tels que si l'on substitue d)~, $~, . . . ,  $~+~ ~ la place 
des (n + i) quantit~s dans les (n ~ 2) ~quations, celles-ci se trouvent iden- 
tiquement satisfaites en vertu de ~2 ~-o .  

Si le systdme des solutions des ( n - - 2 )  6quations forme un espace 
inddcomposable, le syst+me des polynomes $ e t  .q sera unique; ranis, fl 
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18.  Les dquations 
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y a ddcomposition, ~ chaque espace partiel correspondra un syst~me de 
fonctions r et ~2. 

Sans aller bien loin, nous avons ddj~ rencontrd une reprdsentation de 
ce genre pour les dquations (A); reportons-nous en effet s la fonction V; 
on voit que les fonctions 

~V ~V ~V 
~,,-~' ~ '  " ' "  ~ . + , '  

raises b~ la place de T~, T~, . . . ,  T.+, dans les 4quations (A), vdrifient 
ces ~quations en vertu de l'~quation 

v ( ~ ,  y ,  ~ I"') = o. 

On n donc une reprdsentation immediate des ~quations (A) lorsque l'on 
connalt un des ~lSmen~s qui correspondent h, la forme, car ces dquations 
pourront s'~crire sous la forme 

~v 0V ov ~V 

V ~ o .  

Mais dans le cas off l'on part de la forme elle-mgme, on aura plus g6- 
n6ralement 

I T, _ T~ _ _ T, ,+i  

[ ~ ( ~ , Z ,  rl-) = o, 

oh il est entendu que a , /~ ,  T peuvent dtre d~termin~s en fonction de u 
et de deux constantes de sorte que l'expression 

admette un facteur int~grant. 
Cette nouvelle forme des ~quations (A) est prineipalement utile pour 

rechereher les formes fondamentales d'un degr4 donn~. 

Paris le 9 Juillet I887. 


