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SUR UNE CLASSE DE FORMES DE DIFFERENTIELLES
ET SUR LA

THEORIE DES SYSTEMES D’ELEMENTS!
PAR

G. KOENIGS

4 PARIS.

1. On sait combien il est avantageux pour certaines recherches
géométriques d’adopter comme élément générateur de l'espace, non plus
le point, mais une courbe ou une surface dépendant d’un certain nombre
de parameétres. Les cas ou l'on adopte pour élément les droites ou bien
les sphéres de l'espace ont été particuliérement. étudiés, 4 cause princi-
palement des résultats remarquables auxquels ils conduisent dans la théorie
générale des surfaces. La droite et la sphére dépendent de quatre para-
metres u, ,u,,u,,u,. Le contact de deux sphéres infiniment voisines
sexprime par ’évanouissement d'une certaine forme quadratique des diffé-
rentielles du, , du, , du, , du,, dont les coefficients, quoique contenant géné-
ralement w, ,u,,u,,u, peuvent cependant, par un choix convenable dcs
variables, étre amenés a étre constants. Un fait tout pareil se rencontre
lorsque P'on prend pour élément la droite, avec cette seule différence, que
la notion de contact doit y étre remplacée par une autre, a savoir la
rencontre de deux droites infiniment voisines.

! (Ces recherches ont été 1'objet de deux notes présentées 2 1’Académie des seiences
de Paris en Mars 1887,

Acta mathematica. 10. Imprimé le 8 Octobre 1887. 40
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Soit, dans T'un et Tautre de ces deux cas, M(u|du) la forme qua-
dratique, dont les coefficients dépendront généralement des . Cette forme
quadratique admet une forme adjointe que nous représenterons par

M (u| 1),

et alors, toute fonction #(w, ,u,,u,,u,) donne lieu & un paramétre diffé-
rentiel, qui posséde la propriété d’invariance relativement & une transfor-
mation quelconque effectuée sur les paramétres u; cet invariant est la
fonction

el

)

L’évanouissement de cet invariant exprime la condition nécessaire et suffi-
sante pour que, si entre les quatre parametres u on établit la relation
6 = o, le complexe de droites ou de sphéres défini par cette équation

E’)K(u

soit formé, dans le cas des droites, de droites tangentes & une surface ou
rencontrant une courbe fixe, et, dans le cas des sphéres, de sphéres tan-
gentes & une surface ou bien & une courbe.

2. L'objet de ce travail est d’étendre ces divers résultats au cas
d'un élément quelconque. La condition de contact de deux éléments in-
finiment voising, si ces éléments sont des surfaces, ou bien leur rencontre,
si ces ¢léments sont des courbes, s’exprime par 1'évanouissement d’une
forme des (n 4 1) différentielles des (» + 1) paramétres dont dépend
I'élément.  Cette forme fondamentale M(u|du) n'est pas nécessairement
quadratique, et mne dérive pas non plus nécessairement d'une forme a
coefficients constants. Il s'en faut cependant qu'une forme de différen-
tielles prise au hasard puisse toujours étre considérée comme la forme
fondamentale correspondant & un certain systéme d’éléments. Dés que le
nombre des paramétres est supérieur a quatre, la forme M(u|du) pré-
sente des particularités caractéristiques, en sorte qu'il y a lieu de poser
d’abord le probléme suivant: Sous quelles conditions nécessaives et suffisantes
une forme de différentielles peut-elle étre la forme fondamentale pour un élément
convenablement choisi?  Construire le type général de ces formes.

Aprés avoir complétement résolu cette question, je passe a la question
suivante qui en est le complément naturel:

Sachant quwne forme M (u|du) peut jouer le vile de forme fondamen-
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tale, trouver tous les systémes d'éléments qui Uadmettent en effet pour forme
fondameniale.

Je résouds encore cette question et je parviens ainsi au théoréme
suivant:

Si deux systémes d'éléments donnent liew & la méme forme fondamentale,
il existe une tramsformation de contact qui tramsforme Uun dans Uautre ces
deux systémes d'éléments.

Par exemple, la forme dui + du; + duj + du} est fondamentale pour
la droite et pour la sphére prise pour éléments. 1l doit donc exister une
transformation de contact transformant la géométrie de la droite dans
celle de la sphére. Il y a longtemps que M* S. Lie a découvert une
telle transformation.

Si Ton dit de tous les systémes d’éléments transformables les uns
dans les autres par des transformations de contact, qu’ils forment un
groupe, de méme que l'on dit que des formes de différentielles forment
un groupe lorsqu’elles sont transformables les unes dans les autres par un
simple changement de variables, on voit qu'a tout groupe d’éléments
correspond un groupe de formes et inversement, sous la réserve que ces
formes vérifient les conditions auxquelles sont assujettics les formes fon-
damentales. Il y a lieu alors de distinguer les groupes d’éléments en
deux classes. A la premiere appartiendront les groupes qui ne contiennent
que des systémes d’éléments-surfaces, et aucun systéme d’éléments-courbes;
a la seconde classe appartiendront.les groupes qui contiennent un systéme
d’éléments-courbes, auquel cas il y a évidemment dans le groupe une in-
finit¢ de pareils systémes. Le groupe qui comprend les sphéres de
I'espace est, par exemple, de la seconde classe, puisque le systéme des
droites de l'espace fait, d’aprés Lie, partie de ce méme groupe.

Aprés avoir donné le caractére distinctif des formes principales des
groupes de la seconde classe, je traite deux cas particuliers, celui ou la
forme fondamentale est quadratique, et celui o ses coefficients sont con-
stants, pour lesquels la solution est immédiate. Je démontre a ce sujet
un théoréme général, qui me parait devoir conduire & I'étude plus gé-
nérale des formes fondamentales de degré donné. Il semble résulter de
ce théoréme que le degré de la forme limite nécessairement le nombre
des paramétres dont peut dépendre I'élément. Ainsi lorsque la forme est
quadratique le nombre des paramétres ne peut étre plus élevé que 4.
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Etude du cas o Uélément est une surface.

3. Supposons que Von ait pris pour élément une surface dépendant
de (n + 1) paramétres, ct dont I'équation sera en coordonnées rectilignes,
Ty, et

(I) szp(xa!/fuxa'“w S uu+1):¢(x7;’/lu’);
posons aussi
G Lo
P30 7= oy’

et 6 ¢tant une fonction quelconque des parametres u, , u,,

convenons de représenter par I'expression

tlY 3 EL)
~ fg+"'+—“'-_tn+l5

ou, ! on, My g1

cy Upyrs

0,t|=

ou les ¢, sont des quantités quelconques.
En exprimant que la surface (#) et la surface infiniment voisine
(# + du) se touchent au point z, ¥y, 7z, on trouve les équations

|¢,du =0
2 ] = o
|g, du|= o.

En éliminant z,y entre ces équations, on trouve une forme homogene
des différentielles du, dont les coefficients dépendent des u. Je désigne
par M(u|du) cette forme, qui n'est définjie qu'a un facteur prés, indé-
pendant des différentielles.

Au lieu des du introduisons des quantités finies &, 4, ..., &, %1,
et considérons la forme

M(u|t)

qui proviendra de l'élimination de z, y entre les équations

le, t]=o

¢,
py =0

[ o
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Ces équations peuvent encore §'éerire,

p,l|=0

(3) a%|@= ©

4. Pour interpréter ces équations nous ferons usage de la con-

sidération des espaces a plusieurs dimensions. Les quantités » scront
regardées comme constantes, et les ¢ seront les coordonnées linéaires ho-
mogeénes d'un point d’un espacec 4 n dimensions. Une équation homo-
géne entre les ¢ définit un espace a (»-— 1) dimensions, que 'on peut
appeler une surface ct que je représenterai par le symbole Ef ;, ou s est
le degré de Véquation qui lie les coordonnées ¢ d'un point quelconque
de cet espace. Si en particulier g = 1, 1'équation ecst linéaire ct 'on a
un espace lindaire a (n — 1) dimensions E,_,, que Von peut appeler un
plan. Deux équations linéaires représentent un espace linéaire & (n — 2)
dimensions, que je représenterai par E._,; plus généralement, k équations
linéaires homogénes entre les ¢ définissent un espace linéaire & (v — k)
dimensions, E;_,. - Un point unique peut étre regardé comme un espace
linéaire de o dimensions E). Je laisse de coté les espaces Ei_; a (n—Fk)
dimensions et non linéaires (du degré p) dont la considération ne nous
sera pas utile.

Si Ton se reporte & l'espace ordinaire a trois dimensions, on sait que
les surfaces Ef de cet espace se divisent en deux catégories. Pour les
surfaces d'une catégorie, les plans tangents sont doublement indétermings,
comme le point de contact; mais pour les surfaces de la seconde catégorie,
dites développables, le plan tangent ne dépend que d'un seul parameétre,
il est simplement indéterminé, et il est le méme pour tous les points
d’'on méme espace linéaire 4 une dimension E} (génératrice de contact).
Des faits tout pareils se retrouvent dans le cas d'un espace quelconque,
mais avec plus de variété.

Il y a, en effet, dans l'espace & » dimensions (» — 1) catégories de
surfaces. Pour les unes le plan tangent dépend de (» — 1) paramétres,
comme le point de contact; c’est le cas général. Mais pour d'autres le
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plan tangent dépend de (n — 2),(n — 3), ... de 2 ou méme seulement
d’'un seul paramétre. Il est facile de sc rendre compte de la génération
de ces surfaces. Supposons, par exemple, quil s'agisse de celles dont le
plan tangent dépend de (n — k) paramétres; on écrira 1'équation

(C) H = ’l'ltl + ',lvgtg + LR + "Fntn + Tn+1tu+l =0

ou les I, dépendent de (w-— k) paramétres a , oy, ..., a,, et l'on
cherchera l'enveloppe de ce plan, en éliminant les (n — k) quantités a,
entre les (W — k& 4 1) équations

(el) 26 ’ a‘(.)':O, Coe ey 36_—:0, 0::0,
da, ou, L/

On. obtiendra ainsi la surface la plus générale dont le plan tangent
dépend de (n~— k) paramétres, et U'on apercoit tout de suite que le plan
tangent est.le méme dans tous les points de l'espace a &k — 1 dimensions
E;_, représenté par les m — & -4 1 éqnations (¢/). Donc, lorsqu'une sur-
face E._| est telle que ses plans tangents soient (v — k) fois indéterminés,
elle est le lieu d'un espace linéaire E!_, & k— 1 dimensions, en tous les
points duquel le plan tangent est le méme.

On voit que lorsque l'on parle de surface dans l'espace & n dimen-
sions, il y a lieu d’'apporter une indication spéciale portant sur lindé-
termination du plan tangent. Par exemple E*_, ,_, représentera un espace
d'ordre y4 & (n— 1) dimensions dont le plan tangent est (w — k) fois in-
déterminé.

5. Revenons maintenant aux équations (3). L'élimination est celle
que l'on effectuerait pour trouver la surface E%_, , enveloppe du plan a
2 parameétres x, y représenté par 'équation

P

qui est linéaire par rapport aux coordonnées ¢.

Il suit de la que:

Dans lespace ¢ n dimensions dont les t sont les coordonnées ponctuelles
linéaires, Uéquation

.M(ult) = 0O,
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o les w sont regardés comme constants, représente une surface Ei_; ,, dont
les plans tangents sont sewlement deuwx fois indéterminés.

Lorsque n + 1 = 4, ce fait ne constitue pas une exception; mais
i w4+ 1> 4 on est en présence d'une véritable singularité, qui est,
comme nous le verrons, caractéristique des formes considérées.

Si Yon représente par T,, T,, ..., T, les coefficients de l'équa-
tion du plan tangent de la surface M(u|f), on aura, en comparant &
la premiére des équations (3)

T T Tt
) B o T e

o9 2 %

ou, o, Uy 41

et en eliminant x, y entre ces » équations on tombera sur (n— 2) équa-
tions homogénes entre les quantités 7', dont les coefficients dépendront des
#, et que nous écrirons,

M, (u|T) = o

(s) M, (u|T) = o

M, ,(u|T) = o.

Puisque le plan tangent & la surface M(u|f) = o ne contient que deux
paramétres il devait, & priori, exister (» — 2) relations entre les coefficients
de ce plan, ces felations sont précisement les équations (5).

Une forme quelconque de (v 4 1) variables ¢, 4, ..., f,,, étant
donnée, on sait qu’il existe une forme étroitement liée & la premiére, qui
contient les coefficients 7,, T,, ..., T

n

+1 d’'une forme linéaire, et dont
I'évanounissement exprime le contact du plan représenté par cette forme
linéaire avec la surface représentée par la forme proposée elle-méme.
Cette seconde forme s'appelle la forme adjointe.

On voit cependant que l'on ne peunt plus parler de forme adjointe du
moment que le plan tangent a la surface représentée par la forme con-
tient moins de (m — 1) paramétres; s'il en contient (n — k), il faut k
équations pour exprimer le contact d'un plan avec la surface, et au lieu
d’une forme adjointe unique on a un systéme adjoint de k formes.

Dans le cas actuel, la forme M(u|t) se trouve donc caractérisée par
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ce fait qu'elle admet un systéme adjoint composé de (n— 2) formes, & savoir
le systéme des premiers membres des équations (5).

Dans le cas de # 4 1 = 4, le systéme se réduit a une forme unique,
et on n'a dés lors aucune singularité, mais si n 4+ 1 > 4, le systéme (5)
comporte plusieurs équations. Il en résulte donc déja que du moment
que # 4+ 1 > 4 on ne peut chercher les formes fondamentales relatives
a tous les éléments imaginables, que parmi celles qui ont un systéme
adjoint comprenant (» — 2) formes simultanées.

6. Ce caractére purement algébrique que doit présenter la forme
M(u|du) nest pas cependant suffisant; nous allons voir qu’elle doit pré-
senter encore un autre caractére exceptionnel, ou l'on tient compte du
mode de composition des coefficients de la forme au moyen des variables
w, dont il a été jusqu’ici fait abstraction.

D’aprés la définition méme des équations (5) on a identiquement

N, <u }i) — o

9112@ 1‘”) —o
Qu

o . e e

- 2g
9]&,,_2<u i) = 0
ou

en sorte que le systéme des (n — 2) équations différentielles simultanées

M, M~ o

au

9]1.2<u ab’) =0

ou

91(,,,2(21, i(f) =0
Qu
admet la solution ¢(xr,y | ) — 2, olt @, y, z sont considérés comme 3
constantes.
Le systéme des équations (6) admet donc une solution contenant un
nombre de constantes égal a l'excés du nombre (r + 1) des variables in-
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dépenduntes sur le nombre (n — 2) de ces mémes équations; et 'on peut
dire ainsi, en étendant une locution usitée pour les équations linéaires,
que les équations (6) forment un systéme complet. Les conditions aux-
quelles sont soumis les coefficients de la forme M(w|du) nc sont donc
autres que celles qui expriment, conformément aux théorics connues, la
compatibilité des équations (6).

7. Ces conditions caractérisent entiérement la forme 9N (u|du)
comme le prouve la réciproque suivante.

Soit un systéme de (n — 2) équations différenticlles homogénes

E’Yﬁl<u a_f)> =0
ou

?)1(2(% ] ;g) =0

(E)

L T R S Y

E’)ltu___?(u [ 3ﬁ’> =0
ou

assujetti a la seule condition de former un systéme complet, cest-h-dire,
d’admettre une solution compléte douée de trois constantes, dont une né-
cessairement additive a la fonction 4.

Je dis que le systéme des fonctions

My(u | T)
) My | T)
M, _o(u | T)

constitue le systéme adjoint d'une forme fondamentale, qui est méme fonda-
mentale pour une infinité de systémes d'éléments.

Formons d’abord la forme & laquelle le syst¢me (E’) est adjoint; pour
cela nous prenons dans P'espace & n dimensions (dont les ¢ sont des co-
ordonnées linéaires ponctuclles) le plan

Tltl + ...+ Tn+1tn+l =0

Acta mathematica. 10. Imprimé le 11 Octobre 1887 41
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ou les T; sont liés par les (n — 2) équations
Mu|T)=o0
M,u | T)=o0
(Eu) 2( | )

.........

et nous cherchons l'enveloppe de ce plan, qui se trouve représentée par
une forme M(u|?). Cette forme est la forme cherchée. En y rempla-
¢ant les ¢ par des différentielles du, nous obtenons la forme M (w|du).
11 faut prouver que cette forme est une forme fondamentale.

Soit en effet

gﬂ(x,y,ul,u“ e un’un+l)_3

une solution compléte du systéeme (E), ou z,y, 2z représentent les trois
constantes, dont Lune est nécessairement additive & #, puisque # ne figure
pas explicitement dans les équations différentielles. Si l'on considére
w,y,s comme des coordonnées linéaires dans V'espace & trois dimensions,
et que Yon adopte pour élément la surface & (n + 1) paramétres

¢, y|u)—2 =0,

la forme M(u|du) sera la forme fondamentale correspondante & ce sy-
stéme d'éléments. Car si I'on veut former le systéme adjoint i la
forme fondamentale relative a cet élément, on doit, comme on l'a vu,
éliminer z,y entre les équations

Tl . 5._ — - Tn+1
2 20 ) d¢p ’
ou, du, Uy

d’aprés U'hypothése faite que ¢(x.; y|u) — 2z vérifie le systéme (E), cette
élimination donnera lieu au systéme d'équations (E”), en sorte que la forme
fondamentale aura le systéme (E’) pour systéme adjoint, et coincidera, par
conséquent, avec la forme M (u|du).

Maintenant, comme l'on peut adopter toute autre forme de solution
compléte du systéme (E), on obtiendra autant de systémes d’éléments,
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admettant la forme fondamentale M(u|du), qu’il y a de solutions com-
plétes distinctes, c’est-a-dire une infinité.

On pouvait déja prévoir I'existence d'une infinité de systéemes d’élé-
ments donnant lieu 4 la méme forme fondamentale; car si 'on effectue
une transformation de contact sur l'espace a trois dimensions, un systéme
de surfaces & (» 4+ 1) paramétres se transforme en un systéme analogue;
et si deux surfaces se touchent, leurs transformées se touchent égale-
ment. L’évanouissement de la forme M(u|dw) qui exprime le contact
de deux surfaces infiniment voisines exprime donc aussi le contact de
leurs transformées, qui sont également infiniment voisines. Nous pou-
vons ainsi regarder comme formant un groupe tous les systémes de sur-
faces qui dérivent les uns des autres par des transformations de contact,
de méme que l'on regarde comme formant un groupe toutes les formes
de différenticlles qui dérivent les unes des autres par un simple change-
ment de variables. On dit aussi que ces formes sont équivalentes. Cela
posé, nous allons démontrer la proposition réciproque suivante,

Si deux éléments dépendant d'un méme nombre de paramétres donnent
liew & la méme forme fondamentale, ou bien & deux formes fondamentales
équivalentes, ces deux éléments font partie d'un méme groupe, c'est-d-dire, que
Pon peut passer de l'un & Uautre par une transformation de contact.

Ce théoréme, que nous énongons ici dans le cas des surfaces, subsiste
dans le cas ou l'élément est une courbe, comme nous le verrons plus loin.

8. Pour démontrer cette proposition nous remarquons que les deux
systémes d’éléments considérés doivent correspondre chacun a une solution
compléte du systéme (E), et nous n’avons dés lors qu'a étudier le passage
d’une solution compléte & une autre solution compléte.

Ceci nous conduit & étudier de plus prés les solutions du systeme (E),
en partant de ce fait qu’il admet au moins une solution contenant trois
constantes, dont une nécessairement doit étre additive. Soit alors @+
cette solution compléte, donnée par I'équation

(V) V(a7/’)1(p+7;“1':“27---yun+1):0;
ou a, B,y sont les trois constantes. On voit que les gg seront propor-

. v . , . .
tionnelles aux . et, par suite, les équations suivantes
u.

L
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o1, <u i} — 0
ou

14
() DIL2<u %>_

9]l,,__2<u ﬂ) —o
u

l
o

seront vérifiées en vertu de V = o, c'est-a-dire si I'on transporte dans ces
équations la valeur de @, tirée de I'équation ¥V = o. Dapres ccla les
équations (¢) étant vérifiées pour toutes valeurs de w;, 4y, ..., #,,; et
de a, B, r, le seront encore si ces trois derniéres quantités, au lieu d’étre
constantes dépendent des « et d’autres quantités. Si nous posons alors

a=E@, Uy, ooy Uy, ) = E(u]0)
B=qu,ty, oo, 4,0 = 5|0
7=, Uy ey Uy, 0) = (1| 0)

ou &, 7, sont trois fonctions arbitraires, et # une quantité quelconque,
I'équation
V(E(u!ﬂ) s (u|0), C(u|0), uyyuyy onn,y u,,+1) =0

définira @ en fonction des w; et par un choix convenable de &, 7,
on pourra faire en sorte que @ représente telle solution que l'on voudra
du systéme des équations compatibles (E). C'est la un fait bien connu
dans la théorie des équations différentielles. Différentions 1'équation
V=o0 et dans la différenticlle totale de & distinguons deux parties;
l'une provenant de la variation des u et lautre de la variation de 4,
en sorte que

A& = of + z—;da;

nous aurons, en différentiant

. oV oV o5 | oVoy oV ol
dV—w +_0’7+3” s <3g 20 97790+8’3/f)0
oV vV oV
+ a—u1 (Zul + 31._l'2dll,2 + e + mdun_‘_l = O,
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. .. . )
Exprimons qu'ici encore, comme pour la fonction @, les o, Sout propor-

i

tionnels aux

aV , .
PR nous aurons necessalrement
i .

oV .. . oV aV
(a) 2 %5t 5,0 + B—:OC— o.

Supposons &, 3, ¢ choisis de sorte que l'équation (a) ait lieu, les

o0 . oV
o> Gtant proportionnels aux
5

i
aux équations (¢), et cela en vertu de l'équation ¥V = o, c’est-a-dirc que
0 sera une solution du systeme (E).

On sait, de plus, ainsi que je Tai dit déja, que toute solution du
systeme (E) peut sengendrer de cette fagon, sauf les singularités que
j'écarte. Tout revient donc a vérifier I'équation (a). Cette équation ex-
prime que si l'on considére &, », ¢ comme des fonctions des w, la quan-
tité @ jouant le role de constante, il existe entrelles une ou plusieurs
relations, De la trois cas a distinguer.

, vérifieront les équations (E), eu égard

o

1°. Sl existe trois relations, en se rappelant que @ joue le réle

de constante, &, %, { seront trois fonctions de 4,
E=80),  g=n0), C—O)
et la fonction @ sera définie par 1'équation
V(E(0) . 7(0) , (0)]u) = o
2°.  S'il existe deux relations on pourra les écrire

et 'équation (a) donmne alors

an“ aVa_g_o

aV
PR 57 2
> 7 38 as 95

On éliminera &, 7, ¢ entre ces trois équations et l'équation V = o; le
résultant sera une équation entre 6 et les u, qui définira § comme fonc-
tion de ces variables,

3°. Epfin dans le cas d'une seule relation

sz(éyﬂ’(?)’
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I'équation (a) se décomposera dans ces deux

oV [ oV of
3¢ of 9&

oV Ve
ap | ol oy

et on éliminera encore &, 7, ¢ entre ces équations et ¥ = o, pour ob-
tenir I'équation qui donne @ en fonction de u,, %y, ..., U,

Tinaginons, par exemple, qu'il s'agisse de passer d’'une solution com-
pléte @ donnée par 1'équation

Vg, B, 047, w0y, ooy Uy Uyy) = O
a une autre £ donnée par T'équation
r
W(a 9#; Q +Tl;u17u‘2) ey un’un«}-l) = 0,

on a,fB,r et o,f,7 sont respectivement les constantes qui doivent
figurer dans ces intégrales.

Ce passage seffectuera suivant l'une des trois 1anicres ci-dessus
rappelées.

o

1°. Sil y a trois relations, on devra poser

a=71,f7 + 9

B=9 571+ 9)

r=nh«, 5,7+ 9),
cn sorte que le passage de

V(a,ﬂ,rlu)-——o

-

W, g1 | W)= o
sg'effectuera par la transformation
a=fa,f,7r)
(T) B=9 8,7
lr = w85 7).
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[o}

2% Sl y a deux relations, on devra avoir

=1 F,7+ 2,0

=90, 4,17+ 4,09
et on adjoindra l’équation

o7 Vo Vo _
da ' 30 % o 3a

On passera donc de V(a, 3, r|u) =0 & W(«,,7|u)=0 en portant
dans V les valeurs des a,[)’, 7 tirées des équations

B="F@,f,7 9
(T,) r=9, 5,1

oV s_lfaf_l_aVag

2u 33 da 3y du

°. De méme, dans le cas d’une seule équation, on verra qu'on
3 q )

passe de V(a,f,r|u) & W(a', [, |4) en portant dans ¥ les valeurs
de a, fB,r tlI‘Ceb des equations

r=f{, Birsa,f)
ov of
(T,) a+§a"

oV of _
/‘9 E

Interprétons ces résultats. Si dans I'équation
V(“ ’ ﬁ 7 l u) -

on rvegarde «, #, y comme des coordonnées, on obtient une famille de
surfaces dépendant des (w 4 1) parameétres u; de méme

Wi, g

%) == O

représente une seconde famille de surfaces, et d'aprés les hypotheses faites,
ces deux familles constituent deux systémes d’éléments quelconques parmi
ceux qui donnent lieu & une méme forme fondamentale, a savoir, celle
qui correspond aux équations (E).
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Or les trois transformations (T,), (T,), (T,) par l'une desquelles on
peut certainement passer d'un systéme a l'autre représentent évidem-
ment les trois classes de transformations de contact rclatives & l'espace
4 trois dimensions.

Le théoréme énoncé au numéro 8 se trouve donc complétement
démontré.

Et la relation entre les groupes de systémes d'éléments ct les classes
de formes fondamentales sec trouve ainsi enticrement ¢tablie.

9. Cherchons maintenant & interpréter les solutions du systéme (E)
sous une forme différente.

Nous venons de voir quun changement de solution compléte est
équivalent & une transformation de contact de I'élément. Nous allons
étudier I'équation ¥ = o & un autre point -de vue.

Si dans 1'équation

Vie,y,zlu) =0

on regarde z,y,z comme donnés, l'équation V = o est celle qui lie
les u de toutes les surfaces du systéme qui passent par un point donné.
On en conclut donc que si 1'équation

Oty y Uyy oovy Uy, Upyy) = O

assujettit la surface (w) & passer par un point donné, la fonction 6(u)
vérifie le systéme des équations (E). Cette proposition se généralise ainsi:

Si Uéquation 0 = o est telle que les surfaces (u) qui la vérifient tou-
chent une surface ou wume courbe fixe, ou passent par un pont fire, les
équations (E) sont vérifiées par la fonction 6, soit identiquement, soit en vertu
de Uéquation 6 = o.

En effet, soit S une surface fixe; on peut toujours trouver une
transformation de contact telle que toutes les surfaces de I'espace qui
touchent § aient pour transformées des surfaces passant par un point
fixe. Si on applique alors cette transformation, la condition 6 = o qui
exprime le contact des surfaces (u) avec la surface §, exprime que les
surfaces transformées passent par un point fixe. Le systéme (E) n’étant
pas modifié par la transformation, il en résulte que ¢ doit vérifier les
équations (E). La méme démonstration sapplique au cas ot 'on assu-
jettit les surfaces («) & toucher une courbe fixe.
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Voici maintenant la réciproque de cette proposition.

Si la fonction 8(u) vérifie les équations (E) soit identiquement, soit en vertu
de Uéquation 0 = o, cette derniére équation exprime que les surfaces (u) qui la vé-
rifient touchent une courbe ow une surface fixe, on bien passent par un point fire.

En effet, toute fonction # de Vespéce considérée dérive d’une fone-
tion (solution compléte) telle que W(z', ', 2 |u) dans laquelle &', v, &
ont recu des valeurs numériques déterminées, x;, y, , 2, ¢n sorte gue

W(ws, yo s 20|u) = 6(u);
si T'on effectue la transformation de contact qui consiste i prendre pour
élément les surfaces Wi(x',y, &

u) = o, l'équation # = o exprime que
les surfaces W qui la vérifient passent un point (.« , y; , 2,). Les surfaces
primitives V = o touchent donc une courbe ou une surface fixe, ou bien
elles passent par un point fixe.!

Examen du cas o Uélément est une courbe.

10. Si Vélément est une courbe dépendant de (1 + 1) paramétres, il
est facile de ramener ce cas a celui ou 1’élément est une surface; il suffit
d’effectuer une transformation de contact arbitraire (non ponctuelle). On oh-
tient ainsi des surfaces dépendant de (1 + 1) paramétres, auxquelles on pent
appliquer tous les résultats précédents. On formera ainsi la forme M (u | du)
et le systéme adjoint de cette forme; il ne restera plus qu'a interpréter
le role de ces diverses fonctions dans le langage des courbes. Les trans-
formations de contact transforment la rencontre de deux courbes dans le
contact des deux surfaces correspondants ct inversement. Il suit de li
que l'évanouissement de la- forme M (n|dit) exprimera la rencontre des
deux courbes infiniment voisines (u) ct (v 4 du).

Ainsi qu'on va le voir, tous ces résultats sétendent d'eux-mémes au cas ou 1 '¢lé-
ment est une courbe. Dans le cas particulier ot 1'élément est une droite, on a ce théo-
réme de M. KLEIN (Mathematische Aunnalen. t. 5), que lorsque le paramdtre diffé-
rentiel du premier ordre d'un complexe est nul, ce complexe est formé des sécantes d une
courbe ou des tangentes d ume surface. Dans le mémoire précité, M. KLEIN n'a pas com-
plété sa démonstration, et je ne crois pas qu elle ait été reprise par persomne, si ce n est
dans mon travail Sur les propriéiés infinitésimales de Uespace réglé (Annales de 1 éecole
normale, 2¢M¢ gérie, t. 11).

Ce qui préedde fournit une nouvelle démounstration de cet important théoreme.

Acta mathematica, 10, Tmprimé le 31 Octobre 18K7. 12
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Si la fonction O(w,, u,, ..., #,, u,.,) vérifie les équations (E) iden-
tiquement ou en vertu de # = o, cette derniére équation exprime que
les surfaces transformées touchent une surface fixe ou une courbe fixe,
ou bien qu'elles passent par un point fixe. Les courbes primitives doivent
done toucher une surface fixe, ou bien couper une courbe fixe.

On retrouve ainsi une extension fort générale du théoréme que M. KruIN
a fait connaitre pour le cas des complexes de droites. D’aprés M. KLEIN,
pour que le complexe f = o soit formé des tangentes d'une surface ou

r L] . . 9 . 30
des sécantes d'une courbe, il faut et il suffit que l'invariant 911(% l 51;)

soit nul.
Or, dans le cas des droites, on a » 4+ I =4 et n—2 = I; le sy-

!
\ . . 3. L . gl
stéme adjoint se réduit précisément & la forme %(u 1 £>.
I e

11. Ce qui précéde montre assez quiil n'y a pas de distinction fort
essentielle & fairc entre le cas ou I'élément est une surface, et celui on
I’élément est une courbe. Il suffit, par une transformation de contact, de
transformer en surfaces les courbes du systéme pour pouvoir appliquer
les résultats ci-dessus démontres.

On a vu, par exemple, que si deux éléments donnent lieu & la méme
forme fondamentale, il existe une transformation de contact qui les
transforme l'un dans Vautre. Ce théoréme n’a été démontré que dans le
cas ou l'élément est une surface. Il s'étend de lui-méme au cas des courbes.

Soit un systéme. /' de courbes et un systéme X de surfaces qui
donnent lieu & la méme forme fondamentale. Une transformation de
contact T transforme /" en un systéme T/’ de surfaces. Le systeme IT
de surfaces et le systéme X donnent lieu & la méme forme fondamentale,
il existe donc une transformation de contact 7" qui transforme 77" en ¥,
en sorte que I"TI" = X; on en conclut que si I'on transforme successive-
ment Y par les transformations de contact 77!, T inverses de 1" et de
T on reproduit 77 ou enfin, que /' et X sont transformables I'in dans
I'autre par une transformation de contact, attendu que le produit de
deux transformations de contact est une transformation de contact.

Par exemple, on sait que par un choix convenable des coordon-
nées la sphére et la droite donnent lieu a la forme fondamentale

dui -+ dud 4+ dui + dul.
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Il existe donc une transformation de contact qui change la sphére en
droite. M* Sopnus Lie a depuis longtemps donné cette remarquable trans-
formation, dont l'usage est si fécond pour la théorie générale des surfaces.

Distinction entre le cas des courbes et celui des surfaces.

12. Malgré la grande similitude entre le cas on l'élément est une
courbe et celui ou 1'élément est une surface, malgré qu'une transforma-
tion de contact permette toujours de passer du premier cas au second,
il existe néanmoins des particularités dans le cas ou l'élément est une
courbe, particularités qui tiennent & ce quun systéme de surfaces ne peut
généralement pas se transformer en wun systéme de courbes par une trans-
formation de contact, méme convenablement choisie.

Nous avons déja dit que nous regardions comme équivalents, ou for-
mant un groupe, tous les systémes d'éléments qu’une transformation de con-
tact transforme les uns dans les autres. Ce qui préceéde fait voir assez que
nous n'excluons pas le cas ou le groupe contient un systéme de courbes,
auquel cas il en comprend une infinité. Mais alors nous sommes con-
duits & diviser ces groupes en deux classes. Un groupe de la premiére classe
ne comprendra comme 8léments que des surfaces, qu'il sera impossible de ra-
mener & des courbes; a la seconde classe appartiendront les groupes qui com-
prennent un systéme de courbes, et par suite une infinité de ces systemes.

Nous avons déja vu que chaque groupe est caractérisé par une classe
de formes fondamentales, c’est-a-dire de formes qui dérivent toutes les unes
des autres par un changement de variables.

Le probléme qui se présente maintenant est donc celui-ci, qu'est ce
qui caractérise les formes dont le groupe d'éléments correspondant est de la
seconde classe? ,

Nous allons traiter ce probléme dans lequel on verra intervenir,
non sans intérét, ces systémes simultanés d’équations différentielles dits
semi-linéaires dont la notion est due & M* S. LiE.

13. Nous prendrons les équations des courbes considérées comme
élément, sous la forme

= f(2y Uy, Uy, -y Upyy) = [(2]|0)

y = (2| u).
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Si les courbes (), (n + du) se coupent au poiut w,y, 2, on a, cu re-
prenant une notation précédente,

“f',(/u|=O
| ] = o

dott T'on déduira la forme M(u|du) par I'élimination de 2. Ou encore,
on obtiendra la forme M(u|¢) cn éliminant 2z entre les équations

-

¢ t]=o

()

Cherchons le systeme adjoint de la forme M. Pour cela, je différentie
totalement les équations ci-dessus, en regardant les « comme constants.

Il vient
al " —_—
ALt Idz +|f,dt |=o0

0z

3¢—”t—ld,a'+‘gp,dt = 0

oz
d'oli, en posant
oL f. 1 |
(b) S
g, ]
w
on conclut

Lfodt]+ g, dt]=o,

en sorte quon a

1‘1 o 1,2 o . Tu+1 .
() oF % L e T of o e
o, ‘a‘ul o, o, Oy 41 QUn41

T,,T,, ..., T, désignant les coefficients du plan tangent & la surface
E}_, représentée par

Mu|t)y=o
dans lespace & n dimensions dans lequel les ¢, sont les coordonnées li-
néaires ponctuelles.
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Ce plan tangent dépend de deux paramétres A et 2z, comme dans le
cas général étudié au début. Mais ici se place une remarque nouvelle.

14. Précédemment, notre surface E/_, se trouve étre le lieu d’'un
espace linéaire K, ;, en tous les points duquel le plan tangent est le
méme. Mais ici il y a plus; la surface E;_, est, d’apreés les équations
(a), le lieu d’'un espace linéaire & EI , dimensions, et tout plan mené
par l'un de ces espaces générateurs touche la surface en tous les points
d'un espace linéaire a trois dimensions, représenté par les équations (a)
(b), ot 4 a recu une valeur arbitraire déterminée. La différence avec
le cas général est donc bien établie; présentons la sous une forme moins
symbolique.

Si on élimine 2 et A entre les équations (c), on obtient les (n — 2)
équations du systeme adjoint

T, (w0

Ty=o
M, (w T) = o

M, ,(u|T) = o.

Si Ton forme alors les équations

M, <u

/A
JR— — O
Bu)

Cl
oM, _(u | &) =

on voit par les équations (c) elles-mémes, que la fonction f(z|u) + ig(z|u) + p,
ou 2z, A, p jouent le role de constantes, est une solution du systeme (E;).

Or on sait qu'un systéme complet de (n — 2) équations différentielles
homogeénes linéaires simultanées admet une solution compléte de la forme

by
x, + 0x, + Av, + p
ol A, u, ¢ sont les constantes, et x,, z, , #, trois solutions particuliéres.’
Cette solution est linéaire par rapport a toutes les constantes.

! On suppose le nombre des variables égal & (n + 1I).
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Dans le cas actuel, nous avons une solution
flz)u) + 2¢(2]u) + p

qui est linéaire par rapport & deux des constantes seulement; de la le nom
de semi-lindaire que Lie a donné & ce genre d'équations différentielles.
Ainsi, ce qui caractérise une forme M(u|du) dont le groupe  d’élé-
ments comprend des systémes de courbes, c'est que le systéme adjoint
d’équations différentielles est un systeme semi-linéaire.
Je n'insisteral pas davantage sur ces considérations générales, et je
passe & quelques applications.

Recherche de tous les cas oit la forme fondamentale est quadratique.

15. Je démontrerai d'abord la proposition suivante: si parmi les
équations du systéme adjoint lune delles est linéaire, le nombre des variables
peut étre réduit d'une unité.

Soient en effet les équations

ou

9’[1,,_2<u at)) = 0.

Si Véquation %,,,_2(% ; -z%>: o est linéaire, elle admet # solutions indé-

pendantes v, , v, , ..., v,; on peut prendre pour variables les fonctions
v et une (n 4 1), formant avec elles un systéme de variables indé-
pendantes. Les équations du systéme adjoint deviendront alors

El4 ,
E’)T(-,('v 5}) == 0

v
ot of
mn——?(” 3—’0> = av"+1 == 0
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Toutes les solutions communes au systéme seront donc nécessaire-
ment des fonctions de v, ,v,, ..., v, et ne contiendront pas v,,,. La
solution compléte

¢(x3y"u)_'z

ne contiendra pas v,,,, et la surface
2= ¢(x,y|v)

dépendra seulement de % paramétres. Il en résulte que v,,, doit se
trouver naturellement éliminé des équations du systéme adjoint, résultat
auquel on est encore conduit en écrivant les conditions d'intégrabilité.

Corollaire. Si p des équations du systeme adjoint sont linéaires, on
peut réduire de p le nombre des parameétres.

16. Appliquons ceci & la recherche des formes M(u|du) qui sont
quadratiques.

Je remarque d’abord que si une forme quadratique, de (z- 1) variables,
est réductible & (n + 1 — p) carrés, il existe p relations linéaires homo-
génes entre les dérivées partielles de cette forme, en sorte que ces dé-
rivées sont exprimables en fonction de (n 4+ 1 — p) d'entr’elles entre les-
quelles il n'existe aucune espéce de relation.

Si on assujettit néanmoins les variables & annuler la forme, une
relation quadratique unique existe entre ces (n 4 1 — p) dérivées indé-
pendantes. Donc, nous voyons que dans le cas d'une forme quadratique,
(n — 3) des équations du systéme adjoint seront linéaires, et la (n — 2)*™*
sera quadratique. Il en résulte que le nombre des parameétres peut étre
abaissé-de (w4 1) a » + 1 — (n — 3) = 4. De 14 ce théoréme:

Les éléments qui ont pour forme fondamentale une forme quadratique
ne pewvent dépendre de plus de 4 paramétres.’

Drailleurs, si I'on prend une forme quadratique quelconque dépen-
dant de 4 variables

M| du) = M, , u,,u,, u|du,du,, du,, du,),

! Généralemcnt, le nombre des paramétres est inférieur ou égal au degré de la forme
angmenté de deux.
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et que l'on prenne la forme adjointe unique M (u|7T'), l'équation qua-

. el
dratique en —
ou

o (u ?ﬁ> —0o
u

admettra une solution compléte

e(r,ylu)—e

qui donnera immédiatement un élément pour lequel M(u|du) est la
forme fondamentale.

Dans cet exemple on n’a pas & s'occuper des conditions d’intégra-
hilité. Voici un exemple encore ou ces conditions sont vérifiées d’elles-
mémes.

Cas des formes a coefficients constants.

17. Pour engendrer les formes fondamentales & coefficients con-
stants, il suffit de partir d'un systéme de (n — 2) équations différentielles
simultanées quelconque & coefficients constants

@lll<%>:
(L) Cee
911.,,~?@”> _o.

Les conditions d’intégrabilité sont vérifiées d'elles-mémes, et si l'on dé-
termine les fonctions ¢ (=, 9), ¢, (v, 4), ..., ¢, ,(r,y) des deux con-
stantes r, y, de facon a avoir

9]t1(¢> - 07 91{22(?) = 0O, ce e 9Iznf‘.’(¢> = O’

A\

la fonction

— < + f[‘l(fl" ? .1/)“1 + ,@Q(m 3 y)”;z + “e + lan (r ’ y)”n + ¢IH 1("‘ ) .’/)”n+1

sera une solution compléte du systéme des équations (E).
Si lon prend pour élément la surface

d=g @, ), + ¢,(v nu, + oo (T Pt
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la forme fondamentale correspondante aura ses coefficients constants. Ré-
ciproquement, toute forme fondamentale & coefficients constants est évi-
demment susceptible d'un tel mode de génération.

Sur une forme particuliére des équations adjointes.

18. Les équations
%1 (ul 1‘) = 0
M, (u|T) =

(A) ?(u‘ ) o

M, ,(u|T)=o0

peuvent n’étre pas entiérement équivalentes aux équations de définition

L _ % Luts
®) v 9
du, du, OUn+1

Il se peut en effet que l'espace commun aux espaces
M, (u|T) = o, M,w|T)=o0, ..., M _,u|T)=o

se décompose en espaces partiels dont I'un d'eux seulement corresponde
aux équations (B).

Supposons ici algébriques par rapport aux 7' les équations (A)

Je m’appuierai sur le théoréme suivant:

Lorsque (n + 1) quantités sont lides par (n — 2) relations homogénes
algébriques, on peut trowver (n + 1) polynimes

@1(a7ﬂ)r); @2(6(,/?,)’), R (an(a,ﬂ,)’)

de trois paramétres a , 3, r liés par une équation irréductible algébrigue

2., 7) = o,
ces polyndmes étant tels que si Uon substitue @,, @,, ..., @,y a la place
des (n 4 1) quantités dans les (n — 2) équations, celles-ci se trouvent iden-
tiquement satisfaites en vertu de = o,

Si le systéme des solutions des (n — 2) équations forme un espace
indécomposable, le systéme des polynémes @ et £ sera unique; mais §'il

Acta mathematica. 10. Imprimé le 24 Octobre 1887, 43
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y a décomposition, a chaque espace partiel correspondra un systéme de
fonctions @ et &.

Sans aller bien loin, nous avons déja rencontré une représentation de
ce genre pour les équations (A); reportons-nous en effet 4 la fonction V;
on voit que les fonctions

3V aV 14
~ - ety T
on, ou, OUp 41
mises a la place de 7,,7,, ..., T,,, dans les équations (A), vérifient

ces équations en vertu de l'équation
Viz,y,z|u)=o.

On a donc une représentation immédiate des équations (A) lorsque l'on
connait un des éléments qui correspondent & la forme, car ces équations
pourront g'écrire sous la forme

AN A A Ve
l ov T oV av oV
l ", DUy aTh Up 41

V=o0

Mais dans le cas ou l'on part de la forme elle-méme, on aura plus gé-
néralement

l T, . T, . . Tyi1
D(a, s, 7’|u)— Da,f,r|u) T Onyr(a, B, 7|u>,

Q(a,ﬂ,ﬂu) = 0,

ou il est entendu que a, B,y peuvent étre déterminés en fonction de u
et de deux constantes de sorte que l'expression

Q.du, + O, du, + ...+ @,,,du,,,

admette un facteur intégrant.
Cette nouvelle forme des équations (A) est principalement utile pour
rechercher les formes fondamentales d'un degré donmé.

Paris le g Juillet 1887.




