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UBER DIE BEDEUTUNG
DES PRINCIPS DER LEBENDIGEN KRAFT
FUR DIE FRAGE VON DER
STABILITAT DYNAMISCHER SYSTEME

VON

KARL BOHLIN

in STOCKHOLM.

Sehr viele mechanische Probleme, und zwar alle solche, wo die wir-
kenden Krifte als partielle Ableitungen eines von der expliciten Zeit un-
abhiéingigen Potentials betrachtet werden konnen, fithren auf Differential-
gleichungen, zu welchen ein erstes Integral — die Gleichung der leben-
digen Kraft — sich unmittelbar ergiebt. Nicht selten erhalt man auch
aus den Differentialgleichungen einer Aufgabe, es sel einer mechani-
schen oder irgend welcher anderen, ein erstes Integral, welches, wenn es
auch mit dem Namen der lebendigen Kraft nicht zu bezeichnen ist, doch
den Charakter des so benannten Integrales besitzt, hauptsichlich insofern
die linke Seite der Gleichung unter quadratischer Form auftritt. In
solchen Fallen, wo die Veranderlichen, wie bei mechanischen Aufgaben,
nur reelle Werthe annehmen konnen, erlaubt die besagte Form der
Gleichung cine Betrachtungsweise, wodurch man oft tber die Grenzen
der Veranderlichen eine Entscheidung treffen kann. Handelt es sich um
die Bewegungen eines Systems materieller Punkte, so ist die Zeit als un-
abhangige Veranderliche ganz unbeschrankt, die Koordinaten der beweg-
lichen Punkte konnen aber durch die Natur des Integrals der lebendigen
Kraft oder einer entsprechenden Gleichung zwischen endlichen Grenzen
eingeschlossen sein. In den Fallen, wo es gelingt solche Grenzen an-
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zugeben, hat man auf die Frage von der Stabilitit der Bewegung, un-
abhéngig von der vollstandigen Losung der Differentialgleichungen, einc
Antwort gefunden. Eine solche Antwort wird nun im allgemeinen moglich
sein, so oft das anzuwendende Integral, kurzweg die Gleichung der
lebendigen Kraft, nur diec Koordinaten eines cinzigen Punktes als Ver-
anderliche enthilt. Ausser den Fallen, wo nur e beweglicher Punkt in
Frage kommt, gehort hierher ein komplicirterer Fall, welcher einigen
Kombinationen von drei Korpern in unserem Sonnensysteme sehr nahe
entspricht. Aber auch wenn das Princip der lebendigen Kraft zur voll-
standigen Entscheidung tuber die Stabilitatsfrage nicht ausreicht, lassen
sich doch im allgemeinen aus demselben gewisse Betrachtungen tuber die
Grenzen der Bewegung ziehen.

Indem wir uns erlauben die erwahnte Betrachtungsweise nebst einigen
Beispielen in den folgenden Seiten mitzutheilen, werden wir voraussetzen,
dass die Bewegungen in einer Ebene stattfinden. Man niberzeugt sich
leicht, dass diese Annahme keine wesentliche Beschrinkung enthilt und
dass man nachher ohne Schwierigkeit auf die dritte Dimension Riicksicht
nehmen kann.

Um die Begriffe festzuhalten, betrachten wir den folgenden einfachen
Fall. Wir nehmen namlich an, dass die Bewegungsgleichungen cines in
der Ebene freien materiellen Punktes P auf ein erstes Integral von der Form

&Y — e, )+ =0

fuhren. Hier bezeichnet ds das Differential von dem Wege des Punktes,
xz und y seine rechtwinkligen Koordinaten und % die Integrationskonstante.
In der Function f(z, y) treten aber im allgemeinen die £ und y nicht un-
mittelbar als Koordinaten auf, sondern diese Function ergiebt sich zuniichst
unter der Form F(r, p), wo r und p die beiden Abstande des Punktes P
von zwei anderen Punkten bedeuten. Da die letztere Form sich als ein-
facher fiir die Diskussion erweist, werden wir dieselbe beibehalten, indem

wir r und p als Koordinaten wahlen und folgende Form des Integrals
annehmen

' Gy -
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wo die Bezeichnung
(2) R=F(r, p)—h
angewandt ist. Wir stellen jetzt die Gleichung
(3) R=o0

auf. Dieselbe bezeichnet im allgemeinen eine Kurve, welche nach (1) so
beschaffen ist, dass die Geschwindigkeit des Punktes m gleich Null ist,
so oft der. Punkt sich auf dieser Kurve befindet. Ebenso stellt die
Gleichung

R=¢*

cine Kurve dar, wo die Geschwindigkeit des Punktes m den Werth ¢
hat. Ls ist einleuchtend, dass diese Kurven in Bezug auf die Ver-
bindungslinie der beiden Anfangspunkte des bipolaren Koordinatsystemes
symmetrisch sind. Durch die Kurve (3) wird nun die Ebene in Theile
zerlegt und im allgemeinen in solcher Weise, dass die Function R ihr
Zeichen andert, wenn der Punkt (r, p) die Kurve tuiberschreitet. Der
Zeichenwechsel trifft immer zu, sobald die Kurve (3) nicht eine s. g.
Minimikurve ist, welche dadurch charakterisirt wird, dass die Gleichungen

§R_O aR_O
o ) p

gleichzeitig mit (3) bestehen. Abgesehen von solchen Ausnahmefillen
nimmt also die Function R in einigen von den Theilen, in welche die
Ebene durch (3) zerfallt, positive, in Anderen sicher negative Werthe an.
Negative Werthe kann aber die Function R nach (1) niemals annehmen,
insofern die r und p die Koordinaten des beweglichen Punktes P be-
zeichnen. Der letztere muss sich also immer in einem positiven Gebiete
der Ebene befinden und seine Bewegung wird in solcher Weise durch
die Kurve (3) begrenzt. Ist diese Kurve eine geschlossene, so bleibt die
Bewegung im gewodhnlichen Sinne stabil.- Nun ist es ja mit dem Ange-
fuhrten keineswegs gesagt, dass der Punkt P diese Grenze je erreichen
soll. Wenn er sie aber erreicht, so wird seine Bewegungskurve in dem
beziglichen Punkte im allgemeinen eine Spitze beschreiben, indem die Ge-
schwindigkeit auf dieser Kurve (3) gleich Null ist. Die Existenz und die
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Natur der Grenzkurve hiangen von der Form der Function F(r, p) und
von dem Werthe der Integrationskonstante 2 ab. Die letstere ihrerseits
wird durch die Anfangslage und den numerischen Werth (nicht die
Richtung) der Anfangsgeschwindigkeit folgendermassen

ds\?

]I == F(i'07 /)0) - <d’>n
hestimmt,

Als erstes Beispicl fiir dicse Betrachtungen withlen wir das Zwei-

korperproblem.  Dic Gleichung der lebendigen Kraft hat hier die Form

i3 o . . . . 3
wo “ statt Ji steht. Die Gleichung (3) wird in diesem Falle von der ein-
a. ™

fachsten Gestalt; man erhalt in der That
r = 2da.

Wenn @ positif ist, so bezeichnet diess einen Kreis, um den cinen der
materiellen Punkte als Mittelpunkt beschrieben und mit dem Radius 2a.
Nach dem Vorhergehenden, sehen wir sofort ein. dass die Bewegung des
zweiten Punktes stets innerhalb dieses Kreises stattfinden muss. Dies ist
auch, was von der vollsti‘mdigen'Lbsung der Aufgabe bestatigt wird, da
ja in der That alle Ellipsen mit der halben grossen Axe @ innerhalb

des Kreises
r = 2a

fallen missen. Wenn die Excentricitit der Ellipse gleich Eins wird, so
geht diese in eine gerade Linie von der Linge 2« tiber — eine Kurve,
welche in der That an dem Kreise cine Spitze macht. Wenn a unendlich
oder negativ wird, so existirt die Grenzkurve nicht mehr. In diesen
Fallen ist ja auch die Bahn entweder eine Parabel oder eine Hyperbel.
Den verschiedenen Annahmen iiber « entsprechen die bekannten Anfangs-

bedingungen
ds\* ¢ 21
dt), > r,

Gehen wir jetzt zu dem Probleme von der Bewegnng eines Punktes,
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welcher von zwei festen Centra angezogen wird, iiber, so erhalten wir
aus dem Princip der lebendigen Kraft fur diesen Fall, oder
ds\? 2m 2u
-} == 4 L —h
(dt> r + o ’

\

die folgende Form der Gleichung (3)

2m

2/1___
T+?*‘h7

wo » und p die beiden Abstinde des beweglichen Punktes von den festen
Anziehungscentra m und g bedeuten. Wenn die Integrationskonstante &
einen positiven Werth hat, so bezeichnet diese Gleichung eine Kurve von
der allgemeinen Natur einer Lemniskate. Ihre Form ist von den Kon-
stanten der Gleichung abhingig; je nachdem % einen hinlanglich grossen
oder hinlanglich kleinen Werth besitzt, bestcht die Begrenzung der . Be-
wegung entweder aus zwei geschlossenen und ausserhalb einander fallenden
Konturen, welche jeden der Punkte m und ;1 umgeben, oder aus einer
einzigen geschlossenen Linie, welche beide diese Punkte umfasst. Diese
beiden Formen gehen in einem Grenzfalle in einander uber, namlich
wenn die beiden m und g resp. umschliessenden Gebiete, in einem Punkte
der Verbindungslinie dieser beiden Centra, zusammenhingen. Innerhalb
eines auf solche Weise abgegrenzten Raumes muss nun der bewegliche
Punkt bleiben; die Stabilitat seiner Bewegung ist also durch einen posi-
tiven Werth von % gesichert.” Da die fragliche mechanische Aufgabe
vollstandig gelost worden ist, so kann man sich @ posteriori von der
Richtigkeit unserer Schlitsse tberzeugen. Wir kommen aber nun zu
Fallen, wo diese Kontrolle nicht mdglich ist, indem die vollstandige In-
tegration der beztglichen Differentialgleichungen bis jetzt nicht geleistet
worden ist.

Wir stellen uns vor, dass ein materieller Punkt p, mit gleichformiger
Winkelgeschwindigkeit #, einen Kreis von dem Radius @ um einen zweiten,
festen Punkt m beschreibt. Die beiden Punkte attrahiren einen dritten

! Mit einem Verfahren, welches JACOBI in seiner vierten Vorlesung »Uber Dynamiky
auf das n-Korperproblem angewandt hat, zeigt man leicht dass die Bewegung nothwendig
instabil ist, wenn /& einen negativen Werth hat.
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Punkt P, von welchem aber vorausgesetzt wird, dass er auf die Vorigen
keine Einwirkung ausitbt. Man sucht die Bedingungen dafur, dass die
Bewegung des letzteren in Bezug auf die beiden anziehenden Punkte
stabil sein soll. Es ist tberflissig zu bemerken, dass die Bewegungen
des so fingirten Systemes denjenigen eines eigentlichen Dreikorperproblemes
nicht gleich werden konnen, da es, abgesehen von einem bekannten
Specialfalle dieses Problemes, augenscheinlich unmaglich ist, dass Einer
von drei einander anziehenden Korpern einen Kreis um einen Anderen
beschreibt. Das angenommene System entspricht aber in der That sehr
nake einigen Kombinationen im Sonnensysteme, z. B. den beiden Korpern,
Jupiter und Sonne, in ihrer gleichzeitigen Anziehung an einen dritten
Korper, dessen Masse, wie diejenigen der Kometen oder der kleinen Pla-
neten, zu vernachlassigen ist. Ausserdem scheint der gestellten Aufgabe
durch den Umstand einiges Interesse verliehen zu werden, dass die voll.
staindige Bestimmung der Bewegung auf Schwierigkeiten stosst, welche
denjenigen des Dreikdrperproblems nahe verwandt sind.

Bezeichnet man mit &, » die Koordinaten des Punktes P in Bezug
auf ein festes Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte in m, mit
und p die Abstinde des Punktes P von m und g resp. und mit

x' = acos(nt 4 A), ¥y = asin(nt 4+ 4)

die Koordinaten von pu, so bekommen die Bewegungsgleichungen von P
die folgende Gestalt

¢ , mé 1§ — )
F7E +7+/~—p*r~=0

M) o,
Beziehen wir nun durch die Substitutionen
& = xcos(nt + A) — ysin(nt + A)
7 = wsin(nd + 4) + ycos(nt + A)

die Lage von P auf cin bewegliches Koordinatensystem, dessen z-Axe
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mit der Richtung von m nach g zusammenfillt, so erhalten wir fur die
relative Bewegung die Gleichungen

d*a dy z(x—a)
T2y nx—{— +/ =0
d*y de LY
atag—rr+t T +5 =o,

woraus, der Gleichung der lebendigen Kraft entsprechend, folgendes Integral
2
(4) (%j) — 0yt — ? — + h=o0

fliesst. Dasselbe Resultat ergiebt sich auch durch Anwendung der obigen
Substitution auf eine von Jacosr gegebene Formel.! Die Gleichung (3)
bekommt also in unserem Falle die Form

2.2 2m 2/ L
(5) n'rt 4 S+ = h

Wenn hierdurch eine Grenzkurve reprasentirt werden soll, ist zunichst
erforderlich, dass die Integrationskonstante % einen positiven Wert hat.
Hierzu ist aber nach (4) nur nothig dass entweder die Anfangsgeschwin-
digkeit nicht zu gross ist oder dass die Anfangswerthe der Abstande r, p
binlanglich klein sind. Um die weitcren Bedingungen fir die Realitat
der Kurve zu untersuchen, konnen wir am besten r und p zunichst als
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes ansehen. Es ist dabel nur zu
bemerken, dass der Umstand, dass dic gegenseitigen Abstinde ein Dreieck
bilden, durch die Ungleichheiten

a«+r>p
r+p>a
o+ a>vr

vertreten werden muss, so wie dass ¥ und p nur positive Werthe an-
nehmen konnen. Es folgt hieraus, dass von allen Punkten der Ebene 10

' Uber Dynamik, finfte Vorlesung, Gl (11).
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nur diejenigen in Frage kommen konnen, welche innerhalb cines durch
die Geraden

a—4+r=p
(6) r+p=a
pra=r

begrenzten Bandes fallen. Hierzu kommt die Gleichung (5), welche wir
zunachst unter der Annahme

W = O

ins Auge fassen wollen. Fithren wir die Bezcichnungen

X = %; ol = %
ein, so folgt also aus (5)
2
p = ;t az
(7) dr 1 (0 — )t

dp 22" r
Mit Hualfe dieser Formeln ist es leicht zu sehen, dass dic Kurve, welche
ubrigens in Bezug auf die p-Axe symmetrisch sein muss, cinen posi-
tiven Zweig hat, welcher die Asymptote

r=a
3

besitzt und die p-Axe in dem Abstande :— von dem Origo senkrecht

2

schneidet. Wegen der Gleichung (4) werden nun von der Ebene 7p
alle Punkte ausgeschlossen, welche auf die konkave Seite der Kurve (5)
fallen. Je nach den Werthen von a, a und x wird die letstere die Ge-
raden (6) entweder gar nicht treffen oder eine oder mehrere derselben
schneiden. — Stellt man sich in dieser Weise die Gleichungen (6) und
(7) geometrisch vor und fithrt man dann das Bild in bipolare Koor-
dinaten tuber, so erhellt sofort, dass die Bewegung von P entweder in
der ganzen Ebene stattfinden kann oder in irgend einer Weise beschriankt
ist. KEs giebt im letzteren Falle verschiedene Moglichkeiten. Wenn «
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oder, was dasselbe ist, 2 hinreichend gross ist, zerfillt der fur die Be-
wegung abgegrenzte Raum in zweil Gebiete, von welchen das eine, B,
sicher den Punkt s, mbglicherweise auch m umschliesst, wihrend das
andere, C, sich von dem Unendlichen aus bis zu einer geschlossenen
Grenze streckt, welche ausserhalb des Gebietes B faWt., Die beiden Ge-
biete konnen fur kleinere Werthe von % durch einen Kanal zusammen-
fliessen, welcher sich um die Verlangerung der Linie von m nach g er-
offnet. Bei abnehmendem & erweitert sich diese Offnung mehr und mehr
und das ausgeschlossene Gebict der Ebene drangt sich mehr und mchr
zusammen, bis von demselben zuletzt nur ein Punkf zuriickbleibt. Von
da an ist die Bewegung von P ganz unbeschrinkt.

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Falle, wo m von Null ver-
schieden 1ist, tber, so erhilt man aus (5), indem noch folgende Bezeich-

nung
2

g

k=

|

3

angewandt wird, zur Diskussion der Kurve die Gleichungen

ey r
P e e+ ke

und
dr I .(1'3 —ar 4+ k°)?

@ T 27 — k°

Ein positiver Theil der Kurve existirt nun immer, sobald

0>

und ist zwischen zwei mit der p-Axe parallelen Asymptoten einge-
schlossen. Nach dem Vorgange der oben angefithrten Betrachtung ist es
auch in diesem allgemeinen Falle leicht zu sehen, wie sich die Grenzkurve
in der Bewegungsebene gestaltet. Fur gewisse Werthe der Konstanten
zerfallt das Gebiet der Bewegung in drei Theile, von denen zwei, 4
und B, die Massenpunkte m und pu resp. umschliessen und gegenseitig
ausserhalb einander fallen, wahrend das dritte, C, sich, wie im vorigen
Falle, von einer rings um A4 und B geschlossenen Linie nach dem Un-
endlichen hin erstreckt. Je nach den Umstinden kdnnen 4 mit B und
B mit dem #usseren Gebiete C zusammenfliessen.
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Als Resultat dieser an anderer Stelle' naher ausgefithrten Diskus-
sion konnen wir also behaupten, dass solche Werthe der Integrations-
konstante & wirklich beigelegt werden konnen, dass eine stabile Bewegung
des Punktes P sowohl in der Nahe von m als in der Umgebung von s
moglich wird. Dies ist auch, was unserer apriorischen Vorstellung von
der Sache entspricht, eine Vorstellung welche ohne Zweifel in unseren
Erfahrungen auf dem Gebiete der celesten Bewegungen wurzelt.

Die Moglichkeit der vorhergehenden Schliisse war davon abhingig,
dass die Gleichung (3) in jedem Falle nur die Koordinaten eines einzigen
Punktes enthielt. Derselbe Umstand ermaglicht nun in der That im
folgenden Specialfalle des Dreikorperproblems eine dhnliche Grenzbestimm-
ung. Wir stellen uns ein festes Koordinatensystem vor und nehmen an,
dass die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes g in cipem gewissen
Augenblicke langs der y-Axe gerichtet ist. Wir denken uns ferner zwei
andere Punkte, jeder von der Masse m, deren Lagen und Geschwindig-
keiten in demselben Augenblicke in Bezug auf diec y-Axe symmetrisch
sind. LEs ist einleuchtend, dass diese Bedingungen, wenn sic in einem
gewissen Momente gelten, auch in jedem beliebigen Augenblicke der Be-
wegung  bestehen bleiben. In Folge dessen nimmt die Gleichung der
lebendigen Kraft des Systemes dic folgende Gestalt an

2 2 mn

da\? A\t 1o duy = =
)+ () ) =

wo man it r, y die Koordinaten z. B. desjcnigen, der beiden symme-

trisch gelegenen Punkte, P, welcher rechts von der y-Axe ist, mit y, dic

b
Koordinate von g und mit r den gegenseitigen Abstand von P und g be-
zcichnet hat. Die Gleichung der Grenzkurve fur den Punkt £ wird also

9

{

~
x

Y4 - — =0
r 2
oder, wenn man
L == ) COsU
sctzt und die Bezcichnungen
21 m
i (N — =
I 40

' Bihang till Kongl. Svenska Vetenskapsakademicuns handlingar. B.

13, N° L.
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einfihrt,
e
r=aln+ v

Diess ist die Gleichung einer Konchoide, welche auf ein mit dem Punkte
p bewegliches Koordinatensystem bezogen ist. Wenn e > 1 ist, so exi-
stirt nur der offene Zweig, welcher rechts von der y-Axe liegt. Hat
man ¢ < 1, so giebt cs auch links von der y-Axe ein geschlossener
Zweig mit einer Spitze im Origo. Wir brauchen aber den letateren
nicht zu betrachten; denn bevor der Punkt P zu der linken Seite der
y-Axe ubergeht stosst er mit dem symmetrischen Punkte auf der y-Axe
selbst zusammen und wir werden die Bewegung nicht linger als bis zu
einem solchen Momente verfolgen. Wie es leicht zu sehen ist, findet
also die Bewegung von P stets innerhalb desjenigen Gebietes der Ebene
statt, welches einerseits von der y-Axe und anderseits von der Konchoide
eingeschriankt ist. Der Punkt kann sich mithin zwar unendlich weit von
p entfernen aber nur in die Richtung der y-Axe. Man konnte diess so
ausdriicken, dass die Bewegung in der Richtung der z-Axe stabil wire.

Wenn die Anfangsbedingungen im Dreikérperprobleme ganz beliebig
sind, hat man von der Gleichung

ds\? , [ds\? L, /s ¢ ¢ ¢’ .
(8) m(d—,) + m (ﬂ) + m <7{) ——:—7—-7_7—{—72*0

.
y 3 {

ds ds ds”
dt’ de¢’ di
Massen m, m', m”; r, ¢/, v” diejenigen Seiten des von denselben gebildeten
Dreiecks. welche m, m', m"” resp. gegeniiber stchen; schliesslich haben wir

auszugehen. In derselben sind die Geschwindigkeiten der drei

c = 2m'm"”
¢ = 2m"'m

¢’ = 2mmw’

gesetzt.  Wir stellen jetzt die Gleichung

1

¢ ¢ c
(9) ;+p+;ﬁ=7l
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auf, welche nach Linfithrung von der Bezeichnung

(10) H=h—5

7

auch so geschrieben werden kann

i

+ < = H.

(9)

b B vt

\

=

Wenn H' positiv ist, bezeichnet diese Gleichung, wie im Falle von der
Anziehung eines Punktes nach zwei festen Centra, eine lemniskatenshn-
liche Kurve, welche indessen jetzt einen verénderlichen Parameter enthilt
und auf die beweglichen Punkte m und m" als Anfangspunkte der
Koordinaten bezogen ist. Setzen wir voraus, dass  immer zwischen zwei
endlichen Grenzen liegt, kann man einen so grossen Werth von % wahlen,
dass H' stets positiv bleibt. Es existirt somit immer die Kurve (9”) und
der Gleichung (8) zufolge muss der Punkt m’' stets innerhalb derselben
bleiben. Die Voraussetzung, dass 7’ eine obere Grenze hat, kann man
aber fallen lassen, indem, fir grosse Werthe von #', H' das Zeichen von
h erhalt, d. h. positiv bleibt. Wenn indessen # sehr viel anwachst, muss
die Kurve (g9’) schliesslich diejenige ihrer Formen annehmen, welche in
zwei um jeden der Punkte m und m” geschlossenen Gebieten besteht.
Wenn % positiv ist und wenn m und m” sich unendlich weit von einander
entfernen, so muss also schliesslich m’ in der Nihe von dem einen dieser
beiden Punkte bleiben. Ganz allgemein kdnnen wir also sagen dass, wenn

’

h> 5
r

ist, so ist die Bewegung von m’ entweder in Bezug auf m oder in Bezug
auf m” stabil. Fuar die Punkte m und m” kann man nun ganz dhnliche
Betrachtungen wie fur m’ machen. Durch Zusammenstellung derselben
schliesst man dann unmittelbar, dass die drei Punkte stets in endlichen
Abstinden von einander liegen mussen, so lange oder sobald die Be-
ziehungen

”

c ¢ ¢
(Il) k>;, /l>?, ]l>,r—,,

gleichzeitig bestehen. — Diese Betrachtungen konnen nun in verschiedenen
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Weisen variirt werden. - An der Stelle der Bedingungen (11) konnte man
z. B. auch die folgenden

¢ ‘ds’ ¢ ds’'\?
h>< —m (7?) —m" (f>
( d AY

¢ b A\ ? ‘dsy?
]I = 7 — N <;"t’> — m (;1’})
e ‘s ? , [ds™\?
b= —m </’lt,) —m <clt>

Wenn die gegenseitigen Lagen der drei Punkte so beschaffen sind,
duss die Gleichung (9) stattfindet, so ist nach (8) die Geschwindigkeit
eines jeden derselben gleich Null. In cinem solchen Augenblicke machen
ihre Bewegungskurven Spitzen; es ist ja in der That einleuchtend, dass
jeder Punkt von diesem Augenblicke an in demselben Weg zuriickkehren
wird, welchen er vorher, bis zu demn fraglichen Zeitmomente, gefolgt hat.
Das Integral der Flachen giebt uns leicht eine Bedingung fur die Mog-
lichkeit dieser Art von Bewegung. Wenn die Geschwindigkeiten aller
drei Punkte gleichzeitig Null werden, so kann namlich dem fraglichen
Integrale oder der Gleichung

treten lassen.

dv”

o =k

m,R?Z—: 1)@’13’2%% 4+ w'" R"'?
nur in dem Falle Gentige geleistet werden, wenn die Konstante der Flachen,
k, selbst gleich Null ist. Diess ist nun eine Bedingung, welche in dem
oben angefithrten Specialfalle des Dreikdrperproblems stattfindet, die aber
z. B. im Sonnensysteme, wo alle Bewegungen in derselben Richtung vor
sich gehen, nicht erfullt ist.

Wir haben bei den angefithrten Beispielen alle Bewegungen als in
der Ebene stattfindend angenommen. Es ist aber leicht einzusehen,
dass diess eine unwesentliche Beschrinkung war und dass die Schlusse
ebenso leicht in drei Dimensionen gemacht werden konnen. Die auf-
gestellten Grenzkurven werden dann durch solche Grenzflichen ersetat,
die durch die Drehung der vorigen' um ihre resp. Symmetrieaxen ent-
stehen. Dass die Schliisse ebenso leicht fir andere Attraktionsgesetze als
das NEwrtox'sche gemacht werden konnen, ist auch ohne weiteres klar.

Acta mathematica, 10, Tmprimé le 11 Juin 1887, 16



129 Karl Bohlin.

Bevor wir diese Mittheilung abschliessen, wollen wir noch ein Paar
Worte tber dic Anwendung der angefuhrten Betrachtungsweise bei einer
speciellen Aufgabe der Storungstheorie zufiigen, némlich hei der Unter-
suchung tiber dic Existenz der s. g. Libration in der Linge eines Pla-
neten.  Bekanntlich wird dic gestorte mittlere Linge, £ cines Planeten
durch Annaherungen bestimmt, deren Grundlage folgende Gleichung

a2z .. s
(12) ~’7l/::~*2a,’ivsm(l:— T4 A,
bildet. Hier bedeutet ¢ dic mittlere Linge des storenden Planeten; die
A
die letzteren mit der storenden Masse multiplicirt sind; ¢ und ¢ nehmen
die Werthe aller ganzen positiven und negativen Zahlen an. Setzt man

wie die a;, sind von den Elementen abhingige Grossen, von welchen

it

die storende Masse gleich Null, so erhilt man

=t + r

wo n und ¢ die elliptischen Integrationskonstanten bezeichnen, n die »mitt-
lere Bewegung» und e die »mittlere Epochenlinge». Ebenso erfolgt fur
den storenden Planeten

I =un't + .

Diese beiden Ansdriicke werden nun als Anfangswerthe benutzt, welche
man in der rechten Seite von (12) einsetzt. Man erhalt so

St em — Xy, psin (vt — Wt 4 de — U+ A

woraus man durch directe Integration als erste Annitherung

II

(13) =t +c+ Y< fjlsm (int — dw't 4 ic — ' 4 A, ;)
L - 'L

hekomamt. Die zweite Annitherung erfolgt durch Einsetzung von eben

diesem Ansdrucke und dem entsprechenden fur & in (12), u. s. w. Bei

der ersten Anniherung sind die %, , und 4, , als Konstanten zu betrachten.

Wir werden sie auch hier, wo cs sich nur um ein typisches Beispiel han-
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delt, als solche anschen.  Im allgemeinen sind sie doch verinderlich und
zwar miissen aus dieser Ursache in einer beliebigen Anniherung statt der
A, Ausdricke von der Form g, ¢ 4 A4, in den Argumenten von (12)
auftreten, wo die ¢, kleine von den Bewegungen der Apsiden und Knoten
abhiingige Koefficienten sind.  In ciner neuen Abhandlung® tiber eben diese
Fragen hat Herr Gyrpgx auf diese Verallgemeinerung Ricksicht genommen.

Es kann nun aber bekanntlich die angefithrte Folge der Anniaherungen
divergent werden. Die Ursache hievon ist der Umstand, dass die # und
#' zwer ganzen Zahlen 4) und /, so nahe proportional sind, dass dic ent-
sprechenden Kocefficienten in (13)

,l [ll' ,'ﬂ

Vot — 1)

schr grosse Werthe annchmen. Wie diese Wirkung der kleinen Divi-
soren {(ign — fpn’) durch Vorhandensein der s. g. Libration kompensirt
werden kann, hat Herr Gyrpiy vor langerer Zcit gezeigt und in der ci-
tirten Abhandlung naher auseinandergesetat. '

Die typische Form der beziiglichen Annaherungsmetode konnte in
folgender Weise dargestellt werden.

Man geht von der nachstehenden Gleichung

d*Z

aE = za,,ir sin (iE— 't + A,

aus. Vorausgesetst, duass
{=mnt+c+ P
ist, wo P nur periodische Glieder enthalt, so geht dieselbe in die folgende

d* P . g . . .

’—d—t; = —2u  sin(int — in't + ic +iP+ 4,,)

itber. Fihrt man hie? statt P eine Grosse V ein, welche durch folgende
Gleichung definirt ist

i Te?

(14) 2V = ignt — ignw't + ijc + P 4+ 4

' Untersuchungen iber die Convergenz der Reihen, welche zur Darstellung der Coor-

dinaten der Planeten angewendet werden.  Acta mathematica 9, p. 185—204.
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wo 4, und i, cinem kritischen Gliede entsprechen, so erhalt man zur Be-
stimmung von V die Gleichung

. AV
) p—

(14') 2 = — 2iya, sin (int — W't + e 4 i A A, ).

Vernachlassigt man hier alle Glieder ausser demjenigen, welches den
ganzen Zahlen i, und i; entspricht, so erhiilt man, wenn noch

aQ

4 :ioa

tarta

gesetzt wird, die folgende Gleichung

(15)

d: . . . ,
= — g sin Jeos ]
di® % : v

.

woraus hach cinmaliger Integration

(16) <fl;> e A AT

kommnt. Ls bedeutet hier * die Integrationskonstante.  Diese Gleichung
bestimmt " als cine clliptische Function von ¢ mit dem Modul

Je nach dem Werthe von &, mithin von der Integrationskonstante p, ist
nun die Entwicklung von V verschieden. Wenn

<1

ist, so enthalt dic Entwicklung von ¥, wie in (14) vorausgesetzt ist,
wirklich ein sekulares Glied, dessen von & abhangiger Koefficient dem
Werthe von i,n — ign’ gleich sein muss. Von den Grossen 7 und » kann
man also in diesem Falle nach Belichen die eine oder die andere als
die unabhingige Konstante ansechen. TIm Falle dagegen, wo

]1'>, 1

ist, kann die Entwicklung vou V nur periodische Glieder enthalten.
Nach (14) muss also die Gleichung

(17) g — iglt’ = O
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genau erfilllt sein.  Das hierdurch ausgesagte Verhaltniss ist es, was man
Libration nennt. Die mittlere Bewegung # bleibt also in diesem Falle
nicht willkiirlich, sondern 1muss so bestimmt werden, dass zwischen # und
w' eine vollstandige Kommensurabilitit herrseht.  Die willkurliche Kon-
stante tritt stattdem in dem Kocfficienten eines periodischen Gliedes auf.

Diese Schlisse, welche durch Anwendung bekannter Reihenentwick-
lungen der elliptischen Functionen gefolgert werden, lassen sich nun auch,
durch Anwendung unserer mehrerwahnten Betrachtung auf dic Gleichung
(16), ohne weiteres machen. Bei diesem Verfahren ist man auch keincs-
wegs auf die beiden Glieder an der rechten Seite von (16) beschrankt,
sondern man kann aus (14’') auf e¢inmal alle Glieder mitnehmen, welche
nur von V abhingen. Auf solclle Weise tritt an die Stelle von (16)
eine Gleichung

(18) (%) =F)

wo I'(V) ausser der Integrationskonstante ein Aggregat von periodischen
Gliedern enthalt.

Es sei nun IF(V) eine beliebige Function, welche so beschatfen ist,
dass die Gleichung

(19) I'V) =o

zwei reelle Wurzeln, V| und V| besitzt. Es wird ferner angenommen,
dass zwischen diesen Wurzeln keine dritte Wurzel liegt und dass (V)
eine positive Grosse ist fir Werthe von ¥V zwischen ¥, und V. Wenn
die Anfangsbedingungen so beschaffen sind, dass, fiir ¢ = o, V zwischen
V, und V, liegt, so folgt aus den Voraussetzungen, dass ¥V fur immer
zwischen diesen Grenzen in cinem Zustande von Libration bleiben muss,
wenigstens insofern die Gleichungen

F(V)=o0, F(V)=o0

0
nicht gleichzeitig mit

(V) == o, F(V)=o0

bestehen. Denn far Werthe von V, welche unmittelbar ausserhalb den
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Grenzen V) und ¥V, liegen, witrde die Function F(V) negative Werthe
annehnen, was nach (18) nicht zulassig ist. — Wenn dagegen die Gleichung
(19) keine reellen Wurzeln hat, so muss ja in der That ¥ mit ¢ entweder
bestindig wachsen oder bestindig abnehmen. — In dem Falle, dass F(V)
gleich einer periodischen Function

a, + z,cosV 4 ...
+ gsinV 4 ...

wire, ist es hinreichend die Wurzeln, welche zwischen o und 2z fallen,
zu untersuchen. Aus der Periodicitit der Function F(V) folgt ausserdem
dass. wenn V, eine zwischen o und 27 liegende Wurzel der Gleichung

I'V)=o0

1st, zwischen dicsen Grenzen wenigstens noch eine Wurzel V) liegen
muss, vorausgesetzt duss

(V) zo
ist.

Mit Anwendung von einem durch Heren WEIERSTRASS gegebenen Ver-
fabren, ' ist es leicht zu zeigen, dass for den Fall, wo die Gleichung
(19) zwei Wurzeln ¥, und ¥, hat, V als eine periodische Function von
¢t darstellbar ist.

Angenommen, dass ¥, und V¥, zwei auf einander folgende reelle Wur-
zeln der Gleichung

I'(V) =o
sind, dass aber F'(V) fur diese Werthe nicht verschwindet, so folgt, dass
(V)= (V— V)V, — V)E(V)

ist, wo F (V) weder fur die Werthe ¥, V, noch fir dic dazwischen-

liegenden Werthe von ¥V Null werden kann. Da nun, wenn der Anfangs-

' Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Fe-
bruar 1866,
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werth von V zwischen ¥, und V, liegt, nach dem Angefithrten folgt,
dass folgende Relationen immer bestehen miissen

Vv, <v<V,

so ist man berechtigt, statt 1 eine ncue Veranderliche v, durch die fol-
gende Gleichung einzufithren:
V =a + fcosv,

WO

Man erhalt nun

und anderseits

so dass aus (18)

('tlu

20) Jt_/)? = I\(x + fcos?)

folgt. Da die rechte Seite fur alle Werthe von v sicher nie Null wird,
so muss, dieser Gleichung gemiiss, » mit ¢ entweder bestindig wachsen
oder bestandig abnebmen, und zwar so, dass wenn ¢ von — 0o bis 4 o©
ithergeht, v zwischen denselben Grenzen lauft. Es ist also sowohl v eine
eindeutige Function v(¢) von ¢, als umgekehrt ¢ eine eindeutige Func-
tion t(v) von wv.

Es ist nun

dt(v) 1 _ dt(v + 27)

dv VF (2 + Feosr) - dv

v
el

dv
21 t V) == / e
( > ( . ) . \/lFl (ﬂ + //)3 cos ’U)

0

folglich

(22) tv + 27) = t(v) + 20
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indem 2@ eine gewisse Konstante bezeichnet. Hieraus erhialt man

V(i + 20) = V(t) 4 27

und also
cos[V(f 4+ 2w@)] = cosV(t).

Man sieht alco, dass cosr, und somit auch ¥, cine periodische Function
von ¢ ist it der Periode 2. Uin die letatere zu bestimmen setzen wir

in (22)

Dann erhilt man

so folgt
P r
Ay — / av.

o =17 = / e
( ) JoNF (a4 Feos )
(1]

Als eine iiberall endliche periodische Function von ¢, welche ansserdem
gerade ist, kann costv in folgender Weise entwickelt werden

cosv = A + A cosu 4 Ajcos2u + ...,

wo
w = =t

w

ist. Zur Bestimmung der Koefficienten haben wir Gleichungen von der

Form

(23) =A, =foos  cosnu du
1)
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oder, da
7 dv
(lu = ome e
© JF (a4 fcosv)

T - »
» >

nm dv dn
wd, = | cosv.cos . . . e
/ © ] VF(a+ Feosv) | VF (a + Fcosr)

0 — 0

Statt dieser Formel, kann man auch die aus (23) durch partielle
Integration abzuleitende

I el . :T e ] (lv .
An —_ — . Sin n — e SNy (ZU
nw c0 ] \F (2 + fcosv)
[} 0 -
benutzen. Das Integral
/" dv
J VE (a + Fcosr)
]

kann man sich in folgender Weise bestimmt denken. Da die Function

i
VF (« + Fcosv)
eine Uberall endliche, gerade, und periodische Function ist, so lasst sich

dieselbe folgendermassen entwickeln

I

—_— == g 4, Ccosv 4+ a,cos2v
F (o + ffcosv) ot %0087 + 2 + !

und die Koefficienten sind durch die Formel

COS 1LV do
/ F (2 + Bcosv)
Y

T, =
L3

bestimmt.
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Dieselben kann man also immer, wenigstens durch mechanische Qua-
dratur, berechnen. Hiernach ergiebt sich

v

’ dv . a, .
/ e ——e————— aol" + al Sinv + —’Sln 29 + PR
\ o' 2
J VF (a4 3cosw) =
1]
Die Koefficienten A, lassen sich sodann bestimmen entweder durch
mechanische Quadratur oder auch analytisch mittels Entwicklungen nach
Cylinderfunctionen.



