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Introduction

Nous désignons par SLi(R) le revétement connexe simplement connexe du groupe
SLs(R) et par 7 la projection canonique de SLs;(R) sur SL;(R). Le groupe SO;5(R) est
un sous-groupe compact maximal de SL;(R) dont I’image réciproque par  dans SL;(R)
est isomorphe & SU,. Il est usuel de paramétrer les représentations unitaires irréducti-
bles de SU, par leur spin qui est un demi-entier /2 avec kEN.

La classification des représentations unitaires irréductibles de SL;(R) a été ache-
vée par D. Sijacki [15]. Dans le dual unitaire de SL;(R) I'ensemble des représentations,
non triviales, et « multiplicity free » i.e. dont les SU,-types interviennent avec la
multiplicité 1, est constitué de deux familles continues de représentations de SL;(R),
0e.1, €=%1, AER, et d’une seule représentation fidele de SLy(R),d; ces représenta-
tions qui ont respectivement pour SU,-types 2k, kEN, 2k+1, KEN, 2k+1/2, kEN,
avaient déja été découvertes par D. W. Joseph [10].

Les deux familles continues de représentations dont il est question ici sont bien
connues. On peut les obtenir en appliquant aux orbites non triviales de dimension
minimale (2 savoir 4) de la représentation coadjointe de SL;(R) la méthode « des
orbites de Kirillov ». Autrement dit, ces représentations sont des séries principales
dégénérées induites A partir d’un caractére unitaire d’'un parabolique maximal. En
terme de quantification géométrique cette construction revient a quantifier en utilisant
une polarisation SLs(R)-invariante sur chacune des orbites en question (cf. [20]). Les
orbites considérées constituent une famille @;, A €ER et 4 chaque orbite on associe ainsi
les deux représentations g, ;, e=*1.

La représentation ¢ est particulitrement intéressante; elle présente beaucoup
d’analogies avec les représentations de Shale-Weil pour les groupes métaplectiques
réels, a savoir :
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(i) elle est « multiplicity free »,
(i) elle réalise SL;(R) comme groupe d’opérateurs unitaires,
(i) elle est isolée dans le dual unitaire de SL;(R).

Il semble aussi qu’elle soit d’un certain intérét en physique (voir I’introduction de [13]).

Le but principal de ce travail, c’est d’associer a une des orbites 0}, cette représen-
tation ¢ de Joseph, et d’en obtenir ainsi une réalisation dans un espace de Hilbert
« concret », en I’occurence L*(R?).

Parmi les orbites considérées il y a une seule orbite nilpotente, 0, les autres étant
semi-simples. Le groupe fondamental de 0, est isomorphe & Z/4Z alors que celui des
autres orbites 0 est isomorphe a Z/2Z, et, sur l’orbite O, il existe quatre fibrés en
droites hermitiens SL;(R)-homogénes dont deux seulement sont SL;(R)-homogenes
alors que, sur les orbites 0;, A%0, il en existe uniquement deux, qui sont SL;(R)-
homogenes. De plus la représentation ¢ de SL;(R) a méme caractére infinitésimal que
les représentations g, ¢, e=%1. 1l est donc naturel d’essayer de construire la représen-
tation ¢ en utilisant la structure de variété symplectique et ST(R)-homogene de 0,.

En quantifiant la situation a I’aide d’une polarisation réelle non invariante et avec
singularité, P, (resp. %#;), sur 'orbite Oy (resp. 0;), nous construisons quatre (resp.
deux) représentations unitaires (irréductibles) du stabilisateur de cette polarisation,
lequel est un sous-groupe parabolique maximal noté P; de SL;(R). Nous disposons
ainsi de deux familles continues de représentations unitaires de w(P;) et de deux
représentations unitaires fidéles de P;.

En utilisant alors la technique du « pairing » de Blattner-Kostant-Sternberg nous
construisons pour un élément particulier w de SL3(R), transformant la polarisation
choisie en une polarisation transverse, un opérateur unitaire qui doit permettre de
prolonger ces représentations de P; 2 SL;(R). Ceci fait I'objet des chapitres III et IV de
ce travail. La technique utilisée ne fait appel qu’aux demi-densités (voir [7] p. 230-240
et [16]).

Dans le chapitre V on montre que ces résultats peuvent étre obtenus en appliquant
la méthode des orbites de Kirillov 2 des sous-groupes paraboliques maximaux de
SLy(R). La projection de 0; sur b3, le dual de I’algebre de Lie p; de P;, contient une

unique Ps-orbite de dimension 4 isomorphe 2 un ouvert dense 0; de 0,, sur lequel la
polarisation %, est bien définie. L application de la méthode des orbites a 0} avec la

polarisation invariante %,, permet de construire quatre représentations de P;; lorsque
A=0 on retrouve les quatre représentations de P; déja obtenues, lorsque A+0 on
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retrouve les deux représentations déja obtenues plus deux représentations fideéles de
Ps.

On choisit alors un autre parabolique maximal P, contenant 1’élément w, auquel on
associe de la méme maniére une P;-orbite de la représentation coadjointe, isomorphe a
un ouvert dense O} de 0, et sur laquelle il existe une polarisation Pj-invariante; a

chacune de ces orbites la méthode de Kirillov permet oncore d’associer quatre repré-
sentations unitaires de P;.

Soit B=P, N P5; c’est un sous-groupe de Borel de SL;(R) et sa composante neutre
B est un groupe exponentiel. La projection de 0; sur b*, le dual de I’algebre de Lie b de
B, contient encore une B-orbite de dimension 4 isomorphe a I’ouvert dense 0,‘1 n O’} de

0, et la restriction & B des représentations de P; et P, considérées sont des représen-
tations construites a partir de cette B-orbite a I’aide de la méthode de Kirillov, mais en
utilisant des polarisations différentes. En fait pour chaque représentation g; de P;
associée a Oﬁ et dont I’espace est #; il existe une unique représentation g, de P,
associée a 0] et dont I’espace est ¥; telle que gs3|p soit équivalente a g4|z. De plus les
représentations o;|p pour @; parcourant toutes les représentations de P; que nous
avons construites sont deux a deux inéquivalentes.

En utilisant la méthode exposée dans [3] et en vérifiant qu’elle s’applique encore
ici nous construisons explicitement un opérateur unitaire 6, 3: #;— ¥, entrelagant
03|z et 015 et, en posant

03(w) = ((61,3)_l °09(w)o ¢,

on dispose d’un opérateur unitaire pour tenter de prolonger la représentation o; a
SL(R). Dans les cas ol les deux méthodes s’appliquent on obtient le méme résultat.
L’idée d’utiliser les sous-groupes paraboliques P; et P; et d’appliquer simultanément
la méthode des orbites de Kirillov aux projections de O, sur pfet p¥ nous a été
suggérée par M. Duflo.

Soit Q=P;NwP;3w=1; c’est un sous-groupe fermé de dimension 4 de SL;(R) et la
projection de @ sur g* le dual de I’algébre de Lie q de Q contient 'unique Q-orbite de
dimension 4 et les restrictions a Q des représentations g, de P; sont irréductibles : ceci
permet de voir que les opérateurs g3(w) que I'on a construit sont les seuls permettant,
éventuellement, de prolonger les représentations g3 2 SLy(R).

" Dansle chapitre VI nous montrons que les représentations de x(P3) se prolongent
en des représentations de SLy(R) qui sont bien les représentations g, ; comme on



156 P. TORASSO

espérait. Pour ce faire nous construisons un opérateur d’entrelacement en utilisant la
technique du « pairing » de Blattner-Kostant-Sternberg, mais pour des polarisations
non transverses (voir [16]). Nous obtenons ainsi de nouvelles formules pour les
représentations g, ;.

L’idée d’étudier les représentations g, ;, A+0 nous a été suggérée par P. Barrat :
en adoptant un autre point de vue il a montré que les formules que nous avons obtenues
pour les représentations g, ¢, £=*1 peuvent s’étendre aux groupes SL3(Q,), et par sa
méthode il obtient en fait une famille de représentations indexée par les caractéres
unitaires du corps Q,, sur lequel il travaille . ...

Dans le chapitre VII, nous montrons qu’une seule des représentations fidéles de
P se prolonge a4 SLi(R). Cette démonstration repose sur des résultats classiques
d’analyse, essentiellement les propriétés relativement a la transformation de Fourier
des distributions sur la droite réelle x;"**% et x_2** 2 €R (cf. [6]).

Dans le dernier chapitre nous déterminons les paramétres de Langlands [2] des
représentations que nous avons construites, ainsi qu’un opérateur d’entrelacement
avec la série principale dans laquelle elles sont « naturellement » plongées. Pour les
représentations g, ; ceci est relativement facile puisque ce sont des séries principales
dégénérées. Pour la représentation fidele de SL;(R) la détermination de ses parameétres
de Langlands repose sur I'étude du comportement asymptotique de certains de ses
coefficients. Cette étude nécessitait que I’on détermine le SU,-type minimal de . Nous
I’avons fait dans le chapitre VIII, ainsi que pour les représentations g, 2, les formules
que nous trouvons dans ce cas 1a nous paraissant tout aussi intéressantes.

La liste des représentations unitaires irréductibles de SL;(R), donnée avec les
multiplicités de leur SU,-types par Sijacki [15], permet de voir que la représentation ¢
est la seule représentation fideéle de SL4(R) dont la dimension de Guelfand-Kirillov est
2. 1l est alors immédiat, modulo le fait qu’une représentation de Si;(R) dont la
restriction a P; est de dimension de Guelfand-Kirillov 2 est elle-méme de dimension de
Guelfand-Kirillov 2, qu’il y a au plus une représentation fidéle de P; qui se prolonge en
une représentation de SL;(R) et que, s’il en existe une, son prolongement est équiv-
alent 4 §.

Enfin le chapitre 1 de ce travail est consacré a I’étude du groupe SLy(R) et, plus
particulierement, a la détermination des relations de commutations entre w et P; qui
permettent de le définir. Le chapitre II, quant a lui, est enti¢rement voué a I’étude des
fibrés en droite hermitiens SI;(R)-homogenes définis sur les orbites 0, AER. )

Ce travail a pour origine une question de S. Sternberg qui m’a été rapportée par M.

Duflo, a savoir trouver un modele de la représentation ¢ associ€é & la structure
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symplectique de I’orbite G,. Question a laquelle J. Rawnsley et S. Sternberg [13] ont
indépendamment apporté une réponse différente. En utilisant une polarisation totale-
ment complexe et SU,-invariante de ’orbite 0, ils ont construit une réalisation trés
intéressante des représentations @, o, £=%1 et ¢ dans des espaces de fonctions
holomorphes sur C2. 1l serait intéressant de comparer leur réalisation avec la notre, et,
en particulier, d’exhiber un opérateur d’entrelacement. Disons simplement que le
modele de J. Rawnsley et S. Sternberg est mieux adapté a I'étude des restrictions des
représentations considérées au sous-groupe compact maximal, alors que le notre est
mieux adapté a I’étude des restrictions de ces mémes représentations au sous-groupe
parabolique maximal P;. D’autre part notre modéle semble se préter — d’aprés P.
Barrat — a une généralisation aux groupes SL(3, Q,) en ce qui concerne les représenta-
tions g, ; et éventuellement a leurs revétements de Steinberg en ce qui concerne la
représentation g.

Lorsque I’on essaie d’étendre la méthode utilisée a la construction de représenta-
tions exceptionnelles du revétement a deux feuillets, SL(n, R), de SL(n,R) avec n>3,
on s’apergoit que 1’on ne peut pas utiliser ’orbite nilpotente de dimension minimale,
puisque sur celle-ci il n’existe pas de fibré en droite hermitien qui soit SL(n, R)-
homogéne sans étre SL(n, R)-homogene. Les orbites nilpotentes de dimension mini-
males pour lesquelles cela se produit sont de rang [#/2] (il n’y en a qu’une si n est impair
et deux sin est pair). Ceci semble étre en accord avec les récents travaux de R. Howe
sur ce qu’il appelle le rang des représentations unitaires des groupes de Lie classiques
(voir I'introduction de [13)).

En tout état de cause il semble possible d’appliquer la méthode de quantification
géométrique décrite A ces orbites pour n quelconque, et I'autre méthode, utilisant la
méthode des orbites de Kirillov, lorsque n est impair (lorsque n est pair tout parabo-
lique maximal de SL(n,R) associé A une des orbites considérées est centré, i.e. sa
partie réductive est isomorphe a S(GL([n/2], R)XGL([n/2],R)), et il n’est pas possible
de trouver deux paraboliques maximaux centrés de SL(n,R) dont I’intersection con-
tienne un sous-groupe de Borel et dont la réunion engendre SL(n,R). Nous espérons
revenir ultérieurement sur cette question.

Je suis heureux de remercier M. Duflo qui m’a proposé ce sujet et dont les conseils
et les encouragements m’ont permis de mener a bien ce travail, ainsi que J. Rawnsley et
S. Sternberg qui m’ont tenu au courant du développement de leur travail.

Je tiens aussi & remercier M. Rais pour les nombreuses et fructueuses discussions
que j’ai eues avec lui, G. Lion pour m’avoir éclairé sur les résultats contenus dans [3] et
[4], ainsi que P. Barrat pour m’avoir tenu au courant de ses travaux sur SL(3,Q,).
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I. Le groupe SLi(R)
1. L’algebre de Lie sl5(R)

Soit a la sous-algébre de Cartan déployée de sl5(R) constituée des matrices diagonales.
Le systéme des racines de siz(R) relativement a a est ’ensemble des a5, 1<k, I<3 ol

a 0 0
a0 a 0 |=a—a, Va,,a,a;€Ravec a,+a,+a;=0.
0 0 a,

On choisit pour systtme de racines positives A, I’ensemble des a;; avec
I<k<li=<3. Les racines simples sont alors a,,, et a5 3 et la demi-somme y des racines
positives est donnée par

y=ay,3=0a1,2Faz 3.
On considére les éléments suivants de si3(R)
Hk,1=Ek,k_El,l’ 1Sk,1$3, Xk,l= k1 Yk,l=tXl(,l’ lSk<lS3

ol les E; ; 1=k, I<3 constituent la base canonique de I’alge¢bre de Lie des matrices 3X3
réelles (si M est une matrice, 'M désigne la matrice transposée).

La base de Chevalley de sli(R) associée a A, est constituée des éléments
suivants :

H, oy Hy 3 X, Yo 1Sk<I<3.

Le sous-espace radiciel associé a a, ; (resp. —ay, ;) est engendré par X, ,; (resp. Yi )
ceci pour 1<sk<l/<3.

On note n, (resp. n) la sous-algebre nilpotente de si3(R) engendrée par les X} ;
(resp. Y., ) et on considére les sous-algébres de Borel

by=a®n,, b=a®n
ainsi que les sous-algébres paraboliques maximales
P3=b@RX,,; p=b®RX;.

Considérons la base de Chevalley de sL(R) constituée des éléments

1 0 0 1 0 0
H°"(o —1)’ X°‘(o o)’ Y°‘<1 o)
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0 1
Wo= (—1 0)'
Pour tout 1<i<I<3, on notera dj; ; I'unique homomorphisme (injectif) d’algébre
de Lie de sL(R) dans shz(R) tel que

ainsi que 1I’élément

dj, (H) =H,,, dj, X)) =Xy, dip (Y=Y,

La sous-algébre compacte so3(R) de si3(R) admet pour base les éléments W 4,
1=sk<li<3, définis par

Wi, 1= dji, (Wo) =Xy, 1— Yy 1.

Cette sous-algebre est isomorphe a I’algébre de Lie su,(C) dont les éléments s’écrivent

1( ix y+iz

~ » 2N eR
—y+iz —ix) Tz

2

et on note dj I'isomorhisme de su>(C) sur so;(R) défini par

1/{ i +i 0 —x -y
dj(—( oy ,z))= x 0 -z ()
2 \—y+iz —ix
y b4 0

2. Le groupe SL(R)
Dans la suite si k est un corps on désigne par k* le groupe multiplicatif des éléments non
nuls de %.
On note SL,(R) le revétement connexe a deux feuillets de SL»(R), dont nous
allons décrire une réalisation. Le groupe SL,(R) opére dans P, I’ensemble des nombres
complexes z tels que Im z>>0 (demi-plan de Poincaré) de la fagon suivante

(a b)-z=(az+b)(cz+d)".
c d

On réalise ST,(R) comme I’ensemble des couples (g, @) ou ge SL(R) et @ est une
fonction holomorphe sur P telle que

[®(2)?=cz+d, VzEP ol c et d sont tels que 9= (j Z),
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la loi de groupe sur SL,(R) étant définie par
G1> P (g2 P) = (9142, Py, avec P3(2) = Dy(g, ) P,(2) VzZEP.

Un élément (g, ®) de SL,(R) est déterminé dés ’on connait gE SLx(R) et ®(i); on
peut donc identifier SL,(R) a la sous-variété fermée de SL,(R)xC* dont les éléments
sont les couples

b

d), ®EC* vérifiant ®° = ci+d.

4. @), gESLR), g¢= (j

Dans ces conditions la structure de variété analytique de SL(R) est induite par celle de
SL,(R)XC*,
Dans la suite on note z—»z'? la détermination de la racine carrée définie sur C* par

12 ei0/2

=9 , siz=peavec p>0, —-r<O<um.

Considérons les éléments suivants de SL,(R) :

(1) =exp(tX0)=<<(l) ;)1) tER
y(®) =exp(tYo)=<<t1 (l)>,(1+tz)”2), tER
W) =oy(-Unalr), tER* > @)

w_(f) = y(t) ac(—1/t) y(t), tER*
w =w(1)

B() =ww-!, tER*.

On a pour tout 1ER,

exp (tWy) = (( cos? sint>’e,,.,,2) 3)

—sint cost

et si on note o I’élément non trivial du noyau de la projection canonique de SL,(R) sur
SLy(R)

o =exp 2aW,). 4
Pour tout nombre réel ¢ non nul on pose &(1)=1/|f|

LEMME 1. On a les relations suivantes
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w=((5, o). e
g — t 0 (1~e())2 4172 %
0=\, ) [f]7?), tER*. (6)

Démonstration. La premiere égalité résulte immédiatement de la relation

y(— /(@)= ((—-:/l 8), (—Z/t)m)-

Comme w—1=w(—1), il vient

by =<<—(1)/t 8)’(—1/’)”2) (((1) —(l)>’zm)=(((t> (1)/1)’@)

D(2) =" <€—(Q) @™, VzEP
<

avee

et il vient alors
q)(i)= It'—l/Z(e —ie(r) n/2) 12 (ein/2)112= |t| - l/2e(in/2)(1 —&(0)2
d’oll la derniére égalité. Q.E.D.

Il est alors immédiat que ’on a

w=exp% W, et w‘=o, 7
By = B(1h ' = exp(log |f| Hpw™ ™', t€R¥, ®
B(s) B(t) = B(1) B(s) = B(s1), tER*, s>0. )

Le centre de SL,(R) est le sous groupe, isomorphe A Z/4Z, engendré par w?2.
Comme il est clair, d’aprés la formule (8), que B(1/H=wh(f)w-1 il vient, par
définition de B(s), w(z) et w—(2)

B(1/D=w_(—H)w-!, tER*. (10)

3. Le groupe SLi(R)

Nous désignons ainsi le revétement connexe a deux feuillets, ou connexe et simplement
connexe, de SL3(R); nous notons x la projection canonique de ST3(R) sur SL;(R). On
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identifie le groupe SU,(C) avec le sous-groupe compact maximal 7~ '(SO;(R)) de
SL;(R) au moyen de 1’'unique injection de SU,(C) dans SL;(R) dont la différentielle est
dj.

Pour tout 1<k<I<3 on note ji , le plongement de SL,(R) dans SL3(R) dont la
différentielle est dji ; et on consideére les éléments suivants de SLy(R)

o, (O =j, () =exp(tX, ), tER, )
Y, D =J. ,(y(t)) =exp(tY, ), tER,

. . ) 7 4 an
wy (1) = Jji, (w(2)), tER* et w, =], (w)=exp (-i— Wk_1>

B (D=1, @), tER*. J

A Taide de (1) et (11) on voit que ’on a les identifications suivantes avec des
éléments de SU, :

_fe™ 0 1 (1 -1 1 1 —i
Wy = 0 emm , “’1_3_\/7 1 1)’ WZ,S_ﬁ —i 1 (12)

d’autre part pour tout Isik<i/<3 on a

. -1 0)
o) =
Jk, {0) ( 0 -1
qui est I’élément non trivial du centre de SU, ou de SL;(R) que nous noterons encore
o. Les éléments wf_z et w§_3 engendrent un sous-groupe de SU, isomorphe au groupe
quaternionien qui contient outre o et ’élément neutre e les six éléments wi, » awi’ I

1<sk<!<3. Ce sous-groupe est la partiec compacte M du sous-groupe de Cartan de
SL;(R) d’algébre de Lie a. On a la relation

2 2 2
W) 2wy 3 = W) 3. (13)

On note N, (resp. N, A) le sous-groupe analytique de SLs(R) d’algebre de Lie n,
(resp. n,a), B, (resp. B) le sous-groupe de Borel de SL;(R) d’algebre de Lie b, (resp.
b) et P; le sous-groupe parabolique maximal de SLy(R) d’algebre de Lie v, j=1,3.

Alors P; (resp. P,) est le sous-groupe de SL;(R) dont les éléments p sont tels que

a b 0 t 0 0
ap)={c d 0 resp. a(p)=|u a b
u v t v ¢ d
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On note Q le sous-groupe de P; tel que
Q=P30(W2,3P3“’;,13)

alors les éléments de Q sont les q € SL3(R) vérifiant

a 0 O
:t(q)= c d 0]
u 0 1t

Ainsi Q est engendré par les éléments suivants

yl,z(t), y1,3(t), tER,
61,2(t)’ 62'3(1‘), t> 0, (14)

2 2
Wy,2:W7 3

et si on note q~»q’ I’automorphisme de Q induit par la conjugaison par w, ; on a
99 :

yl,z(t)' = y|‘3(_t)y y1,3(t)' = 31'2(0, tER,
By (1) =8, 50, B, (0" =B,,(1/1), 1>0, (- (15)
(1 2)' = 0w} 3, (w3 )' =, 5
Soit Q I'ensemble des éléments gG SLy(R) tels que 71(g)2,3¥0 (si A est une
matrice, A, ; désigne le coefficient de la k™ ligne et de la I®*™ colonne de A.); Q est
un ouvert de SL;(R) dont le complémentaire est une sous-variété de codimension 1.

Les deux lemmes qui suivent sont conséquence immédiate des résultats analogues
pour SL;(R) lesquels résultent de calculs évidents.

LEMME 2. Soit gESig(R),' pour qu’il existe deux réels s et t et un élément P€P3
tels que

g = a;lyz(S)yZ,ﬁi(t) w2’3P

il faut et il suffit que g€ Q. Dans ce cas cette décomposition de g est unique.
| 4

LEMME 3. Soit PGP;.
() Si n(p)2,2=1=0 P s’écrit de maniére unique sous la forme

p=x1,28)y2,3(t)q avec s, t€ER, q€Q.
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(i) Si n(P)2,2=0 P s’écrit de maniére unique sous la forme
P=w1,zy7,,3(t)q avec tER, q €Q0.

Pour établir le principal résultat de ce paragraphe nous avons besoin du résultat
technique suivant,

LEMME 4. On a les formules suivantes :

Wy,300, 2 g, 3(1) 0y 3 = 0 H(5/0) Yy 5(= 1D, 3 B, (D ec (/D y, S(~1/0, Vs, 1,1%0,
(16)

05391 28,3, 3 = 00, (1100, 39, , B, (=11 w3 3y S(—1/D), Ve, 140, (17)

Démonstration. Par définition de w; ;(—1) il vient
03,301,2(8) h,3(8) 5 5 = 01 5(= )03, 5(—1) 05,5 = 0 5(=8) 5= V) 3 () w5, (1) 3,
oron a
@ 3(=9) 4, s(= 1D, 5(5) = &, ,(s/D)y, ,(—1/1)
comme il résulte de I’égalité analogue dans SL3(R), et on peut donc écrire
W2,3%) (8) Yy, 3() wy 3=y (s/0) Y, (= 1D &, 3(—$) ec, 5() w, 5(—1) “’5,3
= o0, 5(5/0) gy 5 (= /D) 0y 300, 5(8) gy 3(—0) w3, 30, 5(— D) w3 5
mais d’apres la définition de £(¢) on a
wy,3(—0) = “’2_13 6,07
et on peut donc écrire
w2,31 2() Y2 3() Wy 3 = &0y (/0 ¢y (— /1) w, 305, 2(8) Yy, 3(—1) W;23 52,3(’)—1‘”§,3
qui n’est autre que (16) puisque «? est central dans SL,(R) et que
B, (D, ()4, (— 108, 5(1)7" =, (/1) gy (— /1)

comme il résulte de I’égalité analogue dans SL;(R).
Comme par définition de w; 3(f) on a
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Y2:3(0) = oy 3 (1) w, (= 1/0) ec, 5(1/1)
il vient immédiatement

W2,391 242 3(0) Wy, 3 = Wy 3wy ;20 5 (/D) w, (= 1/1) o, 3(1/1) w, 4
or
Wy, 3, 80 3(1/1) ) 3wy 3 =, 5(1/F)

et il vient

W2,3 W1 242 3(0) 0, 3=y H(1/1) 0, 30, W, 3(=1/Dwy 34, 5(—1/0)
= a0, (1) 9, 30, 1By 3(—1/) ) 3 4, 5(—1/1). Q.E.D.
Le résultat suivant analogue au lemme 1 de [5] donne une condition nécessaire et

suffisante pour qu’une représentation unitaire de P; s’étende 4 SL;(R). On remarquera
que le groupe SL5(R) est engendré par P; et w2,3.

LEMME 5. Soient ¢ une représentation unitaire du groupe P; dans un espace de
Hilbert # et U un opérateur unitaire de ¥. La représentation o se prolonge en une
représentation unitaire de SLy(R) telle que g(w2 3)=U si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :

() Ue@ U™'=0(q"), Yq€EQ
(i) U= o(w} 3) (18)

(iii) Up(w, ) U= 0(w, ;) Up(w, ;).

Il est clair que dans ce cas le prolongement de ¢ & SLy(R) est uniquement déterminé
par la condition o(w2,3)=U.

Démonstration. 1l est clair que ces conditions sont nécessaires. Supposons les
vérifi€es. Si un tel prolongement de o existe, pour tout g€Qona

0(g) = o(ec1,2(5) y2,3(1) Ue(p). (19)

avec
9= 3()Yy 3w, 3p, 5, IER, pEP;.

Définissons donc une application de I'ouvert Q dans le groupe unitaire de % a
I’aide de la formule (19) et supposons que nous ayons montré les relations
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olge(g2) =0(g3), Vg1,92,43€Q tels que ¢g1g2 =93

alors en utilisant le lemme 6 de [19] on voit que ¢ s’étend en une représentation de
STL5(R), continue parce que sa restriction a § qui est donnée par la formule (19) est
continue.

Soient donc 41,92, 93 €Q tels que g142=g3. Ecrivons

G = %1250 Y238 Wy 3P S LER, p EP3, k=1,2,3.

On doit donc vérifier au niveau de o la relation

1, 2(5)Y2,3(8) 0, 3 P11, 2(55) Yo, 3(8) W, 3Py = 2y 5(83) Y2 3(13) Wy 3 P3-

En utilisant le fait que o est une représentation de P; et que les éléments oy »(s) et
yz);(t), s, tER commutent, on se raméne a la vérification au niveau de ¢ de la relation
de décomposition

Wy 3 pWy, 3 =y ()Y, 3(Dw, 3p’, 5, 1ER, p'EP,

ceci pour tout P€P3 tel que W2,3PW2,3EQ. Le lemme 3 et la condition (18) (i)
permettent de se ramener a I’'un des deux cas suivants

p=x ()Y, oup=w, 4,0, s, ER.

Il est aisé de voir que dans ces conditions w2,3pw2, 3€EQ si et seulement si £#0. Nous
devons donc étudier deux cas

(a) p= acy,2(8) 32,3(1‘), s, tER, t+0,
D’apres le lemme 4, relation (16) on se rameéne & vérifier
Vo, 5(5) 5, 3(0) U = oax, ,(s/1)y, 5(~1/0)) UoB, 50 ™) ole, 5(s/0) y, 5(—1/1)
relation qui par le fait que
@, 1(8) 4y 3 = B, 5t D ey L5117y, 56D B, 5 (1]
et griace a la condition (18) (i) est équivalente a

Uo(ec, 1(slt] ") yy, (D) U = o(ec, 5(se(0) |t ™)y, 5(—£(1)))
X UQ(62,3(|1|1/2) 62,3“)_‘62,3(“' 1/2)) Q(wl,z(ss(t) ltlm) y2’3(—€(t)))
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que I’on peut écrire griace a la relation (8)

UQ(ml,z(sltl—m) 32,3(50))) U= Q(mlyz(ss(t) |t|_1/2) y2’3(—8(t)))
x Up(h, ;(e(1) ™) @G, (se(®) [ty 5(—(D))).

On se ramene donc aux deux conditions
Uo(ec, 5(8) (1)) U = 0(exy ,(9)y, 5(— 1) Ul 5(8)y, (=1)) ()
o, 5(8) 5, 3(= D) U = 0l 5(= )y 5(1) Uo(hy ,(— 1D o, o(=5) gy 5(1)).
La deuxieme de ces relations est équivalente a la premiére. En effet elle s’écrit
U™ 0ec, (=) h5,5(1)) U™ = @leo, 5(8) g, s(= 1) 0(B, (= 1) U™ 0(ecy (8) g, 5(— 1))
qui est clairement la relation cherchée, modulo (18) (i) et (ii), (8) et le fait que
w3 3% 2(=8) 4y (1) 03 3 = 0, ,(5)y, 5(1), VsER.

Posons,
A=Uo(x, ,(9)y, ;(1NU
B= Q(ml’z(s) 32,3(1)) UQ(ml,Z(s) 32,3(— 1).

Il nous faut donc voir que, modulo (18) (i), (ii), (iii) et le fait que o représente P, on
aA=B, ou A'=B’ avec

A’ = Up(w, ;) Ao(w; ) U™
B' = Ug(w, ,) Bo(w, ) U™".
En utilisant (18) (i) et (iii) on peut écrire
A’ = 0lw, ) Uolw, ) 0(ec, o(5) h (1)) 05, 5) 0(w0; DU 0(w; 3).

Mais on a compte-tenu du fait que ¢ est une représentation de P; et des relations (18)

(@), (ii) et (15)

(") Je tiens ici A remercier encore P. Barrat, qui m’a expliqué comment on pouvait déduire cette relation
des relations (18) (i) (ii) et (iii), ce qui m’a permis de simplifier considérablement la démonstration du
théoréeme 1.
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0, ,) Uo(w, ) 0ac; 5()) 0(wy ) U~ o(w; 3) = 0(w, ) Ue(y, (—5)) U~ o(w; )
= 0(w, ;) oYy 5(5)) (W, 5) = 0y 5(—5))
0w, ;) Uo(w, 1) 0y, s(1) (s; 3) U o(wy )= 0(w; ,) Ue(y, 5(~ 1) Ul o(w; ;)
= 0(w, ) 0y, ,(1)) 0wy y) = e, ,(~1)
0wy ,) Uo(w, ) 0(w) 3) 0(w; 3) U™ o(w; )= 0(w, ,) Uplw; ;) U olw; 1) = o(w] )
ce qui permet d’écrire
A’ =0y, (=)0 (=D w] ).
En utilisant les mémes relations on voit que
B’ = Up(y, o(—5)y; (1)) U™'Uplw, ,) Ue(w; y) U™ Uply, o(~=5)y, (1) U™
= 0(Yy, 58 1. o(— 1)) Ue(w, ;) Uo(w; ) U™'oly, 5(=5)y, 5(1))
et en utilisant & nouveau (18) (iii) il vient
B’ = 0(y, 5(5) 4y o~ Dy 14 56V g (— 1)
¥Q(y2,3(—S)y,_z(—l)w,,zyl_z(—l))
et il reste a vérifier que I’on a dans SL,(R)
(=D w2 =y(—Dwy(-1)

ce qui est immédiat.

(b) p=wi,242,3(1), t+0.

En utilisant la relation (17) du lemme 4 on se rameéne 2 vérifier la relation A=B
avec

A =Up(w, 145N U
B = o(ac, ,(1/1) Up(w, , 8, (—1/)w} 3 4, 5(—1/1).

Comme w, ,4, 5() w,-‘lz=y,,3(t) on trouve que

A =0y, () Uo(w, ) U
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mais on a

52,3(— 1/n= 62,3(1/"') “’2_,(31”(‘»
B 51Dt 5 (—1/0) = oy 5(=D) B, s (1]

et il vient alors

B = o(ac, ,(1/1) Up(w, , 0, 3" gy, 5(~ 1) By, 5(1/]2]))
de plus
w2 “’;,—36(')92,3("062,3(1”,’,) “’1_12 €0
et son image par 1’automorphisme ' est
w5y~ By (1.

La condition A=B s’écrit alors

Uo(w; ) U= o(y, (~0)x, J(1/)y, ,(—08, ,(1/lt) 0, 7 Uo(w, )

or en utilisant les relations (8) et (10) on voit que
y(—1)oc(1/) y(—1) B(1/|t])) = w_(—1) B(1/|e]) = "

et on se rameéne donc 2 la condition (18) (iii). Q.E.D.

II. Préquantification des orbites de dimension minimale, parmi celles non triviales,
dans la représentation (co)-adjointe de SI,(R)

1. Description des orbites
Comme nous identifions s/3(R) a son dual au moyen de la forme bilinéaire invariante
non dégénérée
X, N trXY), VX, YEsLR)

nous ne nous intéressons qu’a la représentation adjointe de SL;(R).

Les orbites considérées sont de deux types : il y a d’une part une orbite nilpotente
et d’autre part une famille d’orbites semi-simples paramétrée par R*. Ces orbites sont
de dimension 4.

12-838283 Acta Mathematica 150. Imprim¢ le 15 ao0t 1983
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(@) L’orbite nilpotente. C’est le fermé 0, de sl;(R)—{0} constitué des matrices de
rang 1. Ayant identifié R? avec son dual de la maniére habituelle, pour tout couple
(g, p) ER*XR? nous noterons g®p la matrice, dans la base canonique de R3, de
I’endomorphisme de R? ({ , ) désigne le produit scalaire canonique sur R>)

x—(x,p)q.

Alors 0, est exactement I’ensemble des matrices s’écrivant g®p avec (g, p) €Z,, le
sous-ensemble de R*XR? constitué des (g, p) tels que g+0, p+0 et (q,p)=0. On a

Ha®p)=n(g)g®'n(¢)"'p, VgESLyR), Vq,p ER*—{0},

On note my I’application de X, sur 0, définie par my(q, p)=q®p.

Dans la suite T.(P,) désigne le fibré cotangent & P,, le plan projectif réel, privé de
la section nulle. Si g€ER*-{0}, nous noterons § I'image de g par la projection
canonique de R*-{0} sur P, et, si xER?, g€ER?*-{0}, nous noterons x4 le vecteur
tangent au point g a P,, image, par la différentielle au point g de la projection canonique
de R*—{0} sur P,, de x considéré comme vecteur tangent au point g de R>*~{0}.

Alors I’application 8 de 0, a valeurs dans T, (P,) définie par

)B(q@p)(xq): (-’GP); V(q,p)EZ(), Vx€R3.

est un isomorphisme de variété.

Le groupe SL;(R) agit de maniére canonique dans T.(P,), son action dans cet
espace étant induite par son action dans P, comme groupe de transformations homo-
graphiques. L’application § induit, en fait, un isomorphisme de SL;(R)-espaces homo-
genes de O, sur T.(P5).

Soit 6, la 1-forme canonique sur T.,.(P,) : si x est un vecteur tangent 2 7, (P,) on a

Bo(x) = x(&)

ot x désigne le pied de x dans T, (P,) et & I'image de x par la différentielie au point x de
la projection canonique de T.(P,) sur P,. La 1-forme 6, est invariante sous ’action de
SL;(R), et SL3(R) est un groupe de transformations canoniques pour la structure
symplectique induite sur 7, (P,) par la deux-forme wy=d6,.

Si x€ER? nous noterons x;, j=1,2,3 ses coordonnées dans la base canonique
(1, ez, e3) de R* et pour j=(1,2,3) nous noterons O, j 'ouvert de 0, constitué des
€léments dont les projections sur P, sont contenues dans I’ouvert affine &f; dont les
éléments sont de la forme g avec g € R*—{0} tel que g;=1. Les coordonnées sur &, sont
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définies par le difféomorphisme a; de R? sur &; qui au vecteur (q,);<.<s, s d€ R? fait

correspondre le point a{q,) défini par

afq,) = (ej+2 i ek) :

k+j

On définit alors un syst¢me de coordonnées sur Op; en utilisant le difféomor-
phisme my ; de R*X(R?—{0}) qui a I’élément ((qei+j Pi+) de RZX(R2—{0}) fait
correspondre le point mo {qx. px) de Oy ; tel que

mo,j(qk: Pk) = (E Dy qu) “ 20
aq,

k*j

que ’on peut aussi écrire

A (e,-+§) a ek) ® <—<p, a),e+ >y ek> Q1)

k+j kj

avec (p, q);=Li+;Pxqr-
Nous noterons (g}, p}) les coordonnées définies fur 0, ; et 3/3q], 8/3p) les champs

de vecteurs qu’elles y déterminent. Dans ce systéme de coordonnées on a

0o, = DO, Phda} et g =, dpjAdg. 2)
k+j k+j
Pour j=1,2,3 on note 0‘;’; I’ouvert de 0, constitué des éléments g®p tels que
g, pER*—{0}, (q,p)=0, g*e; et (p,e;)+0. Alors O} est contenu dans l’ouvert
Ui+ 0.« de 0y et les ouverts 0(;_ k=0(,'n00, o k¥Jj, constituent, avec les applications
mg,  un systéme de cartes sur 0.

Comme m(P3) est le sous-groupe parabolique maximal de SL;(R) stabilisant le
sous-espace vectoriel Res de R? il est clair que P; laisse (’73 stable. Soit Zy=¢,®e,, en

fait Zo=X, 3. Alors Z,€ 0’3, et on note po la projection de SL;(R) sur €, définie par
polg)=g¢"Zo.

(b) Les orbites semi-simples. Ce sont les orbites 0;, AER*, ol 0, est I’orbite de
I’élément

E
zi=7o -1 0
0 0 -i
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Ces orbites sont des sous-variétés fermées de si3(R). On note pa la projection de
SLy(R) sur 0 telle que Pl(g)=9‘zi-

Pour tout A ER* soit =; la sous-variété fermée de R>*xR> constituée des couples
(¢, p) avec (p,q)=A. C’est un espace SL3(R)-homogene pour I’action définie par

4-(q,p)= (@) g, ‘g ~'p), VgESLy(R), V(g,p)EZ,.

Pour tout (g, p) €EZ, on note m,(q, p) la matrice, relativement & la base canonique de
R3, de ’endomorphisme de R?

A
3 2V~ Yign)

ol Uy, p (resp. Vi, ) désigne le projecteur de R3 parallelement a (Rp)* (resp. Rq)
sur Rg (resp. (Rp)*). Alors 'application m; est une submersion de X, sur 0; qui
commute aux différentes actions de SL3(R). On a Z;=m;(e;, Ae;+e3).

Considérons I'action a droite du groupe multiplicatif R* dans X, définie par

t-(q,p)=(tq,t'p), VtER* V(q,p)EZ;.

Cette action est libre, ’espace quotient de X, pour cette action est une variété quotient
et m; induit un isomorphisme de cette variété quotient sur 0,. De plus la fibration
m;:X,—0; est localement triviale. Ainsi X, est un fibré principal au dessus de O; de
fibre le groupe multiplicatif R*, la fibration étant définie par I’application m;. L’action
de R* et celle de SL;(R) dans =; commutent.

On note 6; la restriction & £, de la 1-forme canonique sur R*>xR? définie par

8.k, B) = (p, k), V(q,p)ER*XR? V(k, h) ER*XR>, (23)

Alors il existe une unique 2-forme w; sur 0, telle que
do, = mi{(w,).

Cette 2-forme munit 0; d’une structure symplectique.

Pour j=1,2,3 on note 0, ; 'ouvert de O, constitué¢ des points my(q, p) avec
(9, p)EZ; tel que g+0. L’application m; ; de R’xR? dans 0; ; qui a I’élément
(gDi+j» PDi+) de R?xR? fait correspondre le point m;_ i (1, q) de G, ; défini par

ml.,j(ql’pl) =m, <"j+z q.e,(A—{(p, Q>,-) €j+z D, el)

1+) %)
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est un difféomorphisme. On note gf,p/ les coordonnées ainsi définies sur
0, , et 8/3q{, 8/3p] les champs de vecteurs qu’elles y déterminent.

L’application g; ; a valeurs dans Z; et définie sur 0 ; par

0, m; (4, p)) = (ej+2 a6, A—{p.a)) e+ D, Pzez) Q4

(£] 1B

est une section du fibré principal X;.
Dans le systéme de coordonnées (g/,p}) on a

Wlo, . = 2 dpi \dqj. (25)
Y
Enfin pour j=1,2,3 on note 03{ I'ouvert de O, constitué des my(g, p) avec
(g, p)EZ,; tel que g*e; et (p, e;) 0. Alors @ est contenu dans ’ouvert U4, 0; , de
0, et les ouverts 0] ,=0,n0, , constituent avec les applications m, ; un atlas sur 0}

Le parabolique maximal P; laisse stable I'ouvert €%, qui contient Z;.

2. Préquantification

(a) Le cas de I'orbite nilpotente. Le stabilisateur S, de Z, dans SL;(R) est I’image
réciproque par 7 du sous-groupe de SL;(R) dont les éléments sont

t u v
0 r? w]l, tER* u,v,wER.
0 0 t

L’algebre de Lie 3, de S, est I'ensemble des matrices

a x y
0 -2a =z}, ax,y,zER.
0 0 a

La composante neutre S’o est isomorphe, via 7, au sous-groupe exponentiel de
SL;(R) dont les éléments sont

t u v
0 r? wl|, t>0,uv,wER.
0 0 t
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En fait S, est le produit semi-direct du sous-groupe de SLy(R) engendré par wf_3 et

isomorphe & Z/4Z et de S,.

La restriction a 3¢ de la forme linéaire X —tr(ZyX) est nulle. Ainsi I’orbite 0, est
une orbite entiére. Il y a quatre caractéres de S, dont la différentielle est nulle; ce sont
X1.0s X—1,0» %o €t Xo et ils sont déterminés par

Xl,o(Wis):l’ X—l,o(“’is):_l’ fo(‘”?,s):".’ io(“’f.s)=i' (26)

On note $, leur ensemble. Le caractére y; o est trivial et seuls les caractéres ¥, o,
e==1 descendent & n(Sy).

A tout élément y €S, on sait associer de maniére canonique un fibré en droite
hermitien avec connexion, noté L, et défini par

L,=SLyR) %, C.
Le fibré principal associé a L, est
L¥=SLy(R) x, C*.

Nous noterons P" la projection canonique de SLy;(R)XC* sur Ly. Si X€Esh(R) et
a €C nous noterons (X, a) le champ de vecteurs sur SL;(R)xC* défini par

_d _ ~2inta 27 "
X, a)(g‘ b (exp(—tX)g, e 2,200 Vg €SL,(R), VZEC*.

Alors il existe un unique champ de vecteurs noté pi(X ,a) sur L¥ tel que

X — X J7
X, ), = drf (X a) ). Vg€SL,R), VzEC*.

La 1-forme connexion 6, sur L} est définie par

Bx(Pf(X, a)) —tr(Z,Ad g_lX)-—a, VXEsl(R), Va€EC, Vg € 8743(R), VzEC*.

rg.2 =
27
Pour tout ceci voir [1] chap. I1I.

LEMME 6. Si p, désigne la projection canonique de L} sur Oy on a pour tout
XEsh(R), g€ SLy(R), ZEC*,

Ox(Pz(X , O))p’(g,z) = GOP.,(g)[dPx(Pi((X , 0)p"(g,z))] = oﬂpo(g)(dPO(Q)(X 9 (28)
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Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

SLy(R)xXC* i - L}

Px

SLi(R) B - 0y

ou la premiere fleche verticale désigne la premiére projection. Il est clair que

dp,(FX, 0z, )= dpo(~X"g), VX Esly(R), Vg€ SLy(R), VzEC*.

g, 2

Ainsi 'application de si3(R) dans Tpo(g)(oo) (!) définie par

X dp, HX,0) 5, )

RCES

est une surjection ne dépendant que de Po(g). D’autre part la condition dpo(X ~g)=0 est
équivalente a Adg"X € 34; comme pour tout X € 5y, tr (Z,X)=0 on voit, en utilisant
(27) qu’il existe une (unique) 1-forme 6, sur O, telle que

ex(Pi(X’ 0))px(g, o= oéPo(g)[dPX(Pﬁ(X’ O)Pz(ﬂ' Z))] ’

Cette 1-forme est SL;(R)-invariante comme le montre un calcul facile. Comme la 1-
forme 6, est elle méme SL;(R)-invariante pour montrer que 6,=6} il suffit de montrer
qu’elles coincident en Z,.

Soit X € sl3(R), X=(xx1) 1<k, 1<3, alors

Ox(P:(X’ O))pl(e.z) =X

D’autre part
dpo(—X) = (L x;¢) O e;+e, ® (L xye)

—Xy X

2 X3
=dm 0 0 ( )
0.1(0 1) X3 XpTXy

et griace a la formule (22) on trouve

(") Si V est une variété et x €V, T, (V) désigne I’espace tangent en x A V.
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Bo(dpo) (—X) = —x3. Q.E.D.

COROLLAIRE. La forme courbure de L., x € S, n’est autre que wy; ainsi wg est la
deux-forme canonique sur Oy, en particulier on a

wo(dpo(X), dpo(Y)) = tr (Zo[X, Y1), VX, VYEsh(R).

Nous noterons I, I’espace des sections de classe C* du fibré L,. Si % est un
ouvert de 0 nous noterons I'y|o I’espace des sections de classe C” au dessus de %. Si
s€T, | il existe une unique fonction £ de classe C* définie sur p, ‘() telle que

(o) = p* @.£/g), VgEp, (W) (29)
de plus f; vérifie la condition de covariance
fgh =26 19, Vg€Ep, (W, VBES,. (30)

Réciproquement la donnée d’une fonction définie sur p(; l("ll) et vérifiant la condition
(30) détermine a I'aide de la formule (29) un élément de [q.

Soit V, la connexion sur L, associée a la I-forme connexion 6,; c’est une
application de I’espace D(0p) des champs de vecteurs sur G a valeurs dans Homc (T',)
telle que

Ve =fVye, VEED(Oo), VfECT(0p)
Viefs) =fVye()+E fs, VEED(Oy), VfECT(On), VsET,

(C™(0p) désigne 'espace des fonctions de classe C* définies sur @) et elle est
uniquement déterminée par la condition

V.&(s) (m) = 2in6,(ds,,(E,) s(m), Vs€ I,, VEED(0,), VmE O, tel que s(m)+0. (31)

LEMME 7. Soient £E€D(0p), m€ 0, 96513(11) et X€sli(R) tels que po(g)=m et
dPo(—-X 'g)=§m, alors pour toute section s de L, définie dans un voisinage de m et
vérifiant s(m)+0 on a

df, (=X-¢)
V,:(5) (m) = 2im | By(&),,+———— | s(m). (32)
2intf,(g)

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif
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P(;l (%) £y SZ:;(R) xC
Po P
U u - L,

ou 9 est I'ouvert de définition de s et F I’application de Pg 1(Gll) dans SL;(R)xC définie

par
F(g)=(g.£(g), Yg€Ep, (U).
On a alors les relations
ds,(&,,) = ds,(dpo(—X -g)) = dpl_ ; ,(dF, (=X "g))

mais

df, (~Xg)
dFs(—X'g)= X, -——
! Ziﬂfs(g) 4.fg)

€t on trouve

df. (-X-9)
ds,(&,) = ps (X, - —’-——9)
2i7tf,(g) AT

La formule (32) est alors conséquence immédiate de (27), du lemme 6 (28) et de
3. Q.E.D.

(b) Le cas des orbites semi-simples. Le stabilisateur S; de Z; dans SLy(R) est
I'image réciproque par & du sous-groupe de SL;(R) dont les éléments sont
t —A'¢ AT't—d)
0 a b , a,b,c,d, tER tels que tad—bc)=1.
0 c d

L’algebre de Lie 3; de S; est I’ensemble des matrices

T =AYy 27 z-9)
0 a B , a,B,7,6,TER tels que a+6+7=0.
0 y o}
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etona
T =AYy AT@-6)
tr(Z,X)=1r, VX€ES3 avec X=1}0 a B
0 y 0

Ainst le noyau 3; de la restriction a 8; de la forme linéaire X+—tr(XZ;) est une sous-
algebre de Lie de si3(R) isomorphe a sh(R). Le sous-groupe analytique de SL;(R)
d’algebre de Lie 3} est isomorphe 4 SL,(R) et il contient donc I’élément 0. On voit
alors que pour tout élément y de $;, ’ensemble des caractéres de S; dont la différen-
tielle est la restriction a 3; de la forme lindaire X+—2ixtr(Z; X), on a y(0)=1, et tout
élément de S induit en fait un caractére de 7(S;). Ainsi tous les objets que nous allons
définir & partir des orbites 0;, A%0 seront en fait définis pour le groupe SL;(R).
Les éléments de S; sont les y, 41, e==*1 définis par

_ 1 yaind t -A7'¢ A'e-a)
X149 =M . } Vg€ES, telque nlg) ={0 a b S €
X—l,i(g) = &(1) |t|2'”;~ 0 c d

Comme dans la partie (a) de ce paragraphe, on définit pour ¥ €S, le fibré SL;(R)-
homogene L,, avec connexion V, et 1-forme connexion 6, etc . ...
Soit 7 le caractere de S, & valeurs dans R* défini par
t =A7'¢ A'e-a)
17(9) =t, vge S, tel que Jt(g) ={0 a b

0 ¢ d
alors si x€S; on note x' I'unique caractére unitaire de R* tel que y=y' o7, et on
considere le fibré au-dessus de 0

L =% x,C.

On note p'* la projection canonique de Z;XC sur L,. II est facile de vérifier que
I’application ®, de L, dans L, définie par

(" (i@, D =942, VY4ESLy(R), VZEC,

ol p; est la projection de SLi(R) sur 3, définie par pi(g)=g-(e,,/le,+e3), est un
isomorphisme de fibrés ST(R)-homogenes.

LEMME 8. Pour tout X € sl3(R), g€ SLy(R), zEC* on a

B,(PAX, 0) .., = O,(pi(~X-g)) (34)
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Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

N P
STA(R)XC* - Ly
D,
p”
3, xC*

ol ®; est I'application définie par
@9, 2) = (pi(g), 2), VgESLy(R), VzEC*.

Alors on a

PUX. Oy = dp'h, , (d®

4.0 “T 04,2 (X, 0)

)

(g, 2) (g, 2)

de plus on a, si pry désigne la premiére projection de X, XC* sur X,

dpr,, 4%, (X,0)

9.0 g2 = dP}t(_X g)

Comme !application dplgx(g 2 induit un isomorphisme de I’espace tangent au point

®;(g,2) & Z;%{z} sur Iespace tangent au point P”‘ ®;(g, 2) a Ly on voit que le vecteur
X

P*(X’ 0)pl 4.2
GX(PT,(X , 0))P1(9-Z) est indépendante de z € C*. 1] existe donc une 1-forme 6; définie sur

est uniquement déterminé par dp,i(—X ‘g). De plus D’expression

3, telle que

0, (PUX.0)) 5, = O3(dpi(~X-g)).

P, 2

Cette 1-forme est clairement SL,(R)-invariante et pour montrer (34) il suffit donc de
montrer que §; et 6; coincident au point (el,/le|+e3)=p,’1(e).
Soit X € sl3(R) X=(xy), < 1«3, alors, d’apres la formule (27)

6,(px(X,0) —(Ax;;+x3,).

pre.) =

D’autre part
dPﬁ("X) =(=Zx,e,L(x;txy)e)

et grice a la formule (23) et a la définition de 6, on a

0.(dpi(— X)) = (—Ax,; +x3). Q.E.D.
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COROLLAIRE. La forme courbure de L,, xES} n’est autre que w;; ainsi w, est la
Jorme canonique sur O et en particulier on a

w(dp(X), dpu(Y)) = tr (Z;[X, Y]), VX, VYEsh(R).

Soient % un ouvert de 0, et s €T, | alors on note f; la fonction sur m; '(U) définie

par
FUpig) =£(g, VgEp; (U). (35)

Cette fonction existe parce que le stabilisateur de (e;, ey +e;) dans SL;(R) est Kern.
La fonction f; vérifie la condition de covariance

fut-m)y=x'(t"" film), ViER* VmEZ,. (36)

Et I'application s—f; définit une bijection de I', |4, sur ’espace des fonctions de classe
C” sur m;'("u) vérifiant la relation de covariance (36). Le résultat suivant se démontre

de maniére analogue au lemme 7.

LEMME 9. Soient §€D(0;), m€0O,, n€EX; et CET,(Z;) tels que my(n)=m et
dmA"(C)=§m alors pour toute section s de L, définie dans un voisinage de m et vérifiant

s(m)*0 on a

, df. )
ng(s) (m)=2in 0,1"(?',‘)+ 20t ) s(m). (37)

III. Quantification et représentations de P;
1. Polarisation

Se donner une polarisation 2 sur une variété symplectique M c’est se donner en chaque
point m € M un sous-espace lagrangien 2,, du complexifié de I’espace tangent en m a
M vérifiant les conditions suivantes : si D(%) désigne le sous-espace des champs de
vecteurs & sur M tels que VmEM, ¢,, € ?,,, on doit avoir

() Prn={Em, EED(P)}, VMmEM
(i) [5,n1€ED(P), VE, Vn€ED(P).

Il est alors aisé de vérifier que les orbites du sous-groupe H, de SL;(R) dont les
éléments sont 91,3(t) y2,3(s) s, t ER constituent un feuilletage de O}, A ER par des sous-
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variétés lagrangiennes simplement connexes. En effet H, est un groupe commutatif
agissant librement dans 3.

On note %, la polarisation de (’Tj ainsi définie. Il est clair que cette polarisation est

invariante par P;, i.e. que
g g)lm = @l,m’ Vg€P3, VmE O}

puisque H, est un sous-groupe invariant de P3. Un calcul facile montre alors que pour
tout m€ 0, , (resp. 0; ,) une base de P, est

(3/343,3/8py),, (resp. (3/3q3,3/3p3),,).

On note Xi la sous-variété fermée de 0’} constituée des points my(g, p) avec (g,p)€EX,

tel que (p—A(q/{q,q)),e;))=0, I=1,2. Chaque feuille intégrale de la polarisation ren-
contre X; en un point et un seul; pour tout m€0; il existe un unique élément

Jti(m) de Xi qui soit dans I’orbite de m sous Hy. Si m=m;(q, p) avec (¢, p) €EZ, alors

M) = 4y (5, ) Y2,3( g, ) M

avec

- q; - 9,
1 1
Sq.p = P3 (P1"1_‘>: lgp =P <P2_'1 )
" q+a;) qi+d;
On pose X; ;=X}n0; , j=1,2; les X ; sont des ouverts de cartes de Xj, les coordon-

nées étant définies par

RxR* : X;;

q

etona xi (g, p3)=xi, ,(q,,P3) si et seulement si g;=1/g; et p3=q2p3. 1l est alors facile
de voir que ’application 7} qui est une submersion induit un isomorphisme de variétés
entre 0o/, et X;.

2. Espace de représentation

Nous noterons pour x € S‘l, AER, Ff * le sous-espace de I‘x| o3 dont les éléments sont les
A
sections s vérifiant
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Ves=0, VEED(P). (38)

Soit B”* le fibré principal de fibre GL,(C), fibré des bases de la polarisation #; et
soit L; |, le fibré en droite

L ,=B"x_ ,C

'detll/Z

ol |det|"” désigne le caractere de GL,(C),g+—>|detg/”. On note T ;. I'espace des

sections de ce fibré, que ’on appelle aussi 1/2—%;-densités. Se donner une 1/2—%;-
densité c’est se donner une application v définie sur B” a valeurs dans C et vérifiant la
relation de covariance .

(bg) = |detg|~"?v(b), VbEB™, Y€ GL,(C).

On dit que la 1/2—%;-densité v est P;-covariante si pour tout ouvert % de O; et
toute section b de B** définie sur % et constituée de champs de vecteurs localement
hamiltoniens sur % la fonction vo b est constante le long des feuilles intégrales de %;.
On note l"f:; le sous-espace de T, , constitué des sections %;-covariantes.

Tout élément v € I‘z‘zl o » J=1,2 s’€crit sous la forme
Aj

—_— 9}1
v=fv

avec f une fonction sur 0}} ; constante le long des feuilles intégrales de 2, et vj‘?‘ la
12— P;-densité définie sur O ; par

,,Ji”l<i,i_)=1, k+jet k+3.
9q; 9pi

Nous noterons l"i "in I'espace des sections du fibré L ®L, ,, qui s’écrivent sous
la forme sv avec serf’* et vEF‘;’;;.

Soient B3* le GL,(C)-fibré principal des bases du fibré cotangent de la variété
X3, et T I’espace des sections du fibré

By*x ey C-

Un élément de I'; est ce que I'on appelle une densité sur X2, et se donner une densité

sur X; c’est se donner une fonction v définie sur B}* et vérifiant

v(bg) = |detg|~'v(b), VbEB}*, Vg€ GL,(C).
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Soient y,, i=1,2 deux éléments de T’ ’f: Y tels que y=sv; avec s;€ I‘f toet

v,ET3, i=1,2. Considérons alors b€ B}*, m€ 0} tel que 73(m) soit le pied de b, &,, &
deux vecteurs de T,(03) tels que (dnim({-',), dnim(éz)) soit la base duale de b et qu’il
existe deux vecteurs &,,&, de P, tels que (§,,§,,¢,,,) soit une base symplectique

de T,(0?), alors le nombre

(sl(m), sz(m))x vl(C]a Cz) Vz(Cp Cz)

((, ), désigne la structure hermitienne du fibré L,) ne dépend que de b et si on le note
(41, 92) (b) alors ((31, 1)) est une densité sur X3, et I'application a valeurs dans I’}

et définie sur I"i‘l/le“’z*m par (v, Yy )—->((1,¥>)) est sesquilinéaire et elle vérifie

que pour tout i € F’Z‘,/z, ((y, v)=0.

On note I‘z ‘. le sous-espace de I": *» constitué des sections y telles que
f (p, p)) <+,
2

Alors I‘Z ‘> est un espace préhilbertien pour le produit scalaire
(Y1, 9,) = fS(('/)pll’z))-
X

Nous noterons ?tf ‘1 le complété de I‘i » pour ce produit scalaire. Pour tout ce qui

précéde voir [7] pp. 230-240 et aussi [16].
Comme P; laisse invariantes toutes les constructions que nous avons faites il est
clair que son action dans I'espace T,| 0}®I‘L \ laisse invariant le sous-espace I‘i L et

que la représentation de P ainsi définie est continue et unitaire.

3. Formules pour les représentations de P;

(@) Le cas A=0. Soit ¥ le sous-ensemble de SL;(R) dont les éléments sont

1 0 0
x t 0 |wi, xv2ER,1>0,k€E{0,2)
y z t!

(on a identifié les éléments de exp (b) avec ceux de n(exp (b))). Alors ’application o> &
valeurs dans ¥° et définie sur ) | par
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1 0 0
o <m0, 1 (ZZ 22> ) =| 9 lps| 0 w;,_;(p])
3 3 q; —€P3)p, [P3|_1

est une section au-dessus de (’.’73,1 de la projection po, et c’est un difféormorphisme de
03, sur 2.

Soient x €S, et U un ouvert de O; si € T, |o; on note [s1? la fonction définie sur le
sous-ensemble de R2XR?, mg (03 , N ), par

q, D
(s (g, 43, P25 P3) =fs<‘73m0,1 <qz pj)) (39)

A . P, . .
Grace au lemme 7 on voit que s€TL,° si et seulement si

4, P

)ERZXR2 avec p;+0. (40)
q; D3

[5]3 (qz’ q3, P> P3) = e_zmqlps[sr(qz, 0,0, P3)a V(

Si y est un élément de f %, alors il existe une unique section sf:"e I‘:‘;, telle que
s 0,1

—_— g’o 90
'plqa”—sw 4]

On définit alors la fonction .955,0(1/)): RxR*—-C en posant
%% ) (q.p) = [5,T(9,0,0,p) @1
alors il est facile de voir que pour tout y,, wzer;’f ‘n
(@1, ¥D) (g, dp),_ () = F5¥)(@.P) (¥ (@, P)

et comme le complémentaire de X,N 0 , est une sous-variété de codimension 1 de X,

on a pour tout y,,y,€ I‘Z"m

(Y1¥,) = (Y, ¥ = f %W (q.p) $5(¥)(q,p) dgdp.
RxR

XN 05,

Ceci montre que l’application Jg,o induit une isométrie de %f",,z dans I’espace
L*(R?) des fonctions de carré sommable sur R? pour la mesure de Lebesgue. Or il est
clair que le sous-espace de L%(R?) image de cette application contient le sous-espace

P(RXR*) des fonctions de classe C™ et & support compact; ainsi I’application .955,0 est

un isomorphisme d’espace de Hilbert entre 76: °%n et LX(R?).
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Pour tout y€S, nous noterons o, la représentation de P; dans l’espace
%i ° »=L%(R?. La proposition suivante en donne I’expression pour les éléments d’un

syst¢eme de générateurs de P;.

PROPOSITION 1. On a pour tout f€ L*(R?) et pour presque tout (x,y) ER?,

@ 0,12 Y1,3) fx,y) = €f(x~5,y), Vs, tER

(b) o, ,(0) f(x,y) = 1f(x, 17'y), V>0

©) @By (0) fx,y)=r'f(t'x, £y), VE>0

@) o,(wr ) f(x, ¥) = 1w, 3) fx, =) @2)
(©) 0,(ws,5) fx,y) = 1 (0 **0M?) f(~x, —y)

® oy, ;) flx,y) = ¥ f(x,y), VIER

) (e, () f(x, ) = xlwily " DUy || 13"V f(x/(1~ 1), y(1~1x)),
VtER
1+&lx)

(h) o,(w, ) fx,y) =x(w; 3 ) |x|""2f(=1/x, —xy).

Démonstration. La proposition résulte immédiatement des relations suivantes :

1 0 o i 0 o
@ 4=V x bl 0 Ju O =|x=s bl 0w, ¥
0 0 P! -t 0 |y
3 3 8
(=5) (z)( ) —(—,—) .
e 923 \ 3p; m  \343 9P3/ g, s~y sy
0 0
(b) B,,z(r') x w V€ t2x Y0 w8,
0 0 M" 0y
0
b, 2(t—1)< ) ( ) (I —2)'
a4}’ ap! 8ay 3p3 )@, om \O 1
0 0
- -1
(©) 82,3(1-') x w0, 0 = -'x 0 fw
0 0 |y|‘ 0 ty|™!

530-‘)( , ) ( ) (' 0),
39} 9p3)m \084} 9P3) @, hm \O

13-838283 Acta Mathematica 150. Imprimé le 15 ao0t 1983
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1 0 0 1 0 0
@ wit(x b0 Juo=(x bl 0 Jupow
0 0 P 0 0 P
). G
" \9q3 9P3/ (m) 9493 3p; /w3 m
1 0 0 1 0 0
©  walx DO Jeuy=[-x B 0 |Vt
0 0 P! 0 0 [y
(G 2) (&)
" \9q3 9p, (m) 8q; dp, (w,, )
1 0 0 1 0 0
® g0l b0 Jo3= x bl 0 fw
0 0 [ —tx =ty Pl
d 9 9 0
(7 <aq;"9p§>(m> <aq§’apé>(yz_3(—o-m)'
1 0 0 1 0 0
@ x,,(-n|x |y 0 w;?(y)=m,'2(—t)y,,2(x) 0 Jy O w;j;‘”,
0 0 0 0 P

Nous devons donc décomposer dans Siz(R),mx,z(—t)yl,z(x). Le calcul dans SL,(R)
montre que

! 0 x \2 1—tx 0 -1
(-0 y(x) = X 1 ,<1+z l—tx> 0 (1—rx)! s ull—tx|

1—tx

1 —t(1-tx)
(o ™))

ol u est tel que u?=¢(1—1x).
Le second membre de cette égalité s’écrit

(5 7))

avec ®(2)=ule(1—tx) (1+2x)]'?, VZEP.
D’autre part on a

ac(—t)y(x)=<<l;tx _1t),(1+zx)"2).
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Si 1-tx>0 alors u=1. Si 1—tx<0 alors x>0 et si >0, comme 0<Argz<m et
O0<Arg(1+zx)<m on a Arg((1+zx) e(1—tx))=—n+Arg(l+2zx) et on trouve u=i; si t<0

de la méme fagon on voit que u=—i.
On peut donc écrire

u= ie(l)(l —e(1—1x)2

et d’apres le lemme 1 (6) et la formule (8) on a

1-¢. 0 —e(t)(1—e(l~1x

Il vient alors

(=) ylx) = y(——l —)—ctx) B([1—tx]) ' 0 gl1 o0 “““‘”‘”“a:(— _l——t?>

d’ou ’on tire

1 0 0
x ,(=0lx |y 0 w;‘_f(y)
0 0 [
X e(1-1x)—1 [1—¢ —e(l=tx —t 1—-£(y)
_ y1,2<l—_t;)51,z(|1"’xl)wn,z' PRI ’”/4001,2(1_,x)52'3('y|)“’2,3

comme 8, ,(1) 6, ;(:") €S, V>0, il vient

1 0 0
o, -0lx 0w
0 0 |y
1 0 0
€| x/(1-tx) |y(1—1tx)] 0 wi('lz"x)“‘w;'—;(y)oll—s(l)][l—e(l—tx)]/4go'
0 0 [y(1—ex)|™!

Mais dans SU, on a
e(l—tx)—1 l—e(y) 1-e(l—1x) _(d—e())e(l-1x)
W2 Wy,3 W2 =Wy3

e(1-tx)-1 _  1-e(l-tx) e(l-wx)—1
1,2 =Wy 3 W3
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d’ou I'on tire

1 0 0
0 0 [y
1 0 0
€| x/(1-tx) |y(1—tx)| 0 w3 OO I I+ el el -0l
0 0 (1—tx)|™!
Enfin, pour
1 0 0
m=p{|x bl O w;_;(”) ,
0 0 P
ona

x (—:)(_3_1 _(2. 8 (<l—tx>" 0 )
Y2 N\0a) 8pt )y \84L 8P1) @, s-0om \—ty(1=1x)  (1—tx)’

i 0 0
(h) wiplx B0 Jery = w08, (D wh s
0 0 |y

Mais dans SL,(R) on a

w_'y(x) = ((_T _(1)>, d>) avec ®(z) = (Tﬁ-l) lIz(xz+1)”2

pour calculer & remarquons que Yr>0

Y (N n
&) =17 D) (txi+l> (txi+1)

d’ot I'on tire

[ 12 5
D = l' ; i+ 1 112 _ ,inld
() =lim (txi-H) (txi+1) e

t—0

et donc ®(z)=(2)"?, VZEP.
D’autre part on peut écrire

(i N (W R (A
(9 (6 )
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avec u’=—¢(x), et le second membre de cette égalité s’écrit
-x -1 1”7
1 0 , W) avec W(z) = u(—¢e(x)z)"“.
On a donc u=i si x>0, u=1 si x<0; d’ou I’on tire (lemme 1 (6) et formule (8))
w400 = y(~ 1) B w T Pac(1/x) 43)
et alors, grice aux mémes calculs que précédemment il vient
1 0 0 1 0 0
“’l_lz x |y O w;,_;(”e -1/x  |xy| 0 w;f';""’w;‘;*“"” o
0 0 Py 0 0 |l
Enfin, pour
1 0 0
m=po| | * bl O “’;,_380)
0 0
ona
o <1 i) _ <i i) (-lfx 0 )
"\od 5} \0d} B0} wiim\ & ¥ QE.D.

(b) Le cas A%0. Soient XGS‘A et U un ouvert de Gy; si s€l |y on note [s] la
fonction définie sur le sous-ensemble de RZxR?, m; (0, N %) par

g P
[s1(92, 43, P, P3) =fs'(°*-' gt (qz p§>>'

Grace au lemme 9 on voit que s€ 1"3 * si et seulement si

2
-2in q
[51(qz @5, Py Py = € "Ps] (qz,O,ll—zz,m)-

T @4
Siy€ I‘; %, alors il existe une unique section s:‘ € Fg;:), telle que
""o},. = sz‘ v?‘.
On définit alors la fonction .9%1(1/)) :RXR*—C en posant
5 @) (a.p) = [s}'] (q, 0,4 H‘-qu ,p> 45)
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alors il est facile de voir que pour tout y,,y, € I“: A
(1, YD) dg, dp), ) = I5,¥) (4, P) $5(¥2)(q, p)

et de la méme fagon que précédemment on démontre que I’application J‘% induit une
isométrie de ’espace %f A sur LAR?).

Si e=+1 nous noterons g, ; la représentation de P; dans I’espace %f Z’]/Z"—“LZ(RZ).
La proposition suivante en donne I’expression sur les éléments d’un systéme de

générateurs de P;. Sa démonstration se raméne au calcul de ’action de ces éléments de
SL3(R) dans Z;.

PROPOSITION 2. On a pour tout f€ L>(R?) et pour presque tout (x,y) ER?,

@) 0,141,230 fx,y) = €™f(x~5,y), Vs, VIER

®) 0108, ) flx, ) =y, 1] (¢x, 7ly), VIER*

© 0018, 5 flx,y) = lf|"\f(¢7x, t”"y), VIER* 46)
(d) 0,10y (1) flx,y) = €™ f(x,y), VIER

(©) o, (e, ) fx,9) = x. ,(1—1) " [1—tx| " f(x/(1—1x), y(1—-1x)), VIER

® o, :(w; ) fx,y) =, (=x") x| " PA-1Ux, —xy).

On remarquera que lorsqu’on fait A=0 dans les formules (46) on retrouve les

formules (42) pour y=yx. o. Désormais nous noterons o, o la représentation ¢, pour
X=xe.0, E=£1. Nous noterons aussi Jo (resp. go) la représentation 0y, (resp. Qio)‘

IV. Noyaux de Blattner-Kostant-Sternberg
1. Une nouvelle polarisation et un autre espace de représentation
L’élément w, 3 de SL;(R) transforme I'ouvert O’} en 'ouvert 0’} et la polarisation %;,
définie sur 0}, en une polarisation 2,, définie sur Of En tout point m de
0%, (resp. 0% ,) le systeme de vecteurs (8/3q}, 3/8p}),,, (resp. (3/8q3,8/3p}),) consti-
tue une base de 2, .
La sous-variété fermée X;=w,,X; de 0; constituée des points m;(g,p) avec

(g, p)EZ; tel que (p—A(q/{q,q)),e;))=0 pour [=1,3 rencontre chaque feuille intégrale
de 2; en un point et un seul, et, si on note pour tout point m € 02, x3(m), ’'unique point
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de X3 qui soit dans la feuille intégrale de 2, passant par m, alors I’application nﬁ induit
un isomorphisme de variétés entre 0:/2, et X-.

LesX; =X;n0; ;, j=1,3 sont des ouverts de carte pour X3, les coordonnées étant
définies par

3
RXR* > Xi_j

Aq )
’ m, ; 05 » Vo .
(g.p)— 1,,< q.p g

Pour j=1,3 on note v]?ﬁz‘ la }—2,-densité 2;-covariante définie sur I’ouvert O’f ;jpar
v(0/0q),8/0p)) =1, k*j, k+2.

De la méme fagon que dans III, § 2, pour tout y € S, nous définissons 1’espace de
représentation 76;:2 %»- Nous allons voir que ces espaces sont encore isomorphes a
L*(R?).

(@) Le cas A=0. Soit ¥? le sous-ensemble de SL;(R) formé des éléments

1 0 0
x !z w’z‘J, x,¥,2ER, t>0, k€{1,3}
y 0 t

(on a identifi€ les éléments de exp (w, ; bw; '3) avec leur projection dans SL3(R)). Alors

I'application o? a valeurs dans ¥? et définie sur 0} par

1 0 0

p - 2-¢(py)

02 (mo,l <q2 2)) = q2 ‘p2| : _s(pz)p3 w2,3 :
T P q; 0 le|

est une section au dessus de 0&, de la projection pos ¢’est donc un difféomorphisme de
05, sur V2.

Soient y €S, et U un ouvert de Op; si s € I',|a, on note [s]? 1a fonction définie sur le
sous-ensemble de R*XR?, mg |(O2 N U), par

q, D
[51(2,> @3> P> P5) =ﬂ<02mo,1 <qj ;)) @7

En utilisant le lemme 7, on voit que s€ Ff" si et seulement si



192 P. TORASSO

9, D

)€R2><R2 avec p,+0. (48)
q; P3

[s1(qy, @3 P2r P3) = € P [s12(0,g5, 5, 0), V(

Et si y est un élément de I"f",,z alors il existe une unique section si°€ l"f["oz telle que
! 0.1

'/)Igtz),1 = sf? 1’-:2‘"

On définit alors la fonction .%0(1/)) :RXR*—C en posant
5 W qp) =[5 ] ©,4,p,0). (49)

De la méme fagon que dans III § 3, on voit que I’application .9‘50 induit un isomor-
phisme d’espace de Hilbert entre 36;??,,2 et LR?).

Si x et y sont deux nombres réels, (x, y) désigne leur symbole de Hilbert : (x, y)=—1
si x et y sont tous deux négatifs, (x, y)=1 sinon. On a alors le résultat suivant :

LEMME 10. Soient xESo, U un ouvert de O, et sEI‘xlql. Alors pour tout
(‘“ p’) Emyl(02 ,n 62, N %)
q; Ps
ona

[513(Q2a qg,Pz,Pg) = ("‘P3sP2) [S]Z(qz’ 43;P29P3) six= Xoouy= fo

) 50
[sY(@2> 3, P2 Py) = [s1*(q3) @5, P2s P3)  sinon. 50

Démonstration. Pour tout m€ 0y ,n0; NU posons &(m)=c*(m)~'a(m). Alors
o(m)€ S, et, d’apres la définition de [s]* et [s]* (formules (39) et (47)), on a

[P (mg,y (m)) = 2 (6(m)) ™" [sF (3 (m))

11 nous faut donc calculer 6(m) lorsque

m=myg, (Zz :) avec (Zz Zj) Emg (G5, NG;,1)
c’est-a-dire avec p, p3+0.
Dans ces conditions on a
1 0 0 1 0 0
o(m)= w;('p;)—Z —e@)(p.q); Ips e@ps || 4 lps| 0 “’;.-35@3)
—qlp,|™! 0 ™" / \as —¢@y)p, lps| ™!
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=22 —e@)(p.a), O || @tpi'pias bl O
~aslp,|™’ 0 ™ 9 0 |py™

Xacy 3(1p,P3) thy, o(—PyP3) Wy 3 7

et en effectuant il vient
o(m) = Wz_,lsﬂ(pz)_dp’)gz,s(lpzl’sl) e, 3(1/p,py) yz,a('Pzpz)
que I’on peut écrire, compte-tenu de la définition de w(r) et de la formule (8)
o(m) = w;fp;z)-e(ps)-e(pzp;)gz's(pz P3)wy 3(Upy p3)ec, 3s(—1/p, ps).
En utilisant la définition de 8(¢) et la formule (8) il vient
B w(1/n = ™', viER-{0),
et en reportant dans d(m) on trouve
8(m) = ol PN (—1/p, py). Q.E.D.
Si x=Xc,0, €=%1 et s€T,|a, avec U ouvert de Gy, on pose (sl=[sPP=[s]>.

(b) Le cas A%0. Ici les choses sont plus simples. Soit y €S, si wGI‘i‘m on note
s I'unique élément de %, tel que
4 A6,

p— 'QA 21
1P|o§l - sw 4]

et on définit la fonction Jﬁl(zp) :RXR*—C en posant
5w @,p)=[5,]©0,4,p,0). (51)

Alors I'application .9551 se prolonge en une isométrie de I’espace 7{;@ 4 sur I’espace
L*R?).

2. Dualité entre les espaces 3(: in et ?lf Az

Soit @ (resp. ¥) un élément de I‘: 4 (resp. I‘i‘,,z); écrivons alors @=sv (resp. y=tn)
avec s € I‘f‘ (resp. t€ I‘f‘) et vETTA (resp. nET(L). SoientmE N2 et (&4, &,) (resp.
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(1, £>)) une base de g)l,,. (resp. le) telle que (&}, &>, &1, &) soit une base symplectique

de T,(0;). Alors le nombre (s(m), H(m)), v(&,, &) n(g,, €,) ne dépend que du choix de ¢,

Y et m, et si on le note ({@,y)), (m), application m—({@,y)), :(m) est une
fonction de classe C* sur I’'ouvert 0; N 0:. On pose alors,

(@), 2= f (), s s A

s

On définit ainsi, du moins formellement, une dualité sesquilinéaire entre les espaces

I‘i L et Fffm. On note encore ( , ), ; le produit scalaire hermitien défini sur Z(RxR*)

par
(£:8)y1={(F5) (), ()7 (®)) .10

Il est clair, par définition de 3 et $%, que pour tout f, g € (RXR*) la fonction
(B, (F5) ' (9))) vérifie

4, P
((#3)7' (D, (#3)7'@))) <m0,1< ’ ;;))

q = |f(‘I2aP3)' |g(413, P2)|:
3

V(‘Iz: p3)1 (q:;,pz) e RXR*.

Ainsi la dualité (, ), induit un opérateur Jf?gl a valeurs dans @'(RxR*)

I’espace des distributions sur RXR* et défini sur (R XR*) par
(f, 9,,@) =(f.8),1» Vf Y2EDRXR¥)
ou ( , ) désigne la dualité sesquilinéaire canonique entre Z(RXR*) et 2'(RXR*).

PROPOSITION 3. Si A=0 et y=3, ou x=3o on a

F7,(8) (x, ) = f (=y,£) &5 g(E, D) dEDL, Vg € DRXRY), Y(x,y) ERXR*. (52)

SiAER, e=x1l et y=y. 0na

I, (8) (x,7) = f 0Dk 1) dEE, Vg€ DRXRY), V(x,y) ERXR*.  (53)

Démonstration. Ceci résulte immédiatement des formules suivantes (cf. lemme
10). Si 1=0 et x=¢, ou x=xo on a pour tout f, g € HRXR*)
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) ~ 9 P
((#5)7'(N, F5) ' @)) (mo,.<q3 ,,3))

‘2i7[(Q3P3_112 Pz)‘f(

= (=p,,p3)e q,,P3) 8(q;3,p) » Y(q,,p3), Y(g5, p,) ERXR*,

Dans le second cas on a pour tout f, g € Z(RXR¥*)

d4, D;
-1 -1
((I5)7(), (F5)(®)) <mo,1<q3 p3)>
= o 2ima3p3—qyp) ola. oY *
=e fa,,p3) 8(q3,p), V(a5 p5), Y(g;,p,) ERXR*. Q.E.D.
On voit donc qu’il existe des opérateurs $ et $ définis sur Z(RXR*) tels que
j=fz‘_@l si A=0 y=yx, ou y=yxo et ﬂ=ﬁf‘% sinon. On a
IHf(x,y)= j PO OF(E, £) dE (54)

If(x, y) = f (—y, 0) e OsIf(E, L) dE . (55)

PROPOSITION 4. Les opérateurs $ et $ se prolongent, de maniére unique, en des
opérateurs unitaires de L*(R?).

Démonstration. Pour ¥ ¢’est clair, puisque c’est une transformation de Fourier.
Pour ce qui concerne $ on peut écrire $=.%,0 M0 %, avec

I flx,y) = er"”Ef(E, x)dg

I flx,y)= f e 2L, y) dE

Mf(x,y) = (—y, x) f(x,y)

et il est clair que ces opérateurs induisent des opérateurs unitaires dans L*R?). Q.E.D.

3. Un opérateur unitaire pour représenter w; 3

Comme w, ; transforme la polarisation %; en la polarisation 2, pour tout AE€R, il est
clair que pour tout AER et tout y €S;,w, 3 induit par transport de structure une
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. . P, . P . P, P,
isométrie ¥ de ¥, °, sur X’y : si Q€L %, s’écrit p=sv avec sET,* et vET,} alors
- . : :

Tff,m @=1 s’écrit Y=1tn avec zerf*, r;erf;‘z donnés par
t = W2’ 3 . s
n(b) = v(w, 3b), VbEB™.

Cet opérateur induit une isométrie de L%(R?) encore notée r"f,z .
. = P,
Si A=0 et y=y%o ou yo on pose Q,(w;, 3)=‘¢x.°%°’f,2','

Si A€ER, e=%1 et y=y,, on pose QE'A(w2,3)=ﬂf‘ ot

&Ar 'QA Wy 3

On définit alors les opérateurs unitaires de L*(R?) notés U et U par

Uf(x,y) = j e HEIOFE, L) dEdE (56

Uf(x,y) = f (=y, £) e P EOf(E, L) dEdE. (57

PROPOSITION 5. Si A=0 et x=3, ou xo on a
0(w2,3) = U.
Sinon, pour tout AER et e=*1ona
Qe a(w2 3)=U.
Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout f€ L*(R?), VAER, Vy €S,

7., N =f(=x,).

Mais ceci résulte immédiatement du fait que d’une part pour tout A€ER,

. 4@ P —q, —Ps) (42 Pz) 1,2
Wy m =m , pour tout €Emy (G y)
2,3 My ¢ (‘13 Ps) A1 ( 4, P, 4 P 1,10y

et donc que

- 1 0
o) .(i,g) - (i},i}) (s 9). vmee,
8q, 9p, (m) dq; Op, {w,, 1 m) -
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et que d’autre part pour tout

(‘” ”’) emy'(6L ),

93 P;
4 P 1 0 0
- 2 2 - - 2-e(py)
“’2,13 <mo,| <q p >>=w2,13 q; lpzl ! —&e(p) p; W, 3 z
3 3
93 0 P,
1 0 0
1-¢(p,)
=1~ |p,| 0 “’2,36 :

g, &p)p; |1’2|.1

—-q —P
A2 ) am

V. Un autre point de vue sur la question — Irréductibilité et unicité du prolongement
de certaines représentations de P, a SLy(R)

1. Représentations unitaires irréductibles de sous-gfoupes paraboliques de SL;(R)

Pour tout AER et pour j=1,3 on note fj; la restriction & p; de la forme linéaire
Xtr(Z; X). Alors le stabilisateur de f; ; dans P; n’est autre que S; ;=P;NS; et la
forme linéaire f; ; admet la polarisation résoluble, indépendante de 4, §;=3; ;@b ; o
8;,2=p;N8, est I'algebre de Lie de S;, et By ; est la sous-algebre de Lie de p,
RY;,;®RY; ;. On pose H;=S; ;exphy,, alors H; est un sous-groupe de P; d’algebre
de Lie b, produit semi-direct du sous-groupe de P; engendré par wf‘ 3 et isomorphe a
Z/4Z, par sa composante neutre H, On note HM I’ensemble des caractéres unitaires
de H; dont la différentielle est la restriction a bj; de la forme linéaire 2inf; ;. Alors ces
caractéres sont au nombre de quatre et on les appelle /. ,, e=x1, ¥ et 7}, et ils sont
déterminés par

Xawi)=e Fiw)=~i etFw,)=i.

D’autre part tout élément de H, (resp. f];) s’écrit sous la forme

t 0 0 t b 0
v t2 b resp.|0 2 0]} avect>0
0 t u v t
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et on a pour tout y € A, ; (resp. Hs ;)

t 0 0 t b 0
xlv t—2 b =eZi7mt2inl resp. x 0 t—2 0 =e2inut2inl .
u 0 t u v t

Pour tout 1ER, j=1,3 et y € H; ; on note g; , la représentation induite de H; a P,
du caractere y de H;.
Soit ", I'espace des fonctions ¢ de classe C” sur P; et vérifiant la condition de

covariance
Ppw) = ) Ay p@)"p(p), VpEP, VuEH, (58)
et telles que
§ PP dp < +e0
Fy/H;
ol A H,P, désigne la fonction module de H; relativement a P; et ol dl:v désigne une forme

linéaire positive Pinvariante (déterminée a un scalaire positif prés) définie sur I’espace
des fonctions y continues sur P; & support compact modulo H; et vérifiant la condition

de covariance
Ypu) = Ay p@)Y(p), VpEP, Vu€H,

Alors 3, muni du produit scalaire

<¢'w>j,x=f o(p) y(p dp, Vo VyEXT,
F;/H,
est un espace préhilbertien, et on note ¥;, son complété. C’est I'espace de la
représentation g, ,, laquelle est donnée par la formule
0,0 @) = lpy P)»  Vp, VP, EP, VEK, .

Soit pour j=1, 3, 7; I'application a valeurs dans P; N P3=B et définie sur RXR* par

1 0 0
1,y=(0 D 0 “’;,—;w
0 »x P
1 0 0

ey =lx B 0 |

0 0 |y
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Pour j=1,3 et tout ¢ € ¥ , on définit la fonction §; ,(p) sur RXR* et a valeurs
dans C, en posant

F1A@0) (%, ) = 9(t1(x, ), F3.4@) (x,9) =y @(z3(x, y)). (59)
LEMME 11. Pour tout AER, fo{M (J=1,3), l'application §; , est une isométrie
de %, sur L*(R?).

Démonstration. Le lemme est une conséquence immédiate
— du fait que 7{RXR*) H; est un ouvert de P; dont le complémentaire est une
sous-variété de codimension 1.

— des lemmes 1.3.1 et 1.3.2 et de la formule (22) de chap. V de [1] compte-tenu
des formules suivantes

2] 2] _
dt ) (ag +B a—y> =1,(x,y) [(ay—Px) Y, ;+By " 'H, 5],

V(x,y) ERXR*, V(a, B) ER?

dry, ) (a—aa;wfy—) = 1,00, 9) [ay~'Y, 4By H, ;] V(x,») ERXR*, V(a, H)ERE.
Q.E.D.

Ainsi pour tout A€R, j=1,3 et y€H, ;, la représentation g; , induit via §, , une
représentation unitaire de P; dans L*(R?), représentation que ’on note encore g; .
Des calculs analogues a ceux menés dans la démonstration de la proposition 1 condui-
sent au résultat suivant :

PROPOSITION 6. Soient LER et y €5 ;. Alors on a pour tout f€ LA(R?),
@ 05,1,y 31 flx,y) = €™f(x—s,y), Vs, tER
(®) 05,6, ,(0) flx,y) = 241 (Px, 17ly), V>0
©) 05,8y 3) flx,y) =7t "5, 171y), V>0
(d) 05, (w} ) f(x,y) = x(w, 3) flx, =) (60)
(©) 03,(w35) fx,y) = 2 (0" **) f(—x, —y)
® 05,51 fx,y) = €™ f(x,y), VIER
(@) 05,60, o(1) fx, y) = g}y O glh+eOII—e1=00U) |y _ gy ~1/2-2imd
Xf(x/(1—tx),y(1—tx)), VtER
(h) 05 ,(w; ,) £, ¥) = x(wy 5 ) || "2~ 2mf(— 1x, —xy).
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En particulier pour tout A€ER et e=*1, les représentations 03,,, €t 0., sont
égales. Il en est de méme des représentations 03,5, (resp. oy i) €t Oo (resp. 60)-

Des représentations ,,, pour x€H, ;, AER nous aurons besoin de connaitre peu:

LEMME 12. Si y=y, 1 avec e=*1on a
01,4(92,3) f(x,y) =f(y, —x), VfEL*R?). (61)
Si x=3i, ou x=4, on a
01.92,3) f(x,y) = (—=y, —x) f, —x), VfEL*R?). (62)

Démonstration. Ces formules résultent de I’égalité suivante :
-1 -1 1-¢(y)
W, 3 Ty(X, ) = w, 3 yz,s(x/y) 52,3(|}") “’2,350

que I’on peut réécrire, en utilisant la formule (43) de la démonstration de la proposi-
tion 1

@33 11(6, Y) = thy 3 (=) By 3 (XY w5 3 e, ;lx) By 5D w0y 3
=4y (= ¥1x) By 5 () w, 'y Vol H NI+ (1/xy)

=7,0, —x) ! OO, (1/xy). QE.D.

2. Représentations de B, opérateurs d’entrelacement et construction
d’un opérateur unitaire pour représenter w; 3

Soit, pour 1ER, f} la restriction a la sous-algébre b de la forme linéaire Xr—tr(XZ,).
Alors le stabilisateur de f; dans B n’est autre que BN S;, et, comme il ne dépend pas de
AER, onle note S’. En fait ' est ’ensemble des éléments de SL;(R) dont la projection
dans SL;(R) est de la forme

t 0 0
0 %2 0], t€ER*
0 0 ¢

Pour j=1,3, h;j=b;nb est une polarisation réelle de b au point f}, vérifiant la condition
de Pukanszky Hj-fi=f;+b/* od Hj=H;,nB=S"expbho . Pour tout y € A;; on note x’
la restriction de y & H}. On voit alors facilement que, si 4} ; désigne ’ensemble des
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caractéres de H; dont la différentielle est 2inf;),.,, 'application y—>x' est une bijection
J Alb;

de H;; sur H;,. Enfin pour AER et x€H;;, o, désigne la restriction a B de la
représentation g, , de P;. Comme B/Hj est un ouvert de P;/H; dont le complémentaire
est une sous-variété de codimension 1, il est clair que I'on a ] ,=IndZ;X'~

PROPOSITION 7. Soit j=1 ou 3. Alors les représentations o, xEHM sont
irréductibles et deux a deux inéquivalentes.

Démonstration. Le sous-groupe exp fjo ; de B est un sous-groupe distingué, et si 7;
désigne le caractére de explo ; dont la différentielle est la restriction de la forme
lin€aire 2inf( a 3o, le stabilisateur de 7, dans B n’est autre que Hj et les I:I,’ » AER
sont des ensembles, deux & deux disjoints, de caracteres de H} prolongeant 7;. Il suffit
alors d’appliquer la méthode des petits groupes de Mackey & B et au sous-groupe
exp bo, ;- Q.E.D.

Maintenant nous allons voir que pour AER et x,GfI, i+ J=1,3, tels que
x1ls'=x3ls', fixés, les représentations Q{m gg’xl sont équivalentes. Pour A€ER, xEI?{j, i
I'espace de la représentation Indg, x' n’est autre que I’espace ¥, des restrictions a B

des éléments de #; ,, et si pour tout ¢ €%, on note # ,(¢) la fonction de deux
variables définie par la formule (59), I'application # , est une isométrie de ¥, sur
L*R?).

Il est clair que sur I’espace homogéne Hi/HiNH} il y a une mesure H/-invariante,
dd, telle que pour toute fonction f définie sur Hj et invariante a droite pour AN H} on
ait

f f(w)du= f fop ) dt
H{IHNH R

Soient donc AER et ;€ H; ; tels que y;|s=yx3|s-. En utilisant le paragraphe 3 de
[3], on voit que pour toute fonction ¢ €; y, ELtOUt gEB la fonction définie sur H} par

u— (P(g“)x |(“f) AH;, B(“)- 7

est AN Hj-invariante a droite et que, si on pose

€0 D@ = Plgu) (W) Ay )" du (63)
HIHNH

I’opérateur ‘611, z, POUrvVU que cela ait un sens (par exemple : I’'intégrale (63) converge

14 -838283 Acta Mathematica 150. Imprimé le 15 aont 1983
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lorsque @ est C* et a support compact modulo Hj et dans ce cas (gx,,xg(‘p) est un

élément de ?f;’xl isométrique a @) définit un opérateur d’entrelacement entre les

représentations o, , et o .
Lorsque 'opérateur (611, X

de L*(R? encore noté €,

, est défini, il induit via les opérateurs #;,, un opérateur
A

PROPOSITION 8. Soient LER et ijI;'j,,l tels que yi|s=xsls. Alors on a pour
tout f€ L*(R?),

€., y)= f e 2 (E, y) dE. (64)

Démonstration. On a pour tout (x, y) ER? et tout tER

Tl(x: y) 21,2(0 = 730}’» y) y1,3(tx.)’) y2,3(x}’)
et ainsi, pour tout f€ 9(R?) on a
Fip N @ (x, )y, () =y e ¥ 1y, y)
et alors,

€, (Nxy)= f F D @06 ) g O 111 2O)A g, 50y, ()t
= f ye ¥ f(y, y) di = f e I (£, y) dE, Q.E.D.

COROLLAIRE. Sous les mémes hypothéses les représentations Ol € Q;_ll sont

équivalentes.

Pour tout AER et tout y€ 1:13, 2 il existe un unique caractére x,EH,_ 2 tel que
Xls'=x1ls-- On définit alors I’opérateur unitaire g;, (w2, ;) de L%(R?) en posant

93’1(“’2'3) = (g;:xogl‘x[(WZJ)o(gz‘,x‘ (65)
En utilisant le lemme 12 et les formules (64) et (65) on voit facilement que I’on a
PROPOSITION 9. Soient LER et foi;,,l alors on a

03,/ w2,3)=U siy=yx.1, e==I

93,,,(«»2,3)=U Six=fi, oux=rx
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En particulier on a
93'765,/1(“’2,3) = Qe,A(W2,3), V1ER, ¢= =*1
Qix(w2,3) = éo(wzy:;), Qx:“(wzya) = 60(“,2,3)’ Vj. e R.

Ainsi lorsque les deux méthodes envisagées pour construire un opérateur unitaire
représentant I'élément w, 3 s’appliquent, elles donnent le méme résultat.

Remarque. Par construction de I’opérateur g (w2 3) il est clair que ce dernier
vérifie les relations de commutation 18 (i) et (ii) relativement & la représentation g3, , de
P; : en effet ces relations se situent toutes dans le groupe P,.

3. Unicité du prolongement

PROPOSITION 10. Soient AER et xeflg,l, alors la restriction de la représentation
03,, au groupe Q est irréductible.

Démonstration. Soient q 1'algébre de Lie de Q et g; la forme linéaire sur g
restriction de la forme linéaire X—tr(XZ)) ou Z; est la matrice de sh(R)
Z;=Z;+X,,2;0na

a 0 0
gX)=utv+ia siX=|u b-a 0}]€q.
v 0 -b

Alors le noyau de 7 est le stabilisateur de g; dans Q, la sous-algebre de a, h=bh3nq
est une polarisation relativement a g;, qui vérifie la condition de Pukanszky lorsqu’on
se restreint a la composante neutre Q de Q, et, si on note j la restriction de y 2 exp§, la
différentielle de ¥ n’est autre que la restriction de la forme linéaire 2ing; a §. Ainsi la
représentation de O, @x=Indgpb2, est irréductible.

Si on pose H=H,Nn Q, alors H est un sous-groupe de Q engendré par wfj etexph,

et on a aussi Q/H==B/Hj; ainsi on peut écrire
S P Ind§x| -

Enfin le stabilisateur de §, dans Q est le sous-groupe 0° de Q engendré par wig, et
0, qui contient H, et si on note ¢} la représentation Q;’=Ind,Q,0 x| alors @0|5=0, et de
plus
€34, = Indg0 0y
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La méthode des petits groupes de Mackey appliquée 2 Q et @ permet de con-
clure. Q.E.D.

COROLLAIRE. Pour tout 2€R et tout x € Hs ; il existe au plus une representatton
de SL;(R) prolongeant la représentation g3 , de Ps.

Démonstration. Une telle représentation est entierement déterminée par 1’opéra-
teur o3 ,(w2,3). Les conditions de commutation (18) (i) du lemme 5 déterminent cet
opérateur a un scalaire multiplicatif prés, a cause de l'irréductibilité de la représenta-
tion @, Ay L’unicité résulte alors de la condition (18) (iii). Q.E.D.

Pour alléger, dans la suite nous écrirons P au lieu de P et g, (resp. ¢;) au lieu de
03,7, (resp. 03 7).

VI. Etude du prolongement des représentations g, ; a SLy(R)

1. Polarisations invariantes et représentations induites a partir
d’un caractére d’un parabolique maximal

La forme linéaire sur si3(R), Xi—»trZ; X, admet deux polarisations réelles dont I'une
d’entre elles est la sous-algébre parabolique maximale

+=b+®RY2,3

et si P, désigne le sous-groupe parabolique maximal de SL;(R) d’algebre de Lie p..,
P, est le sous-groupe engendré par §; et expp.. Enfin les caractéres de P, dont la
différentielle est la restriction & p, de la forme linéaire X—2ix Tr XZ; sont au nombre
de deux; ce sont les caracteres y, 3, £=%1 définis par

— |y towv
x4p) = 1A . pour tout pEP, tel que n(p)={0 a b|. (66)
Xo1,a(p) = e() [ 0 d

On définit alors pour tout A €ER deux représentations de SL;(R)

, SLR)
0., =Ind,"®y, ,, e==1.

I est intéressant de donner I'interprétation de la construction de ces représenta-
tions en terme de quantification géométrique. La polarisation p ., induit sur I’orbite 0
une polarisation invariante %, définie par
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d . -
gl?‘zl = {'Eg(exp tX)'Z). t=0,X€ p+}, VgE SL;(R)

En fait en tout point m€ @, ; le systéme de vecteurs tangents (a/ap{),*j constitue une

base de #, . On définit alors pour tout y € S, I'espace %f s cet espace est non nul si

et seulement si y=y.,; avec e=*1. Comme ’espace quotient 0;/%; est isomorphe a P,
il n’est pas difficile de voir que 9'{;?::‘, ;» estisomorphe a I’espace LX(P,, du) ol du est une

mesure SO;(R)-invariante bien déterminée. Mais il est plus intéressant pour nous de
réaliser I'espace 9}, comme I'espace LX(R?).

On note v la §—%,;-densité¢ F;-covariante et définie sur 0y,; par

vo (0.9 \ =y
% ap;’ap; '

Si s est une section du fibré L,, alors sGI‘jf’1 si et seulement si la fonction [s] (cf.
III § 3,b et IV § 1,a) vérifie la condition

d 3
—_— = — = O_
op; L5} ap; s (67)

Alors pour tout y € 1": ‘in on définit la fonction de deux variables #% (y) en posant

J‘él(w) (Qp‘h) = [sf] (qz’ 43Dy P;) (68)

ol s:“ est I'unique €élément de l‘:ﬁ) tel que
At

¥,
Yo, = Sy Vs, 69)

Alors on voit sans peine que I'application $% induit une isométrie de %f 4n sur

L*(R?), ceci pour y=y.,,, e=%1, AER.
Des calculs faciles montrent que 1’on a le résultat suivant :

PROPOSITION 11. La représentation g;,;, e=*1, AER est déterminée par les
relations suivantes valables pour tout f€ LA(R?) :

@) 0.1y, f&x,y)=fx—1,y), VIER
®) 0,10y, () fx,y) =flx,y—x1), VtER

© Qg,l(a:,_z(t))f(x,y)=x;,l(1—tx)|l—tx!"’2f<l—_’_ct;, y ) VIER (70)

1—tx
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) o B, ;1) flx, ) =F(""x, ty), VIER*
©) o, (w,3) f(x,y)=f(—y,x).

2, Dualité et opérateur d’entrelacement

Les polarisations %; et %; ne sont pas transverses, mais elles sont telles qu’en tout
point mE 0} | P, nF, =R(8/8p;). Ainsi I'espace quotient Y,=0; /P,nF, existe et il

est isomorphe 2 la sous-variété de O, constituée des points

m ’
A1 g; D

la projection canonique x,: 0 ;—Y, étant déterminée par

A Al a; Py Al q; P .

Soient ¢€Fi‘,,2 et wEFz‘l,z. Choisissons m€ 0} | et (&,&,,&;,£,) une base sym-
plectique T,,,(O’f_,) telle que (&4, &) (resp. &1, &) soit une base de P, (resp. %) et soit
b la base duale dans T3 (,(Y,) de la base de T, ,,(Y,) constituée des vecteurs tangents

(dnlm(gz), dnlm(§3), dnlm(.S,,)). Alors le nombre
(5(m), s (m)), v, 5. (5, &) Vg & &)

ne dépend que de b, et, si on le note ({(g,¥)), 5, 5(b), la fonction ({(¢,y)), » s,
définit une densité sur Y; qui dépend sesquilinéairement de ¢ et . On note alors
() 9,5 ladualité définie sur Ky X K, par

(‘P:'/’)x,gu,a:f Ue. ¥) ) 0.5, (71)
Y

et on note aussi ( , ), » ¢ la dualité qu’elle induit sur I’espace L*(R?). Soit ff?%

I'opérateur de L?(R?) (formellement) défini par
(£ 9)5@)={f8), 5,5, Vf gELR.

. ? . S ,
LEMME 13. L’opérateur jx,{% est bien défini et il est donné par la formule
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P (8) (x,y) = f ¥g(x, ) de, Vg EL(RY). (72)

Démonstration. En tout point m€0, , (3/3p},3/3p3),, (resp. (3/3q;, 8/3p3),,)
est une base de %, (resp. %;) et la base duale de la base dnim(a/apé, 8/3q;, 8/3p)) n’est
autre que (dps, dqs, dg-) (Y; s’identifie 8 RZXR* via ’application de R*XR* sur Y3),

(q Py ( ? 0)
yqa, m .
2093, D3 0,1 4 P

Le lemme est alors conséquence immédiate de la formule valable pour tout f, g € H(R?),

(I, (F5) @), 9, 5.(d05,ddy, dpy) = € ""f(q, ) 281 -
Q.E.D.

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 12. Pour tout AER et e==1 la représentation @, ; de P se prolonge
de maniére unique a SL;(R), le prolongement étant déterminé par

Oe,a(w2,3)=U.

p P , .
De plus l'opérateur fx‘l 3, entrelace les représentations g; ; et ., ;.
£,

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des formules suivantes valables
pour tout y=x. ., AER, e==%1:

P , P
5509 =0,9 s
oll g parcourt le systéme de générateurs de SLi(R) constitué de I’élément «w; ; et des
éiéments
Y120, x, 5(0), y, 5(1), tER, B, (), TER*

qui engendrent P. La démonstration de ces formules se raméne a des calculs tri-
viaux. Q.E.D.

En résumé, nous avons associé a chaque orbite 0;, A€ER deux représentations
unitaires irréductibles g, 1, e=11 de SL;i(R) chacune respectivement équivalente a la
représentation induite & partir du caractére y, ; du parabolique maximal P,. Les
représentations g, ;, AER, e==1 sont deux a deux inéquivalentes. Enfin elles sont
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réalisées dans I’espace L2(R?) et déterminées par les formules, valables pour tout
FELARY)

04y 2(0) fx,y) =f(x—t,y), VtER

00 1®1,2) F5,3) = 21 (=) K2 (~ 1/x, —x)
00 1) fx, 1) = ¥ (x,y), VIER [ 3)

0, 1(wy 3) flx, ¥) = f e HEDDf(E, ) dEdL.

VIIL. La représentation g

Ce chapitre est consacré a la démonstration du résultat suivant :

THEOREME 1. (i) Il n’existe pas de représentation de SLy(R) prolongeant I'une
quelconque des représentations de P, §;, AER ou ¢;, AER*.

(i) Il existe une unique représentation de SL3(R) prolongeant la représentation
06(=0o) de P. Cette représentation, encore notée @, est unitaire et irréductible. Elle est
réalisée dans L*(R?) et elle est déterminée par les formules suivantes

(@) 6y, ,(0) f(x,y)=fx—t,y), ViER )
(b) 6(ac, ,() flx, y)=i"("“"“""”’z|1—tx|‘”2f<l_—xtx, y(l—tx)), VtER

. 74
(© 0ly, 30 f(x,y) = ™ f(x, ), VIER G
(d) 0(w,3) fx,y) = f (=, §) e EIf(E, £y dE dE. )

1. Préliminaires

Pour tout nombre complexe 7 on définit les fonctions de la variable réelle x, x’, et x_ en

posant
x,=x, Vx>0, x,=0,Vx=<0

x£=0,Vx=20, x* =, Vx<O0.

Si Rer>—1 ces fonctions sont localement intégrables et elles définissent des distribu-
tions tempérées que 1’on note de la méme fagon.
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On considére aussi les fonctions de la variable réelle x, (x+i0)~'? et (x—i0)~ "2
définies par

(x+i0)""* = lim (x+in)~?
t—+0

(x—i0) "2 = lim (x—ir)™"2.
t—+0

1l est immédiat que
(x+i0)—l/2 = x;l/Z_ix:]/Z et (x_iO)—IIZ = x;l/2+l-x:l/2.

Si f€ L*(R) on notera £ sa transformée de Fourier définie par

f)= f e f(E) dE.

On notera fi»f" I'application réciproque de la tranformée de Fourier sur R. Dans la
suite & désigne I’espace des fonctions de Schwartz sur la droite réelle, ¥’ I’espace des
distributions tempérées sur R et ¥_ (resp. &,.) le sous-espace des éléments de & dont
le support est contenu dans }J—o, 0] (resp. ]0, +=[).

Pour tout élément T€ ¥ nous noterons T sa transformée de Fourier, i.e. la
distribution de & définie par

TN =1, VfEZ

Pour tout 1ER on note T; et T, les fonctions a valeurs dans &’ et définies sur R
par

(D), f) = f €2 (E—i0) 2 |EPf(£) dE, VYER, VES

(T, f) = f e~ 3 (E+i0) 2 |EE(£) dE, VYER, VfE &.

LEMME 14. Supposons que T soit 'une des fonctions T; ou T;. Si pour tout
FESL_*xY_ la fonction y—{T(y), f) s’annule pour presque tout y<0 alors T=T,.

Démonstration. Comme ¥_x%.. est dense dans le sous-espace fermé &_ de ¥ et
que ’application y—T7(y) est une application continue de R a valeurs dans %, I'hypo-
thése entraine que la distribution T(0) s’annule sur ¥_, i.e. que le support de 7(0)
est contenu dans [0, +[. On se raméne donc & montrer que parmi les distribu-
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tions [(E—i0)"'2|E*]" et [(E+i0)"Y?|E*™]”, A€ER, seule la distribution
[(E—i0)""2]A a son support contenu dans [0, + .
Orona
(E_io)—l/2|§|2inl - E:l/2+2inl+i§:1/2+2inl

(§+l-0)—l/2|§|2inﬂ. — 5;1/2+2iﬂ1_i§:1/2+2m&.

En utilisant [6], table des transformées de Fourier p. 358 formules (21) et (24), on

voit que
i) . _ .
T,0)=2 e (21“()1]{22:2-’3;7&) [ch (7%) xOBHED_ sh (72A) x (12420
4
) i(eid) . . .
T,0)= 2% (2F ()11{22;3;”'1) [sh (222) X705 4. ch (2%4) x 220
7

ou I' désigne la fonction gamma usuelle. Q.E.D.

2. Démonstration du théoreme

Pour tout couple d’éléments g, h € ¥ nous noterons g®h I’élément de HAR?), I'espace
des fonctions de Schwartz sur R?, défini par

g ®h(x,y)=gx)h(y), Vx,y€ER.
Pour tout A €ER on pose
A= Ugiw, ) U, B, =0,(w, ) Udy(w, ,)
Aﬂ. = Ué}.(wl.Z) U, Bz = éi(“’l,z) Uéi(“’l,z)-
Alors la premiere partie du théoréme 1 est conséquence du résultat suivant :
LEMME 15. (i) Pour tout AER (resp. AER*) il existe f€ P(R?), x et y<O0 tels que
A f(x,y)=B,f(x,y)*0 (resp. A, f(x,y) =B, f(x,y)*0).
(ii) Pour tout A €R (resp. LER*) il existe f€ AR?) telle que
A, f*B,f (resp. A,f+B,f).
(iii) On a pour tout g, h€ ¥ tels que ¢ et h appartiennent a LU _

Ao(g ® h) = By(g ® h).
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Démonstration du théoréme 1 (i). Soit ¢ une représentation de P comme dans la
partie (i) du théoréme 1. Supposons qu’elle se prolonge en une représentation, encore
notée o, de SL:(R). Alors en utilisant la remarque de la fin du § 2 de V, ainsi que la
proposition 10, on voit qu’il existe un nombre complexe z de module 1 tel que
o(w2,3) = zU; mais la partie (i) du lemme 15 montre que z=1 et la partie (ii) de ce méme
lemme montre que ’opérateur U ne vérifie pas la condition de commutation (18) (iii)
relativement a . Q.E.D.

Démonstration du lemme 15. Comme pour tout f€ L'(R?), o(w; ») f€ L'(R?) pour
toute représentation ¢ de P considérée dans I’énoncé du théoreme 1, il est clair que
toutes les intégrales que nous allons écrire dans cette démonstration seront absolument
convergentes.

On a pour tout f€ L*(R?),

él(wl,2) f(x, y) — l--(1+e(x))/2 |x|—(l/2+2ini)f(_1/x’ __xy)

él(wl,Z) f(x, y) = i(1+e(x))/2 |x|—(|/2+2inl)f(__ 1/x, _xy)

et si f=g®h avec g, hEFtelsque g et hLEF, . UF_ona

A,{f(x, )’) _ f (-)’, g)e—2i7r(x§+y§)i—(l+s(5));‘2|§|—(l/2+2in).)g~(§§) I:J’ (§C» U) e2izw§*1h(v) dv] d§d§

qui, apres les changements successifs de variable {—CE™! et £—&~! s’écrit
A;_f(x, y) —_ f (_y, CE)E—ZM(XECHJ{I)I'_“+E(E))/2 |§|——l/2+2inlg(c) [f (C, U) eZi:wEh(v) dU:| dgdg

et aussi

Blf(X, y) - i—(l+£(x))/2 |x|—(l/2+2i:r}.)f (xy’ C) ezm(;/xﬂys)i—(l+e(§))/2'§|—(1/2+2wl)g(_ 1/5) h(—EC) d§ dC

qui aprés les changements de variables successifs ——&7 ' et £—~—x"'&7" s’écrit

B}. f(x’ y) = i—(l+e(x))/2j (xy’ X§C) eZiﬂ(§§—y§_')i—(l—E(xE))/Z’§|—1/2+2in}.g(x§) h(C) dgdc

Il est clair que I’on a aussi

Alf(x, y) = f (_y’ CE) e—2in(x§§+y§")i(l+e(§))/2 |€|—l/2+2imlga(c) [f (C' U) eZiJw.Eh(U) dv:l d&dC
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B, f(x, y) = i1+« f (xy, xEG) HmEEE 10D g W22k g ) () d L.

Lorsque y<0 on peut écrire

A).f(x, y) = j e—Zin(x§§+y§—l)i_(1+£(§))/2 |§|—1/2+2in}.é(g) l:f (C; U) eZiJwEh(v) dU] dg dC
Alf(x, y) = J’ e—ZiN(XEC+yE_l)i(l+s(§))/2tgl—l/2+2iml§(g) [f (C; v) eZi:wEh(v) dv] dgdc
B/lf(x, y) = i‘(|+€(x))/2f ('—X, ng) i—(l—e(xE))/Ze2in(C§—y§‘])|€|—1/2+2in).g(x§) h(C) dEdC

Bl f(x_. y) = l-(1+£(x))/2 f (_x, xEC) l-(l—e(xE))/ZeZIn(té‘—yE_')|§I—l/2+2inlg(x§) h(C) d‘E d;

Lorsque le support de 4 est contenu dans ]0, + [ on a

A, f(x,y) =vf e—ZierE"i—(l+e(§))/2Ig|—l/2+2in},g(x§) R(E) d&
A, flx,y)= f @2 {1+ @02 || 2 2imh () () dE
B;‘f(X, y) = i—(l+£(x))/2 f (_x, xE) i-(l—-e(x&))/Ze—ZizryE" IE'—1/2+2imlg(x§) h‘(é) dE

B}. fx, y) = {1+ewn f (—x, xE) f1-eb2 ,—2imye ™! |§|'”Z+2""’1g(x§) h(&) dE

mais un calcul facile prouve que I’on a

i~—-(l+s(x))/2i—(l—e(x§))/2(_x’ x&) — ;—(1+e(®)2

i
ce qui démontre les égalités :
Ay f(x,y) =B, f(x,y), Vx,yER,y<0

A f(x,y)=B,f(x,y), Vx,yER,y<O0.

Lorsque le support de & est contenu dans ]—,0] on a
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=2i =y - i A
A, flx,y)= f e HAUELHE T~ eO02| g~ V2 2imh (1) 5(L) h(E) dE AT

Alf(X, y) — f e—2in(x§§+y§_‘)l-(]+e(§))/2lé_—l-l/2+2inﬂ.£(g) gA(C) ﬁ(&) dEdC

et comme

U2y ey U082 () e,
il vient

B, f(x,y) = —&(x) f g T (e | |~V 2imh o () f(E) IE

Bz flx,y) = —e(x)J'e‘z""yg‘li“”@)/z|§|“’2+2i”"g(x§) ﬁ(f;') dE.

Il faut regarder ce qui se passe suivant la position du support de ¢ : s’il est contenu
dans ]0, + [ on a les égalités

A, f(x,y)= —e(x)B, f(x,y)
A, f(x,y)= —&(x) B, f(x, y).

Si la condition A;=B; (resp. A;=B,) est vérifiée on doit donc avoir pour tout
x,yER, x>0, y<Oet tout g, hEF tels que g€EF, et hES_

f ™m0 | 1Rs2imkg ) i) d = O

(resp. f g2t (L@ |y~ V2H Dk o () f(E) dE = 0).

Comme on a

§A @2 £ =12 = (£ j)=12

il est facile de voir que I'on se raméne a la condition
(Ty(y), ®) =0 (resp. {T;(3),®)=0), VPES_ %xF_, Vy<0

et que ’on a les relations :
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lim A, f(x,y) = g0) (T,(»),h), VYhEF ,Vy<0

x—>—0

lim A, f(x,y) =g (T,»),h), VhEF_, ¥y<O.

x——0

ce qui, compte-tenu du lemme 14, montre les assertions (i) et (ii) du lemme 15.
Intéressons nous au cas qui n’est pas envisagé dans (i) et (ii). Pour montrer que
I'on a Ag f(x, y)=By f(x, ¥) pour tout y<0 il nous faut voir que pour tout x>0

Agflx,y)=—i f €728 (E—i0) " g(xE) h(§) dE = 0. (75)

Comme la fonction E—g(x&) A(£) est la transformée de Fourier d’un élément de &_, on
voit que la fonction

F(&) = e 2™ g(x&) h(E)

se prolonge en une fonction F holomorphe dans le domaine {z € C*, Im z<0}, continue
sur son adhérence dans C*, et vérifiant que

VrnEN 3C,>0 3Fz€C* Imzs<O |F(z)]<C,(1+|Rez))™".

En intégrant la fonction z~'2F(z) sur le parcours suivant

~a —1 1+l +a

______ i
;

et en faisant tendre / vers 0 et a vers + on trouve

Ay flx,y)= —ij 27 "F(2)dz, Yn<0

Imz=n

et en faisant tendre 7 vers —% on trouve Aq f(x, y)=0.
Lorsque le support de ¢ est contenu dans ]—,0[ on a I’égalité

Ao f(x,y) = e(x) Bo f(x,y)
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et on doit montrer que
f e 2™ (E—i0)" g (x&) A(&) dE =0

des que x<0 : la démonstration est exactement la méme que pour (75) parce que le fait
que £ appartienne a ¥_ au lieu de &, est compensé par le fait que x est négatif au lieu
d’étre positif.

Il nous reste & examiner le cas ot y>0. Dans ces conditions il vient

Ao f(x,y) = f £(EL) 7MiM ) [ f & v) (o) dv] dédg
By f(x,y)= i +e0” f (x, x8E) M8 D=1t £~ V20 () () dE L.
Lorsque le support de & est contenu dans ]0, + [ il vient
Ay flx,y) = f £(EL) e BB D= eO2 £~ 1) () dE dE
B, f(x,y) = £(x) f e 208 p(g) i~ O |E| g (xf) A() dE dT

et comme précédemment on se rameéne a montrer que

f e B (E4i0)"2g(xE) A(E) dE =0

pour tout x<0 (resp. x>0) lorsque g€ %, (resp. € F_).
Lorsque le support de 4 est contenu dans ]—, Q[ il vient

Ay flx,y) = f £(8) e~ 2 T IHeON2 | 11120 £) fi(£) dE

By f(x,y) =i~ f (x, —xE) €728 (1= £~ V2p k) () dE.

Alors I'égalité Aq f(x, y)=Bo f(x,y), Vx, Vy>0 est conséquence du fait que

i—(l+e(x))/2 i—(l—e(xE))/Z (x’ _XE) — 8(&) i—(l+e(§))/2-

Ceci achéve la démonstration du lemme 15. Q.E.D.



216 P. TORASSO

COROLLAIRE. L’opérateur U vérifie la relation (18) (iii) relativement a la repré-
sentation §.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement de I’assertion (iii) du lemme 15 et du
fait que le sous-espace de L2(R?) engendré par les g®h avec g, h€ ¥, UF_ est dense
dans L*(R?). Q.E.D.

Compte-tenu de la remarque en fin du § 2 de V et du corollaire du lemme 15 on voit
que le théoréme 1 est démontré. Q.E.D.

VII1. SU,-type minimal
1. Décomposition de I’action d’un tore

Des calculs du méme type que ceux de la démonstration de la proposition 1 montrent
que I’on a le résultat suivant :

LEMME 16. Soit ¢ une des représentations o, ;, e=*1, AER, ou ¢. Alors pour
tout OE€l—n, 7 et tout fELXR? on a

sin@+xcos @

= 0, vl -1 (
o(expOW, ) f(x,y) = u,(0, x) |cos O—x sin O]~ f cosf—xoin®

, ¥(cos @—xsin 0)) (76)

avec
My, 1(0, x) = |[cos 6—x sin 0'—-21’7:}.
Ho_ (8, x) = e(cos §—xsin B)|cos O—x sin 6|72 N

i (0 x) = i—e(o)(l-s(cos 6—~x sin 8))/2
o :

Pour tout k€Z on note LR’ le sous-espace de L*(R?) constitué des fonctions f

vérifiant

o(expOW, ;) f=e***f, VOER.
11 est clair que pour € {0, ;},-+,.;er (resp. 0=0), L(R?);=0 si k est impair (resp.
pair).
PROPOSITION 13. Les espaces LZ(RZ)Z sont caractérisés comme suit :

(i) Pour tout AER, kEZ, Lz(Rz)z’l‘ , st I'ensemble des fonctions f telles qu’il existe

un élément @ € LXR) de méme parité que k avec
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f(x, y) — (1 +x2)—(l/4+in}.) eikArctgx(p(y(l +x2)1/2). (78)

(ii) Pour tout AER, kEZ, L2(R2)Z'i L, est constitué des fonctions f telles qu’il existe

un élément @ € LAR) de parité opposée a celle de k avec
f(x, y) — (1 +x2)—(1/4+iml)eikArClgx(p(y(l +x2)1/2). (79)

(iii) Pour tout kEZ, Lz(Rz)é"'1 est constitué des fonctions f telles qu’il existe un

élément @ € L*(R) de méme parité que k avec
fx,y) = (14277 TP ARG (1 4+27)17). (80)
Démonstration. Dire que f€ LZ(RZ)Z revient & dire que
(fro(exp(—0W, ,)g) =" (f,g), VOE€]-m, al, VgENR?)
ce qui entraine que f doit vérifier
-‘% (f.o(exp(—6W, ) g) L=0 = i% (f,8), Vg€EAR) @81
or un calcul facile montre que
g‘%(ﬁ@(exp(—ew.,z))w 19=o = (f, Dg)
ol D est I’opérateur différentiel défini par
Dg(x, y) = —x<% +2iml) glx, y)—(1 +x2)% (x, y)+xyg—§ x, ).
Comme g(exp(—6W, ,)) est un groupe a un parametre d’opérateurs unitaires on a

D=—D*, et dire qu’une fonction f€ L*%(R?) vérifie (81) revient a dire qu’elle est solution
distribution de I’équation différentielie

. k
Df=—-i—
)f = —i > f
qui s’écrit
1 .. .k
Xf=|x 7+2m}~ —17 f (82)
ou X est le champ de vecteurs
3 3
X=—-(+x)—+xy—.
(1+x) ax 3y

15838283 Acta Mathematica 150. Imprimé le 15 aofit 1983
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Nous devons donc étudier I’espace P, ; des distributions sur R? solutions de (82):
L*(RY; = L’R)N D, ;.
La fonction

f}c,l(xl y) = (1 +x2)—(1/4+inl) e(ik/Z)Arctgx

est une solution particuliére de (82) qui ne s’annule jamais. Ainsi &} ; est I’ensemble
des distributions f; ; T avec T distribution vérifiant

XT=0. (83)
Considérons alors 1’automorphisme A de P(R?) défini par
Af(x,y) = (1+3)"f(x, yA+21)"?), VfE DR?).

Comme on a

- 3
ATIX*A = —
ox

il est clair que la distribution T est solution de (83) si et seulement si la distribution
S=A*T est solution de

as
—=0.
ox

On voit donc que % ; est I’ensemble des distributions f ; T avec TED' telle qu’il
existe une distribution u« € 2'(R) avec

(T,f) = <u,, f (14397 f(x, y(14+x%)7'?) dx>, VfE B(RY).
Sif, ,TEL*R)HND; ,, on voit que T€ L, (R ainsi que S=A*T, ce qui assure que
u€ L (R). 1l est alors clair que tout élément f€ L’ (RN D, , s’écrit
f(x, y) = (1 +x2)—(l/4+i:!l) e(ik/Z)Arctgx(p(y(l +x2)l/2)
avec @ € L%(R). Un calcul facile, quoique fastidieux, montre maintenant que les espaces

L*(R%; sont bien ceux caractérisés par les relations (78), (79) et (80). Q.E.D.

2. Calcul des SU,-types minimaux

On note 7, la représentation triviale de SU,.
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PROPOSITION 14. Pour tout AER la représentation 9, ; admet vy comme SU,
type minimal, le sous-espace des éléments SU,-invariants étant engendré par la

Jonction de norme 1 :
1

.fl,/l(x’ y) — \/_2— (1+x2)_“/4+iﬂl)¢l,},(y(l +x2)l/2) (84)
JT
avec
B.A0) = f €714+ £) O, (85)

Démonstration. 11 suffit de montrer que L*R?) contient une fonction SU,-in-
variante. Une telle fonction est dans L2(R2)g . et elle s’écrit donc sous la forme

.fl,),(x’ y) — (1 +x2)—(l/4+inl)(pl‘l(y(1 +x2)l/2)

avec @1, €EL*R) et paire. Comme les éléments exp(OW; ), 0€]—-m, a[ et ws 3
constituent un systéme de générateurs du groupe SU,, pour écrire qu’une telle fonction
est SU,-invariante il suffit d’écrire que Uf; ,=f; ;. Formellement il vient

Ufl,i(x’ y) — f e—Zin(x§+yE)(1+§2)—(1/4+in1)¢l';‘(§(1 +€2)l/2) d& dC
=fe—2i:ry§(1+§2)—(3/4+in1)¢l\:/1(x(1+§2)—l/2)d§

et en faisant x=0 dans |’égalité Uf; ;=f; 1 on trouve, 2 une constante multiplicative
prés

1
vVar

e—ZierE(l +§2)—(3/4+th1) d&

@.,0) =

Il reste & vérifier qu’avec ce choix de @, ;, on a bien Ufy 3=f; 1. Comme la fonction
E>(1+£Y) M+l oot de classe C* et que toutes ses dérivées sont dans L'(R) la
fonction ¢, ; est 2 décroissance rapide et on peut écrire

Uf]’l(x, y): 3 je_Zi"ye(l+§2)_(3/‘+i"‘)¢|v_1(x(1+§2)"’2)d§
T
1 ~2imy§ 2 E2y-(/4+ind)
= e (1 +x2+ ) dE
V 2n

et en effectuant le changement de variable &—~&(1+x%)"? on trouve le résultat cherché.

On vérifie sans peine que f; ; est normée. Q.E.D.
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On note 7_, la représentation unitaire irréductible de dimension 3 de SU, : c’est
celle induite par la représentation canonique de SO;(R) dans C>. Dans la base canoni-
que (e, e, e3) de C*> on a

cos sinfd 0
7_,(exp6W, ,)=| —sinf cosd 0

0 0 1
1 0 o0 1 00
wy =0 -1 0] etr(w)={0 0 1
0 0 -1 0 -1 0

PROPOSITION 15. Pour tout A€ER la représentation ¢_, ; admet 1_, comme
SU,-type minimal et le sous-espace de L(R?) associé admet une base orthonormée
constituée des fonctions

f+,—l,).(x’ y) = (1 +x2)—(l/4+inl)eiArctgxwl(y(l +x2)l/2)
f_, —l,/l(x’ y) -~ (1 +x2)—(1/4+in).)e—iArctgxwl(y(1 +x2)l/2) (86)
f—],),(x’ y) = (1 +x2)—(]/4+inl)‘p_1‘l(y(1 +X2)]/2)

1/’1()’) = % \/gj e—2iﬂy§(l+§2)—(5/4+in).)d§

‘P_u()’) =— \/% f e‘z"’WE(l+§2)—(5/4+m)§d§

Démonstration. Comme pour toute fonction f€ LZ(R?’)g_I  ona

avec

@87

9_|,A(W§'3)f= ~f

la représentation o_, ; ne saurait contenir le SU,-type trivial; de plus puisque o_; ;
est une représentation de SL;(R) elle ne saurait contenir le SU,-type de dimension 2.
Pour montrer que 7_, est le SU,-type minimal de o_, ; il suffit d’exhiber un tel SU,-
type, et pour cela il suffit de trouver trois fonctions

froa€L®RY |, fo €LY, f.,,€LYRY]

Q-1

telles que, si on pose

1 1
er=—=(fi it 1) e=——= U o) e=f
s | FRIPS & ) A 2 V5 R ) R e AW



REPRESENTATIONS UNITAIRES DE SL,R) 221

on ait
(a) Uel =é€, (b) Ue2= —€3, (C) Ue; = éej. (88)

Ecrivons

ft,~1,l(x’ y) = (1+x2)—(1/4+in}.)eiiArctgxwil(y(l+x2)l/2), Wi}. ELZ(R) paire
Fop e y) =423~ WrDg (142D, @, ; € LAR) impaire.

Comme ¢_, ; est impaire les conditions (88) (b) et (c) sont équivalentes et il suffit donc
de vérifier (88) (a) et (b). De plus en utilisant le fait que I’on doit avoir

2 2
-1 wy3)e =€, 0w 5)e=—e
on voit que ¢, ;=y_;=y;. Comme on a
€48 = (14x) 7 (1+ix), Vx€R

les relations (88) (a) et (b) s’écrivent formellement

f e-—2in(y§+x§)(l +§2)_(3M+‘M)¢1(C(1+§2)l/2) d§ dc = (1+x2)—(3/4+iﬂi.)wl(y(l+x2)l/2)
ﬁf e—2i7z(y§+x§)(l+§2)—(3/4+in}.)§w1(§(1 +§2)l/2)d§dc — _(1+x2)—(l/4+izr).)(p_l’l(y(l+x2)l/2)

et, en faisant x=0, il vient, 3 une constante multiplicative prés :

%()’) = f e—2iﬂy§(1+€2)—(5/4+in).)d§

‘p—l,z()’)= _f e~2i7ry§(1+§2)—(5/4+in).)§d§

Il reste maintenant a vérifier les relations (88) (a) et (b), ce qui se fait a 1’aide de
calculs faciles et analogues a ceux de la proposition 14. Q.E.D.

On note 7 la représentation canonique de SU, dans C2.

PROPOSITION 16. La représentation 6 admet © comme SU,-type minimal et le
sous-espace de L*(R®) associé admet une base orthonormée constituée des fonctions
2)"2(1 + xz)—m £\ Arctgx

fix,y) = V2 ey) e 0+
f-—l(xr y) = iﬁe—btbd(l+x2)”2(1+x2)—l/4e—(i/2)Arctgx. (89)
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Démonstration. A I’aide du méme raisonnement que précédemment on voit qu’il

suffit d’exhiber deux fonctions f; € L*(R%);, f_, € LA(R?);" vérifiant

Of, = —\/‘—T—m—ml), of-, =%<—z‘f1+f_o.

Ecrivons

fix, y) = (14277 M eMPAe(y) g, (y(14x7)7), g, € LX(R) paire

foix ) = i(1+x0) e @Asxe_ (y(1+x)'?), g_ ELX(R) paire.

Si fi et f_, répondent a la question elles doivent vérifier
2 i s .
olwy 3) fi=—if_; etolw,,)f  =if;

ce qui entraine que g_,=g;=g. Les relations (90) s’écrivent alors
f(_y, c) e—2in(x§+y§)(1+§2)—-I/4e(i/2)Arctg58(C) g(c(1+€2)l/2) dEdC

= 1 (1+x2)—ll4 [e(y) e(i/Z)Arctgx+e-(i/2)Arctgx] g(y(1+x2)l/2)

V2

et

f(_y' C) e—-2i7r(x2,'+y§)(]+EZ)—]/de—(iIZ)ArclgEg(C(l+€2)l/2) d§ dC

=L (1 +x2)— 1/4 [e—(iIZ)Arc!gx_e(y)e(iIZ)Arctgx] g(y(l +X2)”2).

V2

En faisant x=0 et y>0 dans la relation (91) il vient

. e 12
gy) = f e'z’m%%—d&

(90)

on

92)

ceci 4 une constante multiplicative prés. Un calcul classique de résidus montre que ’on

a (ne pas oublier que g est paire)

g =V2ae ™ VyER.

Il reste donc a montrer que les fonctions (89) vérifient les relations (91) et (92). Ces

relations sont équivalentes, comme on peut le voir en changeant y en —y dans (91) et en

utilisant la relation
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0,0 =&@) (-, 0).

11 suffit donc de vérifier (91). Lorsque y>0 le premier membre de (91) s’écrit

Uf (x,y)= f e—z:‘n(xz;(1+§2)-”2+y§)(_1ﬂ§)£e—znmdg de
: 1+&

oron a

f e~ 2t =270t g = 21 , VYu€R
a(u*+1)

il vient donc

25N 1/2

Lorsque y<0 en utilisant la relation

—2inut —2nfg) g iU
fe Qe A

on trouve que

_ : 2 1—i )—-1/2
Uﬁ(x,)’)‘—‘—%fe zmgil—_;—;'%?df

Dans les deux cas un calcul de résidus conduit au résultat cherché. Q.E.D.

IX. Paramétres de Langlands et opérateur d’entrelacement avec la série
principale pour les représentations g, , et ¢
1. Généralités sur les séries principales
Pour tout A€a¥ on note ar»a” le caractére de A qu’il définit. Soit M le dual unitaire
de M; M contient S éléments, les caractéres o

epep &= 1, 1=i<2 déterminés par

2 2
65,,52(Wl.2) = 81’ éel,cz(wZJ) = 82

et une représentation de dimension deux § qui n’est autre que la restriction de 7 a M.
SidEMetA€ a¢ on note V, , I’espace des fonctions f de classe C* sur SLy(R) et
a valeurs dans E,, ’espace de J, et vérifiant

f(gmwn) =<L—(A+")(5(m")f(g), VgESI3(R), VmEM, Va€EA, VnEN,
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et on désigne par rs A la représentation de SL3(R) dans cet espace définie par les
translations a gauche. Cette représentation est continue lorsqu’on munit Vs o de la
structure préhilbertienne définie par

<f,g>=f f@)g®)dh, Vfg€V,,
sU,

ol dk est la mesure de Haar normalisée sur SU,.

Les V5, A admettent un caractére infinitésimal déterminé par A.

Notons a? le sous-ensemble de af formé des A vérifiant Re A(H; 2)>0 et
Re A(H; 3)>0. Alors les Vs o pour AE€a%admettent un unique quotient irréductible
que I'on note J, , et les J; , pour 6 €M et A€a* sont deux a deux inéquivalents.

On note W le groupe de Weyl de s/5(R) relativement a a; c’est le quotient de M’, le
normalisateur de M dans SU,, par M. Le groupe M’ est engendré par w; ; et w2 3. Le
groupe M’ agit dans M, I’ensemble des représentations unitaires irréductibles de M : si
d est une telle représentation réalisée dans 1’espace E; et si wEM’ on note w0 la
représentation de M dans ’espace E; telle que

w-O0(m) =d(w-'mw), VYmEM.

Cette action de M’ induit une action du groupe de Weyl dans M : si dEM et si
w E W on note w- 94 le translaté de é par w. On remarquera que I’action de M’ décrite ci-
dessus, induit une action de W dans I’ensemble des représentations de dimension 1 de
M.

De plus M’ normalise a, et on obtient ainsi une action de W dans a*; si A€a* et
wEW on note wA le translaté de A par w. L’élémeént wy; de M’ induit dans a* la
symétrie par rapport a la racine a; ;, 1sk<I<3.

Si wo désigne 1I’élément de plus grande longueur de W, en I’occurence wo=w; 3,
pour tout d €M et tout A€ak, le SL;(R)-module Vw0 .

module irréductible, lequel est isomorphe & Js A.

oA admet un unique sous-

Si le SLy(R)-module Js 5 est unitarisable, c’est-a-dire infinitésimalement équi-
valent 4 une représentation unitaire de SLy(R), alors il existe un élément w€ W, le
stabilisateur de 8 €M dans W, tel que wA=—A. En particulier les Js. A Unitarisables
sont tels que 6 € {8, ,,_, _,,S}. Enfin si ¢ est une représentation irréductible admissi-
ble de SL;(R) dont le caractere infinitésimal est déterminé par A € a¥* et admettant 7,

(resp. t—,,7) comme SU,-type minimal, elle est infinitésimalement équivalente a un
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Js, A avec A€a¥* et 6=0,, (resp. 0€ {OCI‘EZavec £,%1 ou &+1}, 6=4). Pour tout ce

qui précede voir [2], chap. 1V, et [12].
Pour w € W on note A(w), I’ensemble des racines a € A, telles que wa €A et on
pose N =N_.NwNw~1l. Enfin on note S(w) le sous-ensemble de af constitué des

formes linéaires A vérifiant Re A(Hak 1)>0 pour tout k, [ tel que a,, ;€ A(w). Alors pour
tout (5EM,AEa§ et f€V,s A on pose

A S= f flguw)du, Vg€ SLy(R) (93)
No

ol w est un représentant de w dans M’ et du est une mesure de Haar sur N,.Onale
résultat suivant (voir [14]) :

PROPOSITION 17. Soit wE€ W, alors pour tout A € S(w) Uintégrale (93) est absolu-
ment convergente pour tout f€EV;s A et tout gESI;(R) et I'application f.—>Aw-, 8.A fest
un homomorphisme de SLy(R)-module de Vsadans Vg, ..
On rappelle que I’application

NXMXAXN,— SLy(R)

n,m,a,n*)—nman,

est un difféomorphisme de la variété NxMxAxN, sur un ouvert de SL;(R) dont le
complémentaire est réunion d’'un nombre fini de sous-variétés de codimension au
moins 1. D’autre part R et N sont difféomorphes via I’application n définie par

1 0 0
nx,y,2)=fx 1 0
y z 1

et I'image par cette application de la mesure de Lebesque de R? est une mesure de Haar
sur N.
Pour tout (x, y, z) ER® on a la décomposition d’Iwasawa

nx,y, 2) =k(x,y,2)alx,y, In.+(x,,2)
avec k(x, ¥, 2)ESU,, nilx,y,2)EN, et alx,y,2)EA tel que

alx,y,2) =B, ,()6, (0 ous=1+x2+y)", 1= 1+ +(zx—y))"% (94)
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Soient 0 €M, AE€af, alors I'application qui & I'élément f de V; o fait corre-

spondre la fonction v, de trois variables & valeurs dans E; définie par

Yr(x,y, 2) =fnlx, y, 2))

est une injection de Vs 5 dans C*(R*>)®E,. Ecrivons A=aw, »+bw, 3 avec a,bEC,
ol w,; et w, 3 sont les poids fondamentaux associé€s aux racines a;,; et a, 3. Alors il
existe une constante positive c, telle que I’application fi>y induise une isométrie de
Vs, A sur son image %, A lorsque ce dernier espace est muni de la structure préhilber-
tienne définie par

(@ p) = f opdm,, Vo.pEE, .
R3

ol dm, est la mesure sur R3
dm, = c,(1+x*+y)Rea(1+ 22+ (zx—y))Rb dx dy dz.

Désormais nous identifierons les espaces préhilbertiens Vs o et &5 4. Les
espaces &; o sont donc munis d’une structure de SLy(R) module et on note encore
rs, A la représentation de SL;(R) associée. De méme on dispose dans les conditions de
la proposition 17 d’opérateurs d’entrelacement encore notés A‘;’ 5. Entre PN

et %,‘;a,w\'

On a le résultat suivant qui résulte de calculs faciles.

PROPOSITION 18. Soient A=aw, ,+bw, ;€a¢ et OEM. La représentation rs a

est déterminée par les formules suivantes :
@) r5 A@G12(D Y1 3D flx,y,2) =fx—s,y—1,2), VIER
(b) 5 AW 3(D) fx,y,2) = flx, y—tx,2—1), VIER
© rs ABy L) fx, 3, 2) =2 f(Fx, 1y, £7'2), V1>0
(@) ry Ay 3 f(x,y,2) = ¥ If(t7'x, 1y, '2), V1>0 (95)
(€) 75 Aoy (0) flx, ¥, 2)= |[1-1x| @+ V(] 577

X Yy
X fl ——, ——, z(1— , v
f(l—tx T Z( tx)) tER

® 1y a6z fx,3,2) = 1270w, ) f(—y, x, —1/2), oit fE€ &5
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Les vecteurs de &; A sont les vecteurs C™ pour la représentation rs o dont on
note r; , la représentation dérivée dans cet espace. D’autre part soit r5 A la représen-
tation du groupe AN dans I’espace C*(R})®E; définie par les formules (95) (a), (b),
(), (d). I1 est clair que si on munit C*(R*)®E;, de la topologie usuelle, i.e. celle de la
convergence uniforme des fonctions et de toutes leurs dérivées sur tout compact, la
représentation r5 , est une représentation continue dans I’espace de Fréchet
C*(R*)®E;, telle que tout vecteur de cet espace soit un vecteur C*. Il n’est pas
difficile de voir que & A est un sous-espace stable par cette représentation et que la
représentation de lI(a®@n), I’algébre enveloppante de a®n, induite par la restriction a
&;, 5 de la représentation dérivée de r; , n’est autre que 73 4|y

2. Vecteurs C” pour certaines représentations de AN

On remarquera que les représentations ¢ ; et 9—;,; ont méme restriction 2 AN que
I’on note g;, A€ER. On a aussi g|4n=00, avec ces notations.

PROPOSITION 19. Les vecteurs C™ de la représentation g, A ER sont les éléments
FEL*R?) tels que

x2yP+oqy a;’fe LR?, Va,B,7,0EN avec a<p+y. (96)

De plus la représentation g, dérivée de la représentation g;|4n, est déterminée par

les formules suivantes :

Q;(Y]_2)=—ax, Q;(Y|'3)=2i7ty
05 (Y, ) =2inxy, o7 (H,;)=—1-x3,~y9,

C2)
0 (H, )= (% +2i7t,1) +2x3,—y9,.

Démonstration. 1l est clair que les formules (97) définissent les générateurs infini-
tésimaux de la représentation g; voir les formules (46) (resp. (42)). De plus il est aisé de
vérifier que I’algébre d’opérateurs engendrée par les opérateurs (97) est celle constituée
des combinaisons linéaires finies des opérateurs (96). Q.E.D.

On note %, I’espace des fonctions fEL) (R% et vérifiant que pour tout
a,B,y,0€EN avec a<fi+y et pour tout NEN

vy 5.,.5(f) = sup ess [(1 +X) A+ Y A+ P 207 38 f(x, y)|] < + 0.
x,y)ER



228 P. TORASSO

Muni de la topologie induite par les semi-normes v gy By, 0, NEN, ¥ est
un espace de Fréchet dont les éléments sont des fonctions de classe C” sur I’'ouvert de
R? constitué des couples (x, y) avec y=0.

Nous aurons besoin du résultat suivant :

LEMME 17. Soient G un groupe de Lie connexe, g son algébre de Lie, X,,...,X, une
base de g et o une représentation de G par des opérateurs continus dans un espace de
Fréchet F. Pour que la représentation @ soit continue il faut et il suffit que pour tout
VEF et tout 1sk<n I'application

t—p(exptXyv

soit continue au point 0.

Démonstration. Pour montrer que g est une représentation continue il suffit de
montrer, puisque G est localement compact et que F est un Fréchet, que pour tout vEF
I’application de G dans F, g»—»g(g) v est continue en I’élément neutre de G : voir [18] I,
4.1.1, p. 219.

Mais pour la méme raison, pour tout Isi<n I'application de RXF dans F
(¢, v)—po(exptX,)- v est continue.

Comme I'application définie sur R” et 4 valeurs dans G par

(t1, ..., t)y—>exp(t, X,)...exp(th X,)

induit un difféomorphisme d’un voisinage de 0 de R” sur un voisinage de 1'élément
neutre de G, on se raméne & montrer que I’application

@, ....t)—olexp(t, X)) olexpt,_ X,_)...olexpt; X))v

est continue au point 0 de R”.
Or on peut écrire

o(expt,X,)...o(expt X)v—v
=o(expt, X,)o(expt,—1 X,-1)...0(expt; X)) v—v]+o(expt, X,) v—v.

On acheve le raisonnement par une récurrence en supposant que le résultat est vrai
pour I’application de R"~! dans F définie par

(t1y oeos ta) > 0(eXpty_1 Xp—1) ... 0(€XP 11 X)) U
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et en utilisant le fait que l’application de RXF dans F (¢, v)—p(exptX;)v est
continue. Q.E.D.

Il résulte immédiatement de la proposition 4.4.1.7, [18] I que I’on a le résuitat
suivant : »

LEMME 18. Soient G un groupe de Lie, ¢ une représentation continue de G dans
un espace de Fréchet F telle que, si 0~ désigne la représentation dérivée de o dans le
sous-espace F~ des vecteurs de C” de F, pour tout u€(g), I’algébre enveloppante de
Palgébre de Lie q, de G, l'opérateur 9™ (u) soit un opérateur continu de F” pour la
topologie induite par F. Alors on a F*=F.

PROPOSITION 20. Pour tout AER U'espace ¥, est un sous-espace stable de L*(R?)
pour la représentation ;. La restriction de ¢; a &, est une représentation continue du
groupe AN dans %, telle que F5=5,.

Démonstration. 11 suffit de montrer que %, est un sous-espace de L%(R>) stable par
0, et que la restriction de g; 4 &, est continue : en effet comme la topologie de %, est
plus forte que celle induite par celle de L%(R?), la représentation dérivée de la
restriction de g; & %, sera définie par les mémes formules que la représentation g5 . Or
I'image de U(a®n) par g7 est I'algeébre des opérateurs combinaisons linéaires finies des
opérateurs (96) qui sont manifestement continus pour la topologie de ¥,. 11 suffit alors
d’appliquer le lemme 18.

Montrons donc que ¥, est stable par g; et que la restriction de g; & %, est
continue.

On a les inégalités suivantes :

VY 5 6@ O S MO D, CLltvY_ 4, (), VIER
=0

avec

M\ ()= sup [ 1+x* ]m[ 1+y(1+x9) ]N=<M)N

wner [1+G—02 ] [1+y2(1+(x—1)? (12+4)"2—s|

[
W o 0@l (D N < ,2 Cil2m|vN s, o (), VIER
=0

3 m
m l! -m
Wy el 0n<Y S Sere Oy A e pprtommep ool VIER
I=0 m=0 p=0 :



230 P. TORASSO

vy ﬂ,y,é(gl(ﬁ,,z(z) sl (), Vi>0
v 51008y s () ) < MW, S(f), V>0

avec K une constante bien choisie.

Ceci montre que %, est stable par g; et que AN est représenté dans %, par des
opérateurs continus.

Il reste 2 montrer que pour tout f€% et tout X un des é€léments
Y2, Y3, Y,3,H 5, Hy;, qui constituent une base de a®n, Iapplication
t—0; (exp tX) f est continue en ¢t=0.

Or, il est clair sur les formules définissant g; que 'on a VfE€ %,

(0 (exptX) f—f)(x,y)=1 f 07 (X) o, (exp utX) f(x,y)du, V(x,y)ER? y+0
0

et que ’on peut dériver cette intégrale sous le signe somme autant de fois que ’on veut.
Mais la topologie de ¥, peut étre définie par les semi-normes

vN(f) = supess [(1+x)" (1+y*(1+x)Y |Df (x, )]
(x,y)ER?

ol D est un opérateur de o7 (l1(a®n)). Soient donc D€ p;((a®n)) et NENon a

1
vp(e,(exp tX) f-)<|{| f Vposun(@1(€xp utX) f) du
0

et la continuité de I’application t—p,;(exptX)f au point 0 résulte de majorations
établies au début de la démonstration. Q.E.D.

LEMME 19. Les vecteurs SU,-finis des représentations g, ;, AER, e=*1 et ¢ sont
contenus dans ¥,.

Démonstration. L’espace des vecteurs SU,-finis étant engendré comme ll(a®n)
module par les vecteurs du SU,-type minimal il suffit de voir que le résultat est vrai
pour ces vecteurs.

Or ces vecteurs sont de la forme

f(x, y) = (1 +x2)—(l/4+iml)e(ik/Z)Arclgxq)(y(l +x2)l/2)

ol kEZ, p€EL] (R) et est telle que pour tout @ EN la fonction y®¢(® soit 4 décrois-

sance rapide et de classe C” sur I’ouvert R*.
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Il est facile de voir que pour de telles fonctions f on a pour tout a, 8, v, 0 EN avec
asf+y

xayﬂ+6a§/ a;‘,f(x, y) = xayﬂe(ikIZ) Arctgx 2 (1 +x2)1/2—(y+ 1/4+i7rl)Tl(x) yl+6¢l+6)(y(1 +x2)l/2)
1=0

oll, pour 0</<y, T, est un polyndme de degré strictement inférieur a y.
Si on écrit T(x)=E}Z} c, ,x*, 0<I<y, il vient

—1
N
Ay N<S Sl
k=0 =0

xSup ess [(1+x2)—y Ixa+k| |yﬁ| (1+y2(1 +X2)N) |y|6+l(1 +x2)(6+[)/2 |¢I+6)(y(1 +x2)l/2)l]
(x,y)ER?

nombre qui est fini puisque pour tout a €N la fonction y*¢'® est a décroissance
rapide. Q.E.D.

3. Détermination des parametres de Langlands des représentations g,

Pour AER et ¢=x1 on appelle ¥, ; ’espace des fonctions f définies sur SI;(R) a
valeurs dans C vérifiant

figp) =102 f(g), sie=1, figp)=e@ " ef(g), sie=-1

t u v
Vg€ SLy(R), VpEP, telque n(p)=|0 a b
0 ¢ d

et de carré sommable pour une mesure quasi-invariante sur [’espace quotient
SLyR)/P.. Alors o] A=Ind§[;’(mx5, , est la représentation de SL3(R) dans ¥, ; définie

par les translations & gauche.
Il ressort de la proposition 12, chap. VI que I’application ¥, ; de L*(R? dans
¥, ; telle que pour tout f€ L%(R?), ¥, , f soit 'unique élément de ¥, ; vérifiant

y{e,}.f(n(xr y, 0)) = f e—2in'y§f(x, C) dC

est, pour un choix convenable de la mesure quasi-invariante sur SL;(R)/P., une
isométrie entre ces espaces entrelagant o, ; et o; ;.
D’autre part si on note ,; le sous-espace de ¥, , constitué des fonctions de
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classe C* il est facile de vérifier que ), est un sous-espace de V, , avec
, 1 , 1
A= 21n/1w,_2—7a2y3 = 21n/1+7 W ,— Wy 3. (98)

On note ¢;, la représentation dérivée de o, dans I’espace des vecteurs SU,-finis

de cette représentation. Alors I'intégrale, encore notée %, ;

Ho1f(x,y,2)= f e ™ (x, ) dt

est absolument convergente pour tout vecteur f, SU,-fini de L*(R?) (I’espace ¥, est
contenu dans L!(R?) et elle définit une injection J., 1 de I'espace des vecteurs SU,-
finis de L%(R?) pour la représentation o, ;, dans I’espace %, .,=Vs ., qui entrelace
les représentations o, ; et TS Ay

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les paramétres de Langlands
de la représentation g, ;, c’est-a-dire de trouver les éléments 0EM et A€a¥ tels

qu’elle soit infinitésimalement équivalente a Js A.

THEOREME 2. (i) Pour tout AER et e==*1 la représentation ., ; est infinitésimale-
ment équivalente a Jy,, ,;, avec

3e)=0,, et u(h)= +%y+2iml(w2,3—w,v2),
(ii) L’intégrale
I ,f(x,y,2)= J' |ua| 712+ 2R QiU 0f (4 — gy v) du dv

99
(resp. I_,,fxy 2= j |u| ™12 2R (y) 2N U (x—u, v) du dv)

est absolument convergente pour tout f appartenant a 'espace des vecteurs SU,-finis
de la représentation 9. ; (resp. 0, ; ) et I'application I, ; induit un homomorphisme
injectif de U(sl5(R))-modules de ’espace des vecteurs SU,-finis de la représentation

Q1 dans I'espace gd(e),wl,sﬂ(i)'

Démonstration. Soient LER et e=*1. Il est facile de voir que w, , 4, =0, , et que

1 . 1 .
w A= —7y+21m't(w2‘3—w,'2) = w,_3<?y+2m/1(w2’3—w,_2)>.
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D’autre part A; vérifie les conditions de la proposition 17 pour que ’opérateur
Ag, .8, LA soit défini. Compte-tenu des propriétés des SL;(R)-modules Vs, A €noncées

dans le paragraphe 1, la premiére assertion du théoréme sera prouvée si ’on montre
que la restriction de 'opérateur A, , s , A, & #; est non nulle. Un calcul facile montre
alors que cet opérateur est donné par

Aoy o, on S0y, 2) = j ||~ u, y+2u, 2) du

Awl,z"s—ms/\,tf(x’ Y Z) = _f 8(“) |“|—1/2+2'Mf(x+u, y+zu, Z) du

ceci pour tout f€ €, 4.

Oron a

H () (x5 y, 2 = (1+x74yH) CHtad
H_y 2 (fo Dy, 2 = —y(1+x2+y?) O

et un calcul long mais standard conduit au résultat (s et ¢ sont définis par (94))

_ TUY)T(V/A+ind) _1pezim,—12-2in
A0 o0 CH LDy, )= T(/a+ind) Y B

_ TU)r(3/4+ink) 2\ o=31242ind ,—3/2~2ind
A‘”l.z'évl,l:/\;lo%—l.l(f—l,l)(x'y; )= [ (5/4+inh) (z—xy+x°z)s e B

Ceci montre la premiére assertion du théoréme. Il est immédiat que I’on a les relations
formelles A, , s .a,©%, ;=1 ;. La deuxieme assertion résulte alors du fait que les

£

intégrales (99) sont absolument convergentes pour tout f€ %, et dulemme 19. Q.E.D.

4. Détermination des paramétres de Langlands pour la représentation ¢

Soit o une représentation admissible de SL3(R) dans un espace de Hilbert #,; on note
%’;’ le sous-espace de ¥, formé des vecteurs SU,-finis. Si v,,v,€ ¥, on note ¢, , le
coefficient de ¢ qu’ils définissent :

Cvl,vz(g) = (Q(ﬂ) Uy, Uz), Vge 513( R).
On note L. le sous-ensemble de a* formé des combinaisons linéaires a coeffi-

16—838283 Acta Mathematica 150. Imprimé le 15 aofit 1983
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cients entiers positifs des racines positives. On note a, la chambre de Weyl positive

associée 4 A . Pour tout >0 on pose
a, ,={HEala(H)>n, Va€A,}
Sur ag on considére la relation d’ordre =< définie par
A<u<eu—Ai€L,.

On a alors le résultat suivant di & Wallach et dont une version moins compléte
avait déja €té obtenue par Harish-Chandra (cf. [2], ch. IV).

THEOREME 3. Il existe un nombre fini d’éléments de af, deux a deux non comparables
pour la relation <, notés wu,,...,u; et pour tout 1<i<l| et tout u€L, il existe une
fonction p; ,, & valeurs dans C définie sur ax 3, x ¥, tels que

(i) pio¥0 pour 1<i<l.
(i) Pour tout v,,vze%’g la fonction p,.,”( ,U,U;) est une fonction polynémiale

sur q.
(iii) L’application a valeurs dans I’espace des fonctions polynémes sur a et définie

sur ?fgx %;’ par (v,, v)—p; #( , Uy, Uy) est sesquilinéaire.

(iv) Pour tout HEa, et tout v,,v,€ %‘?on a

!
=) (H) -
cv!,vz(epo) = Z el E pi(H, vy, v)e H(H)

i=1 u€L,

la série étant uniformément et absolument convergente dans a.., pour tout n>0.

On appelle ensemble des exposants de ¢ et on note €(p) I’ensemble des u;—u,
1EL,, 1=<i<ltels que p; , soit non nul. On note &y(g) I’ensemble des éléments de &(g)

minimaux pour la relation < :
%o(0) = {1, ---,/ll}-
On a alors le résultat suivant :

LEMME 20. Soient A€af, v, v, € %g tels que pour tout HE€ a

: H(y—A)(H)
lim eV Cu,,v,(€XP tH)

>+

existe et soit non nulle. Alors 1 € o).
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Démonstration. En utilisant le théoréme 3 on voit qu’il existe des éléments
A1, ..., A, de &(g) deux a deux non comparables pour < et pout tout I<i<l/ettout u€L
une fonction polynéme sur a, p; ,, tels que

(l) p,-,o#O, I<i<]

!
" Hy—A)(H) _ tA;—A) (H) —tu(H)
(i) & cul,vz(exp tH) = Z e z p; (tH) e, Vt>0,VHEa,.

i=1 HEL,

Pour HE€a, fixé la série est absolument et uniformément convergente par rapport a ¢
sur tout intervalle ]y, +o[ avec #>0. Alors sous les hypothéses du lemme et en
utilisant le lemme 22 démontré en fin de paragraphe, on voit que pour tout HEa,, il
existe i, 1<<i<l, tel que (A,—4) (H)=0; autrement dit a, est contenu dans la réunion des
noyaux des formes linéaires A,—1 et ceci n’est possible que s’il existe i, 1<<i<! avec
Ai=A. Q.E.D.

Maintenant supposons que la représentation ¢ soit irréductible et notons 4,
I'élément de af définissant son caractére infinitésimal. Soit ©, le caractére de la

représentation g; c’est une distribution localement L' sur SL;(R) et analytique sur
I'ouvert des éléments réguliers de SL;(R). Soit a’ le sous-ensemble de a formé des
H € a tels que a(H)=+0 pour toute racine a et soit D le dénominateur de Weyl défini sur
MA par

D(mb) = det(1-Ad(mB))|, , YmEM, VEEA.
Alors pour tout m € M il existe une famille de nombres d,,,,, w€E W tels que

DO mexpH)= D, d, ™" VYmEM,VHE
wEW

Le résultat suivant n’est autre que le théoréeme 1 de [8] réécrit dans la situation qui
nous intéresse.

PROPOSITION 21. Si ¢ est une représentation irréductible admissible de SLy(R)
alors &y(p) est le sous-ensemble des éléments maximaux, pour la relation d’ordre < sur
a¢, de I'ensemble des wi, pour wEW.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les parametres de Langlands
de la représentation ¢. Commengons par le résultat suivant :

LEMME 21. La représentation ¢ admet }y comme exposant.
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Démonstration. Soit HE€a,, alors on a H=oH, ,+BH,; avec 2a—f3>0 et
—a+28>0 et aussi }y(H)=4i(a+p). De plus pour tout f€ LA(R?)

d(exp(log 1) H) fix, y) = {47 P2f (12 Px, ~@*Ply) ¥1>0.

et il vient, en utilisant les formules (89)

e(1/2)(log ’)Y(mcfl,fl (exp (log t) H) = 2[ (tZﬁ—4a+x2)—1/4(1 +x2)—3/4

28—-4 2\ 112
x gl Arct Poby e—(i/Z)Arctgxexp (—27r|y| (o= (f 1 atx ) ) e~ 2 gy dy
+x

et on trouve, en passant 2 la limite sous le signe somme,

o>+

+
lim e(l/2)(log ] }'(H)Cfl , (exp (log t) H) = l (1 __l)f xl/2(1 +x2)—l (1 +(1 +x2)l/2)—l/2 dx
, T o

qui est un nombre non nul. Q.E.D.

THEOREME 4. La représentation ¢ est infinitésimalement équivalente a Jg .

Démonstration. En utilisant le lemme 21 et la proposition 21 on voit que le
caractére infinitésimal de la représentation ¢ est déterminé par un élément
A, se trouvant dans Jy+L,, autrement dit on peut écrire

1
Ag= 7y+pa,,2+qa“, avec p,gEN.

D’autre part comme les éléments de Jy+L™" sont réguliers, ¢ est infinitésimalement
équivalente 2 la représentation J Sl ol w est 'unique élément de W tel que wi,€aX

(voir § 1 de ce chapitre). Et en utilisant le théoréme 5.2 du chapitre IV de {2] on voit
que A; est dans I’enveloppe convexe des wy, w€ W. Un calcul facile montre que ceci

n’est possible que si p=¢=0. Q.E.D.
Voici le résultat utilisé dans la démonstration du lemme 20.

LEMME 22. Soient Ay,...,A; des nombres complexes deux a deux distincts,
Ui, ..., 1 des nombres réels strictement positifs et, pour tout 1sk<l et tout m€N", un
polynéme en une variable py ,, tels que p o¥0 et que la série

1
fo=> e“*( > pk,m(r)e‘“'"""),
k=

1 meN"
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ot on a posé pour tout meEN" s’écrivant m=(my,...,m,), (m,u>=22=1 m, p, SOit
uniformément et absolument convergente sur tout intervalle Iy, + [ avec n>0.
Sihm,_, , » f(?) existe et est non nulle alors on a
(i) Vk, 1=sk=<l Reld;<0 ou, 1, =0 et p; o est constant.
(i) 3k, 1<k=<!l, Rei,=0.

Démonstration. D’apres le lemme 7.2 chapitre IV de [2] on sait que si pour tout
1sk<l, Rei;<0, alors lim,_, + . f()=0. On peut donc supposer que les nombres A,
vérifient Re1,=Rei,=...2zReA,;=0. Montrons dans un premier temps que Rel;=
...=Re 4,=0. Supposons donc que ReA,>0. Alors écrivant

1
f(t) — et}-] (Z e!()-k—;»[) ( Z pk’m(t) e—t(m,y)))
k=1

mEN"*

on voit que

!
lim 2 et(lk-lx) ( 2 pk’m(t)e—l(m,u)) =0.

1= =1 meEN"

En utilisant encore le lemme 7.2, chapitre IV de [2], mais pour la réciporoque, on
trouve que pour tout 1ssk<s/, Re (A,—4,)<0, ce qui est impossible.
On peut donc écrire

!
=2 " [P o(D+y0]
k=1
avec vy, ..., v;ER deux a deux distincts et lim,_,oy(#)=0. Ainsi, si on pose

, .
g0 = "' o)
k=1

il existe un nombre c=+0 tel que lim,_, .. g(t)=c. Ecrivons alors py o()=L ;=044 «1?
et soit go le plus grand des entiers g tels qu’il existe un k avec 1<k=/ tel que a, ,+0.
On a alors

20 = t*(g(+h(1)

avec lim,_, , » A()=0 et

!
_ ivkl
g0 =2 a, "'
k=1
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Or d’apres le lemme A.3.2.1 de [18] Il on a

! 12
lim sup [g,(1)] = (2 Iaqo,k|2> >0 (100)
t—>+o k=1

ce qui montre que go=0. Ainsi les polyndmes p; o sont tous constants et si on pose
a,=py o On a pour tout k, a;+0 et de plus

!
. it
lim Zake F=c
to+® g

ce qui n’est possible en vertu de (100) appliqué a go(¥)—c que si /=1, v{=0 et
a;=c. QED

5. Opérateur d’entrelacement entre g et &;_,,

PROPOSITION 22. Le SU,-type minimal de €;_,, est engendré par les fonctions a

valeurs dans C? (I'espace de la représentation & de M) :

Fy(x,y,2) =52 (—b(x,y, Z))
a(x,y,z)
(101)
“1n-1n (A, Z))
» ) = t L
P =s (G0
ou a, b sont les fonctions C* sur R® uniquement déterminées par
a’(x,y,z)= % s yt+i(xy—z(1+x))] [y—xz+iz]
I
a(0,0,0)=1
ou s et t sont définis par (94).
Démonstration. On a pour tout (x,y, z) ER3
s u v
1 (103)

nx,y,2=kx,y,20 st w
o o !

avec s et t définis par les relations (94), u, v, w déterminés par
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u=(x+yz)s™!, v=ys7!, w=@1+x)—xy)s L.
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(104)

etk(x,y, 2)€ SU,. En utilisant le théoréme de réciporcité de Frobenius on voit que I’on

peut prendre, si on désigne par (e, e;) la base canonique de C?
Fi(x,y,2=s"1"%(x,y,2) e,
F(xy, ="k (x,y,2)e,.

Il nous reste donc a voir que ’on a

_( axy,2) b(x,y,z)>
hix,y.2)= (—E(x, y,2) ax,y,z)

avec a et b vérifiant les relations (102).

Soit KESUZ, écrivons ﬂ=<_;

b)
_javec
a

a= cosiei("‘““”/z, b= sin%ei(""‘”’/z, 0<6=<nm, ¢, yER.

En utilisant (1) il n’est pas difficile de voir que I’on a

* * —sinfcos ¢
k) = * ¥* —sin@sin g
sinfcosy —sinfsiny cos 6

et lorsque f=k(x, v, z) en utilisant (103) et (104) on voit sans peine que

sinfcosy=ys~!, sinfcosep=(@—-x)t~', cosf=¢"

sin@siny = [xy—z(1+x»)]s7't~"', sinfsing=zt""

formules qui modulo (105) conduisent rapidement au résultat.

On définit la fonction J de R? dans C? en posant

i(l—t(u))/Z

.I(u,v)=< ), Yu,vER?

— l'(e(u)— 1)128(0)

et pour toute fonction f de R? dans C on pose

el’(n/4)

2

Ifx,y,z)=~ f || "2 I (u, v) ™ (x—u, v) du dv.

Q.E.D.
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PROPOSITION 23. Pour tout f€ ¥, intégrale If(x,y,z) est absolument conver-
gente pour tout (x,y,2)ER? et elle définit un élément If de CT(RY)I®C2. Alors
I'application f—If est un opérateur continu de %y dans C*(R*>)®C? qui entrelace les

représentations 0|,y restreinte a &, et ry _,p.

Démonstration. Pour tout a, 8, yEN et tout f€ ¥ on a formellement
e

2

2harif(x,y,z)=— (—DPQRiny*r f |ua) ™12 2@ Uy Y 3 f(x—u, v) du dv.

Pour montrer que la fonction If est de classe C*, il suffit de montrer que la fonction
apparaissant dans l’intégrale est majorée par une fonction intégrable indépendante de
x, ¥,z pour (x, y, z) parcourant un compact quelconque de R®. Mais ceci résulte immé-
diatement du fait que pour tout a,3,y, NEN

|u? |olP*7182 fx—u, v)| < My(x) (1+?) (1 +v2(1+u2))‘N2 Ci,|x|’vf'ﬂ+y,a’ o).
1=0
De plus on a

1823807 If (x, y, 2)| <M\ (x) i Cllx|'v54.a,0lF) f ||~ (1 +u®) "1+ 0*(1+uP) N du dv
=0

ce qui montre que { est un opérateur continu de %, dans C*(R>)®C?.
Enfin le fait que 7 est un opérateur d’entrelacement est immédiat. Q.E.D.

THEOREME 5. L’opérateur I induit un homomorphisme injectif de N(sl;(R))-
module de I'espace des vecteurs SU,-finis de la représentation ¢ dans €; _,,.

Démonstration. Supposons que nous ayons montré que [ entrelace les SU,-types
minimaux de ¢ et de &; _,,. Alors d’apres les propositions 20 et 23 et le lemme 19, pour

tout f élément du SU,-type minimal de ¢ et pour tout u€U(a@®n) on a
i(@ *(wf)= ":st,p—y/z(u) if
mais comme [f€ &; _,, ona
ra () If=r3 ) If, Yu€l@®n).

Ceci montre donc que 7 induit un homomorphisme de U(a@®n)-module de 'espace des
vecteurs SU,-finis de ¢ dans &5 _,, qui entrelace les SU,-type minimaux de ces
N{sL(RY)-modules.
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D’autre part on sait qu’il existe un unique (2 un scalaire multiplicatif pres)
U(sl5(R))-homomorphisme non trivial de 'espace des vecteurs SU,-finis de ¢ dans
&s._,» et que cet homomorphisme est injectif. Comme U(si(R)=U(a®n)U(su,), on
voit que I est un tel homomorphisme.

I nous reste donc a voir que [ entrelace les SU,-types minimaux et pour cela il
suffit de voir que

Ifi=F, etlf.,=F_,.

En utilisant le fait que

S, y) = ie(y) fi(x, y)

—b,
Fr o _ —12,-12 0
If,=s"" ( a0>
a
ir _ 121270
If [ =s""t <5o>.

1l suffit donc de calculer [f; et le calcul montre que

on voit aisément que si

alors

S_sz_b?bo(x, ¥, Z)
iei(ﬂ/4)

vz

—i0)" " (1 —i(x—u))~ " i du
I(u ) —i—u)) 1+x2+y = 2u(x+yz)+u*(1+2%)

et un calcul de résidu dans le demi-plan Im u<0 conduit a

b ( ) iei(ﬂ/4)
XY, 20 = ————
0 %)

s 2 (x+yz—in) " P (1 + 2P+ 1+ iz(y—x2)) P ((2x—y) ~itz).

Le calcul de g, se conduit de maniére analogue; dans un premier temps on trouve

ei(n/4) (1 +,~(x_u))]/2

~12p-112 J(u+i0)'”2 du
av?2 1+ x4y =2u(x+yz)+u*(1+2%)

N

ay(x,y,2)=

et 4 I'aide d’un calcul de résidu dans le demi-plan Im #>0 on voit que
e 12,-172 s =112 2 : 12
ay(x,y, 2) = ——s"27 P (x+yz+it) " (1+ 22+t +iz(xz—y) '

V2

1l ne reste plus qu’a vérifier que les fonctions aq et by satisfont aux conditions (102), ce
qui n’est pas bien difficile . ... Q.E.D.
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