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Introduction 

Nous d6signons par SL3(R) le rev6tement connexe simplement connexe du groupe 

SL3(R) et par ~r la projection canonique de SL3(R) sur SL3(R). Le groupe SO3(R) est 

un sous-groupe compact maximal de SL3(R) dont l'image r6ciproque par zc dans SL3(R) 

est isomorphe/~ SU2. II est usuel de param6trer les repr6sentations unitaires irr6ducti- 

bles de SU2 par leur spin qui est un demi-entier k/2 avec kEN. 

La classification des repr6sentations unitaires irr6ductibles de SL3(R) a 6t6 ache- 

v6e par D. Sijacki [15]. Dans le dual unitaire de SL3(R) l'ensemble des repr6sentations, 

non triviales, et ,, multiplicity free ,, i.e. dont les SU2-types interviennent avec la 

multiplicit6 1, est constitu6 de deux families continues de repr6sentations de SL3(R), 

O,,a, e=+l, 2ER,  et d'une seule repr6sentation fid61e de SL3(R),Q; ces repr6senta- 

tions qui ont respectivement pour SU2-types 2k, kEN, 2k+l ,  kEN, 2k+I/2, kEN, 

avaient d6j/t 6t6 d6couvertes par D. W. Joseph [10]. 

Les deux families continues de repr6sentations dont il est question ici sont bien 

connues. On peut les obtenir en appliquant aux orbites non triviales de dimension 

minimale (~t savoir 4) de la repr6sentation coadjointe de SL3(R) la m6thode ,, des 

orbites de Kirillov ,,. Autrement dit, ces repr6sentations sont des s6ries principales 

d6g6n6r6es induites ~ partir d'un caract6re unitaire d'un parabolique maximal. En 

terme de quantification g6om6trique cette construction revient/~ quantifier en utilisant 

une polarisation S~3(R)-invariante sur chacune des orbites en question (cf. [20]). Les 

orbites consid6r6es constituent une famille ~x, 2 E R et/t  chaque orbite on associe ainsi 

les deux repr6sentations 0~,~, e= + 1. 

La repr6sentation ~5 est particuli6rement int6ressante; elle pr6sente beaucoup 

d'analogies avec les repr6sentations de Shale-Weil pour les groupes m6taplectiques 

r6els, ~ savoir : 
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(i) elle est ,, multiplicity free ~,, 

(ii) elle r6alise SL3(R) comme groupe d'op6rateurs unitaires, 

(iii) elle est isol6e dans le dual unitaire de SL3(R). 

I1 semble aussi qu'elle soit d'un certain int6r6t en physique (voir l'introduction de [13]). 

Le but principal de ce travail, c 'est  d'associer ~ une des orbites t~x, cette repr6sen- 

tation 0 de Joseph, et d'en obtenir ainsi une r6alisation dans un espace de Hilbert 

~ concret ~, en l 'occurence L2(R2). 

Parmi les orbites consid6r6es il y a une seule orbite nilpotente, ~70, les autres 6tant 

semi-simples. Le groupe fondamental de ~70 est isomorphe h Z/4Z alors que celui des 

autres orbites ~Tx est isomorphe ~ Z/2Z, et, sur l'orbite ~70, il existe quatre fibr6s en 

droites hermitiens SL3(R)-homog6nes dont deux seulement sont SL3(R)-homog6nes 

alors que, sur les orbites ~Tx, 24:0, il en existe uniquement deux, qui sont SL3(R)- 

homog6nes. De plus la repr6sentation 0 de SL3(R) a m6me caract6re infinit6simal que 

les repr6sentations O~, 0, e= + I. I1 est donc naturel d'essayer de construire la repr6sen- 

tation ~ en utilisant la structure de vari6t6 symplectique et SL3(R)-homog6ne de (70. 

En quantifiant la situation ~t l'aide d'une polarisation r6elle non invariante et avec 

singularit6, ~0 (resp. ~ ) ,  sur l'orbite ~70 (resp. (7~), nous construisons quatre (resp. 

deux) repr6sentations unitaires (irr6ductibles) du stabilisateur de cette polarisation, 

lequel est un sous-groupe parabolique maximal not6 P3 de SL3(R). Nous disposons 

ainsi de deux families continues de repr6sentations unitaires de at(P3) et de deux 

repr6sentations unitaires fid61es de P3. 

En utilisant alors la technique du ,, pairing ~, de Blattner-Kostant-Sternberg nous 

construisons pour un 616ment particulier ~ de SL3(R), transformant ia polarisation 

choisie en une polarisation transverse, un op6rateur unitaire qui doit permettre de 

prolonger ces repr6sentations de P3 ~t SL3(R). Ceci fait l 'objet des chapitres III et IV de 

ce travail. La technique utilis6e ne fait appel qu'aux demi-densit6s (voir [7] p. 230-240 

et [16]). 

Dans le chapitre V on montre que ces r6sultats peuvent 6tre obtenus en appliquant 

la m6thode des orbites de Kirillov ~ des sous-groupes paraboliques maximaux de 

SL3(R). La projection de ~?x sur la~', le dual de l'alg6bre de Lie P3 de P3, contient une 

unique P3-orbite de dimension 4 isomorphe ~ un ouvert dense ~ de ~?~, sur lequel la 

polarisation ~x est bien d6finie. L'application de la m6thode des orbites ~ ~z 3 avec la 

polarisation invariante ~x, permet de construire quatre repr6sentations de e3; lorsque 

2=0 on retrouve les quatre repr6sentations de P3 d6j~t obtenues, lorsque 24:0 on 



REPRESENTATIONS UNITAIRES DE SL3(R) 155 

retrouve les deux repr6sentations d6j~t obtenues plus deux repr6sentations fid61es de 

P3. 

On choisit alors un autre parabolique maximal P~ contenant l'616ment ~,, auquel on 

associe de la m6me mani6re une Pt-orbite de la repr6sentation coadjointe, isomorphe ~t 

un ouvert dense ~ de ~ et sur laquelle il existe une polarisation Pt-invariante; ~t 

chacune de ces orbites la m6thode de Kirillov permet oncore d'associer quatre repr6- 

sentations unitaires de P~. 

Soit B=PI nP3; c 'est  un sous-groupe de Borel de SL3(R) et sa composante neutre 

/~ est un groupe exponentiel. La projection de ~?~ sur b*, le dual de l'alg6bre de Lie b de 

B, contient encore une B-orbite de dimension 4 isomorphe ~ l'ouvert dense ~7~ Iq ~73 de 

Oa, et la restriction ~t B des repr6sentations de P3 et P~ consid6r6es sont des repr6sen- 

tations construites ~ partir de cette B-orbite ~t l'aide de la m6thode de Kirillov, mais en 

utilisant des polarisations diff6rentes. En fait pour chaque repr6sentation 03 de P3 
associ6e ~t ~ et dont l 'espace est ~3 il existe une unique repr6sentation 01 de P1 

associ6e ~t ~ et dont l 'espace est ~ telle que @31B soit 6quivalente ~t 011B. De plus les 

repr6sentations 031B pour @3 parcourant toutes les repr6sentations de Pa que nous 

avons construites sont deux ~t deux in6quivalentes. 

En utilisant la m6thode expos6e dans [3] et en v6rifiant qu'elle s'applique encore 

ici nous construisons explicitement un op6rateur unitaire qg~.3: ~3--- '~  entrela~ant 

031B et @~ln et, en posant 

03(r --= ( 6~1.3 ) -  I 0 0 I(qO) 0 ~1,3 

on dispose d'un op6rateur unitaire pour tenter de prolonger la repr6sentation 03 ~t 

SL3(R). Dans les cas oil les deux m6thodes s'appliquent on obtient le m6me r6sultat. 

L'id6e d'utiliser les sous-groupes paraboliques P~ et P3 et d'appliquer simultan6ment 

la m6thode des orbites de KiriUov aux projections de ~Tx sur 13~'et p~' nous a 6t6 

sugg6r6e par M. Duflo. 

Soit Q=P3 fl~,P3 ~,-1; c 'est  un sous-groupe ferm6 de dimension 4 de S"L3(R) et la 

projection de ~7~ sur cl* le dual de l'alg6bre de Lie q de Q contient l'unique Q-orbite de 

dimension 4 et les restrictions ~t Q des repr6sentations 03 de P3 sont irr6ductibles : ceci 

permet de voir que les op6rateurs Q3(~,) que l 'on a construit sont les seuls permettant, 

6ventuellement, de prolonger les repr6sentations 03 ~t SL3(R). 

Dans le chapitre VInous  montrons que les repr6sentations de ~r(P3) se prolongent 

en des repr6sentations de SL3(R) qui sont bien les repr6sentations 0,.~ comme on 
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esp6rait. Pour ce faire nous construisons un op6rateur d'entrelacement en utilisant la 

technique du <, pairing >, de Blattner-Kostant-Sternberg, mais pour des polarisations 

non transverses (voir [16]). Nous obtenons ainsi de nouvelles formules pour les 

repr6sentations O~,,~. 

L'id6e d'6tudier les repr6sentations 0~,~, 2~0  nous a 6t6 sugg6r6e par P. Barrat : 

en adoptant un autre point de vue il a montr6 que les formules que nous avons obtenues 

pour les repr6sentations Q,,0, E=_+ 1 peuvent s'6tendre aux groupes SL3(Qp), et par sa 

m6thode il obtient en fait une famille de repr6sentations index6e par les caract6res 

unitaires du corps Qp sur lequel il travaille . . . .  

Dans le chapitre VII, nous montrons qu'une seule des repr6sentations fid61es de 

P3 se prolonge /~ S'L3(R). Cette d6monstration repose sur des r6sultats classiques 

d'analyse, essentiellement les propri6t6s relativement h la transformation de Fourier 

des distributions sur la droite r6elle x+ l/2+a et x_~ 1/2+a, )~ E R (cf. [6]). 

Dans le dernier chapitre nous d6terminons les param6tres de Langlands [2] des 

repr6sentations que nous avons construites, ainsi qu'un op6rateur d'entrelacement 

avec la s6rie principale dans laquelle elles sont ,, naturellement ,, plong6es. Pour les 

repr6sentations O,,a ceci est relativement facile puisque ce sont des s6ries principales 

d6g6n6r6es. Pour la repr6sentation fid61e de S~3(R) la d6termination de ses param6tres 

de Langlands repose sur l'6tude du comportement asymptotique de certains de ses 

coefficients. Cette 6tude n6cessitait que l'on d6termine le SU2-type minimal de d. Nous 

l'avons fait dans le chapitre VIII, ainsi que pour les repr6sentations O,,x, les formules 

que nous trouvons dans ce cas l/i nous paraissant tout aussi int6ressantes. 

La liste des repr6sentations unitaires irr6ductibles de SL3(R), donn6e avec les 

multiplicit6s de leur SU2-types par Sijacki [15], permet de voir que la repr6sentation 

est la seule repr6sentation fid61e de S'L3(R) dont la dimension de Guelfand-Kirillov est 

2. I1 est alors imm6diat, modulo le fait qu'une repr6sentation de SL3(R) dont la 

restriction ~ P3 est de dimension de Guelfand-Kirillov 2 est elle-m6me de dimension de 

Guelfand-Kirillov 2, qu'il y a au plus une repr6sentation fid61e de P3 qui se prolonge en 

une repr6sentation de S'L3(R) et que, s'il en existe une, son prolongement est 6quiv- 

alent/~ d. 

Enfin le chapitre I de ce travail est consacr6/~ l'6tude du groupe SL3(R) et, plus 

particuli6rement,/~ la d6termination des relations de commutations entre ~ et P3 qui 

permettent de le d6finir. Le chapitre II, quant/~ lui, est enti6rement vou6/~ l'6tude des 

fibr6s en droite hermitiens S~3(R)-homog6nes d6finis sur les orbites ~ ,  2 E R. 

Ce travail a pour origine une question de S. Sternberg qui m'a 6t6 rapport6e par IVi. 

Duflo, /~ savoir trouver un mod61e de la repr6sentation ~ associ6 ~ la structure 
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symplectique de l'orbite r Question ~t laquelle J. Rawnsley et S. Sternberg [13] ont 

ind6pendamment apport6 une r6ponse diff6rente. En utilisant une polarisation totale- 

ment complexe et SU2-invariante de l'orbite ~70, ils ont construit une r6alisation tr~s 

int6ressante des repr6sentations Q,,0, e = + l  et 0 dans des espaces de fonctions 

holomorphes sur C 2. II serait int6ressant de comparer leur r6alisation avec la notre, et, 

en particulier, d'exhiber un op6rateur d'entrelacement. Disons simplement que le 

mod~,le de J. Rawnsley et S. Sternberg est mieux adapt6 ~ l'6tude des restrictions des 

representations consid6r6es au sous-groupe compact maximal, alors que le notre est 

mieux adapt6 ~t l'6tude des restrictions de ces m~mes repr6sentations au sous-groupe 

parabolique maximal P3. D'autre part notre module semble se pr6ter - -  d'apr~s P. 

Barrat w ~t une g6n6ralisation aux groupes SL(3, Qp) en ce qui concerne les repr6senta- 

tions Q,,~ et 6ventuellement/~ leurs rev6tements de Steinberg en ce qui concerne la 

repr6sentation 0. 

Lorsque l'on essaie d'6tendre la m6thode utilis6e ~t la construction de repr6senta- 

tions exceptionnelles du rev~tement ~ deux feuillets, SL(n, R), de SL(n, R) avec n>3, 

on s'aper~oit que l'on ne peut pas utiliser l'orbite nilpotente de dimension minimale, 

puisque sur celle-ci il n'existe pas de fibr6 en droite hermitien qui soit SL(n, R)- 

homog~ne sans 6tre SL(n, R)-homog~ne. Les orbites nilpotentes de dimension mini- 

males pour lesquelles cela se produit sont de rang [n/2] (il n 'y en a qu'une si n est impair 

et deux s in  est pair). Ceci semble ~tre en accord avec les r~cents travaux de R. Howe 

sur ce qu'il appelle le rang des representations unitaires des groupes de Lie classiques 

(voir l'introduction de [13]). 

En tout 6tat de cause il semble possible d'appliquer la m6thode de quantification 

g6om6tdque d6crite ~ ces orbites pour n quelconque, et l'autre m6thode, utilisant la 

m6thode des orbites de Kirillov, lorsque n e s t  impair (lorsque n e s t  pair tout parabo- 

lique maximal de SL(n, R) associ6 ~t une des orbites consid6r6es est centr6, i.e. sa 

partie r6ductive est isomorphe ~t S(GL([n/2], R)xGL([n/2], R)), et il n'est pas possible 

de trouver deux paraboliques maximaux centr6s de SL(n, R) dont l'intersection con- 

tienne un sous-groupe de Borel et dont la r6union engendre SL(n, R). Nous esp6rons 

revenir ult~rieurement sur cette question. 

Je suis heureux de remercier M. Duflo qui m'a propos6 ce sujet et dont les conseils 

et les encouragements m'ont permis de mener ~t bien ce travail, ainsi que J. Rawnsley et 

S. Sternberg qui m'ont tenu au courant du d6veloppement de leur travail. 

Je tiens aussi ~t remercier M. Rais pour les nombreuses et fructueuses discussions 

que j 'ai eues avec lui, G. Lion pour m'avoir 6clair~ sur les r~sultats contenus darts [3] et 

[4], ainsi que P. Barrat pour m'avoir tenu au courant de ses travaux sur SL(3, Qp). 
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I. Le groupe SL3(R) 

1. L'alg~bre de Lie sl3(R) 

Soit a la sous-alg~bre de Cartan d6ploy6e de s/3(R) constitu6e des matrices diagonales. 

Le syst~me des racines de s/3(R) relativement/~ a est l 'ensemble des ak, t, l~<k, l~<3 0/i 

(i 0 00) ak, J a 2 = a k - a  t, Val ,a2 ,  a 3 E R  avec a~+a2+a 3 =0.  

0 a 3 

On choisit pour syst~me de racines positives A+ l'ensemble des ak, l avec 

l~k< /~3 .  Les racines simples sont alors al,2 et a2.3 et la demi-somme ~ des racines 

positives est donn6e par 

~ (~1,3 ~ a l ,2 J t -~2 ,3  �9 

On consid~re les 616ments suivants de s/3(R) 

Hk, l=Ek ,  k--El, i, l <~k, 1<~3, Xk, l=Ek ,  t, Yk, l=tXk,  p l~<k<l~<3 

oh les Ek, ~ 1 <~k, l~<3 constituent la base canonique de l'alg~bre de Lie des matrices 3 x 3 

r6elles (si M est une matrice, tM d6signe la matrice transpos6e). 

La base de Chevalley de s/3(R) associ6e ~ A+ est constitu6e des 616ments 

suivants : 

HI,2, /-/2,3, Xk, I, Yk, I, 1 < , k< l<~3 .  

Le sous-espace radiciel associ6 ~ ak, I (resp. --ak, t) est engendr6 par Xk, l (resp. Yk, t) 

ceci pour l~<k</~<3. 

On note n+ (resp. n) la sous-alg~bre nilpotente de s/3(R) engendr6e par les Xk, t 

(resp. Yk, I) et on consid~re les sous-alg~bres de Borel 

b+ = a~)n+, b=a~)n 

ainsi que les sous-alg~bres paraboliques maximales 

~ 3 3 = b ~ ) S X 1 0 2 ,  ~ 3 1 = b ( ~ ) R X 2 ,  3. 

Consid6rons la base de Chevalley de s/2(R) constitu6e des 616ments 
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ainsi que l'616ment 

 0(01 ;) 
Pour tout l ~ k < l ~ 3 ,  on notera djk, l l'unique homomorphisme (injectif) d'alg~bre 

de Lie de s/2(R) dans sl3(R) tel que 

djk, l(Ho)=Hk, l, djk, l(Xo)=Xk, I, djk, l(Yo)=Yk, l �9 

La sous-alg~bre compacte so3(R) de sl3(R) admet pour base les 616ments Wk, l, 
1~<k<l~<3, d6finis par 

Wk, l= djk, l(Wo) = Xk, l-- Yk, l. 

Cette sous-alg~bre est isomorphe ~t l'alg~bre de Lie su2(C) dont les 616ments s'6crivent 

1 (  ix Y+iz I x,y, z E R  
2 \ - y + i z  - i x / '  

et on note dj l 'isomorhisme de su2(C) sur so3(R) d6fini par 

- ~  0 - -  ~ 

dj - y+i z  - i x / /  z 
(1) 

2. Le groupe S~Lz(R) 

Dans la suite si k est un corps on d6signe par k* le groupe multiplicatif des 616ments non 

nuls de k. 

On note SL2(R) le rev6tement connexe ~ deux feuillets de SL2(R), dont nous 

allons d6crire une r6alisation. Le groupe SL2(R) op~re dans P, l 'ensemble des nombres 

complexes z tels que Im z>0 (demi-plan de Poincar6) de la fa~on suivante 

(a  bd).z=(az+b)(cz+d)_.. 

On r6alise S~2(R) comme l'ensemble des couples (~, ~)  oi~ ~E SL2(R) et �9 est une 

fonction holomorphe sur P telle que 

[ dP(z) ]2= cz + d, Vz E P o~l c et d sont tels que ~= ( a bd), 
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la loi de groupe sur S"~2(R) 6tant d6finie par 

(~l' (I)1) (~2' (I)2) = (~1 ~2' (I)3)' avec ~3(Z) = ~1(~2 "Z) ~2(Z) VZ E P. 

Un 616ment (~, ~ )  de SL2(R) est d6termin6 d6s l 'on connait OE SL2(R) et ~(0;  on 

peut donc identifier S'~2(R) ~ la sous-vari6t6 ferm6e de SLE(R)xC* dont les 616ments 

sont les couples 

(~,~),  ~ESL2(R) ' ~ = ( a  bd) ' ~ E C *  v6rifiantdp2=ci+d. 

Dans ces conditions la structure de vari6t6 analytique de SL2(R) est induite par celle de 

SL2(R) • C*. 
Dans la suite on note z~-->z 1/2 la d6termination de la racine carr6e d6finie sur C* par 

zl/2=ol/2e i0/2, si z = Q e  iO a v e c  0 > 0 ,  - : t<0~<at .  

Consid6rons les 616ments suivants de SL2(R) : 

oc(t) = exp(tXo)=(( ~ t l ) , l ) ,  tER  

~(t) = exp(tYo)= ( (  ~ ~), (l +tz)'/2), 

~o(t) = o~(t) ~ ( -  1/t) ~( t ) ,  

~o_(t) = ~ ( t ) ~ ( -  l/t)~(t),  

,,,, = ,a , (1 )  

~(t )  =~,o(t)~9 - I  , t E R * .  

tER* 

tER* 

t E R  

(2) 

On a pour tout t E R, 

exp(tWo) = ( (  cost  
k \ - s i n t  

sin t ) ,  e-;'/2) (3) 
cos t~ 

et si on note o l'616ment non trivial du noyau de la projection canonique de SL2(R) sur 

SL2(R) 

o = exp (2~Wo). (4) 

Pour tout nombre r6el t non nul on pose e(t)=t/[t I 

LEMME I. On ales relations suivantes 
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~ ( t ) = ( ( _ l O  t ;),(-z/t)l/2), tER*, (5) 

~ ( t ) = ( (  0 ~/t),/l-~<t))/2lt[-I/2), tER*. (6, 

D~monstration. La premi6re 6galit6 r6sulte imm6diatement de la relation 

avec 

Comme ~-1 =~,(_ 1), il vient 

et il vient alors 

~(t)= ((_l~ ; ) , ( - z / t )  |/2) ( (~  -~) ,z l /Z)=  ( ( ;  l~ 

r VzEP 

161 

q~(O=ltl-l/Z(e-it<t)"/2)l/2 ( ei,~/z) l/z= it I - Irz e~/z) a -~t))a 

d'ot~ la derni6re 6galit6. 

II est alors imm6diat que l'on a 

4 
=exp-~-W 0 et ~, =o ,  (7) 

g(t) - g(Itl) ~,'<'~-' = exp(log Itl Ho)~/<')-~, t E R*, (8) 

g(s) ~(t) = ~(t) ~s) = ~(st), t E a*, s > 0. (9) 

Le centre de S~2(R) est le sous groupe, isomorphe ~ Z/4Z, engendr6 par w a. 
Comme il est clair, d'apr6s la formule (8), 

d6finition de ~(t), ~,(t) et ~0_(t) 

~(1/t)=~o-(-t)~o -I, tER*. (10) 

Q.E.D. 

que /~(1/t)=~(t)to -1 il vient, par 

3. Le groupe SL3(R) 

Nous d6signons ainsi le revStement connexe/~ deux feuillets, ou connexe et simplement 
connexe, de SL3(R); nous notons :r la projection canonique de SL3(R) sur SL3(R). On 
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identifie le groupe SU2(C) avec le sous-groupe compact maximal yt-I(sO3(R)) de 

S'L3(R) au moyen de l'unique injection de SU2(C) dans SL3(R) dont la diff6rentielle est 

dj. 
Pour tout l~<k<l~<3 on note jk, I le plongement de S'L2(R) dans SL3(R) dont la 

diff6rentielle est djk, t et on consid~re les 616ments suivants de SLa(R) 

oc~,i(t) =Jk, t(cc(t)) = exp (tXk, t), t E R, 

~k,t(t) =jk, t(~(t)) = exp(tYk.t), tE R, 

vO,,l(t)=Jk, l(~(t)), tER* et ~k,l=J,,l(~)=exP ( 2 W k ,  l ) 

g,,t(t)=j,,t(g(t)), tER*. 

(11) 

A l'aide de (I) et (11) on voit que l'on a l e s  identifications suivantes avec des 

616ments de SU2 : 

l( l it  ill ~P"2= e i~r`4 ' ~ 1 ' 3 = - ~  1 ' ~ O 2 ' 3 = - ~  --I (12) 

d'autre part pour tout l~<k<l~<3 on a 

qui est l'616ment non trivial du centre de SU 20U de SL3(R) que nous noterons encore 
2 2 

o. Les 616ments ~ ,2  et ~'2,3 engendrent un sous-groupe de SU2 isomorphe au groupe 
2 2 

quaternionien qui contient outre o et l'616ment neutre e les six 616ments ~k,t, O~'k,t, 

l~<k</~<3. Ce sous-groupe est la partie compacte M du sous-groupe de Cartan de 

S'L3(R) d'alg6bre de Lie a. On a la relation 

2 2 2 
td01,2 s = ~1 ,3"  (13) 

On note N+ (resp. N, A) le sous-groupe analytique de SL3(R) d'alg~bre de Lie rt+ 

(resp. n, a), B+ (resp. B) le sous-groupe de Borel de SL3(R) d'alg~bre de Lie b+ (resp. 

b) et P j le  sous-groupe parabolique maximal de SL3(R) d'alg/~bre de Lie ~oj, j =  1,3. 

Alors P3 (resp. P 0  est le sous-groupe de SL3(R) dont les 616ments 1o sont tels que 

:r(p) = d resp. :r(p)= a . 
/3 C 
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On note Q le sous-groupe de P3 tel que 

- !  
Q = P3 N (~oL3 P3 ~z,3) 

alors les 616ments de Q sont les q E SL3(R) v6rifiant 

~r(q) = d o 

i 

0 

Ainsi Q est engendr6 par les 616ments suivants 

~l,2(t), ~l,3(t), /ER,] 
gl'2(t)'cdl,2,2 r t>0' I (14) 

et si on note q ~ q '  l 'automorphisme de Q induit par la conjugaison par ~'z,3 on a 

~l ,2( t ) '  = ~ l , 3 ( - - t ) ,  ~1,3(/) '  = ~l ,2( t ) ,  t E R , ]  

~l,2(t)' = ~1,3(/), ~2,3(t)' = ~2.3(1/t), t > 0,(./ (15) 
2 p 2 2 i 2 J (~01,2) = OWl,3, (~92,3) = W2, 3 

Soit Q l'ensemble des 616ments ~ESL3(R ) tels que ~r(~)2,3~0 (si A est une 

matrice, Ak, t d6signe le coefficient de la k ieme ligne et de la/i~me colonne de A.); f2 est 

un ouvert de S'L3(R) dont le compl6mentaire est une sous-vari6t6 de codimension I. 

Les deux lemmes qui suivent sont cons6quence imm6diate des r6sultats analogues 

pour SLa(R) lesquels r6sultent de calculs 6vidents. 

LEMME 2. Soit ~ESL3(R); pour qu'il existe deux r~els s et t et un ~l~ment pEP3 

tels que 

= •l ,  2(s) ~2, 3(t) ~2, 3 p 

il faut  et il suffit que $E ~ .  Dans ce cas cette d~composition de ~ est unique. 

LEMME 3. Soit pEP3. 

(i) Si .7g(I0)2,2=~=0 13 s'dcrit de manidre unique sous la forme 

p=~l,2(s)~z,3(t)q aoec s, tER, qEQ. 
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(ii) Si  ~r(p)2, 2=0 p s '~crit  de mani~re unique sous  la f o r m e  

~=eel,2~v2,3(t)q avec t E R ,  q ~ Q .  

Pour 6tablir le principal r6sultat de ce paragraphe nous avons besoin du r6sultat 

technique suivant. 

LEMME 4. On a les f o r m u l e s  suivantes  : 

~2, 3 0% 2(s) []2, 3( t) ~2, 3 = a;t, 2($[t) ~2, 3(-- 1 [t) ~2, 3 ~2, 3 ( t)- I OCl, 2(S/t) []2, 3(-- 1/t), 

~2,3 ~1,2 ~2,3(t) ~P2,3 = a~L 2(l/t) ~t~2, 3 ~Pl,2 ~2,3(-- 1/t) vo~. 3 ~2,3(-- 1/t), 

D~mons t ra t ion .  Par d6finition de to2, 3(- t )  il vient 

Vs, t, t * O ,  

(16) 

Vt, t ~ O .  (17) 

2 
~2,3 ~1,2(S) ~2,3(t) ~2,3 ----- ~[31,3(--$) ~ 2 . 3 ( - t )  ~2,3 = ~31,3(--$) ~2,3(-- 1/t) ~U2,3(t) ~02,3(--t ) ~0~, 3 

or on a 

a~l. 3(-s)  ~2.3(- 1/t) a=l. 3(s) = a~l. 2(s/t) ~2.3(- I/t) 

comme il r6sulte de l'6galit6 analogue dans SL3(R), et on peut donc 6crire 

~2.3 a~l. 2(s) ~2.3( t ) ~'2.3 = a~l. 2( s/t ) ~2.3( - 1/t) ~1 .3( - s )  a~2.3(0 ~2.3( - t) ~ .  3 
2 

= ~=1.2(s/t) ~2.3(- I/t) ~2.3 a~l.2(s) ~2.3( - t  ) ~2.13 w2.3( - t  ) w2.3 

mais d'apr~s la d6finition de g(t) on a 

, % 3 ( - 0  = 

et on peut donc 6crire 

-2 -I 2 
w2.3a=t.2(S)~2.3(t)~,,2. 3 = ~l.2(s/ t )~2.3(- l / t ) t%3a=t.2(S)~2.3(- t) t%3 ~2.3(t ) t~2.3 

qui n 'est  autre que (16) puisque tt ,2 est central dans SL2(R) et que 

g2.3(0 ~l.  2(s) ~2.3( - t)~2.3(0-i = a~l. 2(s/t) ~2.3( - l/t) 

comme il r6sulte de l'6galit6 analogue dans SL3(R). 

Comme par d6finition de ~,2.3(t) on a 
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~2:3(t) = 0c2,3(I/t ) ~02,3(-- 1/t) OC2,3(1/t) 

il vient imm6diatement 

o r  

et il vient 

~2, 3 ~1,2 t~2, 3 (t) ~2, ~ = ~~ 3~'1,2~ 3 (1/t) ~2, 3 ( -  I/t) ~c2, 3 (1/t) ~'2, 3 

- !  - I  
~02,3 IOI,2 0C2,3(1/t) ~1,2 t0P2,3 = 0Cl,2(I/t) 

~P2,3 ~tOl, 2~2, 3(t) liP2, 3 =ccl ,  2(l/t) ~'2,3 ~1,2 ~d02,3(-- I/t) ~02, 3 ~2,3(- 1/t) 

=~cl,2(1/t)vo2,3~Ol,2~2,3(--1/t)~o2,3~2,3(--1/t). Q.E.D. 

Le r6sultat suivant analogue au lemme 1 de [5] donne une condition n6cessaire et 

suffisante pour qu 'une  repr6sentation unitaire de / '3  s '6tende ~ SL3(R). On remarquera  

que le groupe S'Z,3(R) est engendr6 par P3 et ~02, 3. 

LEMME 5. Soient Q une representation unitaire du groupe P3 dans un espace de 

Hilbert ~ et U un op~rateur unitaire de ~ .  La representation p se prolonge en une 

repr6sentation unitaire de S~3(R) telle que p(~'2, 3) = U si et seulement si les conditions 

suivantes sont v~rifi~es : 

(i) Up(q) U - I = p ( q ' ) ,  V q 6 Q  / 

(ii) u 2 = P(~'~,3) ~ (18) 
/ 

(iii) Up(~,l,z) U = P(~L2) UP(~I,2)'J 

II est clair que dans ce cas le prolongement de p ~ $7~3(R) est uniquement d~termin~ 

par la condition p(~z,3)= U. 

D~monstration. I1 est clair que ces conditions sont n6cessaires. Supposons les 

v6rifi6es. Si un tel prolongement de p existe, pour tout ~ E f~ on a 

P(~) = P ( ~ !  ,2(s) ~2, 3(t)) Up(p). (19) 

avec 

~]=a;i.2(s)[t2,3(t)~z,3p, s, t E R ,  p E P  3. 

D6finissons donc une application de l 'ouvert  fl  dans le groupe unitaire de ~ ~t 

l 'aide de la formule (19) et supposons que nous ayons montr6 les relations 
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alors en utilisant le lemme 6 de [19] on voit que ~) s '6tend en une repr6sentation de 

SL3(R), continue parce que sa restriction h f~ qui est donn6e par la formule (19) est 

continue. 

Soient donc ~l, ~ ,  ~3 E f~ tels que ~l ~ =~J3. Ecrivons 

~k =OCl,2(Sk) t{2, a(tk) vO2,3pk, S k, tkER,  pk6. P3, k =  1,2,3.  

On doit donc v6rifier au niveau de 0 la relation 

~1,2(S1 ) ~ ,  3(tl) ~'2, 3 pI ~C1,2(S2) [h, 3(t2 ) t02, 3 ~2 = OCl, 2(S3) ~2, 3(t3) ~2, 3 p3" 

En utilisant le fait que Q est une repr6sentation de P3 et que les 616ments oct,2(s) et 

t32, 3(t), s, t E R commutent ,  on se ram6ne ~ la v6rification au niveau de Q de la relation 

de d6composit ion 

~02,3 ~ 2 ,  3 = i~l,2(S) ~2,3(/) t0#2, 3 p' ,  S, tE R, p' E P  3 

ceci pour tou t  ~(~P3 tel que gO2,3p~tO2,3~"). Le lemme 3 et la condition (18) (i) 

permettent  de se ramener / i  l 'un des deux cas suivants 

p=O~l,2(S)~2,3(t ) OI1 p=CPl,2~2,3(t), s, t E S .  

I1 est ais6 de voir que dans ces condit ions r162 ~ ~"~ si et seulement si t4=0. Nous  

devons donc 6tudier deux cas 

(a) ~=~1,2(s)~2,3(/) ,  s, t E R ,  t~:O. 

D'apr6s le lemme 4, relation (16) on se ram6ne ~ v6rifier 

UQ(~ 2(S) ~2, 3(0) U = O(CCl, 2(s/t)  ~2, 3(-  l/t)) UQ(~2, 3(t)-I) 0(a;l, 2(s/t) ~2, 3(-  l/t)) 

relation qui par le fait que 

iX;l, 2 ($) ~2, 3 (/`) = ~2, 3(Itl-1/2) ~l ,  2(81ll- I/2) ~2, 3 (~(t)) ~2, 3( tO 1/2) 

et grftce/t la condition (18) (i) est 6quivalente/~ 

Oo(O~l ' 2(sit[- I/2) ~2, 3(e(t))) O = ~)(o[~ 1,2(sg(t) It[-1r2) M2, d -  e(t))) 

X ULO(~2, 3(it[ i/2) g2, 3( t)- Ig2, 3(I tl i~))o(OCl, 2(se(t ) it 1 I/2) ~2, 3 ( --  e(t))) 
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que l 'on peut 6crire grgtce ~ la relation (8) 

Uo(ocL 2(sltl-l/2) ~2,3(e( t) ) ) U =  Q(o% 2(se( t) [tl - V2) ~2,3(- e( t) ) ) 

x UO(~2, 3(e(t))-l) O(OCl, 2(se(t ) [tl 1/2)/~2, 3(- e(t))). 

On se ram6ne donc aux deux conditions 

U~O(~1,2(S)~2,3(1)) U = 0(0Cl,2(S)~2,3(--1)) UQ(0Cl,2($)~2,3(-1)) (1) 

U(9(~ ~2,3( -  1)) U = (9(OCl,2(-s) ~2,3(1)) U~9(~2, 3 ( -  1)-1) 0 ( o c l , 2 ( - s )  ~2,3(1)). 

La deuxi~me de ces relations est 6quivalente ~ la premiere. En effet elle s'6crit 

U-le(OCm,2(-s)~2,3(1)) U - '  = e(~rl,2(s)~2,3(- 1)) Q(g2,3(- 1)) U-'e(ocl,2(s)~2,3(- 1)) 

qui est clairement la relation cherch6e, modulo (18) (i) et (ii), (8) et le fait que 

~0~,30Cl,2(--S)~2,3(1)~, 3 = t70~1,2(S)~2,3(I), VsER.  

Posons,  

A = UQ(zcl,2(s) ~2,3(1)) U 

B = O(OCl,2(s) ~2,3(I)) UQ(~Cl.2(s)~2,3(- 1)). 

I1 nous faut donc voir que, modulo (18) (i), (ii), (iii) et le fait que 0 repr6sente P, on 

a A =B, ou A ' = B '  avec 

A' = UQ(~OI,2)AQ(~LI2) U -1 

B ' =  U0(~,m,2)a0(~12) U -j. 

En utilisant (18) (i) et (iii) on peut 6crire 

2 -I  -1 -2 
A' = ~)(~01,2) U~)(~Ol,2) ~)(~Cl,2($ ) ~2, 3(1)) ~)(~2,3 ) ~)(tCdl,2)U ~)(tcdl.2). 

Mais on a compte- tenu du fait que 0 est une repr6sentation de P3 et des relations (18) 
(i), (ii) et (15) 

(m) Je tiens ici ~ remercier encore P. Barrat, qui m'a expliqu~ comment on pouvait d~duire cette relation 
des relations (18) (i) (ii) et (iii), ce qui m'a permis de simplifier consid~rablement la d~monstration du 
th~or~me 1. 
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0(001,2) U0(cdOl,2) 0(0~1, 2($)) 0(001.12 ) U-10QdOLI2)= 00~01,2) U0(~1,2(-s)) U-10Q~'~LI2) 
-1 

= 0(001,2) 0(~1,3(8)) O(lOl, 2) = 0(~2, 3 (-- 8)) 
-1 -I -I 0(001,2) U0(001,2)0(~2,3(1))0(i01,2) U 0(001,2 )=  0(i01,2) U0(~1,3 ( -  I)) U-10(t~LI2) 

= 0(t~01,2 ) 0(~1,2(1)) 0(00L12 ) = 0(tX~l,2(-- 1)) 

2 -1 2 -1 -l  2 
0(001,2) U0(~/~ 0(002,3) 0(~176 U-1 0(~176 ) = 0(001,2) U0(001,3) U 0(~01,2) = 0(~1,2) 

ce qui permet  d'6crire 

= 0Cl,2(-- 1) ~01,2). A'  0 (~2 ,3( - s )  2 

En util isant les m ~ m e s  relations on  voit que  

B ' =  U0(~1,2(-s)~1,3(1)) U-Iuo(~Ol,2) UQ(~OLI2) U-IuQ(~I,2(-s)~I,3(1)) U -1 

= e(~!,3($)~1,2(- 1)) Ue(001,2) Ue(00L12) U- l e (~ l , 3 ( -$ )  ~1,3(1)) 

et en util isant/~ nouveau  (18) (iii) il v ient  

B' = 0(~i,3($) ~1,2(-- l) 001,2 ~1,3 ($) ~1.2(- 1)) 

= 0(~2, 3 ( -  s) ~1,2(-  1) ~'1,2 ~l, 2 ( -  1)) 

et il reste ~ v6rifier que  l 'on a dans S"L2(R) 

~c( -  1) uo2 = ~ ( -  1) uot~(- 1) 

ce qui est  imm6diat .  

(b) p = 001,2 ~2, 3(/), t * 0. 

En utilisant la relation (17) du l emme 4 on se ram6ne/~  v6rifier la relation A = B  
avec 

A = Up(u01, 2 ~2.3(t)) U 

B = Q(~Cl, 2(l/t)) UQ(uol. 2/~2, 3 ( -  1/t) 0022, 3 ~2, 3 ( -  l/t)). 

-I 
C o m m e  00,, 2 ~2, 3(0 ~'l, 2 =~l ,  3(t) on trouve que 

A = 0(~1,2(t)) U0(001,2) U 



mais on a 

et il vient alors 

de plus 
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~2, 3( -  1/t) = ~2, 3(1/Itl) ~,~,~ +a,)) 

g=, 3(1/Itl) lh, 3(- 1/t) = ~2, 3 ( -  t) g2, 3(1/Itl) 

l-e(t) 
B = O(aZl,2(l/t)) go(I t01,2~02,  3 ~2,3(-t)~2,3(1/ltl) ) 

1 - e(t) - I 
0 '1 ,2~2 ,3  ~2,3(-t)~2,3(1/Itl)t~l,2 E Q 

et son image par l 'automorphisme ' est 

~0] .2 ~') [h, 2(- t) ~l, 2(1/l tl). 

La  condition A =B s'6crit alors 

Uo(~h,2) U= O(~h,2(-t) ocj,2( I/t) ~h,2(-t) gL 2(1/[t]) ~ol~2 `(t)) U0(~,L2 ) 

or en utilisant les relations (8) et (10) on voit que 

[t( )~( ) & )g( "') -t)o~(1/t - t  l/It I)=lo_(-t 1/Itl)=~o 

et on se f a m i n e  donc/~ la cond i t ion  (18) (i i i). 

169 

Q.E.D. 

II. Pr6quantification des orbites de dimension minimale, parmi celles non triviales, 

dans la repr6sentation (co)-adjointe de S~L3(R) 

1. Description des orbites 

Comme nous identifions sl3(R) ~ son dual au moyen de la forme bilin6aire invariante 
non d6g6n6r6e 

(X, Y)~-*tr(XY), VX, YEsI3(R) 

nous ne nous int6ressons qu'~t la repr6sentation adjointe de SL3(R). 

Les orbites consid6r6es sont de deux types : il y a d 'une part une orbite nilpotente 

et d 'autre part une famille d'orbites semi-simples param6tr6e par R*. Ces orbites sont 
de dimension 4. 

12-838283 Acta Mathematica 150. Imprim6 le 15 aof t  1983 
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(a) L'orbite nilpotente. C'est le ferm6 t~o de s/3(R)-(0} constitu6 des matrices de 

rang 1. Ayant identifi6 R 3 avec son dual de la mani~re habituelle, pour tout couple 

(q,p)ER3• 3 nous noterons q| la matrice, dans la base canonique de R 3, de 

l'endomorphisme de R 3 (( , ) d6signe le produit scalaire canonique sur R 3) 

x~'-) (x,p) q. 

Alors ~7o est exactement l'ensemble des matrices s'6crivant q| avec (q,p)EXo, le 

sous-ensemble de RaxR 3 constitu6 des (q,p) tels que q4=0, p=l=0 et (q ,p)=0 .  On a 

~(q | p) = :r(O) q | t~t'(~)-Ip, V~ E S'L3(R), Vq, p E R 3-  {0}, 

On note mo l'application de X 0 sur (7o d6finie par mo(q,p)=q| 
Dans la suite T+(P2) d6signe le fibr6 cotangent ~ P2, le plan projectif r6el, priv6 de 

la section nulle. Si q ER3-{0}, nous noterons ~ l'image de q par la projection 

canonique de R3-{0} sur P2 et, si x•R 3, qER3-{0},  nous noterons Xq le vecteur 

tangent au point ~/l P2, image, par la diff6rentielle au point q de la projection canonique 

de R 3- {0} sur P2, de x consid6r6 comme vecteur tangent au point q de R 3-  {0}. 

Alors l'application fl de ~0/i valeurs dans T+(P2) d6finie par 

fl(q| (x,p), V(q,p) ES~o, VxER 3. 

est un isomorphisme de vari6t6. 

Le groupe SL3(R) agit de mani~re canonique dans T+(P2), son action dans cet 

espace ~tant induite par son action dans P2 comme groupe de transformations homo- 

graphiques. L'application fl induit, en fait, un isomorphisme de SL3(R)-espaces homo- 

g~nes de ~?0 sur T+(P2). 

Soit 00 la l-forme canonique sur T+(P2) : six est un vecteur tangent ~ T+(P2) on a 

00(x)=x(O 

oa x d6signe le pied de x dans T+(P2) et ~ i'image de x par la diff6rentielle au point x de 

la projection canonique de T+(P2) sur P2. La l-forme 0o est invariante sous l'action de 

SL3(R), et SL3(R) est un groupe de transformations canoniques pour la structure 

symplectique induite sur T+(P2) par la deux-forme too=d0o. 

Si x E R 3 nous noterons xj., j =  I, 2, 3 ses coordonn6es dans la base canonique 

(el,e2, e~) de R 3 et pour j=(1,2,3)  nous noterons ~Y0.j l'ouvert de ~o constitu6 des 

616ments dont les projections sur P2 sont contenues dans l'ouvert affine sCj dont les 

616ments sont de la forme ~ avec q E R 3- {0} tel que qj= 1. Les coordonn6es sur Mj sont 
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d6finies par le diff6omorphisme aj de R 2 sur ~tj. qui au v e c t e u r  (qk)l<~k<~3,k4:j, de R 2 fait 

correspondre le point aj(qk) d6fini par 

\ k* j  

On d6finit alors un syst6me de coordonn6es sur ~?o,j en utilisant le diff60mor- 

phisme mo,j de R2x(R2-{0}) qui ~ l'616ment ((qk)k*j, (P~)k*2) de R2x(R2-{0}) fait 

correspondre le point mo,~(qg, p~) de ~70,j tel que 

moj(qk, Pk)=(EPkdqk) 
\ k e~j / aj(qk) 

(20) 

que l'on peut aussi 6crire 

mo,s(qk, pk)=(ej+Eqket)| (21) 
\ k~:j k*j  

avec (p, q }j= E k.jP~ qk. 

Nous noterons (~,  ~ )  les coordonn6es d6finies fur ~7od et a /a~ ,  a/a/~k les champs 

de vecteurs qu'elles y d6terminent. Dans ce syst6me de coordonn6es on a 

k*j  k*j  

Pour j=1,2,3 on note ~ I'ouvert de ~7o constitu6 des 61~ments q| tels que 

q, pER3-{0} ,  (q,p}=O, q•ej et (p, ej}~=O. Alors ~ est contenu dans l'ouvert 

tJk.j(7O, k de ~7o et les ouverts ~o,k=~n~?o,k,k~=j, constituent, avec ies applications 

m0.k un syst6me de cartes sur ~ .  

Comme :t(P3) est le sous-groupe parabolique maximal de SL3(R) stabilisant le 

sous-espace vectoriel Re3 de R 3 il est clair que P3 laisse (?03 stable. Soit Zo=el| en 

fait Zo=XI,3. Alors Z 0 E ~0, et on note Fo la projection de SL3(R) sur ~o d6finie par 

Zo. 

(b) Les orbites semi-simples. Ce sont les orbites ~?z, 2 E R*, ot~ ~7~ est l'orbite de 

l'616ment 

• 0 - 4  . 
Z ~ = 3 0  0 - 
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Ces orbites sont des sous-vari6t6s ferm6es de s/3(R). On note p~ la projection de 

SLa(R) sur 0~ telle que p~(~)=$.Z~. 

Pour tout 2 E R* soit X~ la sous-vari6t6 ferm6e de R3• 3 constitu6e des couples 

(q,p) avec (p, q)=2.  C'est un espace SL3(R)-homog~ne pour l'action d~finie par 

~" (q, p) = (z~(~) q, t~(~)- lp), V~ E S'L3(R), V(q, p) E Xa. 

Pour tout (q, p)E Zx on note m~(q, p) la matrice, relativement/t la base canonique de 

R 3, de l 'endomorphisme de R 3 

-~- [2 U~q,p)- V~q.,)] 

or) U(g,p) (resp. V~q,p)) d6signe le projecteur de R 3 parall61ement/~ (Rp) • (resp. Rq) 

sur Rq (resp. (Rp)• Alors l'application mx est une submersion de ~x sur ~?x qui 

commute aux diff6rentes actions de SL3(R). On a Zx=mx(el,2el+e3). 
Consid6rons l'action/~ droite du groupe multiplicatif R* dans Z~ d6finie par 

t. (q, p) = (tq, t -  ~p), Yt E R*, Y(q, p) E Y.~. 

Cette action est libre, l 'espace quotient de Zx pour cette action est une vari6t6 quotient 

et mx induit un isomorphisme de cette vari6t6 quotient sur ~Ta. De plus la fibration 

mx: Za--~Ta est localement triviale. Ainsi Y-x est un fibr6 principal au dessus de ~Tx de 

fibre le groupe multiplicatif R*, la fibration 6tant d6finie par l'application rex. L'action 

de R* et celle de SL3(R) dans Y-x commutent. 

On note 0h la restriction/~ Y x de ia 1-forme canonique sur R3• 3 d6finie par 

O(q,p)(k, h) = (p, k) ,  V(q,p)ER3•  3, V(k, h)ER3XR 3. (23) 

Aiors il existe une unique 2-forme to~ sur ~?a telle que 

dO,t = m~(toa). 

Cette 2-forme munit ~Ta d'une structure symplectique. 

Pour j=1 ,2 ,3  on note (Y~,j l'ouvert de ~a constitu6 des points ma(q,p) avec 

(q,p)E~-,a tel que oo.4=0. L'application mad de R2xR 2 dans ~a,j qui ~ 1'616ment 

((qt)t.j, (Pl)t.j) de R2x R 2 fait correspondre le point mad (Pt, qt) de ~,j- d6fini par 

mLj(ql, Pl) = mx ( ej+ E ql el, (A--(P, q )j) ej+ ~ Pl et) 
\ I:~j i.j 



REPRESENTATIONS UNITAIRES DE SL3(R) 173 

est un diff6omorphisme. On note J J qt,Pt les coordonn6es ainsi 

~7~,j et a/aq{, a/ap{ les champs de vecteurs qu'elles y d6terminent. 

L'application o~, i h valeurs dans Y.a et d6finie sur ~?a,j par 

a~.,i(m~,i(qt, Pj)) = (ei+ E q, e,, (2-(P, q)j) ei+ E P~et) 
\ 14:j I:~j 

d6finies sur 

(24) 

est une section du fibr6 principal 2~. 

Dans le syst~,me de coordonn6es (q{, p{) on a 

= dpf A aql. (25) 
t*2 

Enfin pour j=1 ,2 ,3  on note ~ l'ouvert de O4 constitu6 des m~(q,p) avec 

(q,p)EX~ tel que q4:ej et (p, ej)*O. Alo r s~  est contenu dans l'ouvert LIk.j~7~,k de 

~7 a et les ouverts ~ , k = ~  13 ~7~, k constituent avec les applications ma,j un atlas sur ~ .  

Le parabolique maximal P3 laisse stable l'ouvert ~ ,  qui contient Za. 

2. Pr6quantification 

(a) Le cas de l'orbite nilpotente. Le stabilisateur So de Zo dans SL3(R) est l'image 

r6ciproque par :r du sous-groupe de SL3(R) dont les 616ments sont 

t -z , t E R * , u , v ,  wER.  

0 

L'alg~bre de Lie 3o de So est l'ensemble des matrices 

x 

--2a 
0 

a,x,y, zER. 

La composante neutre Jo est isomorphe, via ~r, au sous-groupe exponentiel de 

SL3(R) dont les 616ments sont 

t -2 , t>O,u,v, wER. 
0 
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2 
En fait So est le produit semi-direct du sous-groupe de SL3(R) engendr6 par wl, 3 et 

isomorphe ~ Z/4Z et de ~o. 

La restriction ~t do de la forme lin6aire X~t r (ZoX)  est nulle. Ainsi l'orbite ~o est 

une orbite enti6re. I1 y a quatre caract6res de So dont la diff6rentielle est nulle; ce sont 

Xl.o, X-l,o, :~o et ~o et ils sont d6termin6s par 

2 2 _ 2 : 2 
Z1.0(~l,3) = 1, , ~_ I ,0 (~P l ,3 )  = - 1 ,  Z0(~,1,3) = - i ,  X0(tddl,3 ) = i. (26) 

On note So leur ensemble. Le caract6re )~,o est trivial et seuls les caract6res Z,,o, 

e= + 1 descendent ~ :r(So). 

A tout 616ment X E So on sait associer de mani6re canonique un fibr6 en droite 

hermitien avec connexion, not6 L x et d6fini par 

L x = SL3(R) x x C. 

Le fibr6 principal associ6 h L x est 

L* = S L s ( R )  •  C * .  

Nous noterons F x la projection canonique de SL3(R)xC* sur L~. Si XEsls(R) et 

a E C  nous noterons (X, a) le champ de vecteurs sur SL3(R)xC* d6fini par 

d 
= e Z) l t=o ,  (X,a)(~,z ~ ~-~(exp(-tX)~, -2ima xl V~ESL3(R), VzEC*. 

Alors il existe un unique champ de vecteurs not6 pz.(X, a) sur L* tel que 

~,(X, a)~(~, z, = dpt~, z)((X, a)(~t, z)), V9 E SL3(R), Vz E C*. 

La 1-forme connexion 0 x sur L~ est d6finie par 

Ox(~.(X, a))~(~, z) = - t r  (Z 0 Ad 9 - IX) -a ,  VX E s/3(R), Va E C, V~ E SL3(R), ~z E C*. 

(27) 

Pour tout ceci voir [1] chap. III. 

LEMME 6. Si px d~signe la projection canonique de L~ sur ~7o on a pour tout 

XEsI3(R), ~ES'Z,3(R), zEC*, 

Ox(~(X, 0))~(~,z)= Ooeo(~)[dpz(~(X, 0)px(~l,z)) ] = Oopo(~)(dpo~)(X'~])). (28) 
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D~monstration. Consid6rons le diagramme commutat i f  

SL3(R) • C* -- L~ 

SZ3(ll) - .  0~1 po 

ofl la premi6re fl6che verticale d6signe la premi6re projection. I1 est clair que 

dpx(~.~(X, 0)pxfg, z) ) = d p o ( - X "  9), VX E s/3(a), V~ ~ S'L3(R), Vz E C*. 

Ainsi l 'application de sl3(R) dans Ti, o<~)(~?0) (1) d6finie par 

x ~  dp~(~,(X, 0)~,~)) 

est une surjection ne d6pendant que de po(~). D'autre part la condition dpo(X.~)=O est 

6quivalente ~ Ad~-~XE ~o; comme pour  tout XE ~o, t r (ZoX)=0 on voit, en utilisant 

(27) qu'il existe une (unique) 1-forme 06 sur (7o telle que 

Cette l-forme est SL3(R)-invariante comme le montre un calcul facile. Comme la 1- 

forme 00 est elle m6me SL3(R)-invariante pour montrer que 00=06 il suffit de montrer 

qu'elles coincident en Zo. 

Soit XE s/3(R), X=(Xkt)l~k, 1~3, alors 

Ox(p~(X, 0))p~r = -x31" 

D'autre  part 

dpo(-X)  = (E xtl e t) | e3+e I | (E x3l el) 

( \ 

= dm /o --X21 X32 

O, o x . -x , ,  / 

et grfice/~ la formule (22) on trouve 

(1) Si Vest une vari6t6 et xE V, Tx(V) d6signe l'espace tangent en x ~. V. 
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Oo(dpo) ( -X)  = -x3,. Q.E.D. 

COROLLAIRE. La forme  courbure de L x, X E So n'est  autre que too; ainsi Wo est la 

deux-forme canonique sur lio, en particulier on a 

wo(dl~o(X), dpo(Y)) = tr(Zo[X, Y]), VX, VYEsI3(R).  

Nous noterons F x l'espace des sections de classe C ~ du fibr6 L x. Si 0// est un 

ouvert de (70 nous noterons Fxl~t l 'espace des sections de classe Coo au dessus de o//. Si 

s E Fxl ~ il existe une unique fonction f~ de classe C ~ d6finie sur pol(~ telle que 

s(p0(~)) = i.r (~,f~(~)), V~ e pg'(~ (29) 

de plus f~ v6rifie la condition de covariance 

f s~)=X(~- l ) f~(~]) ,  V~E13o'(#/), VgES 0. (30) 

R6ciproquement la donn6e d'une fonction d6finie sur po~(q/) et v6rifiant la condition 

(30) d6termine/~ 1'aide de ta formule (29) un 616ment de Fx[~U. 

Soit V x la connexion sur L x associ6e /~ la l-forme connexion Ox; c'est une 

application de l'espace D(~o) des champs de vecteurs sur lio ~t valeurs dans Homc (F x) 

telle que 

Vxf~ =fVx~, 

Vx$(fs) = f Vx$(S) + ~ " fs ,  

V~ E D(lio), VfE Coo(lio) 

V~ E D(~To), WE C~176 Vs E F x 

(C| d6signe l'espace des fonctions de classe Coo d6finies sur lio) et elle est 

uniquement d6termin6e par la condition 

Vx~(S)(m)=2i~rOx(dsm(~m))s(m), V s E F  x, V~ED(lio), VmEl io  tel que s(m) *O.  (31) 

LEMME 7. Soient ~ED(lio), mElio, ~ESL3(R) et XEsI3(R)  tels que po(~)=m et 

dpo(-X'~)=~,,,  alors pour toute section s de L x d~finie dans un voisinage de m e t  

v~rifiant s(m)a~O on a 

Vx~(s) (m) = 2i~t 00(~),,-F s(m). (32) 
2ierf~(~) 

D~monstration. Consid6rons le diagramme commutatif 
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~ '  (6//) F's --- SL3(R) x C 

~ Lx 

o0 q/est  rouvert  de d6finition de s e t  F~ l'application de pol(q/) dans SL3(R)xC d6finie 

par 

On a alors les relations 

mais 

et on trouve 

G(9)  = (9,L(~)), v96po ' (~  �9 

ds m( ~m ) = ds m( ~O ( -  X . ~) ) = ~ ~,f s(~)) ( dFsg(-X. ~) ) 

dF, (-X.9) = (X, af,(-x .I 
2i~f~(~) ,l (~,f,(~)) 

ds,.( ~,.) = 1~ ( X, 
dfs (-X'~t) ) 

2izrfs(~) vx(~,L(~)) 

La formule (32) est alors cons6quence imm6diate de (27), du lemme 6 (28) et de 

(31). Q.E.D. 

(b) Le  cas des orbites semi-s imples .  Le stabilisateur S~ de Z~ dans SL3(R) est 

rimage r6ciproque par ar du sous-groupe de SL3(R) dont les 6Mments sont 

a , a , b , c , d ,  t E R  tels que t ( a d - b c ) =  1. 

C 

L'alg6bre de Lie ~ de S~ est l 'ensemble des matrices 

(i " '  a 

7 

a, fl, y, 6, rE  R tels que a + 6 + r  =0.  
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et on a 

tr(Z~X) = 2r, VXE da avec X = (Z 

7 

Ainsi le noyau d,~ de la restriction ~t ~ de la forme lin6aire X ~ t r  (XZa) est une sous- 

alg6bre de Lie de sis(R) isomorphe b. sl2(R). Le sous-groupe analytique de SL3(R) 

d'alg6bre de Lie d,~ est isomorphe h SLz(R) et il contient donc l'616ment o. On voit 

alors que pour  tout 616ment Z de S~, l 'ensemble des caract6res de S~ dont la diff6ren- 

tielle est la restriction ~ d~ de la forme lin6aire X~--~2i~rtr(Z,~X), on a x(cr)=l,  et tout 

616ment de Sa induit en fait un caractSre de 3r(Sx). Ainsi t ous l e s  objets que nous allons 

d6finir h partir des orbites (7x, 2~=0 seront en fait d6finis pour  le groupe SLs(R). 

Les  616ments de Sx sont les X~,a, e = + l  d6finis par 

X-l.~(~) = e(t) [tl 2/~ V~E S~ tel que ;r(~)= 

- 2 - | c  ; t - l ! - d ) )  
a 
r 

(33) 

Comme dans la partie (a) de ce paragraphe, on d6finit pour X E S a l e  fibr6 SL3(R )- 

homog6ne L x, avec connexion V z et 1-forme connexion 0 x etc . . . .  

Soit r / le caract6re de Sa ~ valeurs dans R* d6fini par 

rl(~) = t, V~ E S~ tel que :r(~) = a . 

c 

alors si zES~ on note •' I 'unique caract6re unitaire de R* tel que Z=g 'o r / ,  et on 

consid6re le fibr6 au-dessus de ~Ta 

Lx Y-'A xx' C. 

On note p,x la projection canonique de EAxC sur L x. I1 est facile de v6rifier que 

I'application ~x de L x dans L x d6finie par 

~x(~ (~(~), Z)) = ~ox(~, Z), V~ E SL3(R), Vz E C, 

o0 10~ est la projection de SLs(R) sur y~ d6finie par p~(~)=o ' (e l ,2el+e3) ,  est un 

isomorphisme de fibr6s SLs(R)-homog6nes.  

LEMME 8. Pour tout XEsls(R) ,  ~ESLs(R) ,  zEC*  on a 

Ox(l ~ 0))exit. z) = 0~(p~(-X. ~t)) (34) 
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D~monstration. Consid6rons le diagramme commutatif 

SL3(R)XC* -'~ 

Y~4XC* 

oh O4 est l'application d6finie par 

~2(~, z) = (p~(~), z), V~ E SL3(R), VZ E C*. 

Alors on a 

pX.(X, O)p~(~, z) = dp'Z.a(~, z)(ddp~($, z)(X ' 0)(~, z)) 

de plus on a, si prt d6signe la premi6re projection de 574xC* sur E4 

dpr, d~ (X'O)c z)= dP~(-X'~t)" 

d ,x induit un isomorphisme de l'espace tangent au point Comme l'application P .~(~,z) 

q~4(~, z) ~ Z4x {z} sur l'espace tangent au point p'xq~4( ~, z)/i L~ on voit que le vecteur 

pX.(X,0)l,X(~,z ) est uniquement d6termin6 par dpA(-X.~]). De plus l'expression 

Ox(pX.(X,O))pxi~,z) est ind6pendante de z EC*. I! existe donc une 1-forme 0~ d6finie sur 

Z4 telle que 
= 

Cette 1-forme est clairement SL3(R)-invariante et pour montrer (34) il suffit donc de 

montrer que 04 et 0~ coincident au point (el,get+e3)=p,~(e). 

Soit XE sl3(R) X=(XkI)j<~Lt<~3, alors, d'apr6s la formule (27) 

D'autre part 

0g(I 3X*(X' 0))p;t(e, z) ~--" -- ('~11 -l-X31)" 

dp,~(-X) = ( - E  xtl e t, E (xu+ x3t) et) 

et grace/~ la formule (23) et/~ la d6finition de 04 on a 

Oa(dp'~(-X)) = (--2Xll+X31). Q.E.D. 
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COROLLAIRE. La forme courbure de Lz, Z E S~ n'est autre que ta~; ainsi ta~ est la 

forme canonique sur (7~ et en particulier on a 

w~(dp~(X), dp~(Y)) = tr(Z~[X, Y]), 'r r Y E  S/a(R). 

Soient ~ un ouvert de (7~ et s EFziou alors on note f ;  la fonction sur m~-~(~) d6finie 

par 

, ( ,  f~ ~D2(~))=fs(~), V~ ~ pAI(~ �9 (35) 

Cette fonction existe parce que le stabilisateur de (el,2el+e3) dans SL3(R) est Kerr/. 

La fonction f ;  v6rifie la condition de covariance 

f ' ( t . m ) = x ' ( t - I ) f ' ( m ) ,  VtE~R*, VmEZ,~. (36) 

Et l'application s,-~f'~ d6finit une bijection de FxloU sur l 'espace des fonctions de classe 

C ~ sur m~-I(~ v6rifiant la relation de covariance (36). Le r6sultat suivant se d6montre 

de mani6re analogue au lemme 7. 

LEMME 9. Soient ~ED(~'a), mEGx, nEXx et ~ETn(Za) tels que ma(n)=m et 

dma (~)=~ m alors pour route section s de L x d~finie dans un voisinage de m e t  vdrifiant 

s(m)~-O on a 

Vx~(s) (m) = 2i~ O~ (~)-t 2i~f'(n) s(m). (37) 

III. Quantification et repr6sentations de P3 

1. Polarisation 

Se donner une polarisation ~ sur une vari~t~ symplectique M c'est se donner en chaque 

point m E M un sous-espace lagrangien ~m du complexifi6 de l 'espace tangent en m 

M v6rifiant les conditions suivantes : si D(~) d6signe le sous-espace des champs de 

vecteurs ~ sur M tels que Vm E M, ~m E ~m, on dolt avoir 

(i) ~m={~m,~ED(~)}, V m E M  

(ii) [~,t/]ED(~), V~, V~/ED(~). 

II est alors ais6 de v6rifier que les orbites du sous-groupe Ho de S~3(R) dont les 

61~ments sont ~l, 3(t) ~2, 3(s) s,  t E R constituent un feuilletage de ~ ,  2 E R par des sous- 
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vari6t6s lagrangiennes simplement connexes. En effet Ho est un groupe commutatif 

agissant librement dans ~73. 

On note ~a la polarisation de (Y~ ainsi d6finie. I1 est clair que cette polarisation est 

invariante par e3, i.e. que 

puisque Ho est un sous-groupe invariant de P3. Un calcul facile montre alors que pour 

tout mE ~?~, 1 (resp. ~?~,2) une base de ~m est 

(a/Oq , a/ap )  (resp. fO/aq , 

On note X~ la sous-vari6t6 ferm6e de ~ constitu6e des points m~(q, p) avec (q, p) E Y~ 

tel que (p-2(q/(q, q)), el)=0, l= l, 2. Chaque feuille int6grale de la polarisation ren- 

contre X~ en un point et un seul; pour tout mE ~ il existe un unique 616ment 

~(m)  de X~ qui soit darts l 'orbite de m sous Ho. Si m=m~(q,p) avec (q,p)E7.~ alors 

:Tt~(m) = ~l,3(S(q,p)) ~2,3(t(q,p)) m 

avec 

- ' /  q' ~ - ' [  2 q2 "~ $(q,p) = P3 \ PI --'~ q: + q'-"---"7 | ' '(q,p) = P3 /P 2 - -  _'--~"--~-~, _21" 
\ q ~ q 2 /  

3 _ 3 N ~ j , j = I , 2 ;  les X 3 On pose X~.j-X~ ~,j 
n6es 6tant d6finies par 

sont des ouverts de cartes de X~, les coordon- 

X 3 
:.,j 

R / R *  ~ X 3 LJ 

(q,P) I 

_ 3 et on a ~ ,  I(q2, P3)-xz, 2(ql '  P3) 

= m~,j(q,O,21~q2,P ) 

si et seulement si q~= 1/q2 et p~=qEP3. Il est alors facile 

de voir que l'application ~ qui est une submersion induit un isomorphisme de vari6t6s 

entre ~ / ~  et X~. 

2. Espaee de representation 

Nous noterons pour X E S~, 2 E R, F~ ~ le sous-espace de Fxit~ ~ dont les 616merits sont les 

sections s v6rifiant 
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Vzr s = 0, ~'~ E D(~z). (38) 

Soit B ~z le fibr6 principal de fibre GL2(C), fibr6 des bases  de la polarisation ~ et 

soit Lz, 1/2 le fibr6 en droite 

Lx, 1/2 = B ~  • )detll/2 C 

ot't [det] u2 d6signe le caract6re de GL2(C), ~ Idet~[ 1/2. On note Fx, 1/2 l 'espace des 

sections de ce fibr6, que l 'on appelle aussi 1/2-~x-densit6s.  Se donner  une 1 /2-~x-  

densit6 c 'es t  se donner  une application v d6finie su rB  ~ it valeurs dans C et v6rifiant la 

relation de covariance 

v(bo) = Idet~l-I/2v(b), Vb E B ~, V~ E GL2(C). 

On dit que la 1/2-~x-densi t6  v e s t  ~x-covariante si pour  tout ouvert  q / d e  ~7~ et 

toute section b de B ~a d6finie sur 0-//et constitu6e de champs de vecteurs localement 

hamiltoniens sur q / l a  fonction rob  est constante le long des feuilles int6grales de ~ .  

On note FI/~ le sous-espace de Fx, i/2 constitu6 des sections ~a-covariantes. 

Tout 616ment vE FI/ZIoL, j =  1,2 s'6crit sous la forme 

v=fv  
avec f une fonction sur ~7~,j. constante le long des feuilles int6grales de ~x et vTa la 

1/2-~a-densi t6  d6finie sur ~?~,j par 

\0 -~  a ~ / = 1 '  k=4=jetk4=3. 

~, t*  a 
Nous noterons I x,1/2 l 'espace des sections du fibr6 Lx| ,/2 qui s '6crivent sous 

la forme sv avec s E FEa et v E FI~. 

Soient B]* le GL2(C)-fibr6 principal des bases du fibr6 cotangent de la vari6t6 

X], et F~ l 'espace des sections du fibr6 

B 3~" X Idet[ C .  

Un 616ment de F~ est ce que l 'on appelle une densit6 sur X 3, et se donner une densit6 

sur X~ c 'es t  se donner  une fonction v d6finie sur B~* et v6rifiant 

v(b~]) = Idet~l-lv(b), u  E B] ~, 'r E GL2(C). 
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- , ~  ~ 
S o i e n t  V)i, i= 1,2 deux 616ments de I x, 1/2 tels que ~Di:Si'l/i a v e c  S i~ I'~X et 

v; E FI/2, i= 1,2. Consid6rons alors b E B~*, m E ~7~ tel que ~ ( m )  soit le pied de b, ~ ,  ~2 

deux vecteurs de Tin(@ ~) tels que (d~r] (~1), der~ (~2)) soit la base duale de b e t  qu'il 

existe deux vecteurs ~1, ~2 de Pa~, tels que (~1, ~2, ~1, ~2) soit une base symplectique 

de Tm(~73), alors le nombre 

(sl(m), sz(m))x VI(~I' ~2) 1/2(~1' ~2) 

( ( , ) x  d6signe la structure hermitienne du fibr6 L x) ne d6pend que de b e t  si on le note 

(0Pl, ~02)) (b) alors ((~01, ~02)) est une densit6 sur X~, et l 'application h valeurs dans F~ 

F '~'~ x F  '~  par 0p~,~02)~(0PI,~02)) est sesquilin6aire et elle v6rifie et d6finie sur x,1/2 x,I/2 

que pour  tout W E l x. i/2, ((~, ~))~>0. 

On note F~, 1/2 le sous-espace de 1 x, i/2 constitu6 des sections ~0 telles que 

x ((~, W)) < +~. 

Alors F~al/2 est un espace  pr6hilbertien pour  le produit scalaire 

(Wl, W2> = fx ((W~, ~22)). 

Nous noterons ~xal/2 le compl6t6 de F~l/2 pour ce produit scalaire. Pour tout ce qui 

pr6c6de voir [7] pp. 230--240 et aussi [16]. 

Comme P3 laisse invariantes toutes les constructions que nous avons faites il est 

clair que son action dans l 'espace Fxl~| i/z laisse invariant le sous-espace F~1/2 et 

que ia repr6sentation de P3 ainsi d6finie est continue et unitaire. 

3. Formules pour les repr6sentations de P3 

(a) Le cas ~.=0. Soit o//.3 le sous-ensemble de SL3(R) dont les 616ments sont 

(! ~ ~ t ~P2,3 ~ 

Z t -I  

x,y,  zER ,  t > 0 ,  kE{0 ,2}  

(on a identifi6 les 616ments de exp(b)  avec ceux de ~r(exp (b))). Alors l 'application 0 3/~ 

valeurs dans ~r3 et d6finie sur ~0,1 par 



184 P. TORASSO 

(i 0 ) 
03 m~ P3 Pa q3 --e(p;)P2 Lpa] -l ~~ 

est une section au-dessus de ~?03, i de la projection po, et c 'est  un diff60rmorphisme de 

~,1 sur ~. 
Soient Z E ~{o e t  o//un ouvert de ~o; si s E Fxl~ on note [s] 3 la fonction d6finie sur le 

sous-ensemble de R2xR 2, m~11(~0,1 fl r par 

Grace au lemme 7 on voit que s E F~ ~ si et seulement si 

[s]3(q2, q3,p2,p3)= e-2i~q3v3[s]3(q2,0,0,p3), v(q2  P2~ ERExR2 avec p 3 . 0 .  (40) 
\q3 P3 / 

Si ~0 est un ~l~ment de e" F~,,/2 alors il existe une unique section s ) E  F e ~ .  telle que 

On d~finit alors la fonction ~r RxR*---,C en posant 

= [sto ] (q,O,O,p) (41) ~ o ( ~  (q, p~ ~o 3 

alors il est facile de voir que pour tout ~V I, ~2 E F~~ 

(0p~, W2)) ((dq, dP)xo.~q,~) = ~$o(W~) (q, P) ~,o(W9 (q, P) 

et comme le compl6mentaire de X 0 n ~0. i est une sous-vari6t6 de codimension I de Xo 

on a pour tout ~1, ~2 E F~~ 

(w,,w2)= fx ((w,,w2))--f, d~o(e/,)(q,P)'9~o(~P2)(q,p) dqdp" 
on~o,l xR 

Ceci montre que l 'application .9~o induit une isom6trie de ~.x~ dans l 'espace 

LE(R 2) des fonctions de cart6 sommable sur R 2 pour la mesure de Lebesgue.  Or il est 

clair que le sous-espace de L2(R 2) image de cette application contient le sous-espace 

~ (RxR*)  des fonctions de classe C | et ~ support compact;  ainsi l 'application ~ 0  est 

un isomorphisme d 'espace de Hilbert entre ~~ et L2(R2). 
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Pour tout Z ESo nous noterons 0x la repr6sentation de P3 dans l'espace 
~x,~ La proposition suivante en donne l'expression pour les 616ments d 'un 

syst~me de g6n6rateurs de P3. 

PROPOSITION 1. On a pour tout f E  L2(R 2) et pour presque tout (x, y) E R 2, 

(a) Ox(~s, 2(s) ~1.3(t)) f (x ,  y) = e2mtyf(x-s, y), Vs, t E R 

(b) Qx(~l,2(t)) f (x ,  y) = tJ/2f(t2x, t-ly), Vt > 0 

(c) Qx(~2,3(t)) f (x ,  y) = t- i f ( t - ix ,  t-ly), V / > 0  

(d) ex(~,2) f(x, y) = X(~o2,,3) f(x, -y) 

(e) Ox(~, 3) f (x ,  y) = Z(o tl +~r f ( _ x ,  - y )  

(f) Ox(~2,3(t)) f (x ,  y) = e2intrYf(x, y), VtER 

-- ,w (, ,e(l - ix)- l rr + ett))(l - e(l - tx))/4~ J l -- tXJ - I/2 "f(x/(l - tx), y(l - tx)), (g) Ox(OCl,2(t)) f (x ,  Y) --/c.~.1,3 . .  

VtER 

(42) 

(h) ~oz(~1,2) f(x, y) ~-- Z(toI,~ e(x)) Ixl-'~f( - I/x, -xy). 

D~monstration. La proposition r6sulte imm6diatement des relations suivantes : 

(i ~ ~ :t 
l-e(y) I - ~.v) 

(a) ~1,2(--$)~2,3(--t) lynl Jyl -~ t~2.3 = [10 lyl-' ~2,3 

,2 (-S)~2,3(-t) \ O~q(:j'~(m) = p  / l~l ~DII / ~ ' ~ ~ " 
\ q3 P2/(yi,2(-s)~,3(-O "m) 

(b) g! 2(t-l) lY[ ~2,3 ~ t t-Ilyl u ~ ~2 3 ,~0 
o Lv1-1 o tlyl-I/ ' 

(o o (o :) I 0 ,, ~ l-ely) I 0 l-~f:'y) 
(C) g2,3(t -I) lyl w J~2,3 = t x t-'lyl r 

0 lyl-~/ o t[yl -~ 

~2.3('-')('~q~'2~)(m)----(~q~'~i)(,2.3(t_l).m)(t 0 Or)" 

13-838283 Acta Mathematica 150. Imprim6 le 15 ao0t 1983 



186 P. TORASSO 

(d) ~d~l.2 lYl u / ~02'3 = lyl u / ~2,3 ~dOl,3 
2 

0 lyl- l /  0 IYI- ' /  

~1,2 ~ TZT_I = ~ _~ " 
\Oq3 aP2](m) (~,,2"m) (ioo (lo:) -2 r. ~ 1 -g(y) tO 1 +e(y) 0.(1 +eO,))/2 (e) ~'2,3 lY[ ,, /~ ,2 ,3  = - -x  lY[ 2,3 

0 l y l - ' /  0 0 ly[-' 

~2,3 ~, aq 3 Op2/(m ) I OP2 (~2,3"m) 

(o o ( o 1 0 r~ ~ l-eO') 1X 0 r~ ~ l-e(y) 
(f) l h ,3 ( - t )  IYl u / ~'2,3 = lYl u I ~'2.3 

0 IYI- ' /  - tx  -tlYl IYI- ' /  
a 
- -  " - -  ' - - 1  - - I '  

~ O q 3  OP2) (lh, g-t)'m) 

1 0 1 0 '~ 

(g) o~ , , : - , )  lyl o ,~.~ --~, . :- ,)~, . :~) I I " "/"~,~'-*~' 
lyl-' 0 lyl- ' /  

Nous devons donc d6composer  dans SL2(R),~ci,2(-/)~I,2(x ). Le  calcul dans SL2(R) 

montre que 

(( :) l+zx'm t(l t X l  tx: : 0 ~ ( -  t) ~ ( x )  = x ' / 

1-tx 

x(('o -..,-,X,) m) 
o0 u est tel que u2=e(1-tx). 

Le second membre  de cette 6galit6 s '6crit  

(('x tx 7),~ 
avec dp(z)=u[e(1-tx) (1 +zx)] 1/2, Vz E P. 

D'autre part on a 
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Si 1 - t x > 0  alors u = l .  Si 1 - t x < 0  alors tx>O et si t>0,  comme 0<Argz<er  et 

0<Arg( l+zx)<~r  on a A r g ( ( l + z x ) e ( 1 - t x ) ) = - : r + A r g ( l + z x )  et on trouve u=i; si t<0  

de la m6me fagon on voit que u = - i .  

On peut donc 6crire 

U = i e(t)(I-e(t- tx)/2 

et d'apr~s le lemme 1 (6) et la formule (8) on a 

II vient alors 

d'oi~ l 'on tire 

(i ~ ~:,,=(-t) lyl -'=,~ 
o lyl-' 
x ) ~  (1 tX)WEO--tX)--IotI--E(t)It--EO--tX)I/40C / - - t  ~ , , ~--~y) 

c o m m e  ~l,2(t)~2,3(t -I) ~ ~0 Vt>O,  il v ien t  

(i ~ ~c,,2(-t) lyl 
0 (1 

E x/(1--tx) 

0 

O0 ~ l-eO') 
/ ~2,3 

lyI-V 
0 0 \ 

r~ | e ( I - t x ) - I  I-eO') [I-e(t)][I-t(I-tx)]/4tg 
ly(1-tx)[ o I ~1,2 ~2,3 o o o. 

0 [y ( l - tx ) [ - I /  

Mais dans SU2 on a 

e(l-tx)-I l-e(y) l-E(l-tx) ( l -r  
~'~01,2 ~~ 3 ~Pl,2 ---~ ~02,3 

t(I-tx)- I I - e ( I - t x )  E(I-tx)- I 
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d'oia l 'on tire 

~cl. 2(- t) ( i  
\ v  

E x/(l tx) 

0 0 ,~ ~ I-e(y) 

0 lYI-'/ 
o 0 ~ 

]y (1 - t x )  I 0 ~,<l-<~(t-'x))~l-~~ +~(~ tl-~(I-'~)v4~ / 2,3 1,3 O" 
0 [y(1-tx)[-I/ 

Enfin, pour 

on a 

(h) 

0 lY1-1 ~'2.3 ~, 

0~,,2(__l)( ~qq~,~)(m)__(~ - - Oq ~ ((1--tX) -I 0 
aPi],~,.l(-O'ra, k - t y ( 1 -  ,x) ( 1 - / x ) 2 ) "  

(il :) -1 I-~y) -1 t-e~,) 
~1~1,2 I [ ~0P2.3 ---- ~l,2~l.2(X) g2,3(JY[)~2.3 ' 

[y[-I 

Mais dans ST-,2(R ) on  a 

~-'~x) = ( ( -~  -~) ,*)  / z \ t/2 i/2 aver *(z)= ~x--~-f ) (xz+l) 

pour calculer ~ remarquons que Vt>O 

(~),~ l,,O dP(O = t - l n ~ ( t O  = (tin+ 

d'oia l'on tire 

~ ( 0 = l i m ( ~ / ~  '/2 t-.o \ txi + l ] ( txi + l ) l/2 = e~/4 

et donc ~(z)=(z) v2, Yz E P. 
D'autre part on peut ~crire 

((~ ~),z, lo) ((~1 ~), ~,+1,,o)((,o, ,~),x, ~ 
0 x -! ~((~x, ~x,)U)((lo 1 )1) 
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avec u 2 = - s  et le second membre de cette 6galit6 s'6crit 

( ( - 1  - l o ) ' q O  a v e c  U~(Z)=U(--e(X)Z) 112. 

On a donc u=i si x>O, u= 1 si x<0;  d'oO l 'on tire (lemme I (6) et formule (8)) 

~,- 'p(x ) = ~(- l Ix) a(Ixl) ~-" +"%~( 1/x) (43) 

et alors, grftce aux m~.mes calculs que pr6c6demment il vient 

(o' o : /  ( , o o I ,n, ~ 1 +e(yx) -(I  +e(x)) ,~ -- I --e(y) 
s lYl odd2, 3 E - l l x  Ixyl u / ~ 2 , 3  Call, 3 O 0. 

0 lyl -~ 0 0 Ixyl-~/  

Enfin, pour 

on a 

((o o m = p0 lyl ~' / ~z,3 / 
0 l y l - ' l  I 

- l ( a ,  a_ ) _/a_.a_, a_.a_~ (- i /x  Ox2 ) 
I I -I ~001'2 ~ Sp~ (m)-- \ aq3 ap2} (~,, ,.,) \ xy Q.E.D. 

(b) Le cas 2 . 0 .  Soient xESa et q/ un ouvert de Oa; si sEFxl~u on note [s] la 

fonction d6finie sur le sous-ensemble de RzxR z, m~ll((Ta, ill q/) par 

[s] (q2, q3,Pz,P3) - ' q2 
- o~ , tm~, l  q3 P3 

Gr~tce au lemme 9 on voit que s E Fx ~ si et seulement si 

�9 q~ 
(44) 

S i ~ E  *~ F~. v2 alors il existe une unique section s~ ~ E F~I*~, ' telle que 

On d6finit alors la fonction #g~0P) : R x R * - , C  en posant 

~xaOP'(q,P'=[s~](q,O, 21~q2,P ) (45) 
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alors il est facile de voir que pour tout ~01, ~2 E F~ln 

((~'1, ~2)) (dq, dp)x~" t(q,p)) = 3~(g,1) (q, p) 5~(~'2) (q, P) 

et de la m~me fa~on que pr6c6demment on d6montre que l'application 5 ~  induit une 

isom6trie de l'espace ~z~1/2 sur L2(R2). 
.~ ~ 2 2 Si e= + 1 nous noterons 0,,~ la repr6sentation de P3 dans l'espace ~x~o, l n - L  (R).  

La proposition suivante en donne l'expression sur les 616ments d'un syst~me de 

g6n6rateurs de e3. Sa d6monstration se ram~ne au calcul de l'action de ces 616ments de 

SL3(R) dans X~. 

PROPOSITION 2. On a pour tout fEL2(R  2) et pour presque tout (x, y) E R z, 

(a) Q~,a(~L2(s)~,3(t)) f (x ,  y) = e2i~trf(x--s, y), Vs, Vt ~ R 

(b) O,,~(~,2(O)f(x, y) = Z',,a(t)[tl~/2f(t2x, t-ly), Vt ~ R* 

(c) O~,a(~z.3(t))f(x,y) = [tl-~f(t-'x, t-~y), Vt E R* (46) 

(d) Ot,~(~2,3(t)) f (x ,  y) = e2imxYf(x, y), Vt ~ R 

(e) e,,~(ah,2(t)) f (x ,  y) = z', ,~(~-tx)-mll-txl-~/2f(x/O-tx), y(l -tx)),  vt  ~ R 

(f) O,,,~(~%2) f(x ,  y) = Z ' r , A ( - x  - I )  [xl-lnf( - l/x, -xy) .  

On remarquera que lorsqu'on fait 3,=0 dans les formules (46) on retrouve les 

formules (42) pour Z=Z,,o. D~sormais nous noterons 0~,o la repr6sentation 0x pour 

X=Z~.o, e = + l .  Nous noterons aussi do (resp. ~o) la representation ~9~0 (resp. 0~0). 

IV. Noyaux de Blattner-Kostant-Sternberg 

1. Une nouvelle polarisation et un autre espace de repr6sentation 

L'616ment ~t,2,3 de SL3(R) transforme l'ouvert ~Ta 3 en l'ouvert r et ia polarisation ~a, 

d6finie sur @~, en une polarisation ~a, d~finie sur ~ .  En tout point m de 

~,1 (resp. @~.3) le syst~me de vecteurs (O/Oq~, a/ap~)(m) (resp. (a/aq~, a/0p~)(m)) consti- 

tue une base de .~a,. 

La sous-vari6t~ ferm6e X~=~,2,3X ~ de ~ constitu6e des points m~(q,p) avec 

(q, p) E Za tel que (p-3'(q/(q,  q)),  el) =0 pour 1= 1,3 rencontre chaque feuille int6grale 

de ~ en un point et un seul, et, si on note pour tout point m E ~ ,  ~(m),  runique point 
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de X~ qui soit dans la feuille int6grale de ~x passant par m, alors l'application ~ induit 

un isomorphisme de vari6t6s entre ~ /~x  et X~. 

Les X~j=X 2 n ~,  j, j =  1,3 sont des ouverts de carte pour X~, les coordonn6es 6tant 

d6finies par 

X2,j 
RxR* ~ X~.j 

2q 
(q, P) ~-~ m~j (O, q, P , ~ q 2  ). 

Pour./'= I, 3 on note vT~ la ~ -~ :dens i t 6  .~a-covariante d6finie sur l 'ouvert ~],j par 

v~(a/aq~, a/ap~) = 1, k 4=j, k 4= 2. 

De la m6me fagon que dans I I I ,w 2, pour tout X E Sz nous d6finissons l 'espace de 

representation Y~x:l/2. Nous allons voir que ces espaces sont encore isomorphes ~t 
L2(R2). 

(a) Le cas 2=0. Soit 0//2 le sous-ensemble de SL3(R) form6 des 616ments 

t-I ~2,3, x,y, zER,  t > 0 ,  kE{ l ,3}  
0 

(on a identifi6 les 616ments de exp (w2. 3 bw2) 3) avec leur projection dans SL3(R)). Alors 

l'application o 2 A valeurs dans o//2 et d6finie sur ~0. t Par 

( 0  o / 
q2 2-E~'2) 

o2 m~ q3 P3 q3 0 [P2I ] 

est une section au dessus de ~o, i de la projection po; c 'est  donc un diff6omorphisme de 

sur  V "2. 

Soient X E ,~0 et ~ un ouvert de ~0; s i s  E Fx[ou on note [s] 2 la fonction d~finie sur le 
sous-ensemble de R2xR 2, m~,tl(~Yo 2, i N q/), par 

( (q2 P2) )  (47) [s]E(qx'q3'PE'P3)=fs o2m~ q3 P3 " 

En utilisant le lemme 7, on voit que s E F~ si et seulement si 
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[s]e(qe'q3'P2'P3)=e-Zi~q'P2[s]e(o'q3'pz'O)' V (  qeq3 P3P2) ERzXRzavecp2*0"  (48) 

Et si ~ est un 616ment de l~x,lc~ alors il existe une unique section s~~ .,-ol~f~-,. telle que 

~o v ~ 

On d6finit alors la fonction ~o(~,) : RxR*--.C en posant 

[sv, ] (0, q, p, 0). (49) . ~ ( ~ )  (q ,p)  = ao 2 

De la m~me faqon que duns III w 3, on voit que l'application "~0 induit un isomor- 
phisme d'espace de Hilbert entre ~x,i/2 et Le(R2). 

Six et y sont deux hombres r6els, (x, y) d6signe leur symbole de Hilbert : (x, y)= - 1 
s ix  et y sont tous deux n~gatifs, (x, y)= 1 sinon. On a alors le r~sultat suivant : 

LEMME 10. Soient  3f E So, ad un ouvert de ~o et s E Fxl~u. Alors pour  tout 

(q2q3 P3P2) E mff11((ffo2,1AI~o,I Ao~/) 

on a 

[s]3(q2, q3,P2,P3) = (-P3,P2) [s]2(q2, q3,P2,P3) si X = 20 ou X = 20 

[S]3(q2, q3,P2,P3) ---- [$]2(q2, q3,P2,P3) sinon. 
(50) 

D~monstration.  Pour tout m E ~o,I n ~0,1 n ~/ posons 6(m)=o2(m)-Ioa(m).  Alors 

t~(m) E So et, d'apr6s la d6finition de [s] 2 et [s] 3 (formules (39) et (47)), on a 

[s] 3 (m~,1 l (m)) = Z (6(m)) -i [s]2 (m~,11 (m)) 

II nous faut done calculer 6(m) lorsque 

q2 P2) 
m=mo, i q3 P3 

c'est4t-dire avec p2P3*O. 

Dans ces conditions on a 

q2 P2) 
avec e m~',(~0,, n ~0 ,) 

q3 P3 

1 0 0 / ( 1  0 
6 ( m ) =  ~ ~(p2)-2 - e ( P 2 ) ( P , q ) l  ~2] e(Pe)P3 q2 ~3] 2,3 

-q31P21-1 0 tp21-'/ q3 -  p3)p2 
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(1 OOo/(i OOot 
= tr162 2)-2 --E(P2)(P'q) |  ~21 q2+P21P3q3 ~31 

o \ o 

• 3(1/P2P3) [~2,3(-P2 P3) w2,3 

et en effectuant il vient 
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6(m) = to2.13+e(P2)-E(P3)~2,3(~72p3]) ~2.3(1]p2P3) ~2.3(--p2p3) 

que l 'on peut 6crire, compte- tenu de la d6finition de ~,(t) et de la formule (8) 

~p2)-~0,3)-~,2p3)[~ /,, ,, ~ ,  (lid - )a~ ~-IL,, ,, (~ (m)  = 2,3 2,3'4-'2/~3J 2,3~ /-'2/-'3 2,3x P '2F3 / ,  

En utilisant la d6finition de ~(t) et la formule (8) il vient 

2e(t) - 1 g(t)~(1/t)=to , Vt E R - { 0 } ,  

et en reportant darts 6(m) on trouve 

6(m) = 0 [l+~p,)] [I-~2~1/40~2.3(- 1/P2P3)" Q.E.D. 

Si X=Z~,o, e=_+l et s EI'x]~u, avec 0//ouvert de ~7o, on pose [ $ ] = [ S ] 2 = [ S ]  3. 

(b) Le cas A*O. Ici les choses sont plus simples. Soit X E S~, si ~ E a' I'~, i/2 on note 

s~ ~ l 'unique 616ment de 1~1~,, tel que 

et on d6finit la fonction ~ ( ~ ) :  RxR*--~C en posant 

Alors l 'application . ~  se prolonge en une isom6trie de l 'espace ~..~ ~, v2 sur l 'espace 

L2(R2). 

2. Dualit6 entre ies espaces ~x,~a et ~..~ Z, 1/2 

Soit q~ (resp. ~) un ~l~ment de ~ ~ F~, m (resp. F~, m); 6crivons alors cp=sv (resp. ~p=tT/) 

avec (resp. telex')  et (resp. t/E F,a/~). S o i e n t m E ~ n ~  et (~,,~2)(resp. 
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(r r une base de ~a, (resp. ~ )  telle que (~,  ~2, ~ ,  ~2) soit une base symplectique 

de Tm((?x). Alors le nombre (s(m), t(m))z v(~, ~2) r/(~, ~2) ne d6pend que du choix de q~, 

et m, et si on le note ((cp,~))z,~(m), l 'application m~-->((~,~p))z,x(m ) est une 
fonction de classe C ~ sur l 'ouvert ~7 313 ~7 2. On pose alors, 

On d6finit ainsi, du moins formellement, une dualit6 sesquilin6aire entre les espaces 

F~/2 et Fz~m. On note encore ( , )x,x le produit scalaire hermitien d6fini sur ~( l~•  

par 

(f, g)x,a = ((~r (f),  (or (g))x,x" 

II est clair, par d~finition de ~ a  et ~ ,  que pour tout f ,  gE ~(RxR*) la fonction 

( ( (3~)  -1 (f) ,  (3~)- '  (g))) v6rifie 

P3P2)) <'[f(q2,P3)[[g(q3,P2)l, 

V(q2, P3), (q3,P2) E RXR*. 

Ainsi la dualit6 ( , ) x , ~  induit un op6rateur ~ ~9~,~ h valeurs dans ~ ' (RxR*)  

l 'espace des distributions sur RxR* et d6fini sur ~(RxR*)  par 

~x.~z(g)) = (f,g)x.Z, Vf, VgE~(RxR*)  

ot~ ( , ) d6signe la dualit6 sesquilin6aire canonique entre ~(R• et ~ ' (RxR*) .  

PROPOSITION 3. Si 2=0 et Z=~o ou Z=~o on a 

N~,h(g)(x,y)= (-y,~)e2i"e~-~r VgEN(RxR*),  V(x,y)ERxR*.  (52) 

Si A E R, e=_+l e t  z = Z ~ , ~  o n  a 

~ f e2i~(y~-X~) g(~' :~x.~a(g)(x,y)= ~)d~d~, VgE~(RxR*) ,  V(x,y)ERxR*.  (53) 

D~monstration. Ceci r6sulte imm6diatement des formules suivantes (cf. lemme 
10). Si 2=0 et Z=~o ou Z=;~o on a pour tout f, gE ~(RxR*)  
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(((`9~~ (`9~~ m~ q3 P3 

= (-Pz,P3) e-2i~(q3P'-q2Pz)f(qz,P3) g(q3,Pz) , V(qE,p3), V(q3,p2) E R• 

Dans le second cas on a pour tout f, gE @(RxR*) 

= e-Ei~(q3P3-q2P2~f(qE,P3) g(q3,P2) , V(qE,p3), V(qa,PE)ERxR*. Q.E.D. 

On voit donc qu'il existe des op6rateurs `9 et r d6finis sur ~(RxR*) tels que 

# = ` 9 ~  si 2=0 Z=:~0 ou Z=~o et . 9 = ` 9 ~  sinon. On a 

`gf(x, y) = f e2i"~ye-xr r d~ d~ (54) 

y) = f ( -y ,  ~)e2iZt(Y~-X~)f(~, r (55) .~f(x, 

P R O P O S I T I O N  4. Les op~rateurs `9 et ~ se prolongent, de manibre unique, en des 
op~rateurs unitaires de L2(R2). 

D~monstration. Pour ,9 c'est clair, puisque c'est une transformation de Fourier. 

Pour ce qui concerne # on peut 6crire ~ = ` 9 2 o ~ o # t  avec 

f 
`91 f(x, y) = Je2i~Y~f(~, x) d~ 

`92 f(x, y) = f e-2inx~f(~, y) d~ 

~f(x ,  y) = ( -y ,  x) f(x, y) 

et il est clair que ces op6rateurs induisent des op6rateurs unitaires dans L2(R2). Q.E.D. 

3. Un op~rateur unitaire pour repr6senter wz,3 

Comme w2, 3 transforme la polarisation ~ en la polarisation .~  pour tout A E R, il est 

clair que pour tout 2 E R et tout X E ~ ,  ~'2,3 induit par transport de structure une 
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isom6trie r x 
~2, 3 

~=~p s'6crit ~p=tr/avec t61~z',~ r/6Fv~ donn6s par T X 
~'2,3 

t = ~2, 3 " S 
-1 r/(b) = v(~,2,3.b), V b 6 B  %. 

Cet operateur induit une isom6trie de L2(R 2) encore not6e r x 
t~ 

Si 2=0 et X=~0 ou Z0 on p o s e  ~)X(~JP2,3)=~i~X~% O g'X2.3. 

Si 26R ,  e=_+l et X=X~,~ on pose 0~,~(~2,3)=#~ ,~, 0 rz'~ 3. 

On d6finit alors les op6rateurs unitaires de L2(R 2) not6s U et 6/par 

Uf(x, y) = f e-2i'~(~r162 r d~ 

y) = f ( -y ,  ~) e-2i=(xr162 ~) d~d~. Uf(x, 

PROPOSITION 5. Si 2=0 et X=)~o ou ~o on a 

eX(tt~2,3) ---- 6/. 

Sinon, pour tout / lER el e=+_l on a 

0,,~(~.3) = U. 

D@monstration. II suffit de montrer que pour tout f 6  L2(R2), V2 6 R, V X 6 ,{a 

"1ff~2,3 (f)  (X, y)=f(-x ,  y). 

Mais ceci r6sulte imm6diatement du fait que d'une part pour tout 2 6 R, 

-1 (q2 P2) = rex,, ( - q 3 - P 3 ] ,  pour tout (q2 PZ)Em~.ll(~,, ) 
tO2'3 "m't '  1 q3 P3 q2 P2/ q3 P3 

et donc que 

P. TORASSO 

de e' ~e~x,~/2 : si ~'~ ~x, J/2 sur (P 6Fx, v2 s'6crit qo- sv avec s E I'x ~a e tv  E F~/~ alors 

0 0 
~2/3.(-a-aq~,Op~)(,n) (.aa-q~,Opz)(~z3.m)(lo _~) ,  V m 6 ~ , ,  

(56) 

(57) 



REPRESENTATIONS UNITAIRES DE SL3(R) 197 

et que d'autre part pour tout 

( (q2 -1 02 ~0,1 
~"2,3 q3 

q2 P 2 )  ~ - I 2 

q3 P3 

q3 0 [P2[ / 

= --q3 lp2l ~2,3 

q2 E(P2)P3 ~2] -~ 

-P3 

V. Un autre point de vue sur la question m Irr6ductibilit~ et unicit~ du prolongement 

de certaines repr6sentations de/ '3 ~t S'La(R) 

1. Representations unitaires irr6ductibles de sous-groupes paraboliques de S"La(R) 

Pour tout ~ E R et pour j =  I, 3 on note fj,~ la restriction ~ Vi de la forme lin6aire 

X~tr(Z~X).  Alors le stabilisateur de ~,~ dans Pj n'est autre que Sj,~=PinS~ et la 

forme lin6aire fj,~ admet la polarisation r6soluble, ind6pendante de ;t, b j = ~ , ~ b 0 , j  oil 

~j,~=pjN~ est l'alg~bre de Lie de Sj,~ et bo0j est la sous-alg~bre de Lie de ~j, 
RYI.3~)RY2,j. On pose ltj=Sj,~expboj, alors Hj est un sous-groupe de Pj d'alg~bre 

2 
de Lie bj, produit semi-direct du sous-groupe de Pj engendr6 par ~1,3 et isomorphe 

Z/4Z, par sa composante neutre f/~. On note/~j,~ l 'ensemble des caract~res unitaires 

de Hj dent la diff6rentielle est la restriction ~ bj de la forme lin6aire 2/~t~,~t. Alors ces 

caract~res sent au hombre de quatre et on /e s  appelle ~.~, e = + l ,  ~ et ~ ,  et ils sent 

d~termin6s par 

�9 2 _" 2 =' 2 
Zl~A(~l.3) = e, ~(~L3) = - i  et ~(~,.3) = i. 

D'autre part tout 616ment de/irt (resp. f/3) s'6crit sous la forme 

(i~ !)( (! ' !)) t -~ resp. t -~ avec t > 0 

0 v 
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et on a pour tout X E/'tl,a (resp./ t3,x) 

Z t -2 = e2i~tut 2i~ resp.  Z t-2 = e2i~ut2i~2 �9 

0 v 

Pour tout 2 E R, j =  1,3 et X E/Yj,~ on note 0j, z la representation induite de Hj/~ Pj, 

du caractere X d e / / j .  

Soit ~J,z l 'espace des fonctions (p de classe C ~ sur Pj et verifiant la condition de 

covariance 

~(ptt) = Z(tt -I) AHj, pj(tt)l/2~(p), Vp E Pj, Vtt E/-/j (58) 

et telles que 

~p~ I~(p)I=dp < +~176 

oi~ A~,pj d6signe la fonction module de/-/) relativement A Pj et oi~ dp designe une forme 

lin6aire positive Bj-invariante (d6termin6e A un scalaire positif pr6s) d6finie sur l'espace 
des fonctions ip continues sur Bj A support compact modulo Hj et verifiant la condition 
de covariance 

V)(~t) = AHj ' pj(tt) V)(p), vp E Pj, Vii, E Hj. 

Alors ~J,x muni du produit scalaire 

fmj @(P) V)(P) dl~' <~, ~>~,~ = '~ 
oo v~, vVJ E ~,x 

est un espace prehilbertien, et on note ~ , x  son complete. C'est  l 'espace de la 

representation ~}J,x, laquelle est donnee par la formule 

~oj, x(po)~(p) = q~(po'p), Vp, VpoEP 2 Vq~E~, x. 

Soit pour j =  1,3, ry l 'application/~ valeurs dans Pz FI P3 = B e t  definie sur R x R* par 

(! ~ zl(x, Y) = [Y[ w2, 3 
efy)x ly] -I 

(i ~ :) 1:3(x, Y) = lYl v~2, 3 

0 lyl -~ 
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Pour j =  I, 3 et tout tp E ~ , x  on d6finit la fonction oCj, x(tp) sur RxR* et ~t valeurs 

dans C, en posant 

or (x, y) = tp(rl(x, y)), ,~3,x(tF) (x, y) = y-lqg('t'3(x, y)). (59) 

LEMME 11. Pour tout ;t E R, Z E Hj, ~ ( j= I, 3), l 'application ,,~.x est une isom~trie 
de ~',x sur L2(R2). 

Ddmonstrat ion.  Le lemme est une cons6quence imm6diate 
- -  du fait que r j(RxR*)Hj est un ouvert de Pj dont le compl6mentaire est une 

sous-vari6t6 de codimension 1. 

- -  des lemmes 1.3.1 et 1.3.2 et de la formule (22) de chap. V de [1] compte-tenu 

des formules suivantes 

0 0 drl(x,y) (Ct--~x +fl-~y ) = rl(x, Y) [(ctY-flx) Y2,3+fly-lH2,3], 

V(x, y) E R x R*, V(a, fl) E R 2 

dr3(x,r) (a--~-x +fl-~--y ) =  r2(x, y ) [ay - '  YI,2+fly-IH2.3], V(x, y)E RxR*,  V(a, fl) ER 2. 

Q.E.D. 

Ainsi pour tout 2 E R, j =  1,3 et Z E/~j,a, la repr6sentation Oj, x induit via ~ .x  une 
repr6sentation unitaire de Pj dans L2(R2), repr6sentation que l 'on note encore @J,x. 

Des calculs analogues ~t ceux menes dans la d6monstration de la proposition 1 condui- 

sent au r6sultat suivant : 

PROPOSITION 6. Soient A E R et Z E I?13.a. Alors on a pour tout f E  L2(R2), 

(a) Q3,x(~l,2(S)~l,3(t)) f(x, y) = eEimyf(x-s, y), Vs, t E R  

(b) 03,x(~l,2(t)) f (x ,  y) = tl/2+ 2i~f(t2x, tHy), Vt > 0 

(c) 03,x(~2,3(t)) f ( x , y )  = tHf( t - lx ,  t-ly),  V t > 0  
2 2 

(d) ~)3,X(~1,2) f (x ,  y) = Z(~l,3) f (x ,  --y) (60) 

(e) 03.X(~.022.3) f(X, y) = Z(O tt+ay))/2) f(--X, --y) 

(f) e3,x(~2,3(t)) f (x ,  y) = e2in'xYf(x, y), Vt E R 

__ ~ ( , ,  E ( I - t x ) -  I r t [ i  +c(t)] [ I - e ( I  -tx)]14~ I 1 t- ,-I-  I/2-2i~t). (g) 03.x(CCL2(t))f(x,y)--,~,--h3 v ~, i .  - - . . ~ l  

x f ( x / (1 - t x ) , y (1 - t x ) ) ,  V tE  R 

. . l+e(x), lxlll~_e,~f( (h) O3,z(~,l,2) f (x ,  yJ=x t~ l ,3  ) --1/X,--xy). 
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En particulier pour  tout 2 E R  et e = + l ,  les repr6sentations 03,x,,~ et Oe,~ sont 

6gales. I1 en est de m~me des repr6sentations O3,eo (resp. 03&) et tSo (resp. ~0). 

Des repr6sentations Ol.x pour  % E/)La, 2 E R nous aurons besoin de connaRre peu:  

LEMME 12. Si %=%E.x avec e = + l  on a 

01,x(~O2.3) f(x,  y) = f ( y ,  --x), W E  L2(R2). (61) 

Si Z=)~ ou Z=~x on a 

OLx(~2,3) f (x ,  y) = ( - y ,  - x )  f (y ,  -x ) ,  VfEL2(R2). (62) 

D~monstration. Ces formules r6sultent de l'6galit6 suivante : 

- 1  I - e (y )  
- '  r,(x, y) = ~'2, 3 ~2, 3(x/y) g2, ~(lyl) ~'2, 3 r 3 

que l 'on peut  r~c r i r e ,  en utilisant la formule (43) de la d6monstration de la proposi- 

tion 1 

- 1  
~2,3 r,fx, y) = ~2,3(--y/x) g2,,flx/yl),~,~ +"~"%2, 3(y/x) lg2,3(lyl) ~5 '~, 

o -, x I+e(x) .d l+e(y) l  =~2,3(-y/x)~2,3(lx )~02, 3 u -  ll+e(x)l/4OC2,3(1/xy) 

= rl(y, --X) O a +'tv)l tl+a~)l/40C 2, 3 ( 1 /"  .,~, ). Q.E.D.  

2. Repr6sentations de B, ol~rateurs d'entrelacement et construction 

d'un ol~rateur unitaire pour reprq~enter ~ , 3  

Soit, pour  2 E R, f~ la restriction ~ la sous-alg6bre b de la forme lin6aire X~--,tr (XZ~). 

Alors le stabilisateur de f~  dans B n 'es t  autre que B N S~, et, comme il ne d6pend pas de 

2 E R, on le note S' .  En f a r  S' est l 'ensemble des 616ments de s"L3(R) dont la projection 

dans SL3(R) est de la forme 

t -2 , tER* .  

0 

Pour j =  1,3, bj=i~jn b est  une polarisation r6elle de b au point f~, v6rifiant la condition 

de Pukanszky u ,  t , _ t , • 1 7 7  a~tj'Jg--J,i"t-Mj O0 Hj=HjnB=S'expbo, j .  Pour tout XE/tj ,  x on note %' 

la restriction de X ~t Hi. On voit alors facilement que,  si/;/~,x d6signe l 'ensemble des 
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caract6res de/-/~: dont la diff6rentielle est 2i~rf'al~, l'application Z~Z '  est une bijection 

de /tj,~ sur Hj,~. Enfin pour ; tER et ZEIZlj,~, OJ, x d6signe la restriction a B de la 

repr6sentation QJ, x de Pj. Comme B/Hj est un ouvert de P]Hj dont le compl6mentaire 
, , B , est une sous-vari6t6 de codimension 1, il est clair que l'on a 0Zx-Indn;z . 

PROPOSITION 7. Soit j = l  ou 3. Alors les representations OJ, x, ZEI?tj, a sont 
irr(ductibles et deux d deux in(quivalentes. 

D(monstration. Le sous-groupe exp ~o,j de B e s t  un sous-groupe distingu6, et si r/j 

d6signe le caract6re de exp t~0.j dont la diff6rentielle est la restriction de la forme 

lin6aire 2i~f6 i~ 80d le stabilisateur de qj dans B n'est autre que Hj et les Hj,~, 2 E R  

sont des ensembles, deux ~ deux disjoints, de caract6res de Hj prolongeant r/j. I1 suffit 

alors d'appliquer la m~thode des petits groupes de Mackey ~t B e t  au sous-groupe 

exp D0,j. Q.E.D. 

Maintenant nous allons voir que pour 2 E R  et Z/E/tj.,~, j = l , 3 ,  tels que 

X~ls'=Z31s', fix6s, les repr6sentations O~,x~ Q3,x3 sont 6quivalentes. Pour 2 E R, X E Hj.a 

l 'espace de la repr6sentationlnd~,x' n'est autre que l 'espace ~J,x des restrictions/i B 

des 616ments de ~,x ,  et si pour tout tpE ~J,x on note ~j.x(q0) la fonction de deux 

variables d6finie par la formule (59), l'application ~r est une isom6trie de ~J,x sur 
L2(R2). 

I1 est clair que sur l 'espace homo#me Hi~Hi N H~ il y a une mesure Hi-invariante, 

dt~, telle que pour toute fonctionfd6finie sur Hi et invariante ~t droite pour Hi fl H~ on 

ait 

f. f(tOd{~= f f(~,,2(t))dt 
'/HI' n/. ~ 

Soient donc 2 E R et Z/E Hj,~ tels que X lls' =Z31s'. En utilisant le paragraphe 3 de 

[3], on voit que pour toute fonction q0 E~;.x~ et tout ~ 6 B  la fonction d6finie sur H~ par 

t~ ~ qo(~t~) X ,(~) An,,, n(u) - 'n  

est H~ N H~-invariante ~ droite et que, si on pose 

= f q0(~u) x,(u,) A~,,s(u)-~adu (63) (9) 
s n,,1~, 

l 'op6rateur ~x,,~' pourvu que cela ait un sens (par exemple : l'int~grale (63) converge 

14-838283 Acta Mathematica 150. Imprim~ le 15 ao6t 1983 
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lorsque ~0 est C | et ~ support  compact  modulo H i e t  dans ce cas ~x~.x3(q~) est un 

616ment de ~,x~ isom6trique ~ qo) d6finit un op6rateur d 'entrelacement entre les 

repr6sentations 03,x3 et Ol,x,. 

Lorsque  l 'op6rateur ~r est d6fini, il induit via les op6rateurs ~,xj un op6rateur 

de L2(R 2) encore not6 ~x,,x3" 

PROPOSITION 8. Soient 2 E R  et 7UEISIj.a tels que Xlls,=X3ts ,. Alors on a pour 
tout fEL2(RZ), 

c~xt,x3(f) (x, y) = f e-2i~xr y) d~. (64) 

D~monstration. On a pour  tout (x, y)E R 2 et tout t E R 

"el(X, Y) 91,2 (t) = r3(tY, Y) ~1,3(txy) 92, 3 (xy) 

et ainsi, pour  tout f E  ~ (R  2) on a 

,,~,-J(e) 3,x3 ~ (rl(x' Y) ~z,z (t)) = Y e-Zintxyf(tY, Y) 

et alors, 

c~x,,x3(f) (x, y) = , - i(  ) ff;3,x~ f (rI(x'Y)~|,z(t))xI(~I.2(t))AH6B(91.2( t))-1/2dt 
d 

f y . f  e-2i'~f(~, y)d~. Q.E.D.  

En utilisant le lemme 12 et les formules (64) et (65) on voit facilement que l 'on a 

PROPOSITION 9. Soient 2 E R  et XEI?13,~ alors on a 

~)3,X(~dd~2,3 ) = U si X = X e ,  x, e = ___I 

Q3,x(~'2,3)--O si x=~x ,  ou x=~x .  

COROLLAIRE. Sous les mOmes hypotheses les representations O'l.x, et O~,x 3 sont 

~quioalentes. 

Pour tout 2 E R  et tout xEH3,a  il existe un unique caract6re X1EHI,a tel que 

Xls,=Xds ,. On d~finit alors l 'op6rateur unitaire 03,x(~'2.3) de L2(R 2) en posant  

03,X(~O2,3) = C~- I,X 0~O1,~t(~r 0 C~/,1,;C (65) 
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En particulier on a 

~)3,z,,,t(tcd2,3)=Qe, A(to02,3 ), V2ER, e =  _+1 

~)~,(~J~2,3)=~0(~2,3), ~)~.(~JP2,3)~--~0(~dd2,3 ), V,;tER. 

Ainsi lorsque les deux m~thodes envisag~es pour construire un op~rateur unitaire 

repr~sentant l'~l~ment ~2,3 s'appliquent, elles donnent le m~me r~sultat. 

Remarque. Par construction de l 'op6rateur ~3,x(~2,3) il est clair que ce dernier 

v6rifie les relations de commutat ion 18 (i) et (ii) relativement ~ la repr6sentation 03,z de 

P3 : en effet ces relations se situent toutes dans le groupe P~. 

3. Unicit6 du prolongement 

PROPOSITION 10. Soient 2 E R  et %(~/-13,~, alors la restriction de la representation 

03,x au groupe Q est irr~ductible. 

D~monstration. Soient q l'alg~.bre de Lie de Q et g~ la forme lin6aire sur cl 

restriction de la forme lin6aire X---~tr(XZ]) 00 Z] est la matrice de s/3(R) 

Z'~=Z~+XL2; on a 

g~(X) = u+v+~a si X =  b - a  E q. 

0 - 

Alors le noyau de :~ est le stabilisateur de ga dans Q, la sous-alg~bre de ct, [3 = [93 fl cl 

est une polarisation relativement ~t g~, qui v6rifie la condition de Pukanszky lorsqu'on 

se restreint h la composante neutre ~ de Q, et, si on note :~ la restriction de X A exp [3, la 

diff6rentielle de :~ n 'est  autre que la restriction de la forme lin6aire 2i:rg~ ~ [3. Ainsi la 

representation de ~,  ~b x= IndeOxp ~ ~, est irr~ductible. 

2 et exp (3, Si on pose H=H3 fl Q, alors H est un sous-groupe de Q engendr6 par ~'~,3 

et on a aussi Q/H~-B/H;; ainsi on peut 6crire 

O3,zlQ = IndQx]n �9 

2 
Enfin le stabilisateur de Lb x dans Q est le sous-groupe QO de Q engendr6 par ~t,3 et 

0 ~,  qui contient H,  et si on note Oz la representation O~176176 alors o _ Qzl~-Lb z et de 

plus 
Q o 

Q3,xle = IndQ0 Pz" 
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La m6thode des petits groupes de Mackey appliqu6e ~ ~ et Q permet de con- 

clure. Q.E.D. 

COROLLAIRE. Pour tout 2 E R et tout Z E I213,~ il existe au plus une representation 

de SL3(R) prolongeant la representation ~3,x de P3. 

D~monstration. Une telle repr6sentation est enti~rement d6termin6e par l'op6ra- 

t eu r  Q3,x(102,3). Les conditions de commutation (18) (i) du lemme 5 d6terminent cet 

op6rateur ~ un scalaire multiplicatif pros, ~t cause de l'irr6ductibilit~ de la repr6senta- 

tion ~)3,xlQ" L'unicit6 r6sulte alors de la condition (18) (iii). Q.E.D. 

Pour all6ger, dans la suite nous 6crirons P au lieu de P3 et 0k (resp. 6a) au lieu de 

03,~ (resp. Q3,~)" 

VI. Etude du prolongement des representations Qe, x a SL3(R) 

1. Polarisations invariantes et representations induites a partir 

d'un caract~re d'un parabolique maximal 

La forme lin6aire sur sl3(R), X.-.trZ~X, admet deux polarisations r6eiles dont l'une 

d'entre elles est la sous-alg~bre parabolique maximale 

~+ = b+ ~)RY2,3 

et si P+ d~signe le sous-groupe parabolique maximal de SL3(R) d'alg~bre de Lie I0+, 

P+ est le sous-groupe engendr~ par S~ et exp •+. Enfin les caract~res de P+ dont la 

diff~rentielle est la restriction A p+ de la forme lin6aire X~2i:rTrXZ~ sont au nombre 

de deux; ce sont les caract~res X~,~, ~=+_I d6finis par 

pour tout p E P+ tel que ~(p) = a . (66) 
Z- l ,2(p)  = t(t)Itl2i~aJ c 

On d6finit alors pour tout ;t E R deux representations de SL3(R) 

, . .S~01) 
QE, a = l n o ? +  Xe,,l, t~=  _+1. 

I1 est int6ressant de donner l'interpr6tation de la construction de ces representa- 

tions en terme de quantification g~om6trique. La polarisation 13+, induit sur l 'orbite ~ 

une polarisation invariante ~:a d6finie par 
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J;~ . z={d~(exp tX) 'Z~ t=o;XEl~+} ,  V~ E SL3(R). 

En fait en tout point m E ~7~,j le syst6me de vecteurs tangents (O/Op{)t. j consti tue une 

base de ~ .  On d6finit alors pour  tout Z E ,{~ l 'espace ~ ] / 2 ;  cet espace est non nul si 

et seulement si Z=X,,a avec e=  + 1. Comme l 'espace quotient 6 ~ / ~  est isomorphe ~ P2 

il n 'est  pas difficile de voir que ~x~,]/2 est isomorphe i~ l 'espace LZ(P2, d~) oi~ dtz est une 

mesure SO3(R)-invariante bien d6termin6e. Mais il est plus int6ressant pour  nous de 

r6aliser l 'espace ~x,]/z comme l 'espace LZ(R2). 

On note v~a la �89 ~:a-covariante et d6finie sur ~71,~ par 

Si s est une section du fibr6 L x, alors s E Fx ~ si et seulement si la fonction [s] (cf. 

I I I w  3,b et IV w 1,a) v6rifie la condition 

0 [s] = ~ [s] = 0. (67) 
op3 

Alors pour  tout ~ E F~, v2 on d6finit la fonction de deux variables ~r en posant  

J~,OP) (q2,q3) = [s~'] (q2, q3, P2, P,) (68) 

oi~ s~ ~ est l 'unique 616ment de 85 l";lea, t tel que 

~ p l , , ,  = s,, , s~0 v ~ .  (69) 

Alors on voit sans peine que l 'application ~r induit une isom6trie de ~z,~t2 sur 

L2(R2), ceci pour  X =Xe, x, e=  + 1, ~, E R. 

Des calculs faciles montrent  que l 'on a le r6sultat suivant : 

P R O P O S I T I O N  11. La representation O'c,x, e = _ l ,  2 E R  est d~termin~e par les 
relations suioantes oalables pour tout fE  L2(R 2) : 

(a) O',,a(~,2(t))f(x,y)=f(x-t,y),  Y t E R  

(b) O'a(~2,3(t))f(x,y)=f(x,y-xt),  V t E R  

(C) O"'(~ l - tx '  lY ' Vt~.R (70) 
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(d) Q~,2(~z,3(t)) f(x,  y) =f(t-~x, ty), Vt ~ R* 

(e) ~O~,2(r f(x,  y) = f ( - y ,  x). 

2. Dualit6 et op6rateur d'entrelacement 

Les polarisations ~ et ~:~ ne sont pas transverses, mais elles sont telles qu'en tout 

point m ~ ~,~ ~ , ,  ~ ~ , .  =R(O/~p~). Ainsi l 'espace quotient Y~ = 6a 3,1/~ n ~ existe et il 

est isomorphe ~ la sous-vari6t6 de ~,~ constitu6e des points 

(q 0) 
m~,~ q3 P3 

la projection canonique x~: ff~, 1--~ Y~ 6tant d~termin6e par 

xa m~,l q3 P3 = m~,l q3 P3 

Soient qo EFfa,/2 et ~p E F~a,/2 . Choisissons m E ~,1 et (~,, ~z, ~3, ~,) une base sym- 
plectique T,,(~ 3,1) telle que (~l, ~2) (resp. ~l, ~3)) soit une base de ~a (resp. ~a) et soit 
b la base duale dans T'~(,,)(Ya) de la base de T,~t,,)(Y~) constitu6e des vecteurs tangents 

(dx~,(~2), dxa,.(~3), dx~,(~4)). Alors le nombre 

(s~ (m), sr (m)) x vl. ~(~1, ~2) v~a(~), ~3) 

ne d6pend que de b, et, si on le note ((q~,~p))x,~.a~(b), la fonction ((qD, q~))x,~,s, ~, 

d6finit une densit6 sur Y~ qui d6pend sesquilin6airement de q~ et ~p. On note alors 

( ' ) x ,  ~, ~ la dualit6 d6finie sur ~ / 2  x Y(z~,~/2 par 

~a (71) 

et on note aussi ( , )x, ~z,v~ la dualit6 qu'elle induit sur l 'espace L2(R2). Soit 5~;a~a 

l'opErateur de L2(R z) (formellement) d6fini par 

( f ,  = . ,  . . ,  v f ,  geL (R ). 

LEMME 13. L'op~rateur 5ex~ est bien d~fini et il est donn~ par la formule 
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Q.E.D. 

On a alors le r6sultat suivant : 

PROPOSITION 12. Pour tout 2 E R et e= + 1 la representation Q~.~ de P se prolonge 
de manidre unique d SL3(R), le prolongement ~tant d~termin~ par 

~)e,2Qdd2,3) ~--- U .  

De plus l'op~rateur ~a ~r ~a entrelace les reprOsentations Qe,~ et Q~,~. 

D~monstration. C'est  une cons6quence imm6diate des formules suivantes valables 

pour tout X =%~.4, 2 s R, e= + I : 

or) 9 parcourt le systeme de gen6rateurs de SL3(R) constitu6 de l'616ment ~,2.3 et des 

616ments 

~L2(t),~cl,2(t),~2.3(t), t E R ,  ~2.3(t), tER* 

qui engendrent P. La  d6monstration de ces formules se ram6ne /~ des calculs tri- 

viaux. Q.E.D. 

En r6sum6, nous avons associ6 & chaque orbite (Ta, ;t f i r  deux repr6sentations 

unitaires irr6ductibles Q~,~, e = +  1 de SL3(R) chacune respectivement 6quivalente b. la 

repr6sentation induite ~ partir du caract6re Z,,~ du parabolique maximal P+. Les 

repr6sentations ~,.~, 2 ~R,  e = + l  sont deux ~ deux in6quivalentes. Enfin elles sont 

~,  ~a(g) (x, y) = e2i~r ~) d~, Vg E L2(R2). (72) 

D~monstration. En tout point m s (73,1, (8/Op~, 8~Opt) m (resp. (O/8q~, 8/Op~) m) 

est une base de ~a (resp. ~ )  et la base duale de la base deram(8/Op~, 8/Oq~, O/ap~) n'est  

autre que (dp3, dq3, dq2) (Yx s'identifie h R2xR * via l 'application de R2• * sur Yx), (q 0) 
(qE, q3,P3)~mo, i q3 P3 

Le lemme est alors cons6quence imm6diate de la formule valable pour tout f ,  g E @(RE), 

( ( (N~)-~(f)' (~}~)-'(g)) )x, ~, ~(dq2, dq3, dp3)(m) = e-2i~q3 p3f(q2 ' P3) g(q2 ,q3) �9 
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l 'espace L2(R 2) et d6termin6es par les formules, valables pour tout 

pe, a(~l,2(t)) f(x,  y) = f(x--t,  y), VtE R 

O~,a(~l,2) f(x,  y) = X'~,~(-x -1) I x l - ' / 2 f (  - 1/x, -xy)  

O~,X(~2, 3(0) f(x, y) = e2i~txYf(x, y), Vt ~. R 

~ge,,,l(~P2,3) f(x,  y) = I e-2irt(xr ~) d~ d~. 
i .  

J 

(73) 

V l l .  La repr6sentation 

Ce chapitre est consacr6 ~ la d6monstration du r6sultat suivant : 

THEOREME I. (i) II n'existe pas de representation de SLa(R) prolongeant l'une 

quelconque des representations de P, ~ ,  2 E R ou ~ ,  2 E R*. 
(ii) II existe une unique representation de SL3(R) prolongeant la representation 

~(=00) de P. Cette representation, encore notre ~, est unitaire et irr~ductible. Elle est 

r~alis~e dans L2(R 2) et elle est d~termin~e par les formules suivantes 

(a) O(~l,2(t)) f(x,y)=f(x-t ,y) ,  Vt~.R 

(b) 0(OCl,2(/))f(x,y)= i-~(t)~ l-~tx, Y(1-tx) 
/ \ 

(c) 0(~2.3(t)) f(x, y) = e2i=txyf(x, y), Vt E R 

(d) 0(~2.3) f(x, y) = I ( -Y,  r e-2i=(x~+r~)f(~, ~) d~ d~. 
J 

VtE R 

(74) 

1. Pr61iminaires 

Pour tout nombre complexe r on d6finit les fonctions de la variable r6elle x, x+ et x~ en 

posant 

T x + = x  r, VX>0, 

X~=0,  YX~0, 

x+ = 0, Vx~<0 

x ~- --  Ixl ' ,  V x  < 0. 

Si Re r > - 1  ces fonctions sont localement int6grables et elles d6finissent des distribu- 

tions temp6r6es que l 'on note de la m6me fa~on. 
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On consid6re aussi les fonctions de la variable r6elle x, (x+iO) -1/2 et  (x- iO)  -1/2 

d6finies par 

(x + iO) - v2  = lim (x + it) -t/2 
t--*+O 

(x-iO) -v2= lim (x - i t )  -v2. 
t--~+O 

I1 est imm6diat que 

(x+iO) -I/2 = x+l/2-ix~_ 1/2 et (x-iO) - ~  = x-+V2 +ix -I/2. 

Si f E  L2(R) on notera f sa transform6e de Fourier d6finie par 

= (e2i'~r d~. Ax) 
3 

On notera f ->f"  l'application r6ciproque de la tranform6e de Fourier sur R. Dans la 

suite ~ d6signe l 'espace des fonctions de Schwartz sur la droite r6elle, Se' l 'espace des 

distributions temp6r6es sur R et ~_ (resp. 9~ le sous-espace des 616ments de ~ dont 

le support est contenu dans ] - o o  0[ (resp. ]0, +oo[). 

Pour tout 6Mment TE 9~ nous noterons T sa transform6e de Fourier, i.e. la 

distribution de .~' d6finie par 

T(f) = T(f), VfE~.  

Pour tout it E R on note Tx et T~ les fonctions ~ valeurs dans ~ '  et d6finies sur R 

par 

f 
(Tz(y), f )  = J e -2i~- ' (~- i0)-  v2 [~[2i, af(~) d~, Vy E R, VfE 6e 

( f '~(y), f)  = f e-2i~-'(~+iO)-Vz[~[2i~f(~)d~, 'dyER, VfE 9~ 

LEMME 14. Supposons  que T soit l 'une des fonct ions  Tz ou Tz. Si pour  tout 

f E 6e_-~ 9 ~_ la fonc  tion y~-* (T(y), f )  s 'annule pour  pre sque tout y<0 alors T= To. 

D~monstration.  Comme 9~ e_ est dense dans le sous-espace ferm6 S t  de 9 0 et 

que l'application y~-,T(y) est une application continue de R/~ valeurs dans 6 ~', l 'hypo- 

th6se entraine que la distribution T(0) s'annule sur 9~ i.e. que le support de T(0) 

est contenu dans [0, +oo[. On se ram6ne done ~ montrer que parmi les distribu- 
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tions et [(~+iO)-l/:l~12i~z]^, 2ER,  

[(~--i0)-I/2]A a son support contenu dans [0, +oo[. 

Or on a 
(~-iO) -rE i~l zi~ = ~+l/2+2i:rA +i~l/2+2in2 

(~ + i0)-l/z l~12i~,~ = ~7-1/2+2i~.__ i~,'/2+2/:z. 

seule la distribution 

En utilisant [6], table des transform6es de Fourier p. 358 formules (21) et (24), on 

voit que 

e i(:~/4) F(1/2 + 2i:t2) [ch (,7"~2~.) X+(1/2+2i~2)--i sh (ff[2/~) X-(1/2+2i~2)] 
Ta(0) = 2 (2~)1/2+2in2 

T~(O) = - 2  ei(~/4) F(1/2 + 2i:t2) [sh (:r22) X+(1/2+2i~2) + i ch (:r22) x -tl/2+2;~x)] 
(2~r) i/2+2in). 

oi~ F d6signe la fonction gamma usuelle. Q.E.D. 

2. D~monstration du th6or~me 

Pour tout couple d'616ments g, h s Ae nous noterons g |  l'616ment de 9~ l 'espace 

des fonctions de Schwartz sur R 2, d6fini par 

g |  Vx, y E R .  

Pour tout 2 E R on pose 

A,~ = 0~6~(~ol, 2) 0 ,  B~. = 0,~(~ol, 2) U0~.(~ol, 2) 

Alors la premiere partie du ths163 1 est conss du r6sultat suivant : 

LEMME 15. (i) Pour tout 2 E R (resp. ~. E R*) il existe f E  ~(R2), x et y < 0  tels que 

fi~xf(x, y) = Baf(x ,  y) a~ 0 (resp. Ax f (x ,  y) = Baf(x ,  y) ~ 0). 

(ii) Pour tout 2 E R (resp. 2 E R*) il existe f E  Sf(R 2) telle que 

A 2 f  * B a f  (resp. A~f=~ B2f) .  

(iii) On a pour  tout g. h E ~ tels que ~ et h appartiennent ~ 5P+ U ~_  

Ao(g | h) = Bo(g | h). 
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D~monstration du th~or~me 1 (i). Soit Q une repr6sentation de P comme dans la 

partie (i) du th6or6me 1. Supposons qu'elle se prolonge en une repr6sentation, encore 

not6e 0, de SLa(R). Alors en utilisant la remarque de la fin du w 2 de V, ainsi que la 

proposition 10, on voit qu'il existe un nombre complexe z de module I tel que 

Q(~,2.3) = z(J; mais la partie (i) du lemme 15 montre que z = 1 et la partie (ii) de ce m6me 

lemme montre que l 'op6rateur 0 ne v6rifie pas la condition de commutation (18)(iii) 

relativement ~ 0. Q.E.D. 

D~monstration du lemme 15. Comme pour tout fCLI(R2),  O(wI,2)fELI(R 2) pour 

toute repr6sentation Q de P consid6r6e dans l '6nonc6 du th6or6me 1, il est clair que 

toutes les int6grales que nous allons 6crire dans cette d6monstration seront absolument 

convergentes. 

On a pour tout f C  L2(R2), 

O~(wl, 2) f(x, y) = i -(l+~(x))/2 1/x, -xy)  

~2(~1,2) f(x, y) = i(l+e(~))/2 ]xl-<l/2+ 2i~x)f(_ 1/x, --xy) 

et si f=g |  avec g, h 6 5e tels que ~ et h fi Se+ t3 5 e  on a 

A~f(x,y)=f(-y,~)e-2i~x~+'~i-"+~))/2l l , -~' /2+2i~'~(~)[f(~,v)e2~ ~h(v)dv]d~d~ 

qui, apr~.s les changements successifs de variable ~ l - ~  et l ~  l -  ~ s'6crit 

A~f(x,y)=f(-y,~l)e -z~=~er "i-"+"~))/~ll,-'/2+2i=a#(~)[f(~,v)eZ~=Oeh(v)dv]dldr 
et aussi 

B~ f(x, y) = i -(~ +~(~))c2 ix 1-(I/2+2i:r2) f (xy, ~) e2in(~/x+xy~)i -(1 + t(~))/211t-(l/2+2i:rA)g(- l / l)  h ( -  d l  d~ 

qui apr~s les changements de variables successifs r162 et ~ - x - ~ l - ~  s'6crit 

B~ f(x, y) = i -(~ +~(x))/21 (xy, xl~) e2iZt(~-Y~-')i -(I -e(x$))/2 Ill-I/2+2in2g(x~) h(~) d~ d~. 
J 

I1 est clair que l 'on a aussi 

A~f (x~)=f ( -~)e~2i~(x~r  ~ 
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B~ f(x, y) = i 0 +~(~))/2 f (xy, xl~) e 2i#(r ~l -~(xe))/2 Ill-l/2+2iz~;tg(xl) h(~) dl  d~. 

Lorsque y<0 on peut 6crire 

aJ(x,y)=fe-2i~xer162162162 
Aaf(x,y)=fe-2"~x'r162162 ~ 
Ba f(x, y) = i -0 +~(x))/2 f (_x, xl~) i -(~-~(xO)/2e2i#(r ') Ill-u2+2i~ag(xl) h(~) dl  d~ 

f(x,  y) = i 0 +~(x))/2 f (_x, xl~) i 0 -e{x~))/2e2i'rt(r247 h(~) e l  dr 
J 

Lorsque le support de h est contenu dans ]0, +or on a 

= f e-2i~g-' i-o + ~(~))/2 I~1-l/2+~i"ag(x~) h(O Aa f(x,  y) dl  

Aa f(x, y) = f e - 2 ~ - ' / I  +~(o)/2 Ill-~z+2'~ag(xl) t;(l) dl  

= i-(, +,(x))/2 f ( -x ,  xl) i -(~ -'(xO)/2e-~;~-' I l l ll2+2iytJ'g(xl) fl(l) Ba f(x, Y) dl  

B~ f(x, y) = i 0 +,(x))/2 f ('-x, xl) t "(I-'(xO)/2 e- zi~ye-' 111-'/2+2i~Xg(xl) h(l) dl  

mais un calcul facile prouve que l'on a 

i-(t +~(x))/2i-~ xl) = i -~ 

ce qui d6montre les 6galit6s : 

A~f(x,y) =Baf(x ,y) ,  Vx, yER ,  y < 0  

A~f(x ,y )=Baf(x ,y ) ,  Vx, yER,  y < 0 .  

Lorsque le support de h est contenu dans ]-r 0] on a 
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Ax f(x, y) = f e-2i~t(x~r ~(o)/2 I 1-'/2+2izt$E( ) g(~) fZ(~) d~ d~ 

J 
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i -0 +~(~))a(-x, -x~)  i-"-~(xO)/2 = _ e(x) i -d +~(O)/2, 

( 
B~ f(x, y) = -e(x) J e-2i~g-'i -0 +~(O)/2 I l-l/2+2iZ2g(x ) fl(~) d~ 

B~ f(x, y) = -e(x) f e-2i~y~-~iO +~(O)/2 [~[-v2+2i, ag(x~) f~(~) d~. 

I1 faut regarder ce qui se passe suivant la position du support de ~ : s'il est contenu 

dans ]0,  +oo[  o n  a les 6galit~s 

A~ f(x, y) = - e(x) B~ f(x, y) 

Aft(x,  y) = -e(x) B~ f(x, y). 

Si la condition A~ =B~ (resp. ,44 =B~) est v~rifit~e on doit donc avoir pour tout 

x, y E R, x>0 ,  y < 0  et tout g, h E 5" tels que ~ E 5% et h E 5 ~_ 

f e-2i'~-'i-(I + e(O)/2 I 1-'/2+2inAg (X~) fl(~) d~ = 0 

(resp. fe-2i"ye-'/'+"e)'nl~l-'n+2i~g(xOh(Od~=O). 
Comme on a 

i-O + (O)rz I 1- = - i(~-i0)-icz 

il est facile de voir que l 'on se ram~ne ~ la condition 

(T~(y) ,~)  = 0  (resp. ( / '~ (y) ,~)  =0) ,  V~Eb~ V y < 0  

et que l 'on a l e s  relations : 
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lim A~f(x,y) =g(0 )  {Ta(y),h), VhE6f_, V y < 0  
x--~-0 

lim Aaf(x, y) = g(O) (Tz(y), h), Vh E 5~ , Vy < O. 
x ~ - O  

ce qui, compte- tenu  du l emme  14, mont re  les asser t ions (i) et (ii) du l emme 15. 

In t6ressons  nous au cas qui n ' e s t  pas  envisag6 dans (i) et (ii). Pour  mont re r  que 

l 'on  a Aof(x, y)=Bof(x, y) pour  tout y < 0  il nous faut voir que pour  tout x > 0  

A o f(x, y) = - i f e -2i~t'y~-1(~__ i0)- I/2g(x~) h(~) d~ = O. (75) 

C o m m e  la fonction ~--~g(x~)/~(~) est  la t ransform6e de Four ier  d 'un  616ment de 5 e ,  on 

voit que la fonct ion 

F(~) = e-2iny~-'g(x~) fi(~) 

se prolonge en une fonct ion F ho lomorphe  dans le domaine  {z 6 C*, Im z<0} ,  continue 

sur son adh6rence dans C*, et v6rifiant que 

V n 6 N  ::IC,>O 3 z 6 C *  Imz~<0  IF(z)l<~C.(l+lRezl) -". 

En int6grant la fonct ion z-~/2F(z) sur le parcours  suivant 

- - a  -I-a -1 ~ +1 

I 
I 

I 
I 

, 9  

et en faisant tendre I vers 0 e t a  vers + oo on trouve 

Aof (x , y )=- - i  fl z-I/2F(z)dz, V ~ < O  
mz=~ 

et en faisant tendre t I vers - ~  on t rouve Aof(x, y)=O. 

Lorsque  le suppor t  de ~ est  contenu dans ] - ~ ,  0[ on a l'~galit~ 

Aof(x, y) = e(x) Bof(x, y) 
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et on doit montrer que 

f e-2iny~-I(~-io)-l/Eg(x~) d~ = 0 

d6s que x<0  : la d6monstration est exactement la m6me que pour (75) parce que le fait 

que ~ appartienne h 6 e_ au lieu de 5e+ est compens6 par le fait que x est n6gatif au lieu 

d'6tre positif. 

Il nous reste h examiner le cas ot't y>0 .  Dans ces conditions il vient 

Aof(x,y)=fe(~)e-2'~x~r ~ 

B o f(x, y) = i - ( l  +E(x))/2 f (x, x~) e2iZ4~-YC')i -(l-t(x~))/2 I~l-~/2g(x~) h(r d~ dE. 

Lorsque le support de h est contenu dans ]0, +oo[ il vient 

A o f(x, y) = f .~r e-2i:t(x~+Y~-i)i-(I + e(/~))/2 d~ de 

B 0 f(x, y) = e(x) f e-2i~;-'e(~) i -(' +~(0)/2 d~ dE 

et comme pr6c6demment on se ram6ne ~t montrer que 

f e-Zi~;-'(~+iO)-l/2g(x~) h(~) =0 d~ 

pour tout x<O (resp. x>O) lorsque ~ E 5e§ (resp. ~ E 6e_). 

Lorsque le support de h est contenu dans ] - ~ ,  O[ il vient 

Aof(X, y) = f e(~) e-2inyC' i -(l+e(O)/2 lRl-I/2g(x~) fi(~) d~ 

= i-0 +E~x))/2 f (x, -x~) e-2iaYCti -(I-e(xO)/2 B0 f(x, Y) d~. 

Alors l'6galit6 Aof(x, y)=Bof(x, y), Vx, Vy>0 est cons6quence du fait que 

i-o +,t~))/2 i-o -e(xr ( X, -- X~) = E( ~) i -~ + ,~r 

Ceci ach6ve la d6monstration du lemme 15. Q.E.D. 
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COROLLAIRE. L' op~rateur 0 v~rifie la relation (18) (iii) relativement ~ la repre- 

sentation O. 

D~monstration. Ceci r~Ssulte imm6diatement de l'assertion (iii) du lemme 15 et du 

fait que le sous-espace de L2(R 2) engendr6 par les g|  avec g, h E 6e+ O 6e_ est dense 
dans L2(R2). Q.E.D. 

Compte-tenu de la remarque en fin du w 2 de Ve t  du corollaire du lemme 15 on voit 

que le th~or~me 1 est d6montr6. Q.E.D. 

VIII. SUz-type minimal 

1. D~composition de l'action d'un tore 

Des calculs du m~,me type que ceux de la d6monstration de la proposition 1 montrent 

que l'on a le r6sultat suivant : 

LEMME 16. Soit O une des representations O~,a, e = _ l ,  AER, ou O. Alors pour 

tout OE]-:r, :x[ et tout fEL2(R  2) on a 

sin 01-1/2f( sin 0+xcos 0 y(cos 0 - x  sin 0)) (exp OWi.2) f (x ,  y) = I~Q(O, x) Icos O-x  \~os  ~ O' (76) / 

ave c 

/~Q,.a(0, x) = Icos 0 - x  sin 0 I-2i~a 

#e_ J 0 ,  x) = e(cos O-x  sin 0)[ cos O-x  sin O[ -2i~ 

~uo( O , x )  = i - ~ ( ~ 1 7 6  ~(cos o - ~  ~i. o))/2 

(77) 

Pour tout k E Z on note L2(R2)kQ le sous-espace de L2(R 2) constitu~ des fonctions f 

v6rifiant 

Q(expOWl,~)f= eik~ VOER. 

I1 est clair que pour 0 E {O~,a},=_+l,ar (resp. 0=0), LZ(RZ)kQ =0 si k est impair (resp. 

pair). 

PROPOSITION 13. Les espaces L2(R2)k o sont caract~ris~s comme suit : 

2 2 2k (i) Pour tout 2 E R, k E Z, L (R)et.~ est l'ensemble des fonctions f telles qu'il existe 

un ~l~ment qp E LZ(R) de m~me parit~ que k avec 
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f (x ,  y)  = (1 +X2) -(1/4+i~2) eikArctgXqJ(y(1 +X2)1/2). (78)  

2 2 2k (ii) Pour tout 2 E R, kE Z, L (R)o_t,a est constitu~ des fonctions f telles qu'il existe 

un ~l~ment 9 E LZ(R) de parit~ oppos~e d celle de k avec 

f(x,  y) = (1 + x2) -(1/4+i~) eik ArctgX g(y(1 +X2)1/2). (79) 

(iii) Pour tout kEZ,  2 z 2k-I L (R)0 est constitud des fonctions f telles qu'il existe un 

~l~ment 9 E LZ(R) de m~me paritd que k avec 

f (x ,  y )  = ( 1 "~- X 2) -1/4 ei(k - I/2) Arctg x(~ 0 (y( 1 + X 2) 1/2). (80)  

D~monstration. Dire que fE  LZ(R2)~ revient h dire que 

(f, O (exp (-0Wl,2)) g) = e ikO/2 ( f ,  g ) ,  VO E ] - ~ ,  ~[, Vg E ~(R 2) 

ce qui entraine que f doit v6rifier 

d (f, O (exp (-OW. 2)) g) = i--~k (f, g),  Vg E ~(R 2) (81) 
dO 8=0 2 

or un calcul facile montre que 

d ( f ,e(exp(_OW,,2))g)  = (f ,  Og) 
dO o=o 

oi~ D est l'op6rateur diff6rentiel d6fini par 

Dg(x, y)= -x(-~-~ + 2izr2/~g(x, y)-(1 + x2) OgOx (x, y)+ xy ~y  (x, y). 

Comme Q(exp(-0WI,2)) est un groupe ~ un param6tre d'op6rateurs unitaires on a 
D = - D * ,  et dire qu'une fonctionfE L2(R 2) v6rifie (81) revient ~ dire qu'elle est solution 
distribution de l'6quation diff6rentielle 

.k  
Df = - , - ~  f 

qui s'6crit 

oti X est le champ de vecteurs 
0 X = - ( l + x 2 ) - ~ x  +xy Oy 

(82) 

15-838283 Acta Mathematica 150. Imprim6 le 15 ao•t 1983 
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Nous devons donc 6tudier l 'espace ~ , a  des distributions su r  R 2 solutions de (82) : 

L2(R2)k 0 c L2(R 2) N ~ ,~ .  

La fonction 
A, 2(X, y)  = ( 1 + X 2)-(I/4+ i~t~) e(ik/2)Arctgx 

est une solution particuli~re de (82) qui ne s 'annule jamais.  Ainsi ~,,x est l 'ensemble 

des distributions fk,;~ T avec T distribution v6rifiant 

XT = 0. (83) 

Consid6rons alors l 'automorphisme A de ~ (R  2) d6fini par 

Af(x, y) = (1 +x2)l/2f(x, y(1 +x2)1/2), VfE ~(R2). 

Comme on a 

A_IX.A= a 
ax 

il est clair que la distribution T e s t  solution de (83) si et seulement si la distribution 

S=A*T est solution de 

aS 
= 0 .  

ax 

On voit donc que ~,,~ est  l 'ensemble des distributions fk,~ T avec TE 9 '  telle qu'il 

existe une distribution u E ~ ' (R)  avec 

(T,f) = (uy, S(l+x2)-'/2f(x,y(l+x2)-'/2)dx t, VfE~(R2).  

Sifk,,l TE L2(R 2) fl ~,,~, on voit que TE L~oc(R 2) ainsi que S=A*T, ce qui assure que 

u ELiot(R). Il est alors clair que tout 616ment f E  LE(R 2) n ~k,,l s '6crit 

f(x, y) = (1 + x 2)-(1/4+/~) e(ik/2) Arcts xq0(y ( 1 +X 2) 1/2) 

avec q0 ELE(R). Un calcul facile, quoique fastidieux, montre maintenant que les espaces  

L2(R2)ok sont bien ceux caract~ris6s par les relations (78), (79) et (80). Q.E.D.  

2. Calcul des $U2-types minimaux 

On note rl la repr6sentation triviale de S U  2. 
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PROPOSITION 14. Pour tout 2 ~ R  la representation 0~,~ admet r~ comme SUz 

type minimal, le sous-espace des ~ldments SU~-inoariants Otant engendr~ par la 
fonction de norme 1 : 

f t, ;~(x, y) - ~ (1 "[-X2)-(l/4+ix2)(f~, ).(y(| -~X2) 1/2) (84) 
X/ 2:r 

ave c 

~,,t(Y) = f e-2iny~( 1 d - ~ 2 ) - ( 3 1 4 + i r t 2 ) d ~  �9 (85) 

D~monstration. Il suffit de montrer  que L2(R 2) contient une fonction SUz-in- 
2 20 variante. Une telle fonction est  dans L (R)o,.~ et elle s'6crit donc sous la forme 

fl,a(x, y) = (I +x2)-O/4+i~)Clq,;t(y(l "I"X2) I/2) 

avec ~t,~.EL2(R) et paire. Comme les 616ments exp(0W1,2), 0 E ] - ~ r , ~ [  et ~02,3 

consti tuent un syst6me de g6n6rateurs du groupe SUE, pour 6crire qu 'une telle fonction 

est SU2-invariante il suffit d '6crire que UfLx=fl,~. Formellement  il vient 

Ufl,a(x, Y) = f 
e-2infx~+y$)(1 + 2 -(I/4+iat2) 1 ) qq,~(~( +~2)l/2)d~d~. 

e-Zi~Yr I + ~2) - (3/4 + i.,t:.) ~v, 2(X( I "l- ~2) -I/2) d~ 

et en faisant x = 0  dans l'6galit6 Uf~.a=fLa on trouve, h une constante multiplicative 

pr6s 

= 1 ( e_2i~yr + ~2)_t3/4+i~)d~. ~q,~(Y) 
J 

I1 reste ~t v6rifier qu 'avec ce choix de q01,a, on a bien Ufl,~=ft,a. Comme la fonction 

~'-'~(I+~2) -(3/4+in'D est  de classe C ~ et que toutes ses d6riv6es sont dans LI(R) la 

fonction qh,a est ~t d6croissance rapide et on peut 6crire 

~ f  2~ny~ 2 (3/4+t~t~) v 2 1/2 I e-  " ( 1 + ~ ) -  " q:t,x(x(l+~)- )d~ Uf1'a(x' Y)= V'~ J 
-v~fe-2~(l+x2+~2)-~3/4+i'a)d~ 

et en effectuant le changement  de variable ~--~(I-['X2) i/2 o n  trouve le r6sultat cherch6. 

On v6rifie sans peine que f~,x est norm6e. Q.E.D.  
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On note r_ ,  la repr6sentation unitaire irr6ductible de dimension 3 de SU2 : c 'es t  

celle induite par la repr6sentation canonique de SO3(R) dans C 3. Dans la base canoni- 

que (O, e2, e3) de C a on a 

cosO sinO i) 
r_ l (expOWl,2)= ~ - S o 0  cos00 

o o 

lr_l(~2, 3) = --1 e t  r_ l (gO2 ,3 )  ~-- 0 �9 
0 - - 1  

PROPOSITION 15. Pour tout 2 E R  la reprdsentation ~-~,a admet  r_~ comme  

SU2-type minimal  et le sous-espace de L2(R 2) associ~ admet  une base orthonorm~e 

const i tute des fonct ions  

f+._ j, ~(x, y) = (I "q'-X 2 ) - ( I / 4 + i : t a ) e i A r c t g x ~ a ( y  (1 q-X2)  1/2) 1 

f - ,  - l. a( x' Y) = (1 + X 2)-(l/4+ina)e -iArctg x~,l(y (1 +x  2) u2)l (86) 

- -  I" I --}- ,r2~-(l/4+i~a)r,~ /%,1" 1 ..I- v2~1/2"~ f -La(x,  Y) - , �9 "~ , "e-l,a,-r,.-.~ , J 

avec 

Wa(Y) = T e-Zi~Ye( 1 

qJ_,,a(y)=-~/--~nfe-2i 'e(l+~Z)-( ' /4+i'a)*jd~. 

(87) 

D~monstration.  Comme pour  toute fonc t ion fE  L2(R2) ~ 
"Q-I,~ 

2 
0_1,,t(~2,3) f = - - f  

on a 

la repr6sentation 0 - L a  ne saurait contenir le SU2-type trivial; de plus puisque 0 - i , a  

est une repr6sentation de SL3(R) elle ne saurait contenir le SU2-type de dimension 2. 

Pour montrer que r_! est le SU=-type minimal de P-La  il suffit d 'exhiber  un tel SUE- 

type, et pour  cela il suffit de trouver trois fonctions 

2 2 2  2 2 - 2  f_IaEL2(R2)Oo, ~ f+ ,_ j ,aEL (R)Q_,~, f _ , _ , , , E L  (R)o-,,a' , _. 

telles que, si on pose 

1 + 
eI = ~ ( f + . - l , ~  f - , -  1,,~), 

1 
e 2  = 

V Z  
e3 = f -  1,,~ 
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on ait 
(a)  U e l  = e l ,  (b) Ue2 = - e  3, (c )  Ue3 = e2. (88)  

Ecrivons 

f_+, _l ,  ,!(X, y )  = (1 +X2)-(l/4+in'~)e+-iArctgx~+g(y(1 +X2)1/2), ~_+~ E L2(R) paire 

f_j,~(x, y) = (1 +x2)-(l/4+i~X)q~_l,x(y(1 +x2)1/2), r E L2(R) impaire. 

Comme q0_ 1,4 est impaire les conditions (88) (b) et (c) sont 6quivalentes et il suffit donc 

de v6rifier (88) (a) et (b). De plus en utilisant le fait que l 'on doit avoir 

2 2 
LO_1,2(IO2,3) e l  = e I, Q-1,2(I02,3) e2 = - - e  2 

on voit que ~+x=g,_x=~x.  Comme on a 

e iArctgx = (1 +X2)-1 /2( I  +ix), Wx E R 

les relations (88) (a) et (b) s '6crivent formellement 

f e-2i~r(Yse+xr ~2) 1 ~2) 1/2) = 1 +X2)-(a/4+i~r)')lff2(y (1 "[-X 2) 1/2) + + d~ d~ ( 

f 21a~(y~+xr 2 (3/4+t~).) 2 1/2 e-  ' ( I + ~ ) -  ' ~ ( ~ ( I + ~  ) )d~d~= -(l+xZ)-(I/4+i~a)cp_l,~(y(l+x2) I/2) 

et, en faisant x=0 ,  il vient, ~ une constante multiplicative pr6s : 

= f e-2i~r 1 + ~z) -(5/4+ina) V:~(Y) d~ 

2(Y) d~ q0-1, 

II reste maintenant b. v6rifier les relations (88) (a) et (b), ce qui se fait/~ l 'aide de 

calculs faciles et analogues ~ ceux de la proposition 14. Q.E.D.  

On note f la repr6sentation canonique de SU2 dans C 2. 

PROPOSITION 16. La reprdsentation ~ admet f comme SU2-type minimal et le 
sous-espace de L2(R 2) associ~ admet une base orthonorm~e constitute des fonctions 

fl (x, y) = ~ e(y) e-  2,~tyl(I +x 2)ta ( I + x 2)-  I/4 e(//2) Arctg x 

f_  I(x, y ) = i V ~  e-  2~t[Yl (I + x2) t/z ( 1 + x 2 )- I/4 e-(i/2) Arctg x. (89) 
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D~monstration. A l'aide du m~me raisonnement que pr6c6demment on voit qu'il 

suffit d'exhiber deux fonctions fl  E L2(R2) l, f - i  E L2(R2)ol v6rifiant 

Ofl = -~2 (fl-if-i), 
1 

of_,  = ( - / f ,+ f_ , ) .  

Ecrivons 

gl E L2(R) paire 

g-i E LE(R) paire. 

fl(x, y) = (1 +X2)-1/4e(i/2)ArctgxE(y) gl(Y(1 +X2)1/2), 

f_l(X, y) = i(1 +X2)-l/4e-(i/E)Arctg~g_l(Y(1 +X2)1/2), 

Sif l  e t f - l  r6pondent ~ la question elles doivent v6rifier 

~0(~022,3)fl = --if_ 1 et 0(~22,3)f_, =/fl 

ce qui entraine que g_l=g,=g. Les relations (90) s'ecrivent alors 

f (  -2i~(xr + ~2)-i/4 eq/2)Arctg ~E(~) 1 ~2)I/2) --y~ r e g(~( + d~ d~ 

= ~ (1 -kX2) - I/4 [E(y) e (i/2)Arctgx q-e -(i/2)Arctgx ] g(y( 1 q-X2) 1/2) 
V 2  

et 

y 21a'(xt~+yO 2 I/4 (d2)Arctg ~ 2 1/2 ( - y , r  (1+~) -  e-" g(~( l+~)  )d~d~ 

= 1 (1 +x2) - i/4 [e-(i/2)ArctS,_e(y)eli/2)Arctsx] g(y(1 +x2)1/2). 
V2 

En faisant x=0  et y>0  dans la relation (91) il vient 

f (1 +i~)1/2 d~ g(Y) = e-2iny~ 1 + ~2 

(90) 

(91) 

(92) 

I1 reste donc ~ montrer que les fonctions (89) v6rifient les relations (91) et (92). Ces 

relations sont 6quivalentes, comme on peut le voir en changeant y e n  - y  dans (91) et en 

utilisant la relation 

g(y) = X/-2-:t e -2'~tyl, Vy E R. 

ceci ~t une constante multiplicative pr6s. Un calcul classique de r6sidus montre que l'on 

a (ne pas oublier que g est paire) 
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(y, ~) = e(~) ( -y ,  ~). 

I1 suffit donc de v6rifier (91). Lorsque y>O le premier membre de (91) s'6crit 

( e-2bt(x~(l +~2)-1/2+y~) (1 + i~)1/2 e-2nl~l o:, (x, Y) d~ d~ 
J 1 + ~  2 

or on a 

il vient donc 

f e-2izru~ -2~rl~ [ __ 1 e d~ 
~(u2+ 1)' 

V u E R  

If (1 + i~)1/2 
(]fl(x, y) = e -zi~e d~. 

1 + X 2 + ~  2 

Lor~que y<0 en utilisant la relation 

f e-2i"~ -2~l~l _ _ _  g,(~) d~ e 
--iu 

n ( l + u  2) 

on trouve que 

l.~lf l(x ' y) = _ ixar f e-2inY~ (11 +x2+~ 2-i~)-1/2 d~. 

Dans les deux cas un calcul de r4sidus conduit au r4sultat cherch4. Q.E.D. 

IX. Param~tres de Langlands et op6rateur d'entrelacement avec la s6rie 

principale pour les repr6sentations Q~, a et 

1. G6n6ralit~s sur les s~ries principales 

Pour tout A E a t on note a,~-~ A le caract6re de A qu'il d6finit. Soit ~ / l e  dual unitaire 

de M; A;/contient 5 616ments, les caract6res 6~,., 2, ei=+l, 1~<i~<2 d6termin6s par 

et une repr4sentation de dimension deux J qui n'est autre que la restriction de f/~ M. 

Si 6 E/I; /etAE ct~ on note Va, A l 'espace des fonc t ionsfde  classe C" sur SL3(R) et 

valeurs dans E,~, l 'espace de 6, et v4rifiant 

f(~m,m) =,~-(A+Y)6(m-0f(~), V~ESZ3(R), VmEM,  u WHEN+ 
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et on d6signe par .r6,A la repr6sentat ion de SL3(R) dans cet espace d6finie par les 

translations ~ gauche. Cette repr6sentat ion est continue lorsqu 'on munit VO, A de la 

structure pr6hilbertienne d6finie par  

(f,g) -- fsu2f(~)g((~)d(~, Vf, gE Va, A 

ot't dl~ est la mesure de Haar  normalis6e sur SU2. 

Les  Va, A admettent  un caract~re infinit6simal d6termin6 par A. 

Notons  a* le sous -ensemblede  a~ form6 des A v6rifiant ReA(H1,2)>0 et 

Re A(H2,3)>0. Alors les Va, A pour  A E  a*admet ten t  un unique quotient irr6ductible 

que l 'on note Ja, A et les Ja, A pour  6 E h~t et A E a* sont deux h deux in6quivalents. 

On note W le groupe de Weyl de s/3(R) relativement h a; c 'es t  le quotient de M' ,  le 

normalisateur de M dans SUE, par M. Le  groupe M'  est engendr6 par ~'1,2 et ~'2,3. Le  

groupe M'  agit dans hT/, l ' ensemble  des repr6sentations unitaires irr6ductibles de M : si 

6 est une telle repr6sentat ion r6alis6e dans l 'espace Ea et si ~, E M' on note ~,. 6 la 

repr6sentation de M dans l 'espace Ea telle que 

~" 6(m) = 6 ( ~ -  ~mu~), Vm E M. 

Cette action de M'  induit une action du groupe de Weyl dans M : si 6 E M e t  si 

E W on note ~ .  6 le translat6 de 6 par ~. On remarquera  que l 'action de M' d6crite ci- 

dessus, induit une action de W dans l 'ensemble des repr6sentations de dimension 1 de 

M. 

De plus M' normalise a, et on obtient ainsi une action de W dans a*; si A E a *  et 

~ E  W on note wA le translat6 de A par ~. L'616ment ~ok, t de M'  induit dans a* la 

sym~trie par rapport  i~ la racine ak.t, l<~k</~<3. 

Si ~o d6signe l'616ment de plus grande longueur de W, en l 'occurence  ~o=~l ,  3, 

pour  tout 6 E M  et tout A E a * ,  le SL3(R)-module V 0~.,% A admet un unique sous- 

module irr6ductible, lequel est isomorphe ~ J~, A. 

Si le SL3(R)-module J~,A est unitarisable, c 'est-~-dire infinit6simalement 6qui- 

valent ii une repr6sentat ion unitaire de SL3(R), alors il existe un 616ment ~,E W6, le 

stabilisateur de 6E2~t dans W, tel que ~ , A = - A .  En particulier les Ja, A unitarisables 

sont tels que 6 E {61, i, 6-1,- i ,  6}. Enfin si Q est une repr6sentation irr6ductible admissi- 

ble de SL3(R) dont  le caract~,re infinit6simal est d6termin6 par A E a* et admettant  to 

(resp. r - l ,  f) comme SU2-type minimal, elle est infinit6simalement 6quivalente ~ un 
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J6, A avec A E a *  et 6=61,1 (resp. 6E {6,l,,2avec e l * l  o u  e2=l=l}, t}=~) .  Pour tout ce 

qui pr6c~de voir [2], chap. IV, et [12]. 

Pour ~,E W on note A(~), l 'ensemble des racines a E A +  telles que ~,ctEA+ et on 

pose N~=N+N~,N~, -1. Enfin on note S(~,) le sous-ensemble de a~ constitu6 des 

formes lin6aires A v6rifiant R e A ( H % ) > 0  pour tout k, ! tel que Ctk, lE A(~0). Alors pour 

tout 6 ~ ~t,  A E a~ et f E  V6, A on pose 

As = v ~  SL3(R)  (93) 

o/i w est un repr6sentant de ~, clans M'  et dur est une mesure de Haar  sur N~,. On a l e  

r6sultat suivant (voir [14]) : 

PROPOSITION 17. Soit wE W, alors pour tout A E S(~) l'int~grale (93) est absolu- 

ment convergente pour tout f E  11"6, A et tout ~ E SL3(R) et l'application f~--~A~,, 6, A f est 

un homomorphisme de ~3(R)-module  de V6, A dans V~, ~A" 

On rappelle que l 'application 

N X M x A  x N +  -~, SL3(R) 

( , . ,  m , , ~ , , * + )  ~ . r e ,  m +  

est un diff~omorphisme de la vari6t6 N x M x A x N +  sur un ouvert de $7_,3(R) dont le 

compMmentaire est r~union d 'un  nombre fini de sous-vari~t~s de codimension au 

moins 1. D'autre part R 3 et N sont diff~omorphes via i 'application ~ d~finie par 

t~(x, y, z) = 1 

Z 

et l 'image par cette application de la mesure de Lebesque de R 3 est une mesure de Haar  

sur N. 

Pour tout (x, y, z) E R 3 on a la d6composition d 'Iwasawa 

tx(x, y, z) = ~(x, y, z) ~(x, y, z) n+(x, y, z) 

avec g(x ,y , z )ESU2,  n+(x ,y , z )EN+ et a~(x,y,z)EA tel que 

a,(x,y, z) = ~1,2(S)~2,3(/) OH $ = (l+x2+y2) t/2, t = (l+z2+(Zx--y)2) I/2. (94) 
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Soient 6E,~t, A E a ~ ,  alors l 'application qui /i l'616ment f de Va, A fait corre- 

spondre la fonction V'f de trois variables ~ valeurs dans E~ d6finie par 

~f(x,  y, Z) = f (n(x ,  y, Z)) 

est une injection de V~,A dans C|174 Ecrivons A=aw~,2+bw2,3 avec a, b E C ,  

oil wl,2 et tv2,3 sont les poids fondamentaux associ6s aux racines a1,2 et a2,3. Alors il 

existe une constante positive CA telle que l 'application f~->~f induise une isom6trie de 

Va. A sur son image ~ , ,x  lorsque ce dernier espace est muni de la structure pr6hilber- 

tienne d6finie par 

=fa v ,wE 

Oil dmA est la mesure sur R 3 

dm A = C A ( l + x2 + y2)Re a ( l + z2 + ( ZX-- y )2)Re b dx dy dz. 

D6sormais nous identifierons les espaces pr6hilbertiens V6,A et ~a,A- Les 

espaces ~a,A sont doric munis d 'une  structure de SL3(R) module et on note encore 

r~, A la repr6sentation de S~,3(R) associ6e. De m6me on dispose dans les conditions de 

la proposition 17 d'0p6rateurs d 'entrelacement  encore not6s A;,~;Aentre ~ ,A 

et ~, ,oA. 

On a l e  r6sultat suivant qui r6sulte de calculs faciles. 

PROPOSITION 18. Soient A=aw~,z+bw2,3 Ea  ~ et 6E,~I. La representation ra.A 

est d~termin~e par  les formules  suioantes : 

(a) ra, A(~l, 2(s) [{I, 3(0) f (x ,  y, Z) = f (x - -  S, y-- t, Z), Vt E R 

(b) ra, A(~E,3( t ) ) f (x ,y ,z)=f(x ,y-- tx ,  z--t), V t E R  

(c) ra, A(gl,2(t)) f (x ,  y, Z) = ta+lf(t2x, ty, t-lz),  V t > 0  

(d) r6,A(~2,3(t))f(x, y, Z) = tb+lf(t-lx, ty, t2z), Vt > 0 (95) 

* . n - ( a + l ) ~ /  e(t)[I-e(I- tx)]  x 
(e) r6,A(OCl,2(t))f(x,y,z)= 1--tX I O~1, 2 j 

( X Y_tx,Z(l_tx)) ,  VtE R •  1 - - t x ' l - -  

- ( b + l ) ~ -  I+e (z )~  . , . .  

(f) r6,A(~2,3)f(x,Y,Z)=IZ) 0t~2.3 )J[--y ,x , --1/Z) ,  o f t fE~6 ,  A. 
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Les  vecteurs de ~ , A  sont les vecteurs Coo pour la repr6sentation ra, A dont on 

note ra ~, A la representation d6riv6e dans cet espace.  D'autre  part soit r~, A la repr6sen- 

tation du groupe A N  dans l 'espace COO(R3)| d6finie par les formules (95) (a), (b), 

(c), (d). Il est clair que si on munit C=(R3)| de la topologie usuelle, i.e. celle de la 

convergence uniforme des fonctions et de toutes leurs d6riv6es sur tout compact ,  la 

representation r~, A est une repr6sentation continue dans l 'espace de Fr6chet 

C~176174 telle que tout vecteur de cet espace soit un vecteur C =. I1 n 'es t  pas 

difficile de voir que ~a, A est  un sous-espace stable par cette repr6sentation et que la 

representation de l I (a~r t ) ,  l 'alg~bre enveloppante de a ~ n ,  induite par la restriction 

~ ,  A de la repr6sentation d6riv6e de r~, A n 'es t  autre que r~ =, Alu(~). 

2. Vecteurs C ~ pour certaines repr6sentations de A N  

On remarquera que les repr6sentations Qt,a et  Q-I,..!. ont m6me restriction ~t A N  que 

l 'on note Qa, 2 E R. On a aussi 0IAN=P0, avec ces notations. 

PROPOSITION 19. Les vecteurs C ~ de la representation ~ ,  2 E R sont les ~l~ments 
f E  LE(R 2) tels que 

xaya+~c~ r ay~fE L2(R2), Vct, fl, 7, ~t E N avec a ~<fl+y. (96) 

De plus la representation Q~, d~rivJe de la representation QZlAN, est dJtermin~e par 

les formules suivantes : 

Q~ (Yl'2) = - a x '  or(Y"3)=2i:tY 1 

~)~ (Y2,3) = 2i:txy, ~ (H2 ,  3) = - 1 - x a ~ - y a y ~  

o~(Hl '2 )=( l+2iJ tA)  +2xOx-yOy" J (97) 

D~monstration. Il est clair que les formules (97) d6finissent ies g6n6rateurs infini- 

t6simaux de la repr6se.ntation Qz voir les formules (46) (resp. (42)). De plus il est ais6 de 

v6rifier que l'alg~bre d 'op6rateurs  engendr6e par les op6rateurs (97) est celle constitu6e 

des combinaisons lin6aires finies des op6rateurs (96). Q.E.D.  

On note Sr l 'espace des fonctions fEL~o,(R 2) et v6rifiant que pour  tout 

a, fl, 7, t~EN avec a<.fl+7 et pour  tout N E N  

~,~,P,r, a(f) = sup ess [(1 -.k~2) 1/4 (1 +y2(1 +x2)) N IxO:+ a  f(x,  y)[] < + ~ .  
(x,y)ER 2 
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Muni de la topologie induite par  les semi-normes  v~,,.~.~, a, fl, V, 6, N E N ,  5eo est  

un espace  de Fr6chet  dont  les 616ments sont des fonct ions de classe C ~ sur l 'ouver t  de 

R 2 constitu6 des couples  (x, y) avec y * 0 .  

Nous  aurons  besoin  du r6sultat suivant �9 

LEMME 17. Soient  G u n  groupe de Lie connexe, g son algObre de Lie, X1, . . . ,X~ une 

base de g e t  O une reprOsentation de G par des opOrateurs continus dans un espace de 

Fr~chet F. Pour  que la representation O soit continue il fau t  et il suffit que pour  tout 

v E F et tout 1 <~k<~n l 'application 

t ~ Q (exp tXk) l) 

soit continue au point  O. 

D~monstration. Pour  mont re r  que ~ e s t  une repr6sentat ion continue il suffit de 

montrer ,  puisque G est  loca lement  compac t  et que F est  un Fr6chet ,  que pour  tout v E F 

l 'appl icat ion de G dans F, j~-,p(~) v e s t  cont inue en l '616ment neutre de G : voir [18] I, 

4.1.1, p. 219. 

Mais pour  la m6me raison, pour  tout l<~k<~n l 'appl icat ion de R x F  dans F 

(t, v)~-,~(exp tXk) 'v  est  continue.  

C o m m e  l 'appl icat ion d6finie sur R" et/~ valeurs dans G par  

(tl . . . . .  tn) ~-* exp (tnX~).. .  exp (tl X 0  

induit un d i f f6omorphisme d 'un  voisinage de 0 de R ~ sur un voisinage de l '616ment 

neutre de G, on se ram~ne/~ mont re r  que l 'appl icat ion 

(t I . . . . .  t~) ~ ~ (exp ( t n Xn)) 0 (exp t n _, .1",_ i) . . .  0 (exp t I X 1 ). v 

est continue au point  0 de R ~. 

Or  on peut  6crire 

0 (exp t~ X~) ... 0 (exp t l XO v - v  

= O (exp t~ Xn) [O (exp t~_ 1X~_ 0 . . .  0 (exp t i XI) U-- U] @ ~ (exp t~ X~) v -  v. 

On ach~ve le ra i sonnement  par  une r6currence en supposant  que le r6sultat est  vrai 

pour  l 'appl icat ion de R ~- 1 dans F d6finie par  

(tl . . . . .  t~- 0 ~--> O (exp t , - l X ~ - l )  ... o ( e x p h X O  v 
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et en utilisant le fait que l'application de R x F  dans F ( t , v ) ~ o ( e x p t X O v  est 

continue. Q.E.D. 

I1 r6sulte imm6diatement de la proposition 4.4.1.7, [18] I que l'on a l e  r6sultat 

suivant: 

LEMME 18. Soient G un groupe de Lie, O une representation continue de G dans 

un espace de Frdchet F telle que, si Qo~ d~signe la reprdsentation ddriv~e de 0 dans le 

sous-espace F ~ des vecteurs de C ~ de F, pour  tout u E lI(g), l' algdbre enveloppante de 

l'algdbre de Lie g, de G, l 'op&ateur  p~176 soit un opdrateur continu de F ~~ pour la 

topologie induite par F. Alors on a F|  

PROPOSITION 20. Pour tout 2 E R l 'espace Sr est un sous-espace stable de L2(R 2) 

pour la reprdsentation ~ .  La restriction de Qx d 6to est une reprdsentation continue du 

groupe A N  dans 6Po telle que 6eo=ff 0. 

D~monstration. I1 suffit de montrer que 6e0 est un sous-espace de L2(R 2) stable par 

Ox et que la restriction de 0x/~ 6eo est continue : en effet comme la topologie de fro est 

plus forte que celle induite par celle de LE(R2), la repr6sentation d6riv6e de la 

restriction de O~ ~t 5e o sera d6finie par les m6mes formules que la repr6sentation 0~. Or 

l'image de l I (a~n)  par O~ ~ est l'alg6bre des op6rateurs combinaisons lin6aires finies des 

op6rateurs (96) qui sont manifestement continus pour la topologie de 5e0. II suffit alors 

d'appliquer le lemme 18. 

Montrons donc que 5eo est stable par Oa et que la restriction de Ox h 5eo est 

continue. 

On a les  in6galit6s suivantes : 

avec 

vN/Ly.b(r f )  ~< MN(t ) s Ctaltl'~-,,a,y,~(f), 
/=0 

VtER 

, r - ,+-,  l ' "r  I+y2(l+x2)1 N = ( (t2+4)'/2+ltl~N] 
MN(t) = s u p  

\ (x.y)~a it2+4)l/2-lt[ 

C~12 t[ a,e,y,~-l(f), 
I=0 

YtER 

6 / I  
i , - ,  I f,p t :  y+l-m N 

l~a,fl, Y,J(O2(~2, 3 ( t ) f )~E  2 2 CT~'~m p l [2Y'ft[ ~/a+l_p,fl+y+l_m,m_p,~_l(f) , 
I=O mffiO pffiO 

YtGR 
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vNa,f,y,6(QX(~l,2(t)f) ~ ~"Kll~ ,I,,N va.:, r, ~ w,,::~ Vt > 0 

v~# r 6 (Ox(g2 3(0 f )  ~< ,rllog tl.,N ( rr~ . . . .  ~ , - a , / 3 , e , ~ w ~ ,  V t > O  

avec K une constante  bien choisie. 

Ceci montre  que ~0 est stable par 0h et que A N  est repr6sent6 dans 5eo par des 

op6rateurs continus. 

Il reste ~ montrer  que pour  tout f E Y o  et tout X un des 616ments 

]:1,2, Yi,3, Y2,3,HI,2,H2,3, qui const i tuent  une base de a ~ n ,  l 'application 

t ~ 0 h  (exp t X ) f  e st continue en t=0.  

Or, il est clair sur les formules d6finissant 0h que l 'on a VfE ~0, 

(Qx(exp tX) f - f ) ( x , y )=  t O~(X)o~(exputX)f(x,y)du, V(x ,y )ER 2, y * O  

et que l 'on peut  d~river cet te  int~grale sous le signe somme autant de lois que l 'on veut. 

Mais la topologie de ~~ peut  ~tre d~finie par les semi-normes 

vg(f)  = sup ess [(1 +X2)1/4(1 +y2(1 +x2))NIDf(x, Y)I] 
(x,y)E R 2 

oil D est un op6rateur de 0~(ll(a~n)). Soient donc DEO~(H(a~n)) et NEN on a 

v~(o~ (exp tX) f - f )  <<. I tl vNoo;(~o(o~ (exp utX) f )  du 

et la continuit6 de l 'application t~--~ox(exptX)f au point 0 r6sulte de majorations 

6tablies au d6but de la d6monstrat ion.  Q.E.D.  

LEMME 19. Les vecteurs SU2-finis des reprOsentations Or,h, 2 E R ,  e=_+l et ~ sont 

contenus dans 5:o. 

D~monstration. L 'e space  des vecteurs SU2-finis 6tant engendr6 comme l I ( a ~ n )  

module par  les vecteurs du SU2-type minimal il suffit de voir que le r6sultat est vrai 

pour  ces vecteurs.  

Or ces vecteurs sont de la forme 

f (x ,  y) = (1 "I-X2) -(I/4+i~t2) e(ik/2)ArctgXq)(y(1 -'[- X2) I/2) 

oil k E Z, q0 ELlor ) et est telle que pour  tout a E N la fonction yatp(a) soit ~t d6crois- 

sance rapide et de classe C | sur l 'ouvert  R*. 
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I1 est facile de voir que pour de telles fonc t ions fon  a pour tout a, fl, ~, bE N avec 
a < ~ + ~  

x~P+aa~x a~y f(X, y) = xayB e (ild2) Arctgx ~ (1 -l-x2) I/2-(y+ 1/4+#r~)TI(X ) yt+aCt+a)(y(1 +x2) '/2) 
1=0 

oi l  pour 0~</~<~, T~ est un polyn6me de degr6 strictement inf6rieur ~ ~. 
T _ ~-1 k Si on 6cdt t(X)--Ek=OCk, tX, 0<~!<~, il vient 

k=0  /=0  

• sup ess [(1 +X2) -7 Ix~ I ly l (1 +y2(1 +X2) N) lyla+t(l +X2) (6+/)/214t+~)(y(l +x2)~/2) I] 
(x,y)ER 2 

nombre qui est fini puisque pour tout a E N la fonction y~9(~) est h d6croissance 

rapide. Q.E.D. 

3. D6termination des param~tres de Langlands des repr6sentations QE, x 

Pour ; tER et e = + l  on appelle ~ , ~  l 'espace des fonctions f d6finies sur SL3(R) ~t 

valeurs dans C v6rifiant 

f ( ~ )  = Itl-(3/2+2i~a~c(~), s i e  = 1, f ( ~ )  = e(t)Itl-(3/2§ 

V~ E S'L3(R), Vp E P+ tel que ~(p) -- a 
C 

si e =  - 1  

et de carr6 sommable pour une mesure quasi-invariante sur l 'espace quotient 

ffL3(R)/P+. Alors O~,a=Ind~(t)g,,a est ia repr6sentation de SL3(R) dans ~ , a  d~finie 

par les translations ~t gauche. 

I1 ressort de la proposition 12, chap. VI que l'application ~r.a de L2(R 2) dans 

~ .  a telle que pour tout f E  L2(R2), X,, ~ f soit l'unique 616ment de ~ ,  a v6rifiant 

5(e,2f(n(x, y, 0)) = f e-2iny~f(x, ~)dE 

est, pour un choix convenable de la mesure quasi-invariante sur SL3(R)/P+, une 

isom6trie entre ces espaces entrela~ant Q~,~ et Q'~. 

D'autre part si on note ~ ,~  le sous-espace de ~,,~ constitu6 des fonctions de 
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classe C ~ il est facile de v6rifier que ~ , a e s t  un sous-espace de V~,,,A avec 

Ax = 2i~w~,E--~a2,3 = 2i~2+ WEE-WE, ~. (98) 

On note Q,~,a la repr6sentation d6riv6e de Q,,a dans l 'espace des vecteurs SU2-finis 

de cette repr6sentation. Alors l'int6grale, encore not6e ~ , a  

5(~.~ f(x, y, z) = ( e-2i~f(x, ~)d~ 
J 

est absolument convergente pour tout vecteur f,  SU2-fini de L2(R z) (l'espace b~ est 

contenu dans LI(R2)) et elle d6finit une injection Y{~,a de l 'espace des vecteurs SU2- 
finis de LE(R 2) pour la repr6sentation Q~,x, dans l 'espace ~,.,A~ = V~, z,A~, qui entrelace 

les repr6sentations ~,a et r~= .Aa" 

Nous sommes maintenant en mesure de d6terminer les param6tres de Langlands 

de la repr6sentation ~9~,x, c'est-~-dire de trouver les 616ments 6 E ~ t  et A E a *  tels 

qu'elle soit infinit6simalement 6quivalente/~ J~,A- 

THEOREME 2. (i) Pour tout 2 E R et e= + I la reprOsentation Q~.~ est infinit~simale- 
ment ~quivalente ~ J~(,).uca) avec 

1 
t~(e) = 6E, ~ et /zO.) = +-~y+2iar2(w2,3-wt,2). 

(ii) L'intdgrale 

It.af(x, y, Z) = f lul-Vz+zi'%zi"r176 v) du dv 
d 

(99) 

(resp. l_l.~f(x, y, z) = f lul-ln+2i~%(u)e2i'z"-Y'~f(x-u, v )dudv)  

est absolument conoergente pour tout fappartenant d l' espace des vecteurs SU2-finis 
de la reprdsentation Ql.a (resp. Q-i,a ) et l'application I~.~ induit un homomorphisme 
injectif de ll(sl3(R))-modules de l'espace des vecteurs SU2-finis de la reprdsentation 

Q~,~ dans l'espace ~(~(E),~I,3,/,~(,~,), 

D~monstration. Soient ~, E R et e=_+ 1. II est facile de voir que ~'1,2 6e, I = ~ e ,  e et que 

~~ 2 Ax = --~- Y+ 2i:t~'(~2, 3-~Pl ,2)= ~Pl3, (-~- Y+ 2i~'~(~~ - ~ ,  .2)-) 
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D'autre part A a v6rifie les conditions de la proposition 17 pour que l 'op6rateur 

A~x. 2,~,,,,A~ soit d6fini. Compte-tenu des propri6t6s des SL3(R)-modules V~, A 6nonc6es 

dans le paragraphe 1, la premiere assertion du th6or~me sera prouv6e si l 'on montre 

que la restriction de l 'op6rateur A,~,.~,~.,A~ ~t Y~,~ est non nulle. Un calcul facile montre 

alors que cet op6rateur est donn6 par 

a~,,2,~,, x,A~f(x, y, Z) = f lU[-I/Z+Zi~af(x+u, y+ZU, Z) du 

A~,,2,,~_,, ,,Aaf(x, y, Z) = - f e(u) lul-l/Z+zi~f(x +u, y+ zu, Z) du 

ceci pour t o u t f E  $~,,, ha" 

Or on a 

f f f l ,2 ( f l ,2 )  (X, y, Z) = (1 +x2+y2) -(3/4+izd') 

ff[-l,a(f-l,a) (x, y, z) = -y(1 +x2+y2) -(5/4+in~) 

et un calcui long mais standard conduit au r6sultat ( s e t  t sont d6finis par (94)) 

F(1/2) F(1/4+i~2) s-l/2+2izt2t-i/2-2in2 
A,%2, ~,. ,. A~ o ~l.,t(fl. a) (X, y, Z) -- 

F(3/4 + i:r2) 

A~,t 2. ~ ~ J, Aa 0 Y{-I ~(f-I a) (X, y, Z) -- F(1/2) F(3/4+ i~A) (z_xy+x2z)  s_3/2+2i~at_3/2_2i~.t 
' - ' ' F(5/4+i:r2) 

Ceci montre la premiere assertion du th6or~me. Ii est imm6diat que l 'on a les  relations 

formelles A,,,.~,~,.,.AOJ(,,a=I,,~. La deuxi6me assertion r6sulte alors du fait que les 

int6grales (99) sont absolument convergentes pour t o u t f E  5e0, et du lemme 19. Q.E.D. 

4. D~termination des param~tres de Langlands pour la representation 

Soit ~ une repr6sentation admissible de SL3(R) dans un espace de Hilbert ~e;  on note 

~o ~ le sous-espace de Y(e form6 des vecteurs SU2-finis. Si v~, U2E fftaO on note cv,,o 2 le 

coefficient de Q qu'ils d6finissent : 

Cvt,v2(~) ---- (Q(~) vl, v2), V~E ~ 3 ( R ) .  

On note L+ le sous-ensemble de a* form6 des combinaisons lineaires ~ coeffi- 

16-838283 Acta Mathematica 150. lmprim6 le 15 aofit 1983 
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cients entiers positifs des racines positives. On note a+ la chambre de Weyl positive 

associ6e ~t A+. Pour tout r/>0 on pose 

a+,,~= {HEa/a(H)>r l ,  VaEA+} 

Sur a~ on consid6re la relation d'ordre ~ d6finie par 

2 ~<it r EL+. 

On a alors le r6sultat suivant dfi h Wallach et dont une version moins complete 

avait d6j~t 6t6 obtenue par Harish-Chandra (cf. [2], ch. IV). 

THEOREME 3.1l existe un nombre fini d'~l~ments de a~, deux dt deux non comparables 

pour la relation <., notes It1 . . . .  ,itl et pour tout l~i<.l et tout I tEL+ il existe une 

fonction Pi,~ dl valeurs dans C d~finie sur a•162176215176 que 

(i) Pi, oaFO pour l<~i<.l. 

(ii) Pour tout vl, v 2 E ~ ~  e la fonction Pi.t,( , 01, v2) est une fonction polyn6miale 

s u r  Cl. 

(iii) L' application ?, oaleurs dans l' espace des fonctions polyn6mes sur a et d~finie 

sur ~ x  ~ par (vl, vz)~-~pi,a ( , or, 02) est sesquilin~aire. 

(iv) Pour tout H E a+ et tout vl, v2 E ~ on a 

I 

co,oz (exp H) = X e(U'-Y)(m X Pi,~' (H' v,, vz) e -utm 
i=1 ,uEL+ 

la s~rie ~tant uniform~ment et absolument convergente dans a+. ~ pour tout r/>0. 

On appelle ensemble des exposants de p e t  on note ~(O) l'ensemble des It~-it, 

It E L+, l<.i<.l tels que P~.u soit non nul. On note ~o(P) l'ensemble des 6Mments de ~(Q) 

minimaux pour la relation ~< : 

~0(o) = ~u~, .. . ,Itj}. 

On a alors le r6sultat suivant : 

LEMME 20. Soient ~Ea~,  v I, v2E ~o  tels que pour tout HEa+ 

lim e~r-~)<mcol, o5 (exp tH) 
t---~ + ao 

existe et soit non nulle. Alors 2 E ~(Q). 
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DEmonstration. En utilisant le th6or~me 3 on voit qu'il existe des 616ments 

~.l . . . . .  ~.t de ~(O) deux/~ deux non comparables  pour  <~ et pout  tout I <~i<.l et tout ~ E L+ 

une fonction polyn6me sur a, p,.,~,, tels que 

(i) p ; , o * 0 ,  l<~i<~! 
I 

(ii) et~Y-~)~n)co~, o2(exp tH) = ~ e '~ ' -~m ~ pi,F,(tH) e -tF'~m, Vt > O, V H  E a+. 
i= 1 #~L+ 

Pour H E  a+ fix6 la s6rie est absolument  et uniform6ment convergente par rapport  ~ t 

sur tout intervalle ]r/, +oo[ avec r/>0. Alors sous les hypotheses  du lemme et en 

utilisant le lemme 22 d6montr6 en fin de paragraphe,  on voit que pour  tout H E  a+, il 

existe i, l<~i<~l, tel que ( 2 ; - 2 ) ( H ) = 0 ;  aut rement  dit a+ est contenu dans la r6union des 

noyaux des formes lin6aires 2 ; - 2  et ceci n 'es t  possible que s'il existe i, l<~i<~l avec 

,~,i=,~. Q.E.D.  

Maintenant  supposons que la repr6sentat ion 0 soit irr6ductible et notons 2 e 

l'616ment de a~ d6finissant son caract~re infinit6simal. Soit O e le caract~re de la 

repr6sentation O; c ' es t  une distribution localement  L ~ sur SL3(R ) et analytique sur 

l 'ouvert  des 616ments r6guliers de SL3(R). Soit a' le sous-ensemble de a form6 des 

H E  a tels que a(H)4:0 pour  toute racine a et soit D i e  d6nominateur de Weyl d6fini sur 

M A  par 

D(m~) = det(l-Ad(nd~))l. § ' r  V~EA. 

Alors pour  tout m E M  il existe une famille de nombres  d~,,~, ~,E W tels que 

D O o ( m e x p H )  = ~ d . , e  ~'~~ V m E M ,  VI lE  a ' .  
~oEW 

Le r6sultat suivant n 'es t  autre que le th6or~me 1 de [8] r66crit dans la situation qui 

nous int6resse. 

PROPOSITION 21. Si ~ est une representation irrEductible admissible de SL3(R ) 

alors ~o(0) est le sous-ensemble des ~lEments maximaux,  pour la relation d' ordre <. sur 

a~, de l' ensemble des ~,2 e pour  ~ E W. 

Nous sommes maintenant  en mesure de d6terminer les param~tres de Langlands 

de la repr6sentat ion 0. Commen~ons par le r6sultat suivant : 

LEMME 21. La representation ~ admet  �89 comme  exposant.  
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D~monstration. Soit HEa+,  alors on a H=aHi,2+flH2,3 avec 2 a - f l > 0  et 

- a + 2 f l > 0  et aussi �89189 De plus pour t o u t f E L 2 ( R  2) 

(exp (log t) H) f (x ,  y) = tta-2a)/2f(t2a-'x, t-~a+a)y), Vt > O. 

et il vient, en utilisant les formules (89) 

e(I/2) Clog t) 7(H)cf I ,fl (exp (log t) H) = 2 f  (t 2/~-4a + X  2 ) -  I/4 ( i  + X2) -3/4 

,i , r t.Xexp( . oCtO \ 1 +x 2 ] e-2'~lYldx dy 

et on trouve, en passant ~ la limite sous le signe somme, 

lira e O/2)(I~ 0 ~(mcf ~'f' (exp (log t) H) = 2 (1 - i) f0 + ~ x v2(1 + x 2)- i (1 + (1 +x2) v2)- i/2 dx 
t---~ + oo d-'[ 

qui est un nombre non nul. Q.E.D. 

THEOREME 4. La representation ~ est infinit~simalement ~quivalente ~ J6,y/2. 

D~monstration. En utilisant le |emme 21 et la proposition 21 on volt que le 

caract6re infinit6simal de la repr6sentation ~ est d6termin6 par un 6Mment 

2~ se trouvant dans �89 autrement dit on peut 6crire 

1 
~0 = --2Y+PCtL2+qct2.3' avec p, q E N. 

D'autre part comme les 616ments de �89 + sont r6guliers, 0 est infinit6simalement 

6quivalente h la repr6sentation J~,~,a0 ot~ ~, est l 'unique 616ment de W tel que ~,;t0E a* 

(voir w 1 de ce chapitre). Et en utilisant le th6or6me 5.2 du chapitre IV de [2] on voit 

que ;t o est dans l 'enveloppe convexe des ~ / ,  ~, E W. Un calcul facile montre que ceci 

n 'est  possible que si p = q = 0 .  Q.E.D. 

Voici le r6sultat utilis6 dans la d6monstration du lemme 20. 

LEMME 22. Soient 21 . . . . .  2t des nombres complexes deux ~ deux distincts, 

I~ . . . . .  I~n des nombres r~els strictement positifs et, pour tout 1 <.k~l et tout m E N ~, un 

polynOme en une variable Pk, m tels que pk, oaFO et que la s~rie 

t ( X e  t~k pLm(t) e-t(m,~) ) f ( t )  = ~ , 
k=l \mEN n / 
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oft on a pos~ pour  tout  m E N "  s'Ocrivant m = ( m l  . . . . .  mn), (m, / t )=E~=lmklZk ,  soit  

un i fo rmdmen t  et  a b s o l u m e n t  convergente  sur  tout  intervalle ]r l, + ~ [ auec r/>0. 

Si  limt_:,+=f(t) existe et es t  non  nulle alors on a 

(i) 'r 1 <~ k ~< l, Re 2k < 0 ou, ).k = 0 et Pk, o est  constant .  

(ii) 3k,  l <.k<~l, ReAk=0 .  

D~mons tra t ion .  D'apr~s le lemme 7.2 chapitre IV de [2] on sait que si pour  tout 

l<-k<-l, Re2k<0,  alors limt__,+o~f(t)=O. On peut donc supposer que les nombres  2k 

v6rifient Re21~ReA2~>...~>ReAt~>0. Montrons  dans un premier  temps que ReAl= 

... = Re At= 0. Supposons donc que Re 21 >0.  Alors 6crivant 

f(t)=et~'(k=~let(~k-~I)(m~Pk, m(t)e-t(m'~))) 

on volt que 

I (~nPkm(t) e_t(m,~)l l i m  ~'~. e t(~'k-~'t) = 0 .  

t"*+~176 = \ m E N  / 

En utilisant encore  le lemme 7.2, chapitre IV de [2], mais pour  la r6ciporoque,  on 

trouve que pour  tout l<~k<~l, Re(3.k-~.0<0, ce qui est impossible. 

On peut donc 6crire 

l 

f ( t )  E i'vk = e [pk, o(t)+~/t(t)] 
k = l  

avec Vl . . . . .  v lER deux ~ deux distincts et limt__,o~pk(t)=O. Ainsi, si on pose 

I 

g(t) ~ #v, = e pk.o(t) k=l 
il existe un nombre c:4:0 tel que limt_,+oog(t)=c. Ecrivons alors pk.o(t)=Eq>~oaq, kt  q 

et soit q0 le plus grand des entiers q tels qu'il existe un k avec 1 <~k<~l tel que aq, k:4=O. 

On a alors 

avec limt_.+| h(t)=O et 

g(t) = tq~ 

I eiVk t 
go(t) = ~ a q o ,  k �9 

k = l  
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Or d 'apr~s  le l emme A.3.2.1 de [18] I I  on a 

1: lim sup Ig0(t)[ I> laqo,,I 2 > 0 (100) 
t--~ + ~ k =  1 

ce qui mont re  que qo=0. Ainsi les po lyn6mes  Pk, o sont tous constants  et si on pose  

ak=pk, o on a pour  tout k, ak*O et de plus 

I 
iv k t 

lim Z_, ak e = c 
t--~+~ k =  1 

ce qui n ' e s t  possible  en vertu de (100) appliqu6 ~ go( t ) -c  que si l = l ,  v l = 0  et 

a l = c .  Q.E .D.  

5. Op6rateur d'entrelacement entre ~ et ~_r~2 

PROPOSITION 22. Le SUE-type minimal de ~ 6 , - y / 2  e s t  engendr6 par les fonct ions ft 

valeurs dans C E (l' espace de la representation ~ de M) : 

f ,(x, y, Z)= s- ' /Et  -1'2 ( - b ( x ,  y, z ) )  
\ a (x , y , z )  / 

(101) 

F_I(x, y, Z) = s-I/El -I/2 ( ~l(x, y, Z) ~ 
\b(x,  y, z ) /  

oft a, b sont les fonct ions  C ~ sur R 3 uniquement  d~termin~es par 

aE(x, y, z) = + s - l t -2[y t+i (xy -z (  l +xE))] [y-xz+iz]  

1 i a(x, y, z) b(x, y, z) = --~ t- ( y - x z + i z )  
(102) 

a (0 ,0 ,0 )  = 1 

oft s et t sont d~finis par (94). 

D~monstration. On a pour  tout (x, y, z) E R 3 

~ ( x , y , z ) = ~ ( x , y , z )  s - i t  w 

0 t -~ 

(103) 

avec s e t  t d6finis par  les relat ions (94), u, v, w d6termin6s par  



REPRESENTATIONS UNITAIRES DE SLs(R) 239 

u = ( x + y z ) s  - l ,  v = y s  - t ,  w = ( z ( l + x Z ) - x y ) s - l t  - t .  (104) 

et g(x, y, z) E SU2. En utilisant le th60r6me de r6ciporcit6 de Frobenius on voit que l 'on 

peut prendre, si on d6signe par (el, e2) la base canonique de C 2 

Fl(x, y, z) = s-V2t-v2g-l(x, y, z) e 2 

F_l(X, y, z) = s-1/2t-1/2(~-l (x, y, z) e I �9 

I1 nous reste donc ~ voir que l 'on a 

( a ( x , y , z )  b (x ,y , z ) )  
~(x, y, z) = \ - b ( x ,  y, z) a(x, y, z) 

avec a et b v6rifiant les relations (102). 

S o i t ~ E S U 2 , 6 c r i v o n s  ~ = ( _ ~  ~ )avec  

0 ~i(q~+~/2 a=coo--~ , b=sinOe ~-~0)/2, O<~O<~:r, ~,q:ER. 

En utilisant (1) il n 'est  pas difficile de voir que l 'on a 

* * - s i n  0 cos q0'~ 
~r(~) = * * - s i n  0 sin q0~ 

sin 0 cos ~p - s i n  0 sin~p cos0  / 

et Iorsque ~=~(x, y, z) en utilisant (103) et (104) on voit sans peine que 

s inOcosV/=ys  - I ,  s i nOcoscp=(y -x z ) t  - I ,  c o s 0 = t  -~ 

s in0sinq,  = [xy - z ( l+x2) ] s - l t  - I ,  sin0sinq~ = zt -I 

formules qui modulo (105) conduisent rapidement au r6sultat. 

On d6finit la fonction J de R 2 dans C 2 en posant 

( i"-t(u)'/2 ~ 
J(u, v) = \_i(.(.~_lvZe(v)], Vu, vE R z 

et pour toute fonction f de R z dans C on pose 

ei(Zl4) f i f(x,  y, z) = 2 lul-l/2j( u, o) e2i~z"-Y)Vf(x - u, v) du do. 

Q.E.D. 
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PROPOSITION 23. Pour tout f E  6fo l'int~grale if(x, y, z) est absolument conver- 

gente pour tout ( x , y , z )ER  3 et elle d~finit un ~l~ment i f  de C~174 2. Alors 

l' application f~-->ff est un op~rateur continu de ~0 dans C~~ 2 qui entrelace les 

reprOsentations OIAN restreinte ~ 6P 0 et r~,-~/2. 

DOmonstration. Pour tout a, fl, 7 E N et tout f E  6eo on a formellement 

ei(:r/4) f 
a~ ~y a z If(x, y, z) = 2 e u v a 0,, f ( x -  u, v) du do. 

Pour montrer que la fonction i f  est de classe C ~, il suffit de montrer  que la fonction 

apparaissant dans l'int6grale est major6e par une fonction int6grable ind6pendante de 

x, y, z pour (x, y, z) parcourant un compact  quelconque de R 3. Mais ceci r6sulte imm6- 

diatement du fait que pour tout a, fl, ?, N E N 

lul lvl +  la Z f ( x -  u, v)[ ~< MN(X) (1 + u2)-'/4 (1 + o2(1 + u 2) )-N s C' lxl'vtN o, o(f). 
I=0 

De plus on a 

a )," ~ I I N f [Ox ~yOzlf(x,Y,Z)l<-MN(x) Cylxlvt, a+e.~,o(f) lul-'/2(l+u2)-'/4(l+vZ(l+u2))-Ndudv 
I=0 

ce qui montre que ] e s t  un op6rateur continu de Sr dans C~176 2. 

Enfin le fait que ] est un op~rateur d 'entrelacement est imm6diat. Q.E.D. 

THEOREME 5. L'op~rateur [ induit un homomorphisme injectif de H(sl3(R))- 

module de l'espace des vecteurs SUz-finis de la reprksentation 0 dans ~.-r/2" 

D~monstration. Supposons que nous ayons montr~ que ] entrelace les SU2-types 

minimaux de 0 et de ~,-r/2" Alors d'apr6s les propositions 20 et 23 et le lemme 19, pour 

tout f616ment  du SU2-type minimal de O et pour tout u E ll(a~)n) on a 

i(O~ f )  = r'a~_y/2(u) i f  

mais c o m m e / f E  ~,-y/2 on a 

r'a~,_~/2(u)if= r~,_yn(u)i f ,  Vu E H(a @n). 

Ceci montre donc que if induit un homomorphisme de s de l 'espace des 

vecteurs SU2-finis de ~ dans ~L-e/2 qui entrelace les SU2-type minimaux de ces 

LI(sl3(R))-modules. 
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D'autre  part  on sait qu'il  existe un unique (~ un scalaire multiplicatif pros) 

l t(sl3(R))-homomorphisme non trivial de l 'espace des vecteurs SUz-finis de ~ dans 

~.-y/2 et que cet  homomorphisme est injectif. Comme Ll(sls(R))=H(a~)n)Lt(su2), on 

voit que [ est un tel homomorphisme.  

I1 nous reste donc ~ voir que [ entrelace les SU2-types minimaux et pour  cela il 

suffit de voir que 

En utilisant le fait que 

on voit ais6ment que si 

alors 

ill = F I  et iff_l = F -  1. 

f_j(x, y) = ie(y) fl(x, y) 

]f~ =s- ' / z t - ' /2(  -b~ 

~o " 

I1 SUffit donc de calculer ]fl et le calcui montre que 

S-1/2l-~/2bo(x, y, z) 

iei(X/4) f 
- :rX/-2 (u-iO)-l/2(l-i(x-u))-1/2 

z u - y  
1 +x2+y2-2u(x+yz)+u2(l +z 2) 

du 

et un calcul de r6sidu dans le demi-plan Im u<0  conduit/~ 

iei(~/4) 
bo(x, y, z) - s v2t- V2(x + y z -  it)-i/2 ( I + z 2 + t + iz(y-xz))-t/2 ( (zx-y)  - itz). 

Le calcul de ao se conduit  de mani~re analogue; dans un premier  temps on trouve 

el(hi4) 
s-l/2t-V2ao(X, y, z) = ~ / ~ .  (u+iO) -I/2 (1 +i(x-u))  I/2 du 

1 +x2+y2-2u(x+yz)+u2(1 +z 2) 

et ~t l 'aide d 'un  calcul de r6sidu dans le demi-plan Im u > 0  on voit que 

ei(~/4) I/2 1/2 I/2 2 i;2 ao(x ,y ,z )= s t- (x+yz+it)-  ( l+z  +t+iz(xz-y))  . 
V T  

I1 ne reste plus qu'/~ v6rifier que les fonctions a0 et b0 satisfont aux conditions (102), ce 

qui n 'es t  pas bien difficile . . . .  Q.E.D.  
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