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ENTWlCKLUNGEN 

ZUR TRANSFORMATION FUNFTER UND SIEBENTER 0RDNUNG 

EINIGER SPECIELLER AUTOMORPHER FUNCTIONEN 

VON 

ROBERT FRICKE 
in GOTTINGEN. 

In den nachfolgenden Zeilen erlaube ich mir den Lesern der Acta 
mathematica einen Beitrag zur Theorie jener eindeutigen Functionen einer 
complexen Veranderlichen vorzulegen, welche yon einem Teile der dabei 
interessierten Mathematiker als ~)automorphe Functionem) bezeichnet werden. 
Es sei gestattet, hier am Eingang der Kfirze halber nur auf die grossen 
Abhandlungen Bezug "zu nehmen, welche POINCAR~ in den ersten B~nden 
der vorliegenden Zeitschrift fiber die gedachten Functionen verSffentlichte; 
es lassen sich nhmlich eben yon diesen Abhandlungen aus die far das 
Folgende massgeblichen Gesichtspunkte von vornherein am deutlichsten 
angeben, 

Es seheint, dass der yon PomcA~k gewahlte Eingang in die Theorie 
wenigstens der ~eindeutigem) automorphen Functionen der unmittelbarste 
ist; ich meine jeneMethode, die Untersuchung automorpher Functionen 
auf das vorangegangene Studium der zugeh5rigen Gruppen linearer Sub- 
stitutionen der Ver~nderlichen zu basieren, diese Gruppe selbst aber eben 
durch ~)Angabe ihrer Substitutionem) als definiert anzusehen. Bei jenem 
ersten Forschungsgange hatte nun PorNcARk nur est ganz nebenher das 
Problem berilhrt, wie man Gruppen unserer Art etwa durch erschspfende 
Angabe der Bildungsgesetze ihrer Substitutionscoefficienten thatsachlich her- 
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zustellen verm0chte; vielmehr galt es in erster Linie, die Summe der all- 
gemein mSglichen Folgerungen aus der Angabe einer fraglichen Gruppe 
zu ziehen, unangesehen alle jene Ergebnisse, die aus dem besonderen 
Bildungsgesetz der einzelnen Gruppe entspringen mSgen. 

In Anbetracht dieser letzteren Verhi~ltnisse muss das Beispiel der 
Modulfunctionen vorbildlich sein. Weil ni~mlich dort die Gruppe yon 
dem bekannten einfuchen Bildungsgesetze vorlag, war es msglich fiir die 
zugehSrigen Functionen jene weitverzweigte Theorie durchzubilden, welche 
den besonderen :Namen der Theorie der elliptischen Modulfunctionen tri~gt. 
Hieriiberhinaus ist es das Bcstreben des Verfassers gewesen, auch fiir 
andere Gruppen yon einem lest gefi]gten arithmetischen Bildungsgesetze 
auszugehen, und es sind in dieser Hinsicht eine Reihe von Ansatzen in 
den neueren Bi~nden der Ma thema t i s chen  A n n a l e n  (yon Band 38 an) 
sowie in den G s t t i n g e r  N a c h r i c h t e n  vom vorigen Jahre-~erSffentlicht. 

In dem vorliegenden Aufsatze wollte ich die bezeichneten Ansi~tze in 
das functionentheoretische Gebiet hinein verfolgen, um solche~weise ihre 
Tragweite nach dieser Richtung bin darzuthun. Dabei schranke ich reich 
yon vornherein auf denkbar einfache Verhhltnisse ein, um einerseits die 
darzulegenden Gesichtspunkte an moglichst elementaren Vorstr zu 
entwickeln~ und um andererseits unmittelbaren Anschluss an gewisse be- 
kannte functionentheoretisch-geometrische Entwicklungen zu gewinnen. In 
der That werden wit sp~terhin Gelegenheit finden~ die Resultate Mterer 
Arbeiten yon KLEI~ and GOROAN'fiir unsere Zwecke zu benutzen, Arbciten, 
die einmal die Ikosaedertheorie sodann die bei der Transformation 7 ter 
Ordnung der elliptischen Functionen auftretende Gruppc I58 ste~ Ordnung 
betreffen. Die naheren Literaturangaben sollen i~berall im Laufe des 
nachfolgenden Textes nachgetragen werden. 
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ERSTER TEIL. 

Entwicklungen fiber die Dreiecksfunctionen von den 
Verzweigungen ( 2 , 4 , 5 ) ,  (2 ,5,6) .  

w 1. Das  ar i thmet fsche  Bi~dungsgesetz der z u m  Kreisbogendreieek  
(2 ,4 ,  5) ffeh6renden Gruppe.  

In der Ebene der complexen Veranderlichen 7] sei ein von Kreis- 

bogen begrenztes Dreieck gezeichnet, welches die Winkel r. = ~ dar- 
2 ' 4 '  5 

bietet; die Ecken des Dreiecks nennen wir in sofort verstandlicher Zu- 
ordnung P2, P~, P~, und dem entsprechend mSgen die 
Seiten (P2, P~) , (P,, P~) , (P~, P~) heissen. Das Dreieck Fig. i. 
habe die in Fig. I gezeichnete Lage; es soil also der ~ 
Punkt P4 mit 72 = i coincidieren, wahrend die Seite 
(P4,P2) auf die imagin~re Axe oberhalb 7] = i zu "~ ~ ~ 
liegen kommt. Das in l:tede stehende Kreisbogen- / / z ~  ~ "  
dreieck soll kurz als Dreieck ( 2 , 4 ,  5) bezeichnet / 
werden; es ist in der Figur zugleic h so angenommen, ~, 7.o 
dass seine dr ei begrenzenden Kreise bei Verlangerung 
die reelle ~7-Axe unter rechten Winkeln schneiden. 

Auf das besehriebene Dreieck ( 2 , 4 , 5 )  wenden wir jetzt das yon 
SCnWARZ ausgebildete Symmetrieprincip ~ an und gewinnen eine be- 
kannte Dreieekseinteilung der oberhalb der reellen Axe gelegenen )~po- 
sitiven ~/-Halbebene)). Die Dreiecke sind abwechselnd durch indirecte 
und directe Kreisverwandtschaft 2 mit einander aequivalent, und die li- 

1 Wegen des Nitheren fiber diesen Gegenstand darf ieh auf die yon KLEn~ und mir 
verfassten Vorlesungen i~ber elliptischen Modulfunctionen, I~ pag. 85 ft. verweisen; ieh 
eitiere dieses Werk in der Folge kurz als M. I oder M. I I  je naeh dem gerade gemeinten 
Bande. 

hi. I~ pag. 88. 
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nearen ~-Substitutionen, welche diese Kreisverwandtschaften analytisch 
darstellen, bilden dis Gruppe, die hier nigher untersucht werden soll. 

Wollen wit zuvsrderst nut mit direeten Kreisverwandtschaften zu 
thun haben, so m~:~ssen wir etwa dem Dreieck der Fig. : sein durch 
Symmetrie l~ngs der imagin~tren Axe entworfenes Spiegelbild anfi~gen; 
es entspringt solchergestalt ein ))Doppeldreieck)), welches wir A 0 nennen. 
]ndem wir je zwei im gleichen Sinne neben einander liegende Dreiecke 
der Halbebenenteilung zu Doppeldreiecken zusammenfi]gen, mSgen wir 
die letzteren in irgend einer Folge A 0 , A 1 ,  A 2 , . . .  nennen. Die li- 
nearen z/-Substitutionen, welche A o in die. abrigen Doppeldreiecke trans- 
formieren, bilden dis in Rede stehende Gruppe, w e l c h e / ( 2 , 4 ,  5) heisse; 

ihre Subsfitutionen, welche durchgehends die Gestalt ~ ' ~  aT q-~ 

reellen a ~ fl, ~-, 3 einer positiven Determinante a 3  ~ fl~" haben, sollen 
symbolisch dutch V 0 = i , V1, V 2 , . . .  bezeiehnet werden, und zwar 
transformiere V, das Dreieck A 0 in Ak. 

Als Fundamentalpolygon der Gruppe in K~EIs's Sinne: kann das 
Doppeldreieck A o angenommen werden. Die 

Fig. 2. 

y~ 

Randcurven sind dabei so zusammengeordnet 
wie Fig. 2 angiebt; die Gruppe E(2,  4, 5) 
lt~sst sich demgemass aus zwei Substitutionen 
erzeugen, und es seien dies, wie schon in 

F i g .  2 angedeutet, die Substitutionen V 1 und 
V 2. Beide sind elliptisch, und sie haben die 
Perioden 4 bez. 2; 2 die ausgere~hneten Ge- 
stalten dieser erzeugenden Substitutionen der 
Gruppe sind aber: 

2 2 

M. I~ pag. I83;  nach POn~CAR~'S Benennung ~polygone gdudrateur>>~ el. Ae ta  
mathemat[ca~ Bd. I, pag. I6. 

t M. I~ pag. I65. 
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Urn diese Angaben zu belegen, bemerke man erstlich, dass die Substitu- 
tionseoefficienten bier aberal l  reell sind, und dass V~, wie es sein muss, 
~7 ~ - i  zum Fixpunkt  1 hat, V 2 abet  einen auf der imagin'~ren Axe ober- 
halb 7] ~ i gelegenen Punkt .  Durch diese Lagenbeziehungen, sowie 
andrerseits durch die Forderungen, dass die Substitutionen V1, V 2 und 
V 1 V 2 die Perioden 4, 2 und 5 haben massen, sind, wie man leicht ins 
einzelne nachweist, V 1 und V 2 gerade in der unter (i)  angegebenen 
Gestalt eindeutig bestimmt. 

Aus der Gestalt der erzeugenden Substitutionen suchen wir nun auf 
das Bildungsgesetz der ganzen Gruppe zu schliessen. Hier  lehrt  nun 
erstlich V2, dass sich die Substitutionscoefficienten aus ganzen algebraischen 
Zahlen desjenigen reellen quadratischen Zahlkarpers ~ aufbauen werden, dessen 

Basis I , - ist; dabei ist jedoch noeh die Quadratwurzel aus der 

speciellen ganzen Zahl P -  --: i + ~/5- dieses Ksrpers adjungiert  zu denken. 
2 

Die Substitutionscoefficienten werden sornit die Gestalt darbieten: 

(2) = a + B C ,  c + , . . . ,  

wenn hierbei A ,  B ,  C, D ganze Zahlen des genannten Ksrpers sind. 
Aus der Gestalt yon V~ und V~ wol len  wir noch ein zweites Gesetz 

f a r  die Coefficienten a ,  f l ,  T, 8 der zu betrachtenden Substitutionen ab- 
leiten. • e n n e n  wir far  den Augenbliek die beiden reellen Zahlen 
(A + B qT) conjugiert, so sollen a und 3, sowie fl und - - ' f  jeweils con- 
]ugiert sein. Von diesem, bei V~ und V 2 thatsachlich vorliegenden 
Bildungsgesetze zeigt man nun durch einfache Ausrechnung, dass es bei 
Combination von Substitutionen unzerstsrbar ist: Alle Substitutionen yon 

F ( 2 , 4 ,  5) werden somit den Typus: 

(3) 7' = (A + B + (c  + D 
(-- C + D ~/P) 7/+ (A - -  B ~/P-) 

aufweisen mi~ssen. ~ 

M. I~ pag. I64; ~point doubles bei POINCAR~. 
2 Wegen der zu benutzeuden arithmetisehen Begriffsbestimmungea vergleiehe man die 

*Allgemeine Zahlentheorie, DED2EKnVD's im Supplement XI yon DIRICI-ILET's Vorlesungen 
i~ber Zahlentheorie, (3 te Auflage). 

s Die allgemeine Tragweite des in der Substitutionsform (3)liegenden Ansatzes 
finder man in den Mathem. Annalen~ Bd. 42~ pag. 564 diseutiert. 
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Aber es geh0ren noch keineswegs alle Substitutionen (3), die wir zu 
bilden vermSgen, dec Gruppe / ' ( 2 , 4 , 5 )  an; vielmehr treten neue Ein- 
schrankungen ein, und diese letzteren haben wir im Anschluss an den 
Modul oder die Determinante der Substitution: 

(4) a3 - -  fir : A~ ~ PB~ + C2 - -  PD~ 

zu besehreiben. Die in der Folge zu brauchenden Zahlwerte der Ver- 
bindung (4) sollen auf I ,  2 und 4 eingeschriinkt bleiben, und wit sprechen 
delngem~s von unimodularen bez. d~wmodularen und quadrimodularen Sub- 
stitutionen (3). Der arithrnetische Charakter der anfanglich vorgelegten 
Gruppe ist dann in einfachster Weise dahin zu formulieren, dass sie aus 
allen duo-und  quadrimodularen Substitutionen (3) besteht. Wir wollen die 
so gemeinte Gruppe als die arithmetisch definierte F(2 ,  4 , 5 )  bezeichnen 
und ihre Identitat mit der aus V1, V~ zu erzeugenden Gruppe yon drei- 
eckigem Fundamentalbereich nun im einzelnen nachweisen. 

w '2. I d e n t i t d t  tier a r i t h m e t i s c h  de f in ier ten  11(2,4, 5)mit  tier G r u p p e  

des K r e i s b o g e n d r e i e c k s  (2 ,4 ,5 ) .  

Das System aller unimodularen Substitutionen (3) w ' ,  welehe aus 
ganzen Zuhlen A ,  B ,  C,  D des 5fter genannten K0rpers unter der Voraus- 

setzung P - - - ~ +  ~/5 gebildet werden k/snnen, mSge kurz durch 2"~ 2 
bezeichnet werden, und wir brauchen welter in sofort verstandliehem 
Sinne die Bezeichnungen 2' 2 und 2' 4. Das System 2' 4 der quadrimodularen 
Substitutionen wird 2"1 in sich enthalten, nur dass jede unimodulare Sub- 
stitution mit 2 erweitert erscheint. Dass das System 2"1 eine Gruppe 
vorstellt, ist unmittelbar evident; denn bier multiplicieren sich bei Com- 
bination zweier Substitutionen deren Determinanten. Abet auch das System 
2"4 stellt eine Grupw dar, wo wir dann nach jedesmaliger Combination 
zweier Substitutionen den gemeinsamen Factor 2 aus allen vier Coeffi- 
cienten mossen fortheben k~snnen, um solchergestalt zu einer quadrimodu- 
laren Substitution zur~'mkzugelangen. Zum Beleg dieser Behauptung muss 
eine kurze arithmetische Betrachtung vorausgesandt werden. 
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Die Bedingung der quadrimodularen Substitutionen: 
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A ~ -  PB:  + C 2 ~ PD ~ = 4 

liefert far die ganzen Zahlen A ,  B ,  C,  D der einzelnen Substitution die 
nachfolgende Congruenz: 

(i) A ~ + 6 '2-- P ( B  ~ + D2), (rood. 4). 

Es giebt nun im quadratischen Zahlk0rper modulo 2 vier incongruente 
Zahlen, und also sind unter den 16 modulo 4 incongruentcn Zahlen nut 
vier rood. 4 init Quadraten congruent. Man wird sie als quadratische 
Reste yon 4 bezeichnen und finder unter Gebrauch der Abkfirzung: 

a+bI+~/5--(a b) 
2 

f[tr dieselben (o,  o) ,  (i , i ) ,  ( I ,  o) ,  (2,  3). Von hieraus berechnet ,nan 
sofort welter, dass unter den 16 Resten rood. 4 nur die zehn 

(o, o), (o, o), (, ,  3),(3, o), (3,3) 

rood. 4 m i t  der Summe zweier Quadrate congruent sin& Mulfipliciert 
man diese zehn Zahlen mit P_~ ( - -  I , I) einzeln, so kommen einmal die 
vier ersten Zahlen (2) wieder zum Vorsehein, ausserdem aber gerade die 
sechs in der Reihe (2) noch fehlenden Reste modulo 4. Zufolge ( i )wi rd  
man sonaeh B: + D ~ nur mit einer der vier Zahlen (0 ,0) ,  (o, 2), (2,0), 
( 2 ,2 )  rood. 4 identificieren konnen, worauf dann P ( B ~ + D  ~) d. h. A : +  C ~ 
wieder mit einer von diesen vier Zahlen congruent Wird. Die vier ersten 
Zahlen (2) entstanden iber durch Verdoppelung eines quadratischen Restes 
v0n 4, und also ergiebt sich: Bei den quadrimodularen Substitutionen be- 
stehen immer die Congruenzen: 

(3) A = C, B = D, (rood. 2), 

und es giebt insgesamt nur v ier  modulo 2 incongruente quadrimodulare Sub- 
stitutionen (3) w i. 

M0gen nun die beiden quadrimodularen V und V' durch Combina- 
tion V " =  VV '  liefern, so wird man, um V" auf die Determinante 4 
zurtickzubringen, die vier Coefficienten durch 2 teilen. Ordnen wit alsdann 
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V" wieder in der Gestalt (3) w i an, so haben wir ffir die zu V" ge- 
hSrenden A", B", C", D", die entweder ganze Zahlen oder H~lften solcher 
sind, die Gleichungen: 

(4) 

cA"----- AA'  ~ P B B ' - - C C '  -~ PDD', 

2B" = AB'  .-~ BA'  "k C D ' - - D C ' ,  

2C" = AC' ~ PBD' ~ C A ' - - P D B ' ,  

2D"-~ AD' + BC' - -  CB' -F DA'. 

Nun aber sind ffir V und V' die Congruenzen (3) in Gilltigkeit, und 
a lso  folgt aus (4) ohne weiteres, dass A", B", C", D" ganze Zahlen des 
quadratischen K(~rpers sind. V" geh0rt somit wieder dem Systeme Z 4 
an, und dieses bildet also in der That eine Gruppe. 

Die  aus den quadrimodularen Substitutionen bestehende Gruppe wird 
(lurch die in w I mit V~ bezeichnete Substitution in sich selbst trans- 
formiert, ~ indem man ohne M~he die Gleiehung: 

( c + 
vr-,vv  = \ - -  c + A + 

verificiert, wo iibrigens nur die vier Coefficienten der Substitution an- 
gegeben sind. Fi~gen wir sonach der Gruppe der quadrimodularen V 
noch alle diejenigen Substitutionen hinzu, welche durch Combination ihrer 
V mit V 1 in der Gestalt V' ~ V V  1 entspringen, so gelangen wir zu einer 
umfassenderen Gruppe, in welcher die aus dem System Z4 bestehende Gruppe 
eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 2 ist. 2" Nun geni]gt aber die 
duomodulare Substitution V1 ihrerseits auch der Bedingung (3)- In den 
vier Coefficienten yon V ' ~  V V  1 tritt somit zufolge (4) der gemeinsame 
Factor 2 auf, nach dessen Forthebung wir in V' wieder eine ganzzahlige 
duomodulare Substitution gewinnen. Auf der anderen Seite lasst sich ]edes 
duomodulare V' in der eben benutzten Gestalt V V  1 darstellen; denn -17'V~ 
ist quadrimodular und auch V~ findet sich in 2',. Die eben aufgestellte 

* M. I, pag. 26I .  

* M. I, pag. 3o8 ft. 
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Gruppe, die 2"~ umfasst, besteht also aus 2"4 und 2"2 und liefert somit nach 

der Verabre&eng yon w i die ))arithmetisch definierte)) Gruppe: 

/ ' ( 2 , 4 ,  5) = 2"~ + 2',. 

Es i s t  nun welter leieht beweisbar, dass die Gruppe der duo- und 

quadrimodularen Substitutionen (3) w I cigentlich discontinuierlich ist. 1 Man 
muss zu diesem Ende yon der zu Grunde liegenden Gleichung: 

(5) A 2 - P B  ~ + C 2 - P D  ~ =  2 oder 4 

zu derjenigen ))conjugiertem) Gleichung ilbergehen: 

(6) A '2 ~ _P'B '2 + C '~ - -  P'I)  '2 ----- 2 oder 4, 

die einfaeh dureh  Zeiehenweehsel yon ~/~- aus (5) hervorgeht. Hier ist 

nun der Umstand besonders folgenreieh, dass P'---- i + ~/5-negativ und 
2 

dem absohlten Werte naeh gr0sser als I ist. Die Folge ist, dass bei den 
Substitutionen Unserer Gruppe nur solehe Zahlen A ,  B ,  C , D  zur Geltung 
kommen, deren conjugierte Zahlen absolut < 2 sind. Naeheinem bekannten 
Satze der Zahlentheorie ~ giebt es aber nur eine endliche Anzahl ganzer 
Zahlen eines Ksrpers n ten Grades, die selbst saint ihren conjugierten Zahl6n, 
absolut genommen, eine festgesetzte endliche Grenze nicht i~berschreiten. 
Es kann somit nur eine endliche Anzahl von Substitutionen in der Gruppe 
geben, deren vier Coefficienten dem absoluten Betrage nach eine beliebig 
zu wi~hlende endliche Constante nicht abersteigen. Solches aber w~re un- 
mSglich, wenn infinitesimale Substitutionen in der Gruppe vorki~men, und 
also ist nach der eben citierten AbhandIung POINCAI~ffS die eigentliche 
Discontinuiti~t der Gruppe evident. 

Um das Fundamentalpolygon der Gruppe zu gewinnen, benutze ieh 
eine Operationsweise, die bei i~hnlichen Gelegenheiten imlner eine be- 
deutende Erleiehterung der 1J-berlegung bewirkt. Die fragliehe Massnahme 
besteht darin, dass die Gruppe durch Zusatz sogenannter Substitutionen 
zweiter Art,  die indirecte Kreisverwandtschaften bedeuten, erweitert wird.3 

Siehe POII~CAR~, Aeta mathematic% Bd. 3, pag. 57 IT. 
Siehe DIRICHLET-DEDEKIND~ a. a. O., pag. 556. 

s Siehe SCI-IWARZ in Bd. 7o des CRELLE~svhen Journals~ pag. IO5~ oder M. I, 
pag. 82 ft. 

Aeta mathematica, 17. Imprim6 le 28 oetobre 1893. 45  
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Hierher gehsren vor allem die Transforxnationen durch reciproke Radien 
an Kreisen der r/-Ebene, Operationen, die kurz als Spiegelungen bezeichnet 
werden. Bedeutet ~ der zu 7/ conjugiert complexe Wert, so liefert der 
IJ-bergang yon 7] zu r / = - - r ]  die Spiegelung an der imagin~iren Axe. 
Indem wir diese besondere Spiegelung den bisherigen Substitutionen ))erster)) 
Art hinzuffigen, gelangen wir zu einer erweiterten Gruppe, wobei die duo- 
und quadrimodularen Substitutionen zweiter Art: 

(A + B ~/~)~--(C + D ~/~) 
(7) ' / =  ( -  c + v @)~--  b ~ -  B ~/~) 

als neu hinzukommen; es mSgen diese Substitutionen kurz-V genannt werden. 
Von besonderer Wiehtigkeit sind unter den Substitutionen (7) die- 

jenigen, welehe Spiegelungen darstellen; die Bedingung, damit dies vorliegt, 
ist B = o, 1 und der zugeh~rige Spiegelkreis ist, r wenn wir ~ = x + O 
setzen, gegeben dureh: 

(8) ( c - -  D r ~ + y~) + 2.4x - - ( C  + I) (~) _-- o. 

Diese Gleichungen aber sind anzusetzen, einmal f~r alle innerhalb des 
quadratischen Korpers ganzzahligen AuflOsungen der tern~ren Gleichung: 

(9) 4 = A 2 -b C' -k ' - -  ~/~- D ~, 

- -  und wir erhalten bier eine erste Classe yon Spieyelkreisen ~ sodann 
aber far  alle ganzzahligen AuflOsungen yon" 

(~o) 2 = ~t' + c ~ + I - ~ y D , ,  
2 

womit wir die zweite Classe der Spiegelkreise erhalten. 
Die Spiegelkreise (8) sind, wie man sieht, samtlich orthogonal gegen 

die reelle Axe geriehtet, und nun gilt es einzusehen, dass diese Kreise in 
ihrer Gesamtheit gerade jesse Dreiecksteilung (2, 4 ,  5) der ~-Halbebene be- 
wi;rken, welche wir am Anfang yore Kreisbogendreieck ( 2 , 4 ,  5) aus dutch 
immer wiederholte Spiegelung herstellen. Von hieraus ist es dann leicht, 
die Identitat der arithmetisch definierten Gruppe mit der Gruppe des 
Kreisbogendreiecks (2 , 4 , 5 )  zu erkennen. 

Siehe etwa M. I~ pag. I96  ft. 
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Zu diesem Ende muss man zuvsrderst feststellen, welche Perioden 
bei den elliptischen Substitutionen unserer Gruppe vorkommen mSgen 
Fi~r eine elliptische Substitution der Periode v ist 

( i i )  A =  2cos~ oder ----~/~-cosE, 
Y Y 

j e  nachdem eine quadrimodulare oder duomodulare Substitution vorliegt. 

Soll aber 2 cos -~ oder V'~-cos- eine ganze Zahl des f~'lr uns zu Grunde 
Y Y 

liegenden quadratischen Zahlk0rpers sein, so ist nach elementaren Regeln 
auf die Werte 2, 3 , 4 ,  5 eingeschri~nkt; es kommen alsojedenfalls keine 

anderen als die Perioden: 

(I2) v = 2 , 3 , 4 , 5  

bei den elliptischen Substitutionen der Gruppe vor. Die Perioden 2 , 4 , 5  
kommen auch sicher vor; denn sie sind in der Gruppe des Kreisbogen- 
dreieeks ( 2 , 4 , 5 )  enthslten, die doeh jedenfalls zufolge (i) w I sieh in der 
arithmetiseh definierten Gruppe vorfindet. 

Man bemerke nun weiter, dass der Kreuzungspunkt zweier Symmetrie- 
kreise (8) immer den Fixpunkt fiar eine elliptische Substitution ergiebt, 
die durch Combination der beiden zugehsrigen Spiegelungen entspringt. 

7F Es folgt, dass ]ene Symmetriekreise einander nur unter Winkeln -2're ..~' ~ '~  

oder Vielfachen derselben schneiden k6nnen. Da wir nun mit einer eigcnt- 
lich discontinuierlichen Gruppe zu thun haben, so liefern die si~mtlichen 
Kreise (8) eine Einteilung der positiven Halbebene in lauter aequivalente 

Kreisbogenpolygone mit Winkeln ~ = ~ 7r 
2 ' 3 ' 4 ' 5 "  

Im weiteren Verfolg der geometrischen VerhMtnisse innerhalb der 
ri-Halbebene werden wir diejenige Maassbestimmung gebrauchen mfissen, 
welche POINC~R~ fiat die Untersuchung der Gruppen reeller Substitutionen 
eingeffihrt hat. 1 Insbesondere ziehen wit die Formel ft~r den Inhalt eines' 

1 Siehe A e t a  m a t h e m a t i e a ,  Bd. I~ pag. (5 ft. Die betreffende projective Maass- 
best~mmung geht dutch einen in M. I~ pag. :239 , gesehilderten Projeetionsproeess in die- 
jenige Maassbestimmung tiber, welehe KLEIN bei seinen bez. Untersuehungen (in Bd. 4 der 
Mathem.  Anna len)  der ~hyperbolisehen~ Geometrie zu Grunde legt. Man vergl, iibri- 
gens aueh (3LE~SCa-Lr~DSMA~r~ Vorles. fiber Geometrie~ Bd. 2~ Abt. I. 
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im Sinne der Maassbestimmung geradlinigen Polygons ohne entspringendc 
Winkel heran; ist I dieser Inhalt, n abcr die Anzahl der Polygonseiten 
und ~ die Summe der Winkel,  so lautct der Ausdruck far I :  

(i 3) I = 4k~[(,~ - -  : ) ~ - -  4 ,  

wo k cine f(ir die Maassbestimmung charakteristische Constante ist. 
Wir  grcifen nun t in einzelnes der aequivalenten Polygonc unserer 

Halbebenentcilung auf und nchmen an, cs sei ein n-eck mit 2 Winkeln ~ 2; 

z Winkeln ~' 3 '/~ Winkeln Z und endlich ~ Winkeln 5 
- 4 5 ' so dass xT,t+/~Tv=n 

ist. Unter den Spiegclkreisen der Gruppe finden sich jedenfalls allc 
Symmctriekreise dcr Drciecksteilung (2 , 4 ,  5), und cs m~)ge das einzelne 
Dreieck ( 2 , 4 ,  5) aus m Polygone bezeichneter Art  zusammengesetzt er- 
scheinen. A/sdann gilt die Gleichung: 

4k'~r 
4mk~[ (n - -  2)~-- a] = 2o 

Setzt man hier fnr a seinen Wer t  ein, so kommt nach leichter Um- 

gestaltung: 

~ . [ 6 o ( , ~ - -  2 ) -  (3o~, + 2o~ + ISI~ + ~2,~)] = 3. 

Hier steht abet links das Product zweier rationalen ganzen Zahlen; ca sind 
also nut  zwei FMle msglich cinmal m = 3, sodann m = i. 

Die Auswahl m = I licfert, falls wir noch ft~r n scinen Wcrt als 

Summe der vier ganzen Zahlen x,  )t, p ,  v eintragen: 

woraus man zugleich crsieht, dass z durch 3 teilbar sein muss. Es ist 
eine einfache zahlenthcoretische Uberlegung,  welche zu dem Schlusse 
f~hrt, dass die einzige A u f b s u n g  der letzten Gleichung in ganzen, nicht- 

negativen Zahlen ~ x , ~ , Z ,  ~ die folgende ist: 

X ~ O ,  ~ f t ~ - - - V =  I. 
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Hier hat man also n ~  3, und zwar ein Dreieck der Winkel 2 ' 4 '  5'  

und dies ist das Ausgangsdreieck der in w I besprochenen Halbebenen- 
teilung, ein Resultat, welches ja nur in anderer Gestalt eine Bestgtigung 
der Gleichung m = I liefert. 

Profen wir nun den Fall m = 3, wo wir die diophantische Gleichung 
gewinnen: 

4oz + 3o2 + 4 5 # +  48~-~- 12I. 

Man stellt ohne M~he fest, dass diese Gleiehung eine AuflSsung in ganzen, 
nicht-negativen Zahlen x ,  ),, p ,  ,~ i~berhaupt nicht besitzt. Damit aber ist 
in der That evident, dass die Kreise (8) die Dreieeksteilung ( 2 , 4 ,  5)der 
Halbebene bewirken. 

Der Absehluss unserer l]berlegung gestaltet sieh endlieh wie folgt: 
Sollte das  einzelne Kreisbogendreieck in seinem Innern noeh zwei bezog- 
lich der erweiterten Gruppe aequivalente Punkte aufweisen, so wnrde es 
eine Substitution geben, welehe die gesamte Dreieeksteilung derart in sieh 
oberfohren wi~rde, dass speeiell das Ausgangsdreieck in sich selbst trans- 
formiert erseheint. Nach den einfaehsten Sgtzen t'tber Kreisverwandtsehaft ~ 
ist aber evident, dass ein Kreisbogendreieek mit drei versehiedenen Winkeln 
nur durch die Identitgt r t ' = ~  7 in sich flbergefc~hrt wird. Es hat sich 
somit bewi~hrt, dass die gruppe des Kreisbogendreiecks ( 2 , 4 ,  5) thatsdch- 

lich in der am Schlusse v o n w  i angegebenen Ar t  arithmetisch zu definieren ist. 

[~brigens entspringen aus den gewonnenen Resultaten eine Reihe yon 
Ergebnissen betreffs der AufiSsung der quaterni~ren Gleichungen (5) in 
ganzen algebraischen Zahlen A ,  B ,  C, D des oft genannten quadratischen 
Korpers, sowie auch betreffs der Einheiten desjenigen biquadratischen 
Ksrpers, der dureh Adjunction yon ~/p entsteht. Auch bemerke man 
etwa noch, dass die Kreisbogen (8) yon der ersten Classe die Einteilung 
der Halbebene in lauter regulgre rechtwinklige Fiinfecke liefern, wghrend 
die Kreise d er zweiten Classe die Symmetrielinien der Ffinfecke dar- 
stellen u. s. w. 

eL M. I, Pag. 88 ft. 
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w 3. Ari thmetisvher Charakter der zum Kreisboge~dreieck (2 ,5 ,6)  
ffeh6renden Gruppe. 

Die grosse Ausfi~hrlichkeit, mit welcher soeben das Kreisbogendreieck 
( 2 , 4 , 5 )  besprochen wurde, wird uns gestatten, in dem nun noch zu 
erledigenden Falle (2 , 5 , 6) um so k~irzer zu verfahren. Um ~vieder aus- 
schliesslich mit reellen Coefficientcn der Substitutionen zu thun zu haben, 
legen wir das Ausgangsdreieck mit den Ecken p~, p~,~p6 so, class die 
reelle 7]-Axe den gemeinsamen Orthogonalkreis der drei Seiten bildet. 
Ira fibrigen liege p: bei 72 ~ i, P6 auf der im,~ginaren Axe oberhalb 
7] ~ i, wi~hrehd als Ausgangsdreieck der Gruppe F(2, 5 , 6 )  dasjenige 
))Doppeldreieck)) genommen uerden mSge, welches durch den zwischen 

= i und P6 verlaufenden Tell der imaginaren Axe symmetrisch ge- 
hMftet wird. 

Die Gruppe f ( 2  , 5 , 5 )  lasst sich, wie man eben sah, aus zwei ellip- 
tischen Substitutionen V1 und V~ erzeugen, die 7 / =  i bez. p~ zu Fix- 
punkten haben und die Perioden z bez. 6 aufweisen. V~ ist hiermit 
vsllig bestimmt; bei V~ ist noeh die genaue Lage yon PG unbekannt, 
Und dieserhatb bleibt im Ausdruck yon V 2 noch eine Constante zu be- 
stimmen. Diese letztere ist in der Art zu w~hlen, dass V~ V.j die Periode 
5 bekommt; es ergeben sich so als Erzeugende der Gruppe 1~t: ,  5 , 6): 

2 2 

Indem wir nun V 1 und V 2 mit einander combinieren, m~'~ssen wir 
die allgemeinen Gesetze klarlegen, nach denen die Coefficienten der Sub- 
stitutionen yon T ( 2 , 5  , 6) gebildet sind. Es ist evident, dass bier wieder 
die gunzen Zahlen A ,  B ,  C, D des quadratischen Korpers yon der Basis 

[I  , I +2~/~]3 in Betracht kommen; ausserdem aber kommen noeh zwei 
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Quadratwurzeln zur Geltung, n~,mlich diejenigen aus den beiden ganzen 
Zahlen: 

2 

des quadratischen Ksrpers. Der Erfolg lehrt nun, dass man hier auf 
zwei verschiedene Typen von Substitutionen kommt: eimnal haben wit 
Substitutionen: 

(3) v =  + , A - -  B , / ; / '  

und hier ist evident, dass die Bauart dieser Substitutionen bei Combinationen 
unzerstorbar ist. Hat  man aber eine Gruppe aus Substitutionen V zu- 
sammengesetzt, so lehrt eine leiehte Reehnung, dass dieselbe mit der unter 
(i) mit V1 bezeiehneten Substitution vertauschbar ist. Wir werden also 
nach bekannten Regeln zu einer erweiterten Gruppe gelangen, wenn wir 
neben jedes V noch die Substitution: 

(4) V ' =  
\ - -  + , C' - -  D N / 

reihen. 
Nun ist V 2 quadrimodular und V 1 kann sofort zu einer ebensolchen 

Substitution ausgestaltet werden; beide subsumieren sich alsdann unter 
die allgemeine Gestalt (4), wenn wir die gegenwr~rtig vorliegende Be- 
deutung yon A ,  B ,  . . . ,  P ,  Q beri~cksichtigen. Bei dieser Sachlage 
schreiben wir jetzt vor, dass die Substitutionen (3), (4), welche wir ge- 
brauchen wollen, durchweg quadrimodular sein sollen. 

l)er weiteren Untersuchung stellt sich nun die nachfolgende Schwierig- 
keit entgegen. Nehmen wit das Ausgangsdreieck ( 2 , 5 , 6 )  so an, dass 
p~ mit 7/ = i coincidiert, w~hrend 2~ oberhalb r] == i auf der imaginiiren 
Axe liegt, so subsumieren sich die erzeugenden Substitutionen gleichfalls 
unter die quadrimodularen V'. 1 Auch in der neuen Gestalt besteht die 
Gruppe aus quadrimodularen V, V', und also gilt es, noch neue Be- 
dingungen far A , B ,  C, D aufzustellen, welche uns in den Stand setzen, 
die Substitutionen yon einander zu sondern, je nachdem sie bei der ersten 
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oder zweiten Gruppengestalt auftrcten. In diesem Betracht gilt nun der 
Satz: Die Gruppe 1"(2 , 5 , 6 )  in ihrer urspriinglichen Fixierung wird yon 
allen quadrimodularen Substitutionen (3) und (4) gebildet, welche die Be- 
dingungen befriedigen: 

(5) A 2i - I  -~ ~/-----~5B -Ji- .D~_o, B -I- C ...1_ i -1- ~ / ~ D ~ o ,  (1YlOd. 2). 2 2 

Um dies nachzuweisen, betrachten wir nur erst die quadrimodularen 
V mit der Bedingung (5) und haben an die Stelle des Schemas (4) w 2 
das nachfolgende zu setzen: 

2A" = AA' + P B B ' - -  QCC' + PQDD', 

2I~" = AB' + BA' + QCD'-- QDC', 
(6) 

2C" ---- AC' + PBD' + CA ' - -PDB' ,  

2D" = AD' + B C ' - -  CB' -Jr- DA'. 

Sind die Bedingungen (5) fiir A,  B , . . .  und A', B', ... erfallt, so miissen 
eimnal A", B", . . .  wieder ganze Zahlen sein, sodann miissen ffir diese 
ganzen Zahlen die Bedingungen (5) selbst wieder gelten: 

Der erste Punkt erledigt sich so, dass man aus den Oleiehungen (6) 
Congruenzen modulo 2 macht und dabei for A' und C' die rood. 2 mit 
ihnen congruenten Zahlen PB' + D' und B' + PD' eintrligt. So findet 
z. B. ft~r A" die nachfolgende Rechnung statt: 

2A"_~A(PB'-t- D') + PBB' + QC(B' + PD') + PQDD', 

2A"_~ B'(PA + PB + C) + D'(A + _PC + PD); 

hier stehen aber reehter Hand in den Klammern dureh 2 teilbare Zahlen, 
wenn man nur beraeksiehtigen will, dass /)~ + P + I ~ o  (rood. 2) ist; 
A" ist deshalb wirklieh eine ganze Zahl des K0rper~, und ein Gleiehes 
beweist man in analoger Art far B", C" und 1)% 

Endlich ist noeh die Unzerstsrbarkeit der Bedingungen (5) gegeni~ber 
Combination yon Substitutionen zu beweisen, und zu diesem Ende bilden 
wir aus (6) modulo 4 die Congruenz: 

2 (A" + PB" + D")~. A(A' + PB' + D') + B(I'A' + .PB' + C') 

+ C ( C ' - - B ' - - P D ' )  + D ( A ' +  P C " -  _PD'), (,nod. 4). 
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Hier stehen rdchter Hand in den Klammern allenthalben durch 2 teilbare 
Zahlen, und also kSnnen wir A und C auf Grund von (5) ersetzen; es 
folgt alsdann nach kurzer Zwischenrechnung: 

2 (A" + PB" + D") =_ 2B(PA' + PB' + C') + 2D(A' + PC' - -  PD'), 

und hier stehen wieder reehter Hand in den Klammern dureh 2 teilbare 
Zahlen, so dass die erste Congruenz (5) fa r  A", B", . . .  thatsliehlieh erfallt 
ist. Nieht anders beweist man das Bestehen der zweiten Congruenz (5). 1 

Dass die Gruppe der quadrimodularen V mit der Bedingung (5) 
eigentlieh diseontinuierlieh ist, ergiebt sieh gerade wie im vorigen Para- 
graphen dureh Discussion der Gleiehung: 

A ' - -  PB 2 + QC'- -  PQD' = 4, 

wobei zur Geltung kommt, dass die mit P eonjugierte Zahl P ' - - i - - ~ / 5  2 
neghtiv, die mit Q----- 3 conjugierte Zahl Q ' =  3 dagegen positivist.  Es 
wird demnach auch die Gruppe der quadrimodularen V, V' yon der 
Bedingung (5) eigentlich diseontinuierlich sein; denn sie enthMt die Gruppe 
der V als Untergruppe vom Index 2 in sieh. 

Die eben zuletzt hergestellte Gruppe enthMt jedenfalls die Gruppe 
des Kreisbogendreiecks (2,  5 , 6 )  in sich; denn die Erzeugenden V1, V: 
erffillen als Substitutionen V' die Bedingungen (5). Es gilt null noch 
zu zeigen, dass beide Gruppen geradezu identisch sin& Zu diesem Ende 
benutzen wit wieder die Symmetriekreise der durch Spiegelungen er- 
weiterten Gruppe der V, V', und bier finden wit wieder zwei verschiedene 
Classen yon Kreisen (den Typen V und V' entsprechend). Dutch die 
gesamten Spiegelkreise wird eine Einteilung der Halbebene in lauter 

~ = ~r geleistet; denn aequivalente Kreisbogenpolygone mit Winkeln 2 ' 3 ' 5 ' 6 

man stellt leicht fest, dass unter den quadrimodularen V, V' an ellip- 
tischen Substitutionen nur solche der Perioden 2 , 3 , 5  und 6 auftreten 
ksnnen. Mogen wir mit einer n-eckteilung zu thun haben, wobei das 

einzelne Polygon x Winkel 2, • 3 # 6~r 2 Winkel 5, Winkel 5 und v Winkel 
5 

1 Die eben zuletz~ gegebene Entwickluug gieb~ einen speciellea Fall einer all- 
gemeinen Untersuchung in den Mathem. Annalen~ Bd. 42 , pag. 586. 

Aeta math~maf~m. 17. Imprim6 le 30 octobre 1893. 46 
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aufweist; alsdann ergiebt sich aus der Berechnung des Polygoninhalts im 
Sinne der nicht-euklidischen Maassbestimmung die diophantische Gleichung: 

m(~Sx + :o~ + 24# + 2 5 ~ - -  6o) = 4, 

wenn m Polygone ein einzelnes Dreieek yon Typus ( 2 , 5 , 6 )  zusammen- 
setzen. Nimmt man hier m = 2 oder m = 4, so'ist beide Male eine 
AuflSsung der diophantisehen Gleiehung in ganzen, nieht-negativen Zahlen 
z ,  )t, # ,  v nieht aufzufinden. Die einzige MOglichkeit ist somit m == x, 
womit wit zum Kreisbogendreieck (2,  5 , 6 )  direct zuriiekkommen. Von 
hieraus zeigt sich dann endlich wie im vorigen Paragraphen, dass im 
Innern des genannten Dreiecks keine zwei bezt]glieh der Gruppe der V, V' 
uequivatente Punkte mehr vorkommen ksnnen. Die arithmetisehe Defini- 
tibn der in Rede stehenden Gruppe des Kreisbogendreiecks ( 2 , 5 , 6 )  ist 
also oben in richtiger Weise gegeben. 

w 4. EinfiShrung zweier Riemann'sehen Fldehen vonje  12o Bldttern. 

Nach sehr bekannten Satzen der Riemann'schen Functionentheorie 
existiert eine Function z(~), welche ein Kreisbogendreieck der /~-Ebene 
auf eine Halbebene z conform abbildet;! in unseren beiden Fallen (2,4,  5) 
und (2 ,  5 , 6 )  m0gen zugehsrige automorphe Funetionen z (~)dadurch  
eindeutig fixiert sein, dass wir in dell Ecken p~, P4, P~ resp. P2, P~, P6 
die Werte z ~ o bez. i und ~ vorschreiben. In der Theorie dieser 
beiden Functionen z(~]) spielen alsdann die arithmetisch definierten Gruppen 
der beiden vorigen Paragraphen eben dieselbe Rolle, wie in der Theorie 
der Modulfunctionen die Gruppe der rational-ganzzahligen, unimodularen 
7]-Substitutionen. 

In wie welt dies ftir eine Transformationstheorie der Functionen z(~7) 
Bedeutung gewinnt, soll hier kurz ohne Beweis angegeben werden. Moge 

t Wie die allgemeinen Riomann'sehen Existenztheoreme durch die Methoden yon 

SCI~WARZ und NEUMA~S ihre endgtiltigen Beweise gefundeu haben~ wolle man z. B. in 
M. I~ pag. 508 ft. naehsehen; ftir die im Texte vorliegenden Verhidtnisse vergl, man 

aueh noeh RITTER in den Mathem.  A n n a l e n ,  Bd. 4 t, pag. I2 ft. 
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T' eine der beiden Gruppen sein und z(T;) die zugehsrige Function, so 
wollen wir auf 7; eine Substitution W austiben, die vollsti~ndig die Bauarf 
der Substitutionen yon P bewahrt mit der einen Ausnahme, dass W nicht 
quadrimodular oder duomodular sein soll, sondern als Determinante eine 
beliebige ganze Zahl des quadratischen Ksrpers darbieten mag. Stets ist 
alsdann die transformierte Function z ' ( ~ ) =  z(W(~)) an die urspriingliche 
durch eine algebraische Relation f(z', z)----o gebunden, die wir als Trans- 
formationsgleichung zu bezeichnen haben. Als Ordnung der ausgefibten Trans- 
formation kann man etwa die Norm der Determinante yon W benutzen. 

Dieser allgemeine Satz ist einfach dadurch zu belegen, dass die 
Gruppe F durch Transformation verm0ge W in eine Gruppe 17'-----W-1I'W 
iibergef~hrt wird, welche mit / '  im Sinne POINCARI~'S commensurabel 1 
ist. Nennen wir n die Ordnung der Transformation W, so wird in der 
That durch die Forderung: 

(I) B ~ - C : _ D ~ o ,  (mod. n) 

an die Substitutionen V yon / '  eine~Untergruppe ausgesondert, welche in 
I ~ und 17" zugleich enthalten ist. Dass aber die als Hauptcon.qruenz- 
gruppe n ter St~l~fe z u  bezeichnende Untergruppe der Bedingungen (I)inner- 
halb / '  eine Untergruppe yon endlichem Index ist, zeigt man durch elemen- 
tare Betrachtungen. ~ 

Wir folgen nun dem Vorbilde der Theorie der Modulfunctionen, wenn 
wir an Stelle der Transformation n TM Ordnung sogleich eine ausftihrliche 
Theorie der Hauptcongruenzgruppe n ~" Stufe innerhalb der einzelnen un- 

serer beiden GrupDen tretcn lassen, hn  fibrigen sollen bier keineswegs 
allgemeine Entwieklungen tiber die Tragweite tier angedeuteten Principien 
angestellt werden; viehnehr soll nut am ni~chstliegenden Beispiel auf- 
gewiesen werden, wie sieh die fraglichen[Anshtze nach der funetionen- 
theoretischen Seite ausgestalten lassen.] Wenn wit dabei CongruenzgrupDen 
fi~nfter Stufe betrachten, so mag dutch das Voraufgehende gerechtfertigt 
sein, warum wir yon Entwieklungen zur Transformation fiinfler Ordnung 
unserer automorphen Funetionen z(l]) sprechen. 

1 Siehe wegeu dieser Benennung POI~;CARI~S Abhandlung Les fonctions fuchsiennes 
et l'Arithmdtique, in LIOUVILLE'S Journal~ 4 te Folge~ Bd. 3. 

Man sehe etwa wieder M. I~ pag. 5o8 ft. 
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Wenn wir modulo 5 congruente Substitutionen nicht als verschieden 
ansehen, so reducieren sich die beiden Gruppen 1"(2,4, 5) und F(2 ,5 ,6)  
auf gewisse zwei Gruppen yon endlicher Ordnung, die nach bekannten 
gruppentheoretischen Satzen 1 den Hauptcongruenzgruppen fiinfter Stufe 
innerhalb der Gruppen /1 zugeordnet sind. Da abcr 5 innerhalb unscres 
quadratlschen ZahlkSrpers keine Primzahl ist, so sind die beiden in Rede 
stehenden endlichen Gruppen nicht einfach. Demnach giebt es dann um- 
gekehrt in den Gruppen Y noch umfassendere ausgezeichnete Untergrup- 
pen, welche die Hauptcongruenzgruppen ftinfter Stufe in sich enthalten. 

U m  die hiermit gemeinten Gruppen zu gewinnen, schreiben wir 

] = i +  ~/__~5 und bcmerken, dass modulo 5 die folgende Congruenz gilt: 
2 

j ~ - - j - -  I ----- ( j  - -  3)' ------ o, (mod. 5). 

Die neue Reduction, welche wir vornehmen wollen, besteht hicrnach darin, 
dass wit j ~  3 (mod. 5)schreiben; es folgt dann: 

J = 3, P = - - ~  + ~ / ~ -  --  2, (mod. 5) 
2 

fiir ( 2 , 4 ,  5), whhrend im Falle ( 2 , 5 , 6 )  zu setzen ist: 

J - -  3, P~-  Q ~  3, (mod. 5). 

Nach kurzer Zwischenrechnung aber entsprlngen die Satze: Die Gruppe 
/ ' ( 2 , 4 , 5 )  reduciert sich dutch die bezeichnete Maassnahme auf die Gruppe 
aller mod. 5 incongruenten Substitutionen: 

(2) , / _  (. § b + + ,z (rood. 5) 

einer gegen 5 primen Determinante; dabei sind a, b, c ,  d rationale ganze 
Zahlen, und ein gleichzeitiger Zeichenwechsel dcr vier Coefficienten ist 
bier iiberaU ohne Wirkung. Die quadrimodularen V fi~hren auf die 
Substitutionen (2), dcren Determinante quadratischer Rest yon 5 ist, die 
duomodularen V liefern entsprechend die Nichtreste. Andrerseits folgt: 
Die Gruppe F ( 2 , 5 , 6 )  reduciert sich auf alle incongruenten Substitutionen: 

Man vergl, bier des n~iheren M. I: pag. 320. 
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( a + b v ~ ) ~ + ( e + d ~ / 3 )  (mod. 5) 
(3) ~' - (~ - a ~/~)~ + (~ - b ~/~)' 

einer gegen 5 primen Determinante; letztere ist Rest oder Niehtrest yon 5, 
je nachdem eine Substitution (3) oder (4) w 3 vorliegt. 

Um tiber Ordnung und Structur unserer endlichen Gruppen alles 
Wesentliche auszusagen, transformieren wir die Substitutionen (2), (3) ver- 
mOge: 

I - -  

, - V2. ,  , - -  43~,  (4) 2~/-- bez. 7] - -  
+ ~ - o ,  , + ~/~o, 

und gewinnen solchergestalt bez.: 

(a -- 2c)~ -- (b + 2d) 
o) p _-- 

-- 2(b --  2d)ea -!" (a + 2c) 

(a -- c)~ - -  (b + d) 
- - 3 ( b - - d ) e a +  (a + c) 

tiberall 

(mod. 5). 

Hier stehen durchaus rutionale Substitutionscoefficienten, und 
also lassen sich unsere beiden Gruppen isomorph beziehen auf die Gruppe 
aller incongruenten ganzzahligen Substitutionen: 

aeo + , 8  (mod.  5) 
~ 7~ o + ~ '  

einer gegen 5 primen Determinante. Diese letztere Gruppe ist nun aus 
der Theorie der elliptischen Functionen sehr bekannt: sie ist eine GI~ o 
der Ordnung 1 2o und isomorph mit der _Permutationsgruppe von ffinf Dingen. 

Indem wit hiermit zwei ausgezeichnete Untergruppen /'1~0 je vom 
Index 12o in den beiden Gruppen F auffanden, betrachten wir vor allen 
Dingen noch die beiden zugehsrigen Fundamentalpolygone. Als geschlossene 
Flachen gedacht J liefern dieselben zwei Flhchen je mit einer regular- 
symmetrischen Einteilung in 2. I2o Dreiecke, und dabei kreuzen sich die 
Symmetrielinien der Einteilung im einen Falle immer zu 4 bez. 8 und 
Io, im anderen Falle zu 4 bez. i o und I2. Beide Fl~chen gestatten 
I2o Transformationen in sich, und die beiden zugehsrigen Gruppen G120 
sind isomorph. Bilden wir diese Flachen vermSge der zugehorigen z(~) 

t Siehe hier und in der Folge M. I~ pag. 328 ft. 
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ab, so entspringen zwei l~iemann'sche F1Kchen yon 12o Bli~ttern iiber den 
betreffenden Ebene z; diese Flachen sind je nur an den drci Stellen 
z = o , I , C X 3  verzweigt, und zwar hangen die Bliitter zu 2 , 4 ,  5 bez. 
zu 2 , 5 und 6 zusammen. Nach einer bekannten Formel berechnet man 
you hieraus, dass die beiden fraglichen 2-'Mchen die Geschlechter p ~ 4 bez. 

P = 9 aufweisen. 

5. Iron den  a lgebra i schen  J~unct ionen der  i2o-blii t trigen 

R i e m a n n ' s c h e n  ~ ' lachen.  

Die vorangehenden Entwicklungen sollen dadurch zum Abschluss 
gebracht werden, dass wir fiber die algebraischen Functionen der beiden 
gewonnenen Riemann'schen Flachen erschspfenden Aufschluss geb~n. Bei 
dem nicht ganz geringen Geschlechte sowie der erheblichen Bl~tteranzahl 
der fraglichen Fli~chen wi~rde diese Untersuchung freilich aussichtslos 
erscheinen, h~tten wir nicht in dem Umstande, dass die bdden zugehSrigen 
algebraischen Gebilde je dutch 12o eindeutige Transformationen in sich ~ber- 
gehen, das Mittel, Anschluss an gewisse Untersuchungen yon KLEIS und 
GORDAN ZU gewinnen, die wir unmittelbar fiir den vorliegenden Zweck 
verwerten ksnnen. Wit schliessen zuni~chst unter alleinigem Gebrauch 
der ersten der beiden Fli~chen etwa so: 

Die Normalcurve der Functionen ~I  eines algebraischen Gebildes 
vom Geschlechtc p ~ 4 ist eine Curve sechster Ordnung im Raume yon 
drei Dimensionen: Es giebt also eine ttaumcurve C 6 sechster Ordnung des 
Geschlechtes p ~ 4, welche durch i 2o Collineationen in sich iibergeht. Diese 
C 6 ist der vollsti~ndige Durchschnitt einer Fli~che zweiter Ordnung mit 
einer solchen dritter Ordnung. Des genaueren gelten nach W~BEa und 
NOETHER 1. C. die S~tze: dutch die Curve C G lasst sich aberhaupt nur 
eine einzige FIi~che zweitcr Ordnung hindurch legen, sowie drei linear- 
unabhi~ngige Fli~chen dritter Ordnung. Betrachtcn wit vorab allein die 
FIi~che zweiter Ordnung, die wir F~ nennen. 

' Siehe fiber diesen Gegenstand WEBER, Mathem. Annalen~ Bd. I3~ NOETHER~ 
Mathem. Auualen~ Bd. I7, sowie fibrigens M. I, pag, 569. 
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Die Flache F 2 muss den Substitutionen der G~2 0 entsprechend durch 
12o Transformationen in sich selbst i~bergehen. Die beiden Sehaaren 
geradliniger Erzeugender der Fli~che F2, die wir uns zweekmassig als 
Hyperboloid denken, werden bei der einzelnen Transformation entweder 
permutiert oder jede Schaar wird in sich transformiert. Sind 2 und/~ die 
Parameter der beiden Geradenschaaren, so werden entspreehend diesem 
Umstande die i2o Transformationen tells durch: 

( I )  2' - -  a,~ + b #, a' z + b' 
c 2 + d  ~ - - c ~ +  d' 

darzustellen sein, teils aber durch: 

(2) 2' - -  a/~ + b # ,  a',~ + b' 
ctt + d ' - -  c',~ + d" 

Nun giebt es aber mit Rficksicht auf die in w 4 erkannte Structur der  
GI~ o an Gruppen linearer Substitutionen einer Variabelen bekanntlich 1 
keine brauchbare G120 und nur eine G~o , n~mlich die Ikosaedergruppe. 
Bei der in unserer G12 o enthaltenen GGo erfahren somit 2 und ,u simultan 
die sechzo Ikosaedersubstitutionen; die 60 restierenden Transformationen ent- 
springen alsdann durch Vertauschung der beiden Geradenschaaren. 

Hier haben wir mm den unmittelbaren Anschluss an Entwicklungen 
KLEI•'S in der Ikosaedertheorie gewonnen. * Es erledigt sich erstlich die 
Frage, welcher Art die in (I) vorliegende isomorphe Beziehung der 
Ikosaedergruppe auf sich selbst ist. Es ksnnen hier nur zwei Arten der 
Zuordnung in Frage kommen, die in ))Ikos.)) als cogrediente und contra- 
grediente Zuordnungen unterschieden sind. 3 Es ist kein Zweifel, dass fiir 
uns der Fall der Contragredienz zur Geltung kommt, und dass deshalb 
die analytische Darstellung der GI~ 0 eben jene ist, wie sie in ))Ikos.)), pag. 
I97 u. f., geleistet wird. Denn indem wir statt 2 , #  die homogenen 

Siehe KLEIN~ Mathem.  A n n a l en ,  Bd. 9, und GORDAI*~ M a t h e m .  Auna len ,  
Bd. 12. 

Man sehe KLEm's Vorlesungen i~ber das Ikosaeder, die weiterhin als *Ikos.~> 
citier~ sind; namentlich kommea die Entwieklungen pag. I79 ft. sowie pag. I97 ft. in 
Betraeht. 

s Siehe auch M. II,  pag. I35~ wo tibrlgens ~digredient* statt contragredieut ge- 
schrieben ist. 
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Variabelen 2~:2~ und /~1 :/L, gebrauchen, muss unsere auf dem Hyperboloid 
F 2 gelegene Curve C 6 nach ))Ikos.)), pag. 18o, durch Nullsetzen einer 
doppelt-bin~ren Form f (21 ,22 ; /~ ,  #2) von der Dimension 3 in jeder Va- 
riabelenreihe dargestellt werden ksnnen; und nur im Falle der Contra- 
gredienz wird uns eine, und zwar auch nut  eine Form dieser Art geliefert. 

Das volle System der Formen, welche sich bei der ffir uns vor- 
liegenden G120 invariant verhalten, ist nun bereits vor langer Zeit yon 
GORDAN 1 aufgestellt und ))Ikos.)), pag. I96, reproduciert; dieses System 
besteht aus vier Formen, die 1. c. durch a , / ~ ,  ~-, V bezeichnet sind, und 
die in der einzelnen Variabelenreihe ~ ,  ~ bez. ~ , / ~  die Dimensionen 

, 4 ,  5 , ]o haben. Um Collisionen der Bezeichnungsweise zu vermeiden, 
nenne ich die fraglichen Formen A,, A~, A~,A~o und muss die beiden 
ersten unter ihnen bier ausftihrlich angeben, da sie gleich weiter ge- 
braucht werden: 

(3) 
A4( '~1 ,  )'2 ; / 1 1 , / ~ 2 )  ~ ~ ~l~2/Jt~ 4 _ ~ 2 ~  ~ ~ _ _  8 4 , t d ~ , / ~  . ,  = --21173~1~2 -Jr- "Jl" 3 1 2~1~2 ~'122~2 + 

Die vier Formen A sind nicht von einander unabhangig; viehnehr besteht 
zwischen ihnen die nachfolgende Relation identisch: 

(4) A~o = to8A~A~-- 55 a~4 + 9oA]A~A~ 32oA3AS4A5 

+ 256A 5 + A~, 

die aus ))Ikos.)), pag. 182, direct hertibergenommen ist. Was nun die 
durch Nullsctzen unsercr vier Formen dargestellten Raumcurven angeht, 
so haben wir in A 3 = o und A 4 = o zwei nicht-zerfallende Raumcurven 
C 6 und C 8 yon sechster und achter Ordnung. Demgegeniiber stellen 
A, = o und A10 = 0 zerfallende Gebilde dar, namlich Systeme von ftinf 
bez. zehn Kege]schnitten; die letzteren sind die Symmetrielinicn gewisser 
zehn der G120 angehsrender ))Spiegelungem) des Hyperboloids /~ in sich. 

Dass nun die dureh A 3 = o dargestellte C G die Normalcurve der 
fiir unsere erste I20-blhttrige Fl~che ist, geht aus der bisherigen l~ber- 
legung hervor. Immerhin mfissten wir hier noch dem Einwande begegnen, 
ob wir nicht vielleicht mit einem hyperelliptischen Gebilde zu thun haben, 

CL .Mathem. Annalen,  Bd. I3. 
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wo die l~berlegungen am Eingang des Paragraphen ungfiltig warden. 
Dass aber die durch A 4 = o dargestellte C s e ine  Specialcurve der an- 
deren Riemann'schen Fl~ehe ist, dnrfte yon letzterer aus nut schwierig 
zu erkennen sein. Wit  werden daher in beiden FatIen dutch directe Be- 
trachtung der beiden Curven zum Ziele kommen mi~ssen. 

Um das Gcschlecht der einzelnen C.2~ zu bestimrnen, projicieren wir 
sie yon einem ihrer Punkte aus auf eine Ebene. Sie geht alsdann in eine 
ebene C:,,_~ mit zwei (n ~ I)-fachen Punkten fiber; die letzteren tighten 
in der That yon jenen beiden geradiinigen Erzeugenden der /;'~ her, die 
dutch das Projectionscentrum gehen; jede derselben schneidet die G ,  

noeh in n ~ I Punkten. Sonstige mehrfache Punkte mfissten atwh auf 
tier C:~ solche sein; jedoch mnssten auf der (_,~,, rait einem Punkte alle 
bezfiglich der G~ 0 aequivalenten Punkte mehrfach sein, man wfirde also 
immer eine ffir die Werte n = 3 und 4 i~bergrosse Anzahl yon mehr- 
fachen Punkten auf (_,~_~ erhalten. Demgemass ist alas Geschleeht der G,~: 

P =  (2,~ - -2 ) (2u2  - -  3) ~ 2 . (~ - -  I)(n2 - -  2) (n  - -  I )  2, 

und also liefern uns die Curven C G und C~ wirklich a(qebraische Gebilde 

der Geschlechter F ~ 4 und 9 mit ]e I20 eindeutigen 2'ransformationen 
in sich. 

Sollen wir hier nun thatsi~chlich mit den beiden algebraischen Ge- 
bilden des vorigen Paragraphen zu thun haben, so mfissen wit auf den 
Curven C~ und C s je eine I2o-wertige Function z construieren ksnnen, 
die gegenfiber den 120 Transformationen des Gebildes in sich invariant 
ist, und die i~berdies yon sich aus zu der einzelnen der oben betrachteten 
I2o-bl~ttrigen Fl~ehen hinfiihren muss. 

Urn dies zuvorderst ftlr die Curve C~ zu leisten, sehreiben wit die 
Relation (4) speciell f~r die Voraussetzung A a = o in der Gestalt: 

und ft~hren z als Parameter des Curvenbtischels 40ter Ordnung ein: 

(6) 256zA  = o.  

1 ])ass die dutch  A s : o dargesiel l te  (Jarve seehster  Ordnung  i r reducibe |  und yore 
Gesehleehte p = 4 ist~ bemerkte  KLEIn  bereits  in ~Ikos.~:  pag. 2 0 2 .  

Aet~ ,matb~ma~/c,a. 17. Imprimfi le 4 novembre 1893. 47 
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Die einzelne dieser Curven wird auf dem Hyperboloid F 2 durch eine 
Flaehe 2o ~tr Ordnung ausgeschnitten, welche letztere die C 6 in einem 
System yon I2o bezfiglich der G120 aequivalenten Punkten schneidet. 
Mit Hilfe yon (5) k0nnen wir nun (6) umschreiben in die Proportion: 

(7) z : z - -  I : i  =A~o:A]:256A~ 

und haben damit eitie i uo-wertige, gegeniiber G120 invariante, algebraische 
Function z des Gebildes construiert.  

Nun ist aus (7) evident, dass die I2o Punkte  der C~ mit  z-----o zu 
Paaren an sechzig Stellen coincidieren, die dutch A10--~ o ausgesehnitten 
werden; desgleichen coincidieren die Punkte  z ~ I zu 4 an 3 ~ Stellen 
und die Punkte  z ~--cxv zu 5 an 2 4 Stellen. Unter  der Voraussetzung, 
dass im einzelnen dieser drei besonderen Punktsysteme keine zwei Punkte 
mehr coincidieren , und dass ferner jedem yon z ~ o ,  z, cxv verschiedenen 
Wcrte z stets I2o durchg'~ngig getrennt' liegende Punkte  der 6% ent- 
sprechen, gewinnen wir durch Abbildung der C~ verm5ge der alge- 
braischen Function z eine Riemann'sche Flache des Geschlechtes p---- 4, 
in lJbereinst immung mit dem Geschlechte der C 6. Jede andere Annahme 
wtirde aber auf eine Erh0hung der Geschlechtszahl p fiihren, ist also un- 
zulassig. 

Um die Untersuchung dec Curve C, vorab bis zu dem gleichen 
Punkte zu fordern, setzen wir die Relation (4) unter  der Voraussetzung 
A~ ~ o in die specielle Gestalt: 

A~o :---- A~(Ag + I08A~). 

Hier werden nun auf dee 6' 8 zwei Systeme zu 24 .bez. 40 Punkten dutch 
A 3 = o und A t ----o ausgeschnitten, die, wie man leicht beweist, jeden- 
falls keine Punkte gemeinsam haben. Der zweite Faktor auf der rechten 
Seite yon (8) wird sonach, mit Null  identisch gesetzt, auf 6' 8 lauter Punkte 
ausschneiden, die yon den 40 Punkten A~ = o sicher verschieden sind. 
Nun schneidet abet  A~0 = o achtzig Punkte je doppelt gezahlt aus; es 
folgt somit aus der Identit~.t (8), dass A~ ---- o vierzig Punkte  ausschneidet, 
die zu Paaren coincidieren. Dem Rechnung tragend schreiben wit :  

(9) 
2 

WA/: 
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was mit der Relation (8) in ~l-bereinstimmung ist. Von hieraus gestaltet 
sich die Sehlussweise gerade so wie bei der C~; wit  gewinnen durch Ab- 
bildung des algebraischen Gebildes verm0ge z eine I2o-bl~ttrige Rie- 
mann'sche Fl~ehe des Geschlechtes p = 9, welche an Lage und Art  der 
Vcrzweigungspunkte mit der zweiten Riemann'schen Fl'~che des vorigen 
Paragraphen iibereinstimmt. 

Die beiden soeben auf algebraischem Wege abgeleiteten Riemann'schen 
Flachen yon je 12o Bli~ttern stimmen also mit den beiden arithmetisch ge- 
wonnenen Fl~ehen des vorigen Paragraphen nach Zahl, Art und Lage der 
Verzweigungspunkte some auch in Ansehung der Gruppen G120 eindeutiger 
Transformationen der Fl~chen in sich vol|kommen iiberein. Von hieraus 
li~sst sich abet die genaue Identiti~t der in Rede stehenden Fl~chen wie 
folgt beweisen. 

Nach einem Fundamentalsatze der Theorie der automorphen Func- 
tionen 1 existiert auf der einzelnen der beiden zu den Gleiehungen (7) 
und i9) gehorenden Riemann'sehen Fli~chen jeweils eine Unverzweigte 
r2-Function, welche die Fli~che auf ein einfach bedecktes und einfach 
zusammenhangendes Kreisbogenpolygon mit Hauptkreis abbildet. Bei 
geschlossenen Wegen auf der Fli~che erfahrt r 2 lineare Substitutionen, 
die in ihrer  Gesamtheit eine eigentlich discontinuierIiche Gruppe bilden 
mit dem Abbild der Flaehe als Fundamentalbereich. Es erleidet :7 i;lber- 
dies bei allen eindeutigen Transformationen der Fli~che in sich lineare 
Substitutionen. Nun ist leicht evident, dass wit  bier zu jenen beiden ~- 
Functionen z~triickgef~ihrt werden, die wir in so fort verstdndlicher Abkiirzun 9 
r2(2, 4 ,  5 ; z), r2(2 , 5 , 6 ;  z) schreiben. Man bemerke nut, dass Stficke 
der reellen Axe der einzelnen Fl~che in der bezt'lglichen r2-Ebene stets 
Kreisbogen als Abbilder liefern; denn symmetrische Umformungen der 
Fliiche in sich, bei denen Teile der  reellen z-Axe an ihrer Stelle bleiben, 
liefern Spiegelungen der r2-Ebene. Dass abet dann ein einzelnes Halb- 
blatt der Fl~che sich auf ein Kreisbogendreieck (2,  4 , 5 )  bez. (2,  5 , 6 )  
abbildet, ist aus der Verzweigung der Fl'hche sofort evident. 

Bei dieser Sachlage wird die einzelne unserer Flachen vermOge r2(z ) 
auf eine Netz yon 2 .  I2o Kreisbogendreiecken der Einteilung (2 , 4 , 5) 
bez. (2 , 5 , 6) abgebildet, und die offenen Randcurven dieses grossen Po- 

' Siehe KLEI~ in den Mathem. Annalen~ Bd. 20, pag. 49. 
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Iygons miissen so zusammengeordnet sein, dass dasselbe eine in der Gc- 
samtgruppe F(2,  4,  5) bez. I ' (2 ,  5,  6) ausgezeichnete Untergruppe de- 
finiert. Hier zeigt sich nun, dass die gewianschte Zusummenordnung der 
Randcurven des Polygons t~berhaupt nur in einer einzigen Weise getroffen 
werden kann. Daraus aber wilrde folgen, dass die einzelne unserer Fldchen 
aus der Zahl, Lage und Art ihrer Verzweiyu~qspunkte sowie ihrer Eigen- 
schaft~ diego2 o yon Transformationen in sich Zu besitzen, bereits eindeutig 
bestimmt ist. Man kann dies durch wirkliehe Herstellung der betreffen- 
den Dreiecksnetze und Discussion derselben thuts~chlieh durchfiihren. 
Finder man abet die graphisehe Handhabung grOsserer Dreiecksl~etze zu 
umstiindlich, so lasst sich auf folgende Art eine wesentliche Vereinfachung 
der Schlussweise herbeifiihren. 

Sei /"  eine unserer beiden Gruppen / ' ( 2 , 4 ,  5) und I ' ( 2 , 5  , 6) und 
1"~: 0 eine in f '  ausgezeiehnete Untergruppe, deren zugehsrige endliehe 
Gruppe G~ o m i t  der Permutationsgruppe von fonf Dingen isomorph sei. 
Die Function z(~) nimmt im Polygon der Gruppe /'~20 den einzelnen 
complexen Wert 1 2o Malean ,  und die Aufgabe, bei gegebenem z den. 
elnzelnen Punkt des Polygons zu bestimmen, ist im Sinne einer in der 
Theorie der Modulfunctionen ~ gebri~uchlichen Sprechweise als ein Galoid- 
sches Problem I2O ~te" Grades zu bezeichnen. Bei der bekannten Structur 
der G~ 0 hat dieses Problem eine Resolvente fiinften Grades, und um- 
gekehrt kann die G~20 als Galois'sehe Gruppe dieser Gleichung fonften 
Grades angesehen werden, das Polygon der I]~ 0 aber als "Riemann'sehe 
Fli~che der zugehorigen Galois'schen Resolvente. Es ist demnach evident, 
dass die /'~20 mit jener Gleichung fi~nften Grades eindeutig bestimmt ist. 
Nun ist aber leicht zu zeigen, dass es ft~r jeden unserer beiden Fi~lle 
( 2 , 4 ,  5), (2, 5 ,  6) nur eine einziye Gleiehung fOnften Grades giebt, deren 
Galois'sehe Resolvente die hier zu fordernde Beschaffenheit hut. Um etwa 
bei ( 2 , 5  , 6) zu verweilen, so mOssen wir eine fonfblattrige Riemann'sche 
Fli~che construieren, die nur bei z -~ o ,  I , oz verzweigt ist. Bei z = oo 
miassen alle f~nf Blatter zusammenh',~ngen, bei z = I mi~ssen zwei Ver- 
zweigungspunkte zu zwei bez. drei Bl~ttern vorliegen, endlieh bei z = o 
hi~ngen die Blhtter zu Paaren zusammen oder sie verlaufen isoliert. Es 
existiert nur eine Riemann'sche Flt~che, die diesen Anforderungen genOgt; 

Siehe M. I, pag. 607 ft. 
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dieselbe liefert in der Dreieeksteilung der ~7-Ebene das in Fig. 3 ge- 
zeiehnete Polygon, wobei ~brigens zur Vereinfachung der Zeichnung eine 
gegen fraher etwas verrmderte Lage des Hauptkreises der Dreiecksteihmg 
angenommen win'de. Ein analoges Resultat entspringt im Falle ( 2 , 4 , 5 ) ,  
wo sieh d'ls Polygon der Fig. 4 als einzig brauchbares einstellt. Indem 
hiernach die Resolventen ft'mften Grades eindeutig bestimmt sind, gilt ein 
Gleiches yon den Gruppen 1~:o, und alle voraufgehend aufgestellten Be- 
hauptungen sind damit verificiert. 

Fig. 3. Fig. 4. 

Es  mag noeh interessieren, die explicite Gestalt der beiden Gleich- 
ungen fanften Grades kennen zu lernen, die den zwei angegebenen Po- 
lygonen zugehsren; man finder fur die Fglle (2,  4 ,  5) resp. ( 2 , 5 , 6 ) :  

z : z - - I : I  = r4 (4 r - -  5 ) : ( r - -  I)2(4r'~ q- 3 r ~ +  2 r +  5 ) : - - I ,  

z: z - -  i : I = P(r  ~ -  5 P - -  5r + 45): ( r - -  3)~(r + 2)~: 4 .27 ,  

wobei r als Unbekannte und z als Parameter zu denken ist. Hier hat 
man mit zwei Gleiehungen fi:mften Grades zu thun, die dutch eindeutige 
Funetionen yon ~2(2,4,  5 ; z )  bez. r ] ( 2 , 5 ,  6 ; z )  auflosbar sind. 

w 6. ]Ton d e r  B e z i e h u n g  d e r  b e i d e ~  C u r v e n  C~ u n d  Q a ~ l  ~ 

d a s  I k o s a e d e r .  

Die gewonnenen Ergebnisse gestatten, eine grosse Reihe von Folge- 
rungen nach Seiten der Geometrle zu ziehen; man wird die auf dem 
Hyperboloid F~ vorliegenden VerhMtnisse ausfiahriich mit den beiden 
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geschlossenen Neizen zu 2 .12o  Dreiecken in Connex setzen k6nnen. Aus 
dem sieh bier bietenden Untersuchungsbercieh soll indes nur eine einzige 
Frage discutiert werden. Bevorzugen wit das eine System der gerad- 
linigen Erzeugenden auf dcm "tIyperboloid F2, so schneider die einzelne 
Gerade die C 6 in drei, die C~ in vier Punkten. Hier liegt "flso eine 3" 
4-deutige algebraische Correspondenz ~ zwischen beiden Curven vor, und 
diese wollen wir doch auch ganz direct von den Kreisbogendreiecken 
aus verstehen. 

Zu diesem Ende sei zuni~chst bemerkt, dass der einzelnen geradlinige 
Erzeugenden vom Parameter 2 doch der Punkt )t einer Kugel entsprechend 
gesetzt werden kann, welehe letztere wir als Tragerin der complexen 
Werte 2 benutzen. Diese Kugel ist kurz als Ikosaeder zu bezeiehnen, 
denn sie erf~hrt die Ikosaederdrehungen bei der HMfte der Substitutionen 
der GI~ 0. Man kann somit sagen: Das Ikosaeder ist auf die C~ ein-drei- 
deutig, auf die C s ein-vierdeutig bezogen. 

Um nun die hier vorliegenden Correspondenzen in einfaehster Weise 
durch Figuren zu illustrieren, gehen wir auf einen sehr wiehtigen Satz 
Poincar6's fiber die Abhi~ngigkeit verschiedener Dreiecksfunctionen yon 
einander zurfick. 2 Nach diesem Satze ist r/(2 , 3 , 5 ; z) ~ um sogleich 
diese sofort versti~ndliche Bezeichnung zu gebrauchen - -  eine eindeutige 
Function yon r~ (2, 3 ,  c,~ ; z); desgleiehen ist r / ( 2 , 4 ,  5 ; z) eindeutig in 
r i ( 2 , 4 , o , v ; z )  und ~ ( 2 , 5 , 6 ; z )  in 7 / ( 2 , c c , 6 ; z ) .  Zu 7 ] ( 2 , 3 , c ' v ; z )  
geh6rt die der Theorie der Modulfunctionen zu Grunde liegende Gruppe; 
die Gruppen von r / ( 2 , 4 ,  o,v ; z) und ~(2, co ,  6;  z) lassen sich a.rith- 
metisch ohne Mi~he mit Hi'rife der Irrationalithten ~ bez. ~/3- definieren, 
und es trifft sich, d'~ss die Reduction dieser Gruppen modulo 5 genau 
auf jenc beiden endlichen Gruppen G~ 0 fiihrt, die wir in w 4 aus den 
damaligen Substitutionen (2) bez. (3) aufbauten. 

Die Beziehung zwisehen den Dreieeken (2 , 4 ,  co) und (2 , 3 ,  zx~) 
ist nun in Fig. 5 bezeiehnet; man sieht, dass sieh zwei Dreiecke ( 2 , 4 ,  axv) 
genau mit einem Complex dreier Dreiecke ( 2 , 5 ,  o,v) decken. Dem- 
gemi~ss werden die 2. I2O Dreiecke des zur Curve C G gehsrenden Po- 

1 Siehc,fiber dicsen Gegenstand HURWITZ in den Ma them.  Annalen~ Bd. 28~ 

sowie M. I I ,  pag. 518. 
g 8iehe PoI~CXR~ in den A c t a  m a t h e m a t i c a ,  Bd. 5. 
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lygons genau 3. (2.60) Dreiecke ( 2 , 3 ,  oxv) bedecken, d. i. genau drei Ab- 
bilder des Ikosaeders, und  hierin liegt die I-3-deutige Beziehung des 
letzteren auf die C 6 often vor. An der unteren Spitze der Figur 5 bei 
;7 = o deckt sich das Dreieck (2 , 4 , oo) gerade genau mit dem Dreieck 
( 2 , 3 ,  co); an der oberen nach r / =  i zw ziehenden Spitze decken sieh 
erst zwei Dreiecke ( 2 , 3 ,  r mit einem Dreieck ( 2 , 4 ,  0o). Dies ergiebt 
den Satz: Das dutch die C G gegebene algebraische Gebilde lCisst sich auch 
(lurch dreifache Oberdeckung des Ikosaeders definieren, wobei an den zwalf 
Ikosaederecken immer zwei Blatter zusammenh?ingen. Da p = 4 sein muss, 

Fig. 5. 

m 
~ = - /  = o  

Fig. 6. 

I 

so treten weitere Verzweigungspunkte nieht auf, und also giebt es unter 
den Erzeugenden der einen Art auf ~] nur I2 (gew0hnliche) Tangenten 
der Curve sechster Ordnung C~. 

Die Beziehung zwischen den Dreieeken ( 2 , 3 ,  c~) und (2,  6 ,  cxv) 
ist in Fig. 6 illustviert, es decken sich immer zwei Dreiecke ( 2 , 6 ,  c~) 
mit vier Dreieeken ( 2 , 3 ,  c~); damit abet wird die I-4-deutige Be- 
ziehung der C s auf das Ikosaeder evident. Insbesondere lesen wir noch 
aus Fig. 6 ab: Das durch C 8 gegebene Gebilde kann man auch dutch ein 
vierfach i~berdecktes Ikosaeder definieren, wobei an der einzelnen Ecke immer 
3 Blcitter verzweigt sind; dies liefert wirklich p--= 9. 
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Z W E I T E R  TEIL. 

Entwicklungen fiber die Dreiecksfunctionen 7/(2,3,7 ;z), ~ (2,4,7; z) 
und einige verwandte Polygonfunctionen. 

w 1. B v r i e h t  i$ber d ie  G r u p p e n  der  D r e i e c k e  ( 2 , 3 , 7 )  ,end ( 2 , 4 , 7 )  
~,nd A u f s t e U u n g  z w e i e r  z u r  Trans l~ormat ion  s iebenter  O r d n u n g  

f f eh~render  Un te~gruppen .  

Ohne die Beri~hrung mit bekannten functionentheoretischen Unter- 
suchungen zu verlieren, ksnnen wit die unternommenen Entwicklungen 
noch in das Gebiet der Transformation siebenter Ordnung fortsetzen. 
Hierbei ist zuvsrderst kurz der arithmetische Charakter der zu den Kreis- 
bogendreiecken ( 2 , 3 ,  7) und ( 2 , 4 ,  7) gehorenden Gruppen zu recapitu- 
lieren. 1 

Die fraglichen Gruppen lassen sich am einfachsten yon der Gruppe 
des reguli~ren rechtwinkligen Siebenecks aus beschreiben. Das Siebeneck 
soll dabei so liegen, dass die reelle ~]-Axe der Orthogonalkreis der Sieben- 
ecksseiten ist, w'~hrend zwei unter diesen Seiten auf der imagin~ren ~)-Axe 
bez. dem Einheitskreise liegen. Zieht man alsdann in diescm Siebeneck 
die sieben Symmetrielinien, so entsteht die Dreiecksteilung ( 2 , 4 ,  7). Um 
die Einteilung ( 2 , 3 ,  7) zu gewinnen, bemerken wir, dass nach Formel 
(I3) , w 2, der Inhalt I des Siebenecks: 

I ~  4k'(57: - -  ~ )  ---- 6k'~ 

ist, wi~hrend filr den Inhalt 3 des Dreiecks ( 2 , 3 , 7 ) :  

3 ----- 4 k~ zt 2 3 2 I 

1 Die beiden Oruppen ( 2 , 3 , 7 )  und (2 ,4 ,  7) sind ausftihrlich in den Mathem. 
Annalen, Bd. 4 I, pag. 443 ft. behandelt; die Bezeiehnungsweise des vorliegenden Textes 
ist gegen die dortige ei~ wenig modifieiert. 
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folgt. Es sind also 63 Dreiecke (2 , 3 , 7) zusammen inhaltsgleich mit 
dem Siebeneck, und dies wird geometrisch dadurch unmittelbar evident, 
dass sich das Siebeneck durch Hinzunahme neuer Symmetriekreise geradezu 
in 63 Dreiecke (2 , 3, 7) zerlegt. Die betreffende Figur ist 1. c. pag. 458 
ausffihrlich gezeichnet, wo man dann auch nachsehe~ wolle, dass die frag- 
liehe Einteilung des Siebenecks eine unsymmetrische ist. Es sind in der 
That zwei Einteilungen msglich, die bei Inversion an einer Siebeneck- 
diagonale in einander ~bergehen. 

Um jetzt die bier in Betracht kommenden ~-Substitutionen bezeichnen 
zu konnen, haben wir den cubisehen Zahlkerper der ganzzahligen Gleichung: 

(i) j3 + j2 2 j - -  I = 0 

einzufiihren. Dieser K6rper besitzt in [I , J , S ]  eine Basis, und es seien 
A,  B,  C, D ganze Zahlen desselben. Wir haben dann hier wieder mit 
Substitutionen der Gestalt: 

(2) 
( - -C + "D~/E')F + A --B~/[ '  

zu thun, wobei P die ganze Zahl ( ] - -  I) des eubischen Korpers ist. Des 
genaueren aber gelten nach den 1. c. gegebenen Entwicklungen die Si~tze: 
Die Gruppe der Function ~ ( 2 , 4 ,  7 ; z) besteht aus allen duomodularen 
Substitutionen (2) im Verein mit denjenigen quadrimodularen, welche die Be- 
dingungen : 

(3) A~_C, B - - D  (rood. 2) 

befriedigen. Bei der Gruppe ( 2 , 3 , 7 )  kommt die doppelte Msglichkeit, 
das Siebeneck in 53 Dreiecke zu teilen, zur Geltung. Wir massen hier 
nli, mlich die gesamten quadrimodularen Substitutionen (2)in zwei Classen 
teilen; die Substitutionen der einen Classe sollen den Bedingungen genagen: 

(4) A - I - B + ( j 2 + j ~ I ) D = - - o ,  C + ( / 2 + ] - - I ) B + D ~ o ,  (rood. e), 

diejenigen der anderen Classe aber den Bedingungen: 

(5) A + ( J ~ + i ~ I ) B + D = - - o ,  C + B + ( j ~ W j ~ I ) D _ ~ o ,  (rood. 2). 

Es bilden dann die Substitutionen der einen oder zweiten Classe. die Gruppe 
Aela mathematiext. 17. ImPrim6 le 30 octobm 1893. 48 



378 Robert l~ricke. 

(2 , 3 , 7), je nachdem wir yon der einen oder andern Eintdlung des Sieben- 
ecks ausgehen. 

Die linke Seite der Gleichung (i) redueiert sich nach dem Zahl- 
modul 7 a u f  den Cubus des linearen Ausdrueks ( j - - -2 ) .  Wir wollen 
dementsprechend die beiden Gruppen ( 2 , 3 , 7 )  und ( 2 , 4 ,  7) modulo 7 
reducieren, indem wir zugleich ]_= 2 und im Anschluss daran 

V 'P=  ~ / j - - I ~  I (mod. 7) 

sehreiben. Die Determinanten der zur Verwendung kommenden Sub- 
stitutionen (2) sind durchweg quadratische Reste modulo 7; man kann 
die modulo 7 reducierten Substitutionen dieserhalb dadurch zu unimodu- 
laren ausgestalten, dass man jeweils die vier Coefficienten mit einer ganzen 
rationalen Zahl als gemeinsamen Faktor versieht. A u f  die bezeichnete 
Weise tassen sich die beiden Gruppen ( 2 , 3 ,  7), ( 2 , 4 ,  7), wie man sieht, 
homomorph' auf die bekannte Gruppe GI~ s der 168 incongruenten uni- 
~nodularen Substitutionen mit ganzen rationalen Coefficienten: 

at,, + fl (rood. 7), (6) 
7o~ + 3 

beziehen. Dabei entspricht einer Substitution der Gruppe  ( 2 , 3  , 7) bez. 
( 2 , 4 ,  7) stets eine Operation der G16s, wahrend nattirlich umgekehrt 
einer Substitution (6) unendlich viele Substitutionen in der einzelnen 
jener beiden Gruppen zugeordnet sind. 

Indem wir insbesondere diejenigen Substitutionen der Gruppe ( 2 , 3 , 7 )  
bez. ( 2 , 4 , 7 ) s a m m e l n ,  welche der Identiti~t (6) zugehoren, werden wir 
in jeder unserer beiden Dreieeksgruppen eine ausgezeichnete Untergruppe 
I',6 s yon Index i68 gewinnen. Unter diesen beiden Untergruppen /',ss 
ist die zur Gruppe ( 2 , 3 , 7 )  gehsrende sehr bekannt; sie spielt bei der 
Transformation'siebenter Ordnung der elliptischen Functionen ihre be- 
kannte wichtige Rolle. 2 Sollen wir die beiden Gruppen dureh die Be- 
zeichnungen I '~s(2 , 3, 7) und F~68(2 ,4 ,7)  unterseheiden, so ksnnte man 
die zugehorigen Polygone bez, gesehlossenen Flachen dureh F~,~(2 ,3 ,7)  
und FIG8(2 , 4 ,  7) bezeiehnen. Man kann dieselben zu I68-blattrigen 

Wegen der hier gebrauehten Bezeiehnungsweise sehe man den eben mehrfaeh ge- 
nannten Band 4I der Annalen~ pag. 466~ Note. 

Siehe KLEI~r~ Bd. 14 der Annalen~ pag. 429 ft. oder M. I, pag. 692 If. 
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Riemann'schen Flachen umgestalten, welche fiber den Ebenen y der zu 

7 ] (2 ,3 ,  7 ; Y) und ~2(2,4,  7 ; Y) inversen Functionen gelagert sind. Aus 
der leicht festzustellenden Verzweigung dieser Fli~chen t~olgt alsdann, 
dass sie zu den Geschlechtern p ~ 3 und  p = Io  gehSren, was ein f(ir die 
Gruppe / ' ( 2 , 3 , 7 )  wieder sehr bekanntes Itesultat einschliesst. Die nun 
zu entwickelnde functionentheoretische Behandlung der F ~ s ( 2 , 4 ,  7) ba- 
sieren wit auf die Gruppe G~6 s der Transformationen der Flache in sich. 

w 2. V o m  f u n c t i o n e n t h e o r e t i s c h e n  C h a r a k t e r  d e r  b e i d e n  U n t e r -  

g r u p p v n  F~ 8 . 

Die functionentheoretische Behandlung der zu ( 2 , 3  , 7) gehsrenden 
Untergruppe /~16s ist yon KLEIN 1. c. geleistet worden. Es zeigte sich 
auf Grund geometrisch-functionentheoretischer ~berlegungen, dass das 
durch die fragliche Gruppe definierte atgebraische Gebilde yore Geschlechte 
P = 3 als Normalcurve 1 die durch 

( I )  z3,z, + + z zl = o 

gegebene ebene Curve vierter Ordnung besitzt, wobei zl, z 2, z~ homogene 
Punktcoordinaten einer Ebene sind. Diese Curve g e h t  der GIG s ent-  

sprechend dutch I68 tern~re lineare Substitutionen der zo. in sich selbst 
fiber, und in der Existenz und Gestalt ~ dieser ternhren Gruppe gewann 
die Untersuchung eine neue Basis. 

Einmal war namlieh die Gruppe G~6 s als Collineati0nsgruppe ffir 
die z~-Ebene aufs neue einer geometrischen Untersuchung fi~hig. F(irs 
zweite konnte man die Hfilfsmittel der linearen Invariantentheorie heran- 
ziehen, urn neben der linken Seite der Gleichung (I) andere wiehtige 
Formen f ( z l ,  z2, z4) zu gewinnen, welche gegentiber der ternhren Gruppe 
G~6 s die Rolle absoluter Invarianten spielen. Es ist durch KLEI~ ~ und 
GOaDAN 4 sogar wieder das ~volle System)) der hier in Betracht kommenden 

M. I~ pag. 569. 
2 Wegen der letzteren sehe man M. I~ pag. 705. 
s Math. Annalen~ Bd. I4~ pag. 446 und Bd. I5~ pag. 265 ft. 

Math. Annalen~ Bd. I7~ pag. 37 ~ . 
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Formen aufgestellt. Dasselbe umfasst insgesamt vier Bildungen der Di- 
mensionen 4 , 6 ,  I4 und 2I ;  wir bezeichnen diese Formen kurz durch 
f~, fG, f~ und f2~. ~ Zwisehen ihnen besteht die algebraisehe Identiti~t: 

(2) 6 4 �9 = - -  88f4f6f14 + i6. 3f~f~f~ -]- 1728f~ ~ 2 
4 2 

+ ~ 7 . 6 4 . f 4 f 6 f ~ 4  ~ 256fI/14 - -  i -~g.469f~f~ 

~- 43 .512 f~ f~ - -  2o48f~fs, 

die weiterhin mehrfach zur Verwendung kommt. 
Sei jeizt irgend eine gegent~ber der G168 invariante Curve n t~ Ordnung 

in der z~-Ebene dureh f~(z~) -~  o vorgelegt, so wird die links stehende 
Form n ten Grades gegen~ber der G~G 8 absolut invariant sein. 2 Es ist 
demnaeh fn als ganze rationale, in den z homogene, Verbindung der 
f4, f ~ , . - -  darstellbar; und zwar gen~gen, wenn wit uns auf irreducibele 
Curven einschrhnken wollen, offenbar bereits f4, f6 und f14 zur Darstellung 
aller f~: 

(3) fn(Zl ' ~2'  Z4) = G ( f 4 ,  f6 , f14) ~ 

Umgekehrt k0nnen wir auf diese Weise unendlich viele, gegeniiber der 
G168 invariante, irreducibele Curven der z~-Ebene gewinnen, und durch 
diese Curven sind alsdann ebenso viele algebraische Gebilde definiert, 
deren einzelnes I68 eindeutige Transformationen in sich zulasst. 

Wenn nun das durch f4 = o dargestellte Gebilde far  die Trans- 
formation siebenter Ordnung der Modulfunctioneu die Grundlage liefert, 
so kann man fragen, in wie welt alle die fibrigen soeben aufgestellten 
algebraischen Gebilde bei der Transformation siebenter Ordnung sonstiger 
automorpher Funetionen Rolle spielen mOgen. Hier bietet sich nun als 
eine erste Anwendung das dutch f~ ~---o dargestellte algebraische Gebilde 
dar. Die ausf(~hrliche Gestalt yon f6 ist: 

(4) 2 2 2 Z~Z2 ,5 - - ~ Z  l - - - O .  5ZlZ2 Z4 - -  - -  Z~Z~ 

Die hierdurch dargestellte ebene Curve sechster Ordnung C 6 ist irredu- 

1 Wegen der invariantentheoretisehen Definition and Gestalt der f4 , f~  . . . .  sehe 
man M. I v pag. 733;  die Relation (2) ist yon GORDA~ ]. e. angegeben. 

Siehe dieserhalb etwa M. I~ pag. 702. 
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cibe[ und siugulariti~tenfrei, so dass sie das Geschlecht p ~ 1o besitzt; 
es liegt also in (4) ein algebraisches Gebilde p - ~  io  mit i68 Transforma- 
tionen in sich vor, welche die uns bekannte Glc s bilden. Die Identiti~t dieses 
Gebildes mit dem im vorigen Paragraphen auf arithmetischem Wege yon 
der Fle8(2 , 4 , 7 )  aus abgeleiteten Gebilde des gleichen Geschlechtes lasst 
sich nun ohne besondere Miihe nachweisen. 

Vorab sind zugleich zur Vorbereitung spi~terer Uberlegungen einige 
geometrische Si~tze tiber d ie  Collineationsgruppe GI~ s zusammenzufassen: 
Die Substitutionen der Periode 7 in G~G s besitzen in der z~-Ebene im 
ganzen 8 real 3 Fixpunkte, die als Punkte P7 bezeichnet werden mOgen, 
und die bezfiglich der G16 s alle mit einander aequivalent sind. Die 21 Paare 
einander inverser Substitutionen der Periode 4 haben 2I real 3 Fixpunkte 
P4; diese Punkte zerfallen in zwei Classen zu 42 bez. 2i Punkten, wobei 
nut  die Punkte der gleichen Classe aequivalent sind; die 2i Punkte der 
zweiten Classe Ia6gen allgemein p~ heissen. Die 28 Paare inverser Sub- 
stitutionen der Periode 3 haben 28 real 3 Fixpunkte, die wieder in zwei 
Classen ,zu 56 Punkten p~ und 28 Punkten P'3 zerfallen. Die noch fchlen- 
den 2I Substitutionen haben den Charakter harmonischer Perspectivithten; 
die 21 Axen sind die Verbindungslinien der 21 Paare zugeordneter Punkte 
p~, die 2I Centren sind die Punkte P'4. 

Man bringe nun die durch (4)gegebene C~ mit den Curven C4, 
C14, C21 der Gleichungen f4 = o ,  f~, ---- o ,  f:~ = o zum Durchschnitt 
und specialisiere zugleieh die Relation (2) ftir die hier vorliegende An- 
nahme fG ~ 0 zu: 

(5) f~, = f ~ 4 -  256f~f~,. 

Dass die C, auf  der C 6 die 24 Punkte P7 ausschneidet, ist aus der Theorie 
der Modulfunctionen bekannt.~ Von den Punkten P3, P'3 liegt kein einziger 
auf C6; zu den p; gehsrt ni~mlich aueh z~ = z~-----z~, und dieser Punkt 
geni~gt der Gleichung (4) nicht; die Punkte P3 sind hingegen die Sehnitt- 
punkte yon f4----o und f~,----o und liegen deshalb nicht auf der Q. 
Daraufhin prfife man das~ System der 8 4 Sehnittpunkte yon C 6 und C14. 
Da dieselben zufo]ge (5) auf den 21 Perspectivitatsaxen liegen, so kann 
es sich nur entweder um ein beliebiges System von 8 4 aequivalenten 

1 M. I ,  pag. 733. 
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Punkten der genannten Axen handeln, oder ins besonderen cobwidieren die 

84 Punkte auf C 6 und C14 zu Paaren an den 42 Stellen P4. Aug der 
Gestalt der Gleiehung (5) ergiebt sich leicht, dass der letztere Fall vor- 
liegt; dann aber folgt sogleich welter: Die C21 schneider C 6 in I26 
Punkten, n(imlich einmal den 42 Punkten p,  und sodann in weiteren 84 
aequivalenten Punkten. 

Bei dieser Sachlage wird durch 

(6) y:y-- I : , = f~,: f~4: -- 256f[f~4 

sine I68-wertige a]gebraisehe Function unseres Gebildes definiert, welche 
in aequivalenten Punkten der C 6 gleiche Werte annimmt. Dabei coinci- 
dieren die I68 Punkte y = o  zu 2 an 8 4 S t e l l e n , d i e P u n k t e y =  I z u 4  
an den 42 Stellen p~ und die Punkte y = cxv zu 7 an den 24 Stellen PT" 
Indem wit somit die Curve C 6 atff d ie  Ebene y abbilden, e~tspringt eine 
I68-bli~ttrige Riemann'sche Flache des Geschlechtes p---- i o, die nach Art 
und Lage der Verzweigungspunkte sowie betreffs der Gruppe G16s der 
Transformationen in sich mit der im vorigen Paragraphen gewonnenen 
Fl~che abereinstimmt. Die genaue Identiti~t beider Fli~chen li~sst sich am 
einfachsten unter Benutzung der gesolventen siebenten Grades wie folgt 
beweisen. 

Um direct an die Vorstellungen des vorigen Paragraphcn anzukniipfen, 
so muss sich ein Polygon yon 2.7  Kreisbogendreiecken ( 2 , 4 ,  7) derart 
construieren lassen, dass bei Abbildung desselben auf die y-Ebene eine 
siebenbli~ttrige Flhche der naehfolgenden Verzweigung entspringt: Nur 
bei y = o ,  I , o,v sollen Verzweigungspunkte liegen, und Zwar muss die 
Anzahl in Cyclus zusammenhangender Bli~tter bez. ein Teller yon 2 , 4  
und 7 sein, je nachdem y = o ,  I oder oo vorliegt; es soll abet aueh 
wirklich bei y - - o  wenigstens ein Verzweigungspunkt zu 2, bei y . =  I 
zu 4, bei y = o,v zu 7 Bli~ttern vorkommen. Die Untersuchung zeigt, 
dass sich im ganzen fiinf Polygone dieser Ar t  auffinden lassen. Indessen 
sind unter diesen Polygonen nur zwei unsymmetrische enthalten, die durch 
symmetrisehe Umformung in einander fibergehcn. Dass aber diese beiden 
Polygone die Resolventen 7 ten Grades ergeben, um welche es sich hier 
handelt, ist aus der Structur der Gruppe G168 bekannt. Mit den beiden 
Gleichungen siebenten Grades ist nun auch die Riemann'sche Flache ihrer 
gemeinsamen Galois'schen Resolvente eindeutig bestimmt, und also ist die 



Zur Theorie der automorphen Functionen. 383 

genaue Identit~t der beiden auf functionentheoretischem and arithmetischem 
Wege gewonnenen Riemann'schen Flachen a uf demselben Wege wie oben 
in w 5 bei der Transformation ffinfter Ordnung er- 
h~rtet. Fig. 7. 

Es sei gestattet, das eine der beiden unsym. 
metrischen Polygone hierneben in Fig. 7 mitzuteilen. 
Gebrauehen wir jetzt wieder die in (6) eingeft~hrte 
Function y und wi~hlen ~brigens eine Hauptfunction 
r(T]) ~iir das Polygon zweekmassig aus, so kann man 
nach einer bekannten Methode 1 die Gestalt der beiden 
Gleichungen siebenten Grades berechnen; es finder 
sich: 

C 

(7) i f - -  1:if:  I = T 4 ( T - I ) ' T "q- ~ ": T ' 3 i ~/ 7 "~ 
I4 

(v a 2I + 5g~/Y T' 3"T iCYr+7  +- IIir +- '3ir 
4 : g  J 7' 

Man vergleiche dieses Resultat mit einer yon KLEIN in Bd. 15 der An- 
na l en ,  pag. 266, unter (12) aufgestellten Gleichung 7 ten Grades. Die 
letztere muss in (7) fibergehen, wenn wir V ~ o d. i. f~ ~ o nehmen. 
Man hat hier nur folgende kleine Rechnung vorzunehmen: erstlich schreibe 
man an Stelle von (7): 

(8) T4(r - i)=( v_{_ I 4-4i~/7-) __49 -+7,13i~/7(y__ I). 

Nun werde an Stelle von r die neue Variabele x dureh die naehfolgende 
�9 Bestimmung eingefiihrt: 

z 4 
~Iaeh Ausfiihrung dieser Substitution l~sst sieh aus (8) reehter und 
linker Hand die Quadratwurzel rational ausziehen, u n d e s  entspringt die 
Gleiehung: 

(9) xv + 7 " i +2i~/Y x~__ 7(4.+ i~/7)xa__ 7. ~7 +- 3i~/-] x__ i6~/y_ I ~..2. O t  

Hier liegt aber genau die 1. c. abgeleitete Gleichung filr V ~ o vor. 

Cf. M. I, pag. 638. 
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w 3. Iron d e n  d u t c h  d i e  G l e i e h u n g / ~ , f ~  +/~f~ = o d e f i n i e r t e n  

a l g e b r a i s c h e n  Geb i lden .  

Nachst den beiden im vorigen Paragraphen besprochenen Riemann'- 
schen Fl~ichen sind die einfachsten algebraischen Gebilde mit der Gruppe 
G168 yon Transformationen in sich diejenigen, welche durch die Gleich- 
ungen zwSlften Grades: 

(I) f~ ___ p,f~ + / ~ f 3  = o 

definiert sind. An Stelle eines einzelnen Gebildes haben wir bier gleich 
z~veifach unendlich viele, insofern der Wert  der complexen (zwei reelle 
Parameter einschliessenden) Gr0sse /t =/_t I :p~ willknrlich wahlbar bleibt. 
Hier gilt nun als erster Satz: Unter den c~ ~ dutch (i) gegebenen Curven 

C~ giebt es nur zwei reducibde, diejenigen ~4mlich, wdche den Werten  

I~ = o und tt~ = o entsprechen. Sollte namlich ftir einen yon # = o 
und cx9 verschiedenen Wert  des Quotienten /t~ :/& die Form f~2 einen 
Factor f~ vom Grade ~n < 12 besitzen, so wird d i e F o r m  f~ jedenfalls 
nicht durch alIe 168 ternaren Substitutionen der G~6 s in sich selbst fiber- 
gehen. Ist sie aber gegeni~ber einer Untergruppe invariant, welche inner- 
halb G1G s den Index ~ v hat, so geht f~ durch die Substitutionen der G16 s 
insgesamt in ~ Gestalten fro, f ~ , . . . ,  f(~-l) fiber, u n d e s  werden diese v 
unterschiedenen Formen m t~" Grades durchgangig Factoren yon fl~ sein. 
:Nun isL abgesehen von v ~--I, der kleinste Wert  yon v gleich 7- Bereits 
dieser wiarde ~ = i erfordern, und man h~itte i n  

- -  f ,  

als letzten Factor eine Form ft~nften Grades [~ mit 168 Substitutionen in 
sich; eine solche existiert indessen nicht. Auch die weiter folgenden Werte  
v --~ 8 , . . .  fiahren a u f  keine m(sgliche ZerfMlung yon f~2, und also sind 
.~lle c~ ~ algebraischen Gebilde (1) mit  Ausnahme der beiden s # ~ o ,  cxv 
irredueibel. 

' VergL M. I~ pag. 309 . 
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Um das Gesehleeht der Gebilde (1) zu bereehnen, bemerke man 
erstlich die Sonderstellung der 24 Punkte PT" Sind in einem einzelnen 
derselben die Tangenten der beiden Curven f4 = o und f6 ~ o dureh 
x ~--o bez. y-----o bezeichnet, so hat man in der Nahe dieses Punktes 
als Gleichung der C12 angeni~hert #~y~ ~ #~x 3 -~ o; ]ede C~ weist sonach 

in den 24 Punkten P7 ebensoviele Spitzen auf  Sonstige mehrfache Punkte 
treten aber im allgemeinen nicht auf. Denn es giebt ausser den Punkten 
P7 keine weiteren Punkte der z~-Ebene, welche zugleich auf allen cxv 2 
Curven C12 gelegen waren. Von partikularen Werten p und von den 
Punkten P7 abgesehen ist namlich ein Punkt einer C1~ insgesamt mit I58 
o d e r  84 Punkten eben dieser C~2 bezi~glich G108 aequivalent. Ausser 
jenen 24 Spitzen miissten demnach mit einem gleich 84 weitere singulare 
Punkte auftreten, und dies wt~rde dem Umstande widersprechen, dass die 
Geschleehtszahl p einer irreducibelen Curve notwendig ~ o  ist. 

Die eben skizzierte ~berlegung liefert nach einer bekannten Formel 
das Resultat, class unsere algebraischen Gebilde im aUgemeinen das Geschlecht 
P ~ 31 besitzen. Eine Herabminderung dieser Zahl p ist nur in zwei 
partikularen Fallen msglich. Da n~mlich die Punkte P3 und P4 immer 
nur auf eincr der beiden Curven C 4 ufid C 0 liegen (und nicht auf der 
anderen), so haben wir nur noch die beiden speciellen Curven zwslfter 
Ordnung f(13) ~ o und ~12r(4) ~ o zu diseutieren, welche durch die 28 Punkte 
p; bez. dureh die : i Punkte 10~ hindurehlaufen. 

Einer unter deu Punkten :p~ hat die Coordinaten z. = x; somit ist 
die besondere Curve C~ ) gegeben durch: 

(2) f(~)(z.) ---- 2 7 f ~ - - 4 f ~  = o. 

Die Punkte p~ sind in der z~-Ebene Fixpunkte yon Diedergruppen Gs. 
Ein und derselbe Punkt einer giemann'schen Flache kann aber nicht 
zugleich Fixpunkt einer G 2 und G~ sein, die eine Diedergruppe G 0 zu- 
sammensetzen; vielmehr bemerkt man leicht, dass alle Substitutionen, die 
einen einzelnen Punkt der FIache an seiner Stelle lassen, notwendig eine 
cyclische Gruppe bilden. Die v12(~(~) muss demnach durch den einzelnen 
Punkt P'3 mehrfach hindurchziehen, und die nahere Sachlage ergiebt 28 
Doppelpunkte p~ ftir v12~(~). Diese G~rve hat somit das Geschlecht p = 3 

Acta mathematle, a. 17. Imprimt! le 31 octobre 1893. 49 
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und die Classe k -~ 4, und stellt sich mit ihren 28 Doppel- und 24 Riickkehr- 

punkten als die reciproke Curve der dutch f~ = o gegebenen C~ dar. 1 

Far  die besondere Curve ~ )  gelten v(illig analoge lJberlegungen. 
Die Gleichung dieser Curve wird man etwa aus dem Umstande ableiten, 
dass sie (e als primitive 7 to Einheitswurzel gebraucht) durch den Punkt: 

hindureh zieht, der einer der 2I Punkte p~ ist; es findet sich: 

(3) f~ ' (z . )  = f~ + 4f~ = o. 

Noch einfaeher abet ist es, die hier vorliegenden Werte /q = , , /q  = 4 
aus gewissen weiter unten zu entwickelnden Oberlegungen zu entnehmen. 
Ubrigens beweist man, wie vorhirr, dass die Punkte p~ Doppelpunkte der 
C~ ) sind; es liegt demgemass bier ein algebraisches Gebilde des Geschlechtes 

p = I 0  vor. 

Gehen wir zu einer beliebigen Curve C12 des B~sehels (i) zuri~ck, 
so hglt es nicht schwer, auf dem zugehsrigen algebraischen Gebilde eine 
I68-wertige Function zu construieren. Die 48 Schnittpunkte der C~2 
mit der durch f4 ~ - o  gegebenen C 4 fallen zu Paaren in den 24 Punkten 
P7 zusammen. Schneiden wir die C12 ferner mit der durch f14 = o ge- 
gebenen C~ indem wit vorab annehmen, dass der Quotient/ ,  yon/z, und 
/q nicht gerade einen der partikul~ren Werte: 

I 2 7 
(4) P = ~ 1 7 6 1 7 6  4 

habe. Das Schnittsystem kann dann sicher keines der speciellen Punkt- 
systeme PT, P3, P~, P4,p~ enthalten; es kann aber auch im allgemeinen 
kein System zu 84 Punkten p~ enthalten, well die Schnittpunkte der 21 
Perspectivit~tsaxen und der C12 mit /t samtlich veranderlich sind. Der 
Schnitt der C12 und der C1~ liefert demnach I58 im allgemeinen durch- 
aus getrennt liegende beziiglich G~G s aequivalente Punkte, dis nur fiir 

t Betreffs der hier auftretenden Curve vierter Classe sei aueh die GiJttinger Disserta- 

tion (I8OO) yon Hrn. M. W. HASKELL genaunt: (]ber die %u dec Curve ,~s/~+fzSvTvS,~=o 
im projeetiven Sinne geh6rende mehrfache ~Tberdeekung der Ebene. 
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partikullire /x in gewissen Systemen coincidieren ksnnen. Man definiere 
daraufhin die zum algebraischen Gebilde geh0rende Function y wie folgt: 

f , ,  
(5)  4 v  = . 

Das Quadrat yon y ist eine algebraische Function unseres Gebildes; y 
selbst ist unverzweigt, abet infolge der Quadratwurzel im Nenner yon (5) 
k5nnte y bet Periodenwegen einen Zeichenwechsel erfahren oder auch in 
aequivalenten Punkten (beziiglich der G16s) entgegengesetzte Werte haben. 
Inzwischen ksnnen wir mit Hlilfe der Identitltt (I) die Gleichung (5) in 
die andere Gestalt setzen: 

2 

(6) 4Y = / x  -y  f ' '  

und indem hier eine Cubikwurzel im Nenner steht, ist evident, dass y 
eine algebraische i58-wertige Function ist, die gegeni~ber den 168 Substitu- 
tionen absolut invariant ist. 

Nunmehr k0nnen wir unser algebraisches Gebilde auf eine 168- 
bli~ttrige Riemann'sche Flliche fiber der y-Ebene beziehen. Verzweigungs- 
punkte dieser Flache werden immer dann eintreten, wenn ffir 168 be- 
zfiglich G16 s aequivalente Punkte der C12 gewisse Coincidenzen eintreten. 
Wie wir schon sahen, kommen bier die Punkte P7 in Betracht, jedoch im 
allgemeinen nicht die Punkte p~ ,P4, P'~, P~. Es bleibt somit nur noch 
die Discussion des Schnittes der C~2 mit der C2~. Die einzelne der 21 
iAxen schneider C12 in zwslf Punkten p~, die zu je vier mit.einander 
aequivalent sind. Einer dieser Punkte p~ liegt im allgemeinen nut auf 
ei•er Axe; denn man stellt ohne Mfihe dutch gruppentheoretische Ubero 
legungen lest, dass Schnittpunkte zweier A x e n  trainer Punkte p~ oder A0~ 
sin& Es folgt somit durch leichte Abzahlung als Verzweigung unserer 
Riemann'schen Flache: .Bei y = o,v sind die BMtter zu je sieben in 24 
Verzweigungspunkten verbunden; ausserdem finden sich an gewissen drei Stellen 
y jedesmal 84 zweibldttrige Verzweigungspunkte. Als Geschlecht dieser Flliche 
findet sich, wie es sein muss, p----- 3 i. 

Zur Berechnung der Ietzteren Verzweigungsstellen y hat man in die 
Relation (2) w 2 die nachfolgenden Werte einzutragen: 

I 

(7) f~, = o ,  f~4 ~/./~ 
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Neben y ~ cx~ ergeben sich daraufhin die drei im Endlichen gelegenen 
Verzweigungsstellen als Wurzeln der Gleichung: 

(8) # ~ # : y 3  2z#~#2y~ -b #x(t6#~ -t- 68#~p~-  63fl~)y 

q- (32#~ n t- 344/~P2 + 938/~P~ -[- 27p~) ---~ O. 

Der gleich folgenden Untersuchung hnlber mi]ssen wit die Invarianten 
des durch die Verzweigungsstellen gegebenen Punktquadrupels aufstellen. 
Unter Gebrauch einer sehr bekannten Bezeichnungsweise findet sich: 

= - 3Zl Z E3.(4z,) 3 

(9) g~ = - -  4#]#][3~.7(4,Ul)3 + 7 . I  3.(4,u~)2p2 + 33.7. ~ 7(4P~)P] + 3 ~#~], 

A =--2 ' .3~ + 2 7 # ~ ) 3 ( 4 # 1 - - # ~ )  ~. 

Welter ergiebt sieh ft~r die absolute Invariante 1 = 9~: A, wenn wir uns 
der Abktirzung 4Pt :/z~ = r bedienen : 

(Io) I : I - -  I : I  = r(3r 2 - 2 . 5 . 7 r - 3 8 . 7 )  3 

: - - ( 3 2 . 7  r 3 +  7 . I 3 C +  3 ~ . 7 . t 7 r +  3~) 2 

: 27(r + 27)~(r - I)'. 

Dies~ Formeln hat man naher zu diseutieren, indem man zugleich auf 
die Beziehung zwischen der absoluten Invariante 1 und dem Doppelver- 
h~ltnis ~ der vier Verzweigungsstellen y Racksicht nimmt. 

Diese Untersuchung wird in iabersichtlichster Weise dadurch aus- 
gefiahrt, dass man r als complexe Ver~nderliche ansieht und in der Ebene 
derselben die sieben eonformen Abbilder der I-Ebene zeichnet, wie sie der 
Gleichung (Io) entspreehen. Um diese Abbilder liar das Auge in Evidenz 
zu bringen, kann man etwa diejenigen Linienztige der r-Ebene graphisch 
murkieren, welche Abbilder der reellen /-Axe sind. Diese Linienzt~ge 
werden sieh dreimal zu Paaren i~berkreuzen und dort Punkte mit I =  t 
]iefern; einer dieser Punkte liegt bei r = 4P = ~ o , 2 3 . . . ,  die beiden 
anderen tragen eonjugiert eomplexe Werte r. Des ferneren werden die 
in Rede stehenden Linienziage einander z u  dreien in den beiden Punkten 

Siehe etwa M. I~ pag. 7 ~ . 
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35 + i 6 ~ -  tiberkreuzen und dortselbst Punkte mit 1 -~  o fest- 4 P ~  r - ~  
3 

legen. Endlich liefern noch die beiden Kreuzungsstellen 4P ~ r = ~ 27 
und ~--I Punkte  mit I = cxv. Eine diesen Vorschriften entsprechende 
Zeichnung der r-Ebene wird man sich leicht herstelle.n. 

Liegen die vier Verzweigungsstellen y auf einem Kreise, so ist das 
Doppelverhliltnis reell und I ist reell und > i. Sehen wir  etwa nur auf 
die Punkte d e r  reellen p-Axe, so tritt  dies nur fiir 4 p < - - 2 7  ein" Alie 

vier Verzweigungsstellen y sind stets und nur dann reell, wenn p im Intervall 

cx~ < p .<  27 der reellen Axe liegt; fiir alle iibrigen reellen p liegt 
4 

ausser y ~ c o  nur noch eine Kerzweigungsstelle auf der reellen y.Axe, die 
beiden andern sind dann conyugiert complex. Hierneben merken wir noch 
den Punkt r = 4P = - - o , 2 3 . . .  als solchen an, dem ein harmonisches 
Doppelverh~ltnis entspricht, wlihrend ftir die beiden Verschwindungsstellen 
des Ausdrucks (3r 2 -  7 o r - - I 8 9 )  aequianharmonisches Doppelverhliltnis 
vorlieg$. 

Die beiden Werte r ~  I und r ~ - - 2 7  liefern I - - - -oa ;  hierfal len 
beide Male zwei unter den vier Verzweigungsstellen zusammen. Die I68- 
bll~ttrige Flliche degeneriert dabei so, dass bei r = I je zwei coincidierende 
Verzweigungspunkte einen neuen zu vier Bli~ttern ergeben, wlihrend bei 
r ~ -  27 durch Zusammenfall zweier Verzweigungspunkte je ein drei- 
bli~ttriger entsteht. Dass hier die beiden im voraufgehenden Paragraphen 
behandelten Fllichen wieder entstehen, ist aus den damaligen Entwicklungen 
leicht ersichtlich. 

Die Coincidenz von zweien unter vier Punkten eines Quadrupels hat 
man in projectiver Hinsicht stets als etwas Partikullires anzusehen; aber 
es gilt nicht notwendig das Gleiche fiir den Zus~mmenfall dreier oder 
aller vier Punkte. Man kann nlimlich immer: eine lineare Substitution 
auf y (oder besser auf homogene y~, y~) ausilben, die im Sinne unserer 
Sprechweise hyperboliseh ist und einen oder auch zwei Punkte des Qua- 
drupels zu Fixpunkten hat. Ofter wiederholte Anwendung dieser Sub- 
stitution wird alsdaim offenbar drei bez. alle Punkte des Quadrul~els 
immer mehr zusammenriicken lassen. Um in diesem Sinne den Charakter 
unseres Punktquadrupels der Verzweigungsstellen y ft~r p~ ---- o bez. p~ ~ o 
naher zu untersuchen, muss man auf die zugeh0rigen Werte I recurrieren. 
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M~n findet aber I ~ o  bez. 1 =  i und hat somit ffir I~2 ~ ~  harmo- 
nisches, ~i~r /h ~ o aequianharmonisches DoppelverhMtnis. Fiir /~ ~ c~ 
und /~ = o sind sonach die eintretenden Coincidenzen allein Folgen einer 
unzweckmi~ssigen Auswahl des y: die vier Punkte y haben bei # =  co eine 

Lage, die in projectivem Sinne von einem beliebigen harmonischen Punkt- 
quadru_pel nicht verschieden ist, und Analoges gilt fi~r p = o. Diese Auf- 
fassung wird fiir das Versti~ndnis der gleich folgenden Eutwicklungen not- 
wendig sein. 

w ~. Von d e n  ~u den  Gebi lden/~1~ & p~f~ = o g e h 6 r e n d e n  

~-~'unct ionen.  

Die letzt vorangehenden Entwicklungen hatten den Zweck, die Bc- 
trachtung der zu unseren algebraischen Gebilden gehSrenden 7]-Functionen 
vorzubereiten. Zur Einft~hrung der letzteren miissen wir gegenwartig auf 
die beztiglichen Existenztheoreme zurtickgreifen, wie sie in den Arbeiten 
von KL~I~ in Bd. 21 der Math.  A n n a l e n  sowie in den gleichzeitigen 
Abhandlungen PoI~cARk's aufgestellt und behandelt wbrden sin(]. 

Auf einer vorgelegten l~icmann'schen Fli~che giebt es eine grosse 
Mannigfaltigkeit derartiger Functionen ~, die bei geschlossenen Wegen 
auf der Fli~che lineare Substitutionen erfahrea, und es galt, unter den- 
selben diejenigen herauszugreifen, welche besonders einfache Eigenschaften 
haben. Man wird erstlich verlangen, dass die Gruppe der zugehorigen 
linearen Substitutionen eigentlich discontinuirlich sei, wobei (]ann ein zu- 
gehsriger Discontinuitatsbereich gerade genau ein conformes Abbild der 
zerschnittenen l~iemann'schen Flache sein soll. Des ferneren sollen die 
Substitutionscoefficienten clurchaus reell sein, so dass wir mit einer Haupt- 
kreisgruppe zu thun haben, u n d  es soll die zugeh6rigc Polygonteilung 
nur die eine Halbebene bedecken. 

Um jetzt gleich auf eine einzelne unserer i58-bli~ttrigen Fli~chen zu- 
riickzugehen, so ist durch die bisherigen Forderungen eine 7]-Function 
noch keineswegs eindeutig bestimmt. Vielmehr gent~gen denselben noch 
unendlich viele ~-Functionen, deren Gruppen alsdann auf einander ho- 
momorph bezogen sind. Mun kann aber eine einzelne unter diesen Func- 
tionen dutch die Forderung aussondern, dass die Abbildung tier Rie- 
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mann'schen Fli~che auf das Polygon der 7]-Halbebene ohne Ausnahme conform 
sei. Dieser Forderung zufolge wird sieh z. B. die Umgebung eines ein- 
zelnen Windungspunktes der Flache, die sich fiber sich selbst mehrfach 
hintiberzieht, in der ri-Halbebene auf einen einfach bedeckten Vollkreis 
abbilden. 

Man hat bier nun ein Beispiel jene Continuiti~tsbetrachtungen zu 
illustrieren, deren sich KLEI~S und PoINcAR~ beim Existenzbeweise der 
charakterisierten r]-Function bedienten. Um dies welter auszuft~hren, 
haben wir vorab den Umstand zu verwerten, dass die Fli~che i68 ein- 
deutige Transformationen in sich zulhsst. Die r/-Function erfiihrt ent- 
sprechend i68 lineare Substitutionen, und welter ist eine Folge hiervon, 
dass sich das Polygon der r/-Halbebene aus 168 mit einander aequivalenten 
Polygonen aufbauen l~sst. Die Gruppe der ~]-Substitutionen, die den ge- 
schlossenen Wegen auf der Riemann'schen Flhche entsprechen, wird als 
ausgezeichnete Untergruppe F16 s vom Index I68 in einer umfassenderen 
Gruppe F enthalten sein. Diese letztere Gruppe F wi.rd abet yore Ge- 

schlechte p ~ o sein und ldisst sich aus ~,ier elliptischen Substitutionen VI, 

V~, V~, V~ der t)erioden 7 ,  2 ,  2 ,  2 erzeugen, zwischen denen die Relation 

V ~ ' V ~ ' V 3 " V  ~ = I besteht. Letztere Angaben folgen bei den Eigenschaften 
yon r/ aus dem Umstande, dass der Discontinuiti~tsbereich yon F ein Abbild 
der 7]-Ebene ist. 

Den Parametern der Vierecksgruppe mit fest gegebenen Winkeln 

~ ~r ~ stehen nun die (beiden reellen) Parameter in dem System 

unserer algebraischen Gebilde gegenliber. Aber wir wollen die gegen- 
sei~ige Abhi~ngigkeit der beiderlei Parameter bier nicht in voller All- 
gemeinheit, sondern nur ftir die symmetrischen Riemann'schen Fii~chen 
verfolgen, deren zugehorige Vierecksgruppen F 'der Erweiterung durch 
Spiegelungen fi~hig sin& Hier ist der Parameter # auf diejenigen Linien- 
zt~ge seiner Ebene eingeschri~nkt, die wit im vorigen Paragraphen als Ab- 
bilder der reellen /-Axe markierten; und dieser einfach unendlichen Man- 
nigfaltigkeit von Werten # steht der eine reelle Parameter symmetrischer 
Vierecksgruppen gegeniiber. 

Man hat nun zwei wesentlich verschiedene Arten symmetrischer Vier- 
ecksgruppen F. Im einen Falle lhsst sich die erweiterte Gruppe T aus- 

schliesslich aus Spiegelungen erzeugen, im zweiten Falle sind die Erzeugenden 
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yon ~ drei Spiegelungen und sine elliptische Substitution der Periode 
zwei; die nebenstehenden Zeichnungen versinnlichen dies naher. Die Fi- 

guren sind so angenommen, dass der Punkt 
Fig. 8. 

p~ 

\ 
P2 beide Male mit 72=i coincidiert, wahrend 
die Verbindungslinie der Eckpunkte ~02 und 
P7 a u f  die imagin~re 7]-Axe zu liegen 
kommt. 

Wenn wir hier etwa nur auf die re- 
ellen Werte yon # achten sollcn, so warde 
einem Viereck yon der ersten in Fig. 8 

gegebenen Gestalt ein t t < ~ 2 7  ent- 
~- 4 

sprechen. Mit der Entfernung P2,27 ist 
das Viereck eindeutig bestimmt; dieselbe 

ist so gross anzunehmen, dass der Kreis (PT, T~')den Einheitskreis nicht 
schneidet, und sie darf andrerseits so klein gewahlt werden, dass die Ent- 
fernung (P2,P~) im Sinne der bier in Betracht kommenden Maassbestim- 
mung gr6sser als (p.~, p~') ist. Die beiden Grenzlagen des Kreisbogen- 
vierecks sind hiermit bereits markiert: Fur 4# = -  27 degeneriert das 

Viereck in ein Kreisbogendreieck der Winkel = = ] ,  ~, o. A u f  der geschlos- 

senen Fl~che, die eine regulare Einteilung in 2.I58 Vierecke tragt, ist 
dieser Grenzfall dadurch charakterisiert, dass langs gewisser 28 Symme- 
trielinien Abschnt~rungen der Flache eintreten, wobei an Stelle jeder Sym- 
metrielinie ein Punktepaar unter entsprechender Verminderung des Zusam- 
menhanges der Fli~che tritt. 

Der andere GrenzfaI1 des Kreisbogenvierecks liefert # = c~ und 
I = I ; wir haben ein langs seiner Diagonale P7, P~ symmetrisches Viereck 
und entsprechend die harmonische Lags der vier Verzweigungsstellen y. 
Die Gruppe F1G 8 lasst sich jetzt als F~.l~s innerhalb der Dreiecksgrupp 9 
( 2 , 4 ,  14) ansehen, abet wie wit am Schlusse des vorigen Paragraphen 
bereits bemerkten, versagt die Darstellung des zugeh(~rigen algebraischen 
Gebildes vermSge der Curven C4, C a der z~-Ebene. 

Im gerade besprochenen Grenzfall tritt als neue Symmetrielinie die 
Diagonale p~, p~ auf. Indem ~;ir # jetzt t~ber o,v reelle positive Werte 
annehmen lassen, bleibt die letztere Symmetrielinie allein in Geltung, 
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wahrend ilbrigens die bisherigen Symmetrielinien ihren Charakter als 
solche einbtissen. Der hiermit geometrisch bezeichnete Ubergang, den die 
beigefilgte Fig. 9 noch naher versinnlichen soll, ve- 
rificiert ganz unmittelbar, dass sich der Ubergang Fig. 9. 
iiber # =  o,v ohne Zerfall des algebraischen Gebildes p~ 
vollzieht. 

Man wird in i~hnlicher Weise fur die posi- 
tiven Werte yon # die begonnenen Betrachtungen 
fortsetzen. ~ Der partikulare Fall des Geschlechtes 
p = Io far 4/~ = i wird dann entstehen, wenn die 
beiden durch die elliptische Substitution der Periode 
2 auf einander bezogenen Randcurven des gehMfte- 
ten Ausgangsvierecks unendlich klein geworden sind. P* 
Man kommt dann wieder auf das Kreisbogendreieck I 
TC 
7 '  2 ' o zuriick. Hierbei ist bemerkenswert, dass 

wir sowohl jetzt wie vorhin bei 4 / 1 - - = -  27 durch Grenziibergang gar 
nicht die ~-Functionen 

(I) 7 ] ( 2 , , 3 , 7 ; y )  und 7 2 ( 2 , 4 , 7 ; y )  

gewinnen, die doch im Sinne unserer allgenleinen Massnahme zu den 
beiden Gebilden mit 4# = I und - -  2 7 gehoren; vielmehr erhalten wir in 
beiden Fallen die T-Function 7(2 ,  oo 7 ; Y), welche auf die unter (I) ge- 
nannten Functionen nur erst homomorph bezogen ist. Im fibrigen diirfte 
nur noch die Betrachtung d e r  aequianharmonischen F~lle I = o yon 
Interesse sein. Hier wird, wie man leicht iiberblickt, FIGs eine Unter- 
gruppe I'3.~68 innerhalb der Dreiecksgruppe (2 , 4 ,  21). Die Zahl der 
Symmetrien verdreifacht sich, und dem entspricht die Msglichkeit, das 
Viereck yon hieraus auf dreifachem Wege als symmetrisches continuirlich 
abzuandern. Diese MSglichkeit aber documentierte sich in der Figur des 
vorigen Paragraphen dadurch, dass sich an den Stellen I ~  0 drei Linien- 
zllge iiberkreuzten. 

A~a math~mat~. 17. Imprim~ le 1 novembre 1893. 50 
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Analoge Untersuchungen von immer mannigfaltigerem Charakter lassen 
sich an die algebraischen Gebilde kniipfen, wie sie durch Curven C~, 

C~s etc.: 

i f ,  f,4 + / ~ . f G f l  ~-- o, 

/J~lfl4f4 + /A2f~ + [~3s = O, etc. 

zu definieren sind. Zumal die C14 wiarden zu ganz analogen Betracht- 
ungen Anlass geben, wie ,~oraufgehend die Curven C12. An Stelle des 

Kreisbogenvierecks mit drei rechten Winkeln und einem Winkel ~ tritt  
7 

hier das Kreisbogenfi~nfeck mit  drei rechten Winkeln, einem Winkel  ~ 
3 

und einem Winkel ~. Hier stellt sich dann als eine der _A_usartungen 
4 

r. = ~ ein, bei welcher aber kein das Kreisbogenviereck der Winkel 2 ' 2 ' 3 ' 4 

Zerfall des algebraischen Gebildes stattfindet. Eine Vierecksgruppe dieser 
Art  ist nun von arithmetischer Seite her bereits l~tnger bekannt; es ist die 
reproducierende Gruppe der tern~ren quadratischen Form (x 2 + y 2  i IZ ~) 
im Sinne PoI~cAR~'s. ~ Dabei ist das Zustandekommen einer ausgezeich- 
neten Untergruppe F~G s yore Index i68 auch aus dem arithmetischen 
Bildungsgesetze der Gruppe verstandlich. Die Coefficienten der betreffen- 
den ~-Substitutionen setzen sich namlich numerisch rational aus den Irra- 
tionaliti~ten ~/2 und ~/~-~ zusammen. Die Reduction modulo 7 liefert dem- 
gemass nur 168 incongruente Substitutionen, da 2 und I I quadratische 
Reste yon 7 sind. Es ergiebt sich von hieraus die Existenz einer ge- 
schlossenen Fl~che vom Geschlechte p- - - -36  mit einer reguli~ren Ein- 

,~ ~r ~ 4 '  und man ksnnte ins- teilung in 2.168 Vierecke der Winkel  2 ' 2 ' 3 ' 

besondere in den Symmetriel inien dieser Flache ein interessantes Gegenbild 
der Gruppenstructur G~6 s entwickeln. Alle cx9 ~ Gruppen der Kreisbogen- 

r. :r r, ~ (mit Hauptki'eis) sind ~brigens einander isomorph, vierecke 2 '  2 ' 3 ' 4  

u n d e s  soll durch die vorangehenden Mitteilungen noch keineswegs be- 

i Yergl. die schon oben genannte Abhandlung PoI~cA~'s Les fonctions fuchsiennes 
.et l'arithmdtique in LIOUVlLLE~S Journal~ 4 te Folg% Bd. 3. 
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hauptet sein, dass die besondere Gruppe des l~ationalitiitsbereiches ~/~-, 
~/)-~ gerade auch die aus der speeiellen G'I, sich ergebende Gruppe sei. 
Inzwischen scheint es sehr schwierig zu sein, hieri~ber zu entscheiden. 
Die Continuit/itsbetrachtungen ilber die Gestalt der Kreisbogenpolygone 
wiederholen sich natiirlich gleichfalls unter immer grOsserer Mannigfal~ig- 
keit der in Betracht kommenden Verh~ltnisse. Es scheint aber, dass 
man bei Betrachtungen dieser Art erst noch eine gr~ssere Reihe yon 
Einzelerfahrungen wird sammeln miissen, ehe die allgemeinen Erwagungen, 
durch welche die Begri]nder der Theorie der automorphen Functionen die 
Existenztheoreme der ~-Funetionen darzulegen versuchten, als allseitig ge- 
klart angesehen werden kSnnen. 

Braunschweig, Marz 1893. 


