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REMAR(]UES SUR LES ~(]UATIONS DIFFI~RENTIELLES. 

Extrai t  d 'une  lettre adress6e ~h M. Mittag-Leffler 

PAR 

E. PICAt~D 
P A R I S .  

J'ai eu d6j~ plusieurs lois l'occasion d'insister sur la profonde diff6- 
rence qui se pr6sente dans l'6tude de certains probl~mes entre les 6quations 
du premier ordre et les 6quations d'ordre sup6rieur (voir en particulier 
le chapitre V de mon m6moire d e  1888 sur les fonctions algdbriques de 
deux variables). 

Cette diff6rence capitale tient en r6alit6 ~ la circonstance suivante. 
Appelons singularitd essentielle d'une int6grale d'une 6quation diff6rentielle 
tout point singulier qui n'est pas un pble ou un point critique alg6- 
brique; soit maintenant une 6quation diff6rentielle alg6brique du premier 
ordre 

X~y~ ---~0 

f 6tant un polyn6me. On peut d6montrer que les singularitds essentielles 
des intdgrales de cette ~qualion sont fixes, c'est ~ dire ne ddpendent pas de 
la constante d'intdgration. I1 est juste d'attribuer ce th6or6me ~ M. PAI~ *- 
L~v~ qui l'a indiqu6, sous une forme seulement un peu diff6rente, dana 
son m6moire Sur les lignes sin.quli~res des fonctions analytiques (Anna les  
de la F a c u l t 6  de T o u l o u s e  (I888), page 38). 

Je remarque maintenant que le th6or6me pr6c6dent ne s'6tend pas 
aux 6quations d'ordre sup6rieur au premier. Ainsi, pour une 6quation 
diff6rentielle alg6brique 

( f x , Y , d z , d ~ , / - - - ~ o  
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les singularit~s essentielles seront en g~ndral mobiles. I1 suffira de prendre 
comIne exemple l'6quation 

\d~/ Y ~ '  4Y ~ = o 

dont l'int6grale g6n6rale est 

1 

y = .Ce~-O ' 

et oh les singularit6s essentielles d6pendent de C'. 
Vous savez que les 6quatiorls diff6rentielles du premier ordre, d looints 

critiques fixes ont fait l'objet des recherches de M. Fcc~Is et de M. PoINcA11L 
Il n,y a dana ce cas aucune difficult6 k reconnaitre sur l'6quation diff6- 
rentielle si lea points critiques sont fixes; "la v6ritable raison en est dans 
le th6orSme de M. PAINLEV~: il SUffit de s'assurer, ce qui est facile, 
qu'un point arbitraire du plan ne peut pas ~tre un point critique alg6- 
brique pour une int6grale. I1 en est tout autrement pour les 6quations 
d'ordre sup6rieur; il est encore facile dans ce cas de reconnaltre qu'un 
point arbitraire ne peut pas ~tre un point critique alg6brique pour une 
int6grale, mais, dans cette hypoth~se, l'int6grale g6n6rale n'aura pas n6- 
cessairement ses points critiques fixes, car il peut y avoir des singularit6s 
essentielles mobiles. On peut d'ailleurs aller un peu plus loin en ne 
se bornant pas aux conditions qui excluent les points critiques alg~- 
briques, et reconnaitre en g6n6ral sur l'6quation diff6rentielle si toute 
int6grale prenant en un point arbitraire ainsi que ses d6riv6es des valeurs 
d6termin6es (finies ou infinies) est uniforme autour de ce point. Quand 
cea diverses conditions sont rempliea, on peut dire que l'int6grale g6n6rale 
a l'ap~varence d'une int6grale k points critiques fixes, mais il n'est pas 
permis d'affirmer qu'elle a r6ellement ses points critiques fixes, c'est 
dire qu'en dehors de certains point fixes elle est toujours uniforme. 

En particulier, si ]'6quation diff6rentielle ne renferme pas la variable 
ind6pendante, nous avons les conditions pour que l'int6grale g6n6rale soit 

apparence uniforme suivant une d6nomination que j'ai employ6e il y a 
d6j~ longtempa. Ces conditions sont de nature alg~brique; il arrivera au 
contraire, en g6n6ra], que lea conditions n6cessaires et suffisantes pour clue 
l'int6grale g6n6rale soit r6ellement uniforme sont de nature transcendante. 
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Deux exemples ~elaireiront suffisamment, je crois, les g~n~ralit~s qui 
precedent. La relation 

Y 

f dy = log(x q- C) + C' 

Yo 

oh R(y)  est un polyn6me du quatri~me degr~ en y,  d6finit une fonction 
y de x satisfaisant, quelles que soient les eonstantes C et C', a une ~qua- 
tion diff~rentielle facile k former 

ay a'y~ 
f Y , d ~ , - d ~ /  -~'0. 

L'int~grale g~n~rale de cette ~quation est ~ apparence uniforme; elle aura 
un point singulier ~ distance finie et elle ne sera v~ritablement uniforme 
que si l'int6grale elliptique admet 2zt/ pour p~riode, ce qui s'exprimera 
par une relation transcendante entre les coefficients de l'~quation. Con- 
sid~rons, en second lieu, l'~quation lin6aire k coefficients rationnels 

(E) + a,,, d y " P Ty "-~ q eo ~ o 

dont les points singu.liers, y compris le point ~ l'infini, sont suppos6s 
r~guliers. En d~signant par ~o 1 et m~ deux int4grales distinctes, on sait 
que si l'on pose 

~(y)  
~,(y) 

la fonction y de x satisfait ~ une 5quation diff~rentielle alg~brique du 
troisi~me ordre : 

(y dy d% 
(I) f__ ' d~ ' d~ 2 ' dz s/ ~- o. 

Si la difference des racines de l'6quation fondamentale est, pour tout point 
critique de (E), une partie aliquote de l'unit~, l'int6grale gdn~rale de (i) 
sera k apparenee uniforme, mais, comme le montre la th~orie des fonc- 
tions fuehsiennes, elle ne sera pas en g~neral une fonction uniforme. 

Permettez-moi de vous indiquer encore un exemple d'une ~quation 
oh la variable figure explicitement. J'envisage l'~quation 

d~Y 
(:) dz--~ + P + Qy~ -t- RY ~ -t- Sy -]- r = o 

off les coefficients sont des fonctions uniformes de x et oh nous suppo- 
serons que Q n'est pas identiquement nulle. L'int~grale gSn~rale aura 
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l'apparence d'une fonction ~ points critiques fixes si les deux s6ries d'int6- 
grales devenant infinies en un point arbitraire x 0 admettent ce point pour 
pSle. Cette condition entrainera deux identit6s entre les fonctions P ,  Q, 
R ,  S ,  T et leurs d6riv6es jusqu'au quatri~me ordre. O n  obtiendra ces 
identit6s de ]a mani~re suivante. Soit 

v = + fl  + r ( x  - -  Xo) + - -  Xo) + - -  Xo) ~ + . .  

une int6grale de (2) admettant le p61e x o. En substituant cette ex, 
pression dans l'6quation diff6rentielle, on d6termine les coefficients 

~,fl,r,~, 
mais dans l'6quation qui devrait donner z, cette lettre disparalt; on a 
alors une relation entre a , /~ ,  ~', 3 et le coefficient ~ reste arbitraire. 
Comme a est donn6 par une dquation du second degr6, on a l e s  deux 
identit6s cherch6es entre P ,  Q, R ,  S ,  T et leurs d6riv6es, puisque x 0 
est arbitraire. Ces conditions ne suffisent pas bien probablement pour 
que l'int6grale g6n6rale de (2) soit r6ellement ~ points critiques fixes. 

Dans son beau M6moire sur la rotation d'un corps solide, M me de 
KOWALEVSKI fair quelque chose d'analogue ~ ce que je viens de faire 
plus haut. E n  r6alitS, elle ne trouve que des conditions pour que les 
int4grales soient s apparence uniforme, et c'est seulement apr4s 1'inte- 
gration effectu6e qu'on peut affirmer que les  int6grales sont unfformes. 
Je me propose de revenir un jour sur le travail de M ~' de KOWALEVSKI, 
en appliquant ~ son probl~me les m6thodes g6n6rales de mon M6moire 
sur les fonctions alg6briques de plusieurs variables; le d6veloppement 
des caleuls se fera, je crois, d'une maniSre plus simple et moins artificielle. 

Ces remarques, peut dtre trop rapides, mais que je compte d6- 
velopper en d6~ai[ dans le tome troisi~me de mort Trait6 d'analyse, ne 
sont pas en d6finitive tr~s encourageantes. I1 est peu probable que les 
5quations d'ordre sup6rieur ~ points critiques fixes puissent conduire 
l'6tude de transcendantes nouvelles, en laissant bien entendu de c5t6 les 
6quations lin6aires. J'esp~re beaucoup plus de ces syst~mes d'6quations 
aux d6riv6es partielles, dont je vous entretenais naguSre, et que j'ai 
sommairement indiqu~s dans une :Note des Comptes  R e n d u s  (Sur des 
fonctions d'une variable ddpendant de deux constantes rdelles arbitraires, juin 
1892). 


