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UBER LINEARE RELATIONEN ZWISCHEN THETAPRODUCTEN

VON

A. KRAZER
in BTRASSBURG i. E.

In meiner Habilitationsschrift * habe ich diejenigen Thetafunctionen
einer Verinderlichen, deren Charakteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen
gebildet sind, einer systematischen Behandlung in der Hinsicht unter-
zogen, dass ich die zwischen diesen Functionen bestehenden wesentlichen
Beziehungen erforschte. Meine Untersuchungen haben spiater in der
sorgfaltig ausgefithrten Dissertation des Herrn ScHLEICHER® eine Fort-
setzung gefunden, indem derselbe ihnen das Additionstheorem und das.
Umkehrproblem der aus diesen Functionen gebildeten Quotienten hin-
zufugte.

Dass sich die nimlichen Untersuchungen fir jene Thetafunctionen
einer Veranderlichen, bei denen der gemeinsame Nenner r der Charak-
teristikenelemente 5 oder uberhaupt eine ungerade Zahl ist, anstellen
lassen, ohne wesentlich neue Hulfsmittel zu erfordern, war zu sehen; diese
Untersuchungen hat Herr Sieverr® mit Erfolg begonnen.

Nun lag aber andererseits auch der Gedanke nahe, die in meiner Ha-
bilitationsschrift angestellten Untersuchungen auf Thetafunctionen mehrerer

v Uber Thetafunctionen, deren Charalteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet
sind, Mathem., Annalen, Bd. 22, psg. 416,

* Darstellung und Umkehrung von Thetaquolienten, deren Charakieristiken aus Drilieln
ganxer Zahlen gebildet sind. TInaug. Dissertation, Wiirzburg 1388,

3 Uber Thetafunctionen, deren Charakleristiken aus Fiinfteln ganxer Zahlen besichen.
Schulprogramm des neuen Gymnasiums in Nurnberg 1890/9I.

Aot smathemation, 17, Xmprimé le 24 octobre 1893. 36
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Veranderlichen auszudehnen, umsomehr als die zur Grundlage dienende
Thetaformel sich ohne weiteres fur beliebiges p aufstellen liess. Dahin
gehende Untersuchungen hat Herr v. Braunmoun' angestellt.  Derselbe
ging aber noch weiter, indem er auch die schonen Untersuchungen, welche
Herr FroBEntus? ttber die zum Werthe » = 2 gehorigen Thetafunctionen
mehrerer Verinderlichen mitgetheilt hatte, auf den Fall » = 3 tbertrug.
In einer spiateren Abhandlung® hat Herr v. BraunmuBL seine Unter-
suchungen auf den Fall eines beliebigen r zu wbertragen versucht.

Bei dem auf die Charakteristiken beziiglichen Theil solcher Unter-
suchungen erkennt man aber bei einiger Sorgfalt, dass eine Ubertragung
der im Falle r = 2 erhaltenen Resultate nur auf den Fall, wo r eine
Primzahl ist, im ganzen Umfange geschehen kann, dass dagegen in dem
Falle, wo r keine Primzahl ist, diese Resultate zum grossten Theile ihre
Gultigkeit verlieren. Was ferner den auf die Thetafunctionen selbst
beziiglichen Theil der erwahnten Untersuchungen betrifft, so -wird man
sich dabei in allen Fillen mit Vortheil als Ausgangspunkt jener Theta-
formel bedienen, welche zu diesem Zwecke von Herrn PryM und dem
Verfasser * mitgetheilt wurde. Bei specielleren Untersuchungen erfordern
aber der Fall, wo r gerade ist, und der, wo r ungerade ist, eine ver-
schiedene Behandlung.

Die nachfolgenden Zeilen sollen einen kleinen Beitrag zur Theorie
der zu einem beliebigen Werthe von r gehorigen Thetafunctionen mehrerer

U Uniersuchungen iiber p-reihige Charakieristiken, die aus Dritteln ganzer Zahlen
gebildet sind, und die Additionstheoreme der zugehirigen Thetafunctionen, Abhandl. der
K. bayer. Akademie der Wiss. II. Classe, 16. Band, 2. Abth., pag. 327.

* Uber das Additionstheorem der Thetafunctionen mehrerer Variabeln, Crelles
Journal, Bd. 89, pag. 185, und: Uber Gruppen wvon Thetacharakteristiken, Crelles
Journal, Bd. 96, pag. 8I.

S Uber Gruppen won p-reihigen Charakteristiken, die aus n**'® ganzer Zahlen ge-
bildet sind wnd die Relationen zugehoriger Thelufunciionen nte* Ordnung, Mathem. An-
nalen, Bd. 37, pag. OI.

* Uber die Verallgemeinerung der Riemanw’schen Thetaformel, Acta mathematica,
Bd. 3, pag. 240. Es muss hier bemerkt werden, dass die Formel (25) des Herrn von
Braunmiihl (Math. Ann., Bd. 37, pag. 94) durch Addition jener n* Formeln (6;) entsteht,
bei denen an Stelle von [7] die n* Charakteristiken (pﬁﬂ), B=o0,1,...,n*—1, ge
setzt sind. '
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Veranderlichen liefern. Bei anderen Untersuchungen im Gebiete der Theta-
functionen wurde der Verfasser namlich auf die Frage hingewiesen, unter
welchen Umstdnden * Thetaproducte »*» Grades 6[y+ a®](v), x=o0, 1,
..., — 1, bei denen die Charakteristiken [¢*] eine Gruppe bilden (in
dem Sinne, dass die Summe irgend zweier von ihnen wieder unter ihnen
enthalten ist) linearabhingig sind. Es sollen im Folgenden die noth-
wendigen und hinreichenden Bedingungen hiefur aufgesucht werden.

1.
Die Riemann’sche p-fach unendliche Thetareihe:

p=pp=p p=p
— ,,..,-F® El Zla,m’mpmywz Zlm,u.’v/l,
n=1p'= p=
S |...lo)y= D e ,
Myy.e.,Mp
. . . ' i] i -
bei der die Parameter Oy =@y, (0, =1,2,...,p) der fur die ab
solute Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung,

dass fur reelle z der reelle Theil von 22Xa, z,2, eine negative Form
rop

sei, unterworfen sein sollen, stellt eine einwerthige und fir endliche v
stetige Function der complexen Verinderlichen v, ,...,v, dar, die den
Gleichungen:

(1,) S |...|v + mi|...|v) =8 |...|v]...|9,)

(2,) S+ an|...|v, + a,) =8, |...|v,)e"™

(v=1,3,...,9)

geniugt. Erfullt umgekehrt eine einwerthige und fiir endliche v stetige
Function der complexen Veranderlichen v,,..., v, die Gleichungen (1),
(2), so kann sie sich von der Function &(v,|...|v,) nur um einen von
den v freien Factor unterscheiden. |
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Die obige Function ist ein besonderer Fall der allgemeineren:

F“‘ﬂmf

_m’"z"+w8n£ “Zla,m (mﬂ+ )(mﬂ + ~—) +2,£:1 (mﬂ+ )(v,l + S}t_ m‘)

b
Myyee.,Mp

bei der r eine positive ganze Zahl, die a, o’ ganze Zahlen bezeichnen.

Dié so definirte Function ist mit der ursprunglichen Function #(v,|...|v,)
verkniipft durch die Gleichung:

e A RN S

’ = 4
o . £l g ap .
—r’—‘ ,,L-{—?—"m[...[v,,—l— E‘fapu+7—f’m)
pe1

H
/'\
.ILM i

p=pp'=p

p=p ’
rza a, a .
T Y au "”+zz;—‘£(vﬂ+—ﬁm)

n=1p=1 /L=1T r
Xe

und geht, wenn die simmtlichen Gréssen a,«’ den Werth Null annehmen,
in dieselbe iiber, d. h. es ist:

DO CRER PR TN PR TN

Ahnlich wie die urspriingliche geniigt die allgemeinere Function den
Gleichungen:

OREEE [/itae YRR R

a [/ ?__037_“
='9[az...aﬂ(v‘[""[”“l"'lv”e r,

(r=1,2,...,2)

(2) 4Z:mm+%L4%+%)

2a'v i
a1 . ap g 2= d
— (1)1 l r b
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welche sie zugleich bis auf einen von den Variablen v,, ..., v, freien
Factor bestimmen.

Der Zahlencomplex [af T a’,’:l soll, wenn dadurch kein Missverstand-

ay ... a
niss zu befirchten ist, abgekiirzt mit [a,] bezeichnet werden; ebenso moge
a

es erlaubt sein, wenn die Ausdriicke fur die Argumente einer Theta-
function sich nur durch untere Indices unterscheiden, hinter dem Funec-
tionszeichen nur den allgemeinen Ausdruck fur die Argumente mit Weg-
lassung des Index in doppelte Klammern eingeschlossen zu schreiben,

also 19[2,]((0)) statt 19[2,](01 |...]v,); im Anschlusse daran mdge dann

das Grossensystem v, |...|v, einfacher durch (v) bezeichnet werden. Be-
zeichnet man dann endlich noch das System:

r=p / p=p co.
v, + Zﬂf“m +'i—‘m|...|vp +3 %aw+%’m,
p=1 p=1
wobei unter den @, ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit

(v + tg l), so bestehen fiir irgend welche ganze Zahlen 8, 8, r, ; die

beiden im Folgenden zur Anwendung kommenden Hilfsformeln:

BEPESP g PSPR de . B
“ ﬂ ‘ a + ﬂ —p.gl ILElaI‘IL—/;_.‘.—l‘--:-z#EI_f (vﬂ+ 'rﬁm-l- T'um)
27":1‘-=P

;

— Ly

(B) 19[0:1 +rne.at 'rr,,:]((v)) = 0[2 . ap]«”»e T

r 7 ’ 7
o+ . a, F T
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2

-ie

Mit Q[Z,]((v)) werde ein Product von r Thetafunctionen von der Form:

6% J(o) = o] Jo + s Jio + ¢ .. o] 1o + )
bezeichnet, bei dem die ¢ Constanten bedeuten, welche den p Bedingungen:

P+ .. F =0 (B=1,3,000, )

geniigen. Ein solches Product soll ein Thetaproduct 7'*® Grades genannt
werden. Aus der Formel (B) des Art. 1 folgt sofort fur jedes System
ganzer Zahlen y,; die Gleichung:

AN L e )

& 417+ g .. d
welche zeigt, dass im Ganzen »* verschiedene Functionen G[Z,]((v)) exi-
stiren; als Reprisentanten derselben konnen diejenigen angesehen werden,
bei denen die a, ' simmtlich Zahlen aus der Reihe 0, 1,...,7— 1 sind.

Der Zahlencomplex [Z] =[ ] soll die Charakteristik des

ay ... a,
dy ...y
Thetaproductes genannt und im Folgenden kiirzer mit [a] bezeichnet
werden. Mit Rucksicht auf die letste Formel denke man sich im Fol-
genden stets bei der Charakteristik [a] die simmtlichen Zahlen a, a’ durch

ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul » ersetzt; es gibt dann im

. . . «
Ganzen nur 7 Charakteristiken, die aus [f
. al

man an Stelle des Systems der 2p Buchstaben a;,..., a,,a1,...,a
der Reihe nach die sammtlichen Variationen der Elemente o, 1,...,7—1
zur 2p*" Classe mit Wiederholung treten lasst. Die Charakteristik

PR/ 4
’,’] hervorgehen, wenn
e Oy

0...0 . . :
[o o] soll kurz mit [o] bezeichnet werden. Unter der Summe zweier
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Charakteristiken [a], [] soll jene Charakteristik [y] = [« + ] verstanden
werden, deren Elemente p,, 7. fir p=1,2,..., p durch die Con-
gruenzen y,=a, + f, (mod.r), y.=a;, + B, (mod. r) bestimmt sind; ebenso
unter der Differenz der Charakteristiken [a],[3] jene Charakteristik
[6] = [« — ], deren Elemente 4,,¢, fur p=1,2,...,p durch die
Congruenzen ¢,= a, — f§, (mod.r) ¢,=2a, — £, (mod.r) bestimmt sind.
Eine Charakteristik [£], deren Elemente g,,f4, fur p=1,2,...,p
durch die Congruenzen f,=ga, (mod.7), f,=ga, (mod.7), in denen g
eine ganze Zahl ist, bestimmt sind, mdge mit [ 5] = [ga] bezeichnet werden.

) kirzer

durch (v + |A]) zu ersetzen. Fur das Thetaproduct 8[a](v) besteht dann
auf Grund der Formel (A) des Art. 1 die Gleichung:

Es moge endlich erlaubt sein, das frithere Symbol <v -+ Ig

p=pp'=p » p=p a
_ E a#p.'ﬂ—#’;ﬂﬁ —2 Z B (’U;L—f' —;—#ﬂi‘f' ﬁrlﬁ'l)
p=1

6[a](v + [B]) = O[a + fl(v)€ *='*=' ,

die im Folgenden wiederholt zur Anwendung gelangen wird.

3.

Es mogen mit [a®], [a®], ..., [«?] ¢ (g < p) Charakteristiken von
der Beschaffenheit bezeichnet werden, dass die Gleichung:

(1) (9,67 + 9,6® + ... + g,a] = [0],

in der die g ganze Zahlen bedeuten, nur durch g, =g,=...=g,=0 (mod. r)
befriedigt werden kann, und dass weiter fir jedes x und A von 1 bis g¢:

p=p
(2) p§1 (@Pa,® — o, o) =0 (mod.r)

ist. Aus diesen Charakteristiken bilde man dann mit Hulfe ganzer
Zahlen g,, ¢,,..., g, die Charakteristik [¢g,a® 4 g,a® 4 ...+ g,0] und
lasse darin an Stelle des Systems der ¢ ganzen Zahlen g der Reihe nach
die sammtlichen »? Variationen der Elemente 0, 1,...,r— 1 zur ¢'*"
Classe mit Wiederholung treten. Die 7? so entstehenden Charakteristiken
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[0®] = [o] , [«®], [¢®], ..., [a""] sind dann alle von einander ver-
schieden, und es besteht fur irgend zwei. unter ihnen die Congruenz (2).
Man definire nun 7? Grossen Wy, * =0, 1,...,7" — 1 folgender-
massen:
1. Ist r ungerade,

go setze man fir x =0, 1,...,7 — 1!

= .5 (0,10
— i Za, )

Wiga = € T
dabei ist, wie im Folgenden uberall, im Exponenten X zur Abkiirzung
I3

p=p
statt Zl gesetzt. Jede der so definirten Grossen bleibt dann, was zu ihrer
p=

Brauchbarkeit unumganglich ist, ungeindert, wenn man die Zahlen a, o’
um beliebige ganze Vielfache von r andert; auch ist, wenn x, A irgend
zwei Zahlen aus der Reihe o, 1,..., 77 — 1 bezeichnen:

r—r () 4 N (/O 4 o' P
p mZ(a; ia'u )(a/")ia'u )
w — @ ~
[a®) 4+ a®)
r—1 . () 1) 4 (%) (2)
i_m%(aﬂxaﬂ +“rzx".u)

_— r
= W) W) )

und man hat daher auf Grund der Congruenz (2) die Gleichung:

Wiat+ah] = Wia00)Wam € (62=0,,...,79—1)

2. Ist r gerade,

so setze man wy; = I, wahle Wign) s Wae] s+ » Wiaw)] nach Belieben so,
dass:
B I O )
y3

2 L r L -
w[a(x)] == @ # (x=1,2,..,9)

ist, was auf 2 Weisen geschehen kann, und definire die Grosse:

Wia) + oM + a0) +..] 2

bei der », A, v, ... Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., ¢ bezeichnen, die
auch theilweise oder alle einander gleich sein konnen, durch die Gleichung:
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2T G 1), 00 ) 4 ) )
— ; E(aﬂ a# +aﬂ a‘u +a# “/4 + )

Wlat) 4 a®) + 0 4] = W] Wiaw)] Wieey- €

Es ist dann wiederum fiir irgend zwei Zahlen x, A aus der Reihe o, 1,

N A

- 2T () )
_ FEE
Wia +a®] = W) Waen € . G A=0,1, 10y ra—1)

Man nehme nun an, dass zwischen den #? Thétaproducten r*® Grades
Oy + a”J(v), x =10, 1,...,72— 1, bei denen [%] irgend eine Charak-
teristik bezeichnet, eine lineare Relation:

x=ri—1

(3) Z ably+ a)(v) =0

bestche, in der die ¢ von » unabhingige Grossen bezeichnen, die nicht
alle den Werth Null besitzen. Lasst man dann das Variablensystem (v)
in das System (v 4 |a*’|) ubergehen, indem ‘man unter x' irgend eine
Zahl aus der Reihe 0, 1, ..., 77— 1 versteht, so geht aus der Gleichung
(3) die neue:

=rq—1 y .
Z L WSS
x=0

(a) ¢ """ eBly+a®+a¥)(n) = o

hervor, und aus dieser entstecht, wenn man mit [¢] irgend eine Charak-
teristik bezeichnet, linke und rechte Seite mit:

2m : :

< ) 1 __ 1 (x)
w o :Z CraEATA %)
[at¥)]

!

multiplicirt und nach x' von o bis #* — 1 summirt, die Gleichung:

x=7rl—1 x'=r1—1 2m ~ P 2m .
> (aif)s;z—a;(x)s#) SRl BSCIPRIC)]

() 2:% Z:O P e " " T weneBn+a®+ o)) =o.

Auf der rechten Seite dieser Gleichung fiuhre man nun an Stelle des

Acta mothematica. 17. Imprimé le 27 octobre 1893. 37
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Summationsbuchstabens »' einen neuen Summationsbuchstaben 2 ein, in-
dem man:

[a®] = [a® — o]

setzt und dabei unter v eine Zahl aus der Reihe o0, 1, ..., 7/— 1 versteht,
tiber die sogleich verfiigt werden wird. Bei der Ausfihrung der Sum-
mation nach x' durchliuft dann auch A die Reihe der Zahlen o, 1,

., 77— 1 nur in anderer Reihenfolge, und man erhilt, wenn man
schliesslich noch v = x setzt und beachtet, dass:

2 Zag‘) a/:(l)

— r
WaW—at0] = W) Wiaeor & "

ist, aus (5) die Gleichung:

e "

X
x=0 w[a(")]

x=r?=1 2 ) r "x
(6) < Z —ﬂz(az(t)sﬂ_aﬂ()eﬂ) I c)

A=ri-l Z_’fiZ(a(l)e’-—a'ms )
X< er T a8l +a(“]((v))>=°'

A=0

Fir jede der #* Charakteristiken, die man an Stelle von [¢] setzen
kann, muss daher, sobald nicht der erste der beiden die linke Seite der
Gleichung (6) bildenden Factoren verschwindet, der zweite Null sein.
Da nun aber aus dem Verschwinden "aller ersten Factoren das Ver-
schwinden der simmtlichen Grossen ¢ folgen wiirde, und dies ausge-
schlossen 1ist, so ergibt sich als Resultat der bisherigen Untersuchung,
dass immer, wenn zwischen den 7? Thetaproducten ' Grades 6y a®](v),
¥=0,1,...,7"—1, uberhaupt eine lineare Relation (3) besteht, dann
zwischen ihnen auch mindestens eine, im Allgemeinen aber mehrere li-
neare Relationen von der speciellen Form:

A=r1—1 7
i E(aff)s' —a'(l)e )

) Lo T 6l + o)) = 0

A=

existiren. Das Bestehen dieser Relationen (7) ist dann aber auch eine
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zum Bestehen der Relation (3) hinreichende Bedingung, da sich die linke
Seite der Gleichung (3) aus den linken Seiten der Gleichungen (7) aunf
Grund der Gleichung:

x=ri—1

®) = 0,607 + a*)(v)

x=ri-1 2mi (x) _? 1(x)
( Z 8_7%:(“# % 5#) ! C>
1 =0 Wiat]

—_— ’

7P A=re—1
N

. 3722 dMe gD
B X( z’ or E ( o Ep T % 'p)w[a(l)]g[ﬂ + a(/l)]((v)))

A=0

in der die Summation so auszufohren ist, dass [¢] die Reihe der »*
Charakteristiken durchlauft, zusammensetzen lisst.

4.

Es seien wiederum mit [aM], ..., [a®] ¢ (¢ < p) Charakteristiken
von der Beschaffenheit bezeichuet, dass die Gleichung:

(1) [9,a® + ... + g,4%] = [0},

in der die g ganze Zahlen bedeuten, nur durch ¢, =...=g,=0 (mod.7)
befriedigt werden kann, und dass fur jedes x urtd A von 1 bis g¢:

r=p
(2) /El(afj‘) P — a®a’) =0 (mod. r)

ist, und es seien [a] = [0],[a®], ..., [a®"] jene #* verschiedenen Cha-
rakteristiken, die aus [g,a + ... 4 g,4] hervorgehen, wenn man darin
an Stelle des Systems der ¢ Buchstaben g, ..., g, der Reihe nach die
simmtlichen Variationen der Elemente o, 1,...,7 — 1 zur ¢' Classe
mit Wiederholung treten lasst. Es seien ferner mit [, ..., [f] ¢
(g + ¢ < p) Charakteristiken von der Beschaffenheit bezeichnet, dass die
Gleichung:

(1) [hlﬁ(l) + e+ hQ'ﬁ(q')] = [o],
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in der die b ganze Zahlen bedeuten, nur durch A =...=h, =0 (mod.r)

befriedigt werden kann, und dass fiir jedes p von 1 bis ¢’ die Congruenz:
r=p

(2) E:l(/)’;")a;(")—-—ﬁ;(”?afﬁ =0 (mod.r)

nicht far alle Werthe von x besteht, und es seien [5”] = [o], [#"],

..., [f"7V] jene #7 verschiedenen Charakteristiken, die aus:

(2,9 + ... + by 7]

hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der ¢° Buchstaben
hyy...,h, der Reihe nach die simmtlichen Variationen der Llemente
0, 1,...,7— 1 zur ¢'** Classe mit Wiederholung treten lasst. Lisst
man - dann in der Charakteristik [a® 4 ] x die Reihe der Zahlen
0,1,...,77— 1 und unabhingig davon p die Reihe der Zahlen o, 1,
., 17— 1 durchlaufen, so gehen aus [a® + f#] r#*¢ Charakteristiken
hervor, von denen keine zwei einander gleich sind.
Man nehme nun an, dass zwischen den 7777 Thetaproducten 7*"
Grades 6y + o 4 fY(v), x=0, 1, ..., 7" —1, p=0,1,...,17 —1,
bei denen [7] irgend eine Charakteristik bezeichnet, eine lineare Relation:

x=r1--1 p=r7—1

(3) Z X o8yt + g v) =0

bestehe, in der die ¢ von v unabhingige Grossen bezeichnen, die nicht
alle den Werth Null besitzen. Lasst man dann das Variablensystem (v)
in das System (v 4 |a*’|) ubergehen, indem man unter x' irgend eine
Zahl aus der Reihe o, 1,..., 77— 1 versteht, so geht aus der Gleichung
(3) die neue:

xoricl p=rr—1 @Za(x')(al(x)_*_ﬂr(p)

(4) Z_;) z 6— roa B\R ©® >Cxp9[77 + a® __,_ ) _,_/)zfp)]((v» —0

=0
hervor, und aus dieser entsteht, wenn man unter [e¢] irgend eine Cha-
rakteristik und unter W) die nimliche Grosse wie im vorigen Artikel
versteht, linke und rechte Seite mit:

27 : g
R0 )
w e’ n J h !
(]
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multiplicirt und nach » von o bis #7— 1 summirt, die Gleichung:

x=pl--1 ' =r1—] p= e

- ) 2 - 27t ,
kil 2y PLCEPRPPN IO B g0 gt . |
(5) ; Z Z Fran (4~ #)6 P (2.2 +8, )w[au')]cxpg[??-l-a(")"l‘am'{"ﬂp)]((’v))

x=0 p=9
= Q,

Auf der rechten Seite dieser Gleichung fohre man nun an Stelle des
Summationsbuchstabens » einen neuen Summationsbuchstaben A ein, in-

dem man:
[a®] == [a® — o]

setzt und dabei unter y eine Zahl aus der Reihe o, 1,...,9" — 1 ver-
steht, tber die sogleich verfugt werden wird. Bei der Ausfuhrung
der Summation nach x durchliuft dann auch A die Reihe der Zahlen
0,1,...,7"— 1 nur in anderer Reihenfolge, und man erhalt, wenn man
schliesslich noch » = x setat und beachtet, dass:

27
@) (0
= Za'u a,

)
W —a] = Wam) Wiam)
ist, aus (5) die Gleichung

p=r7—1 A=rt—1 244 27 .
< (P ma® ) T T W) >
A=

© X ool 2 oer ¢ T Oln+a+E0)0)

p=

= O

b
bei der zur Abkirzung:

x=ri—1 27 27
i G (0 iy I CIFU )
PR %:(alu &4, eﬂ) . %:a# ﬁ# I

x=0 Wlat)]

¢,, = CU
gesetzt ist.

Aus dem Bestehen der Gleichung (3) folgt das Bestehen der Glei-
chung (6) fur eine beliebige Charakteristik [¢]. Wirden nun fur jede
der #* Charakteristiken, die man an Stelle von [e] setzen kann, die
simmtlichen Grossen C (p =o0, 1,...,97— 1) den Werth Null be-
sitzen, so wiirde dies auch das Verschwinden der simmtlichen Grossen ¢
nach sich ziehen, und da dies ausgeschlossen ist, so ergibt sich als Re-
sultat der vorstchenden Untersuchung, dass immer, wenn zwischen den
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r©t?  Thetaproducten ** Grades 8y + a® + 9 (v) (=o1w=l) tber-
haupt eine lineare Relation (3) besteht, dann zwischen ihnen auch minde-

stens eine, im Allgemeinen aber mehrere lineare Relationen von der
specielleren Form:

p=r7i—1 A=rl—1 oo 2
20 (e —a We) _my * 5@
(7) ,; 0/[:]( Z’O er e el w[aaq9[’7'*‘““)"'{?(”}]((?’»
=0

existiren. Das Bestehen dieser Relationen (7) ist dann aber auch eine
zum Bestehen der Relation (3) hinreichende ﬁedingung, da sich die linke
Seite der Gleichung (3) aus den linken Seiten der Gleichungen (7) auf
Grund der Gleichung:

x=r1—1 p=1r7-1

) I ablr+ o + 400
x=ri—1 Zm e 27 ) a7
p=ri 1 ( e Z(“() ey) or AL ,,,)

- c
1 x=0 w[a(")]
T .
r A=ri—1 2mz( M, —a'(l)s) __filza(z)ﬁl(p) ’
3
X ?/: e Tow

ERlr= er v " F T w0 8l 4P B 0)

in der die Summation so auszufithren ist, dass [¢] die Reihe der
Charakteristiken durchlauft, zusammensetzen lasst.

Lasst man endlich in der Gleichung (7) das Variablensystem (v) in
das System (v-—|#?|) tbergehen, indem man unter ¢ irgend eine Zahl
aus der Reihe o, 1,...,77— 1 versteht, so geht aus derselben die

Gleichung:
p=ri'~—1 A=ri—1 2z 278
(Pl —a'Pe Z (’),@'(p) A0 "y £
(9) ZO O[s]< 2 er ,L(/ En %, #)6’ ( )w[a(;)]9[77+a0)+ﬁ(p) ﬁ(a)-! (v)
p= ) e
=0

hervor. Besitzen nun fur irgend eine Charakteristik [¢] nicht die sammt-
lichen Grossen CU! den Werth Null; so folgt aus dem Bestehen der
r? Gleichungen, die aus der Gleichung (9) hervorgehen, wenn man ¢ die
Reihe der Zahlen o, 1,...,#"— 1 durchlaufen lasst, das Verschwinden
der Determinante:
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1 2nf
o | 35 R )
=0

A

A=ri— 2mi

et Z(a()‘)ﬂ' (o) __ ﬂ(”)a' (/\)._ ﬂ(ﬂ)ﬂ’ (P)) ,
¢ roeit mESEE Wigwy) 67 +a®+FO—F7)(v)
Py e=0,1,...,17—1,

und man kann daher das oben gefundene Resultat auch so aussprechen,
dass immer, wenn zwischen den »7*¢ Thetaproducten #*** Grades:

8y + o® 4 p)(v) (F=gdemre 1

p=0,1, ..., '—1)

eine lineare Relation besteht, dann mindestens eine der Determinanten
r¥** Grades (10) verschwindet.

Strassburg, den 9. December 1891.




