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OBER LINEARE RELATIONEN ZWISCHEN THETAPRODUCTEN 

YON 

A. KRAZER 
in STRASSBURG i. E. 

In meiner Habilitationsschrift ~ babe ich diejenigen Thetafunctionen 
einer Veri~nderlichen, deren Charakteristiken aus Dritteln ganzer Zahlen 
gebildet sind, einer systematischen Behandlung in der Hinsicht unter- 
zogen, dass ich die zwischen diesen Functionen bestehenden wesentlichen 
Beziehungen erforschte. Meine Untersuchungen haben spater in der 
sorgfMtig ausgeft~hrten Dissertation des Herrn SCHLmCHER 2 eine Fort- 
setzung gefunden, indem derselbe ihnen das Additionstheorem und das  
Umkehrproblem der aus diesen Functionen gebildeten Quotienten hin- 
zufagte. 

Dass sich die ni~mlichen Untersuchungen fQr jene Thetafunctionen 
einer Veri~nderlichen, bei denen der gemeinsame Nenner r der Charak- 
teristikenelemente 5 o.der t~berhaupt eine ungerade Zahl ist, anstellen 
lassen, ohne wesentlich neue Ht~lfsmittel zu erfordern, war zu sehen; diese 
Untersuchungen hat Herr SIEVERT 3 mi~ Erfolg begonnen. 

Nun lag aber andererseits auch der Gedanke nahe, die in meiner Ha- 
bilitationssehrift angestellten Untersuchungen auf Thetafunctionen mehrerer 

t Uber Thetafu~wtionen, deren Charakteristiken aus Drittdn ganzer Zalden gebildet 

sind, Mathem. &nna|en, Bd. 22~ pag. 416. 
Darstellung und Umkehrung yon Thetaquotienten, derem Charakteristiken aus Dritteln 

gan%er Zahlen gebildet slnd. Inaug. Dissertation~ Wtirzburg I888. 
s tiber Thetafunetionen, deren Charakieristiken aus Fiinfldn gan~er Zahlen bestehen. 

Schulprogramm des neuen Gymnasiums in Niirnberg I89O/9I. 
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Ver~nderlichen auszudehnen, umsomehr als die zur Grundlage dienende 
Thetaformel sich ohne weiteres far beliebiges p aufstellen liess. Dahin 
gehende Untersuchungen hat Herr v.  BRAU:NMf~HL 1 angestellt .  Dersclbe 
ging aber noch weiter, indem er auch die schSnen Untersuchungen, welche 
Herr FROBE~IUS 2 l~ber die zum Werthe r ---- 2 gehSrigen Thetafunctionen 
mchrerer Veri~nderlichen mitgetheilt hatte, auf den Fall r----3 t~bertrug. 
In einer spi~teren Abhandlung ~ hat Herr v. BRAU:NMOHL seine Unter- 
suchungen auf den Fall eines beliebigen r zu tibertragen versucht. 

Bei dem auf die Charakteristiken bezt~glichen Theil solcher Unter- 
suchungen erkennt man aber bei einiger Sorgfalt, dass eine Ubertragung 
der im Falle r----- 2 erhaltenen Resultate nur auf den Fall, we r eine 
Primzahl ist, im ganzen Umfange geschehen kann, dass dagegen in dem 
Falle, we r keine Primzahl ist, diese Resultate zum grSssten Theile ihre 
Gtiltigkeit verlieren. Was ferner den auf die Thetafunctionen selbst 
bezt~glichen Thcil der erwi~hnten Untersuchungen betrifft, so wird man 
sich dabei in allen FMlen mit Vortheil als Ausgangspunkt jener Theta- 
formel bedienen, welche zu diesem Zwecke yon Herrn PRYM und dem 
Verfasser 4 mitgetheilt wurde. Bei specielleren Untersuchungen erfordern 
aber der Fall, we r gerade ist, und der, ,we r ungerade ist, eine ver- 
schiedene Behandlung. 

Die nachfolgenden Zeilen sollen einen kleinen Beitrag zur Theorie 
der zu einem beliebigen Werthe yon r gehsrigen Thetafunctionen mehrerer 

1 Untersuci~ungen iiber p-relhige Charakleristiken, die aus DritteM gan~er Zahlen 

gebildet sind, und die Additionstheoreme der ~ugeh6rigen Thetafunctionen, A b h a n d l .  de r  

K. baye r .  A k a d e m i e  de r  Wiss .  I I .  Classe ,  I6. Band, 2. Abth., pag. 327. 
Uber das Additionstheorem der Thetafunetionen ,nehrerer Variabeln, C r e l l e s  

Jou rna l~  Bd. 89~ pag. I85~ und: {Jber Gruppen yon Thetacharakteristiken, C r e l l e s  

Journa!~  Bd. 96 , pag. 8I .  
3 ~ber Gruppen yon p-reihigen "Charakteristiken, die aus n teln gan~er Zahlen ge- 

bildet slnd und die l~elationen ~ugeh6riger Thetafunctionen n ter Ordnung, M at he m. An-  

nalen~ Bd. 37~ pag. 6 I .  
Uber die Verallgemeinerung der Riemann'schen Thetaformel, A e t a  m a t h e m a t i e a ~  

Bd. 3, pag. 240. Es muss bier bemerkt werden, dass die Formel (25) des t terrn y o u  

Braunmtihl (Math. Ann., Bd. 37, pag. 94) durch Addition jener n ~ F0rmeln (O's)entsteht, 

bei denen an Stelle yon It]] die n a Charakteristiken (p~Z)~ ~ - - - - o ,  I . . . . .  n z ~  I~ ge- 

setzt sin& 
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Ver~,nderliehen liefern. Bei anderen Untersuchungen im Gebiete der Theta- 
functionen wurde der Verfasser n~mlich auf die Frage hingewiesen, unter 
welchen Umst~ndeu r p Thetaproducte r t~n Grades O[:q+a(~)]((v)), x = o ,  i, 
. . . ,  r ~ - - I ,  bei denen die Charakteristiken [a (*~] eine Gruppe bilden (in 
dem Sinne, dass die Summe irgend zweier yon ihnen wieder unter ihnen 
enthalten ist) linearabhangig sind. Es sollen im Folgenden die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen hiefilr aufgesucht werden. 

0 

Die t~iemann'sche/o-fach unendliche Thetareihe: 

o(v, I - . .  Ivy) = 

,a=p ~'=p ,a=p 

x a~'m~m~' + 2 ~ m/~v~ 
_ I  L=I ft.'=1 #=1 

, 

bei der die Parameter a~,~, = a,,z (/~, #' = I ,  2 , . . . ,  p) der far  die ab- 
solute Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, 

dass for reelle x der reelle Theil yon ~,a;~,x~x~,, eine negative Form 
/L ft 

sei, unterworfen sein sollen, stellt e ine  einwerthige und for endliche v 
stetlge Function der complexen Ver'~nderlichen v l , . . . , v p  dar, die den 
Gleichungen: 

(Io) 

(~o) 

~(v l l . .  Iv, + ~ l . . . I v p ) =  O(vl i . . . Iv ,  I. . .Iv,) ,  

o(v~ + al, I .. l v~ + ~,) = ~(vl I - . .  I v~)~-'"-" 
(v= 1,~j ...,p) 

genOgt. Erfollt umgekehrt eine einwerthige und for endliche v stetige 
Function der complexen Ver~nderlichen v l , . . . ,  vp die Gleichungen (i), 
(2), so kann sie sich yon der Function O(vll...Iv~) nur um einen von 
den v freien Factor unterscheiden. 
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Die obige Function ist ein besonderer Fail der allgemeineren: 

/~=p p,'=p p.=p 
_~,...,+o x S,a,,'(o~+7~)(o~'+~')+~s 

t~.D... ~m p 

bei der r eine positive ganze Zahl, die a, a' ganze Zahlen bezeichnen. 
Die so definirte Function ist mit der ursprfinglichen Function #(v~ll..Ivv) 
verkniipft durch die Gleichung: 

- - e  ~ + x - , ~ ,  + - , ~ l . . . I , , ,  + :c ~ , . +  ~,~ 
,u.=l  r ' r  p.=l " 7" 

,u=p ~'=p a#ap.' /L=p at, 
= ~., a, up. ' --~ +2 ~., - -  (vP.+ ~" 7 

X e ~=1 j~'=l 

und geht, wenn die sammtlichen Grsssen a, a' den Werth Null annehmen, 
in dieselbe aber, d. h. es ist: 

'[o ~  :1< l... I~> = , ( ,  I... iv,>. 

Ahnlich wie die urspri~ngliche geniigt die allgemeinere Function den 
Gleichungen: 

(i) 

(2) 

O~ 1 . . O~p 

= ' [ : i  " " " : ; ] ( V l [  ~ 

2 a ~  

. .  [ ~ I . . . [ ~ , ) ~ - ~ ,  

(v=l,2~...,p) 
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welche sie zugleich bis auf einen yon den Variablen v l , . . . ,  vp freien 
Factor bestimmen. 

Der Zahlencomplex ~a','"%, 1 soll, wenn dadurch kein Missverstand- 
La I ap..I 

niss zu befiirchten ist, abgektlrzt mit [ : ,]  bezeichnet werden; ebenso mSge 

es erlaubt seth, wenn die Ausdriicke for die Argumente ether Theta- 
function sich nur durch untere Indices unterscheiden, hinter dem Fune- 
tionszeichen nut den allgemeinen Ausdruck for die Argumente mit Weg- 
lassung des Index in doppelte Klammern eingeschlossen zu schreiben, 

also ~[:,]((v)) statt ~[:,l(vl [ . . .  lop); im Ansehlusse daran mSge dann 

das Grsssensystem v 1 ] . . .  I vp einfacher durch (v) bezeichnet werden. Be- 
zeichnet man dana endlich noch das System: 

/L=I ~" /L=I 

wobei unter den fl, fl' ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit 

# , no bestehen ftir irgend welche ganze Zahlen fl, ~', r ,  r' die 

belden im Folgenden zur Anwendung kommenden ttt~lfsformeln: 

(A) 

(B) 

;,h))= - L ,z. a I ,~ ' - -~ - - - -~Z ._  " 7  

2~i ~=P 

rm % +  rp a~ 
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o 

Mit O[a,~((v)) werde ein Product von r Thetafunctionen vonder  Fo rm:  
L a 3  

bezeichnet, bet dem die c Constanten bedeuten, welche den p Bedingungen: 

cJ') + c~<~> + . . .  + ,',("> = _ , <  o (,,.<:,,, ..... ,,> 

gen~gen. Ein solehes Product soll ein Thetaproduct r ten Grades genannt 
werden. Aus der Formel (B) des Art. I folgt sofort fiir jedes System 
ganzer Zahlen ~-, T' die Glcichung: 

[:i +' , '  .o, + : : i ] < < -  = r.<<, .o,<,;<< 0 
+ r,.,, , o; + ~., , , ,  . 

V))~, 

welche zeigt, dass im Ganzen r ~" verschiedene Functionen O[:,]((v))exi- 

stiren; als Reprhsentanten derselben kSnnen diejenigen angesehen werden, 
bet denen die a ,  a' si~mmtlich Zahlen aus der Reihe o,  I , . . . ,  r - - i  sind. 

Der Zahlencomplex [ : , ]  [ a : . . . a p , ]  soil  die Charakteristik des 
aa, (lp_] 

Thetaproductes genannt und im Folgenden kiirzer mit [a] bezeichnet 
werden. Mit Rt~cksicht auf die letzte Formel denke man sich im Fol- 
genden stets bet der Charakterlstik [a] die sitmmtlichen Zahlen a,a' durch 
ihre klelnsten positiven Reste nach dem Modul r ersetzt; es gibt dann im 

Ganzen nur r ~p Charakteristiken, die aus [a:...ap,] hervorgehen, wenn 
Lal apA 

man an Stelle des Systems der 22 ) Buchstaben a l , . . . , % , a ; , . . . , a ~  
der Reihe nach die sl~inmtlichen Variationen der Elemente o, I , . . . ,  r - -  I 
zur 2p ten Classe mit Wiederholung treten l~sst. Die Charakteristik 

[ o . . . o ]  soll kurz mit [o] bezeichnet werden. Unter der Summe zweier 
Lo o._1 
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Charakteristiken [a ] ,  [fl] soll jene Charakterlstik [T] = [a "4- fl] verstanden 
werden, deren Elemente ;- , ,T~ far  # =  I ,  2 ,  . . .  , p  durch die Con- 
gruenzen T, -- az -I- s (rood. r), g = a" "4- s (,nod. r) bestimmt sind; ebenso 
unter der Differenz der Charakteristiken [a ] ,  [fl] jene Charakteristik 

~t  [~] = [ a ~ f l ] ,  deren Elemente 3~,oz far  p =  i ,  2 , . . . , p  dutch die 
_ ~, _at a~ - -  fl~ (mod. r) best immt sind. Congruenzen % = at, ~ fl~ (mod. r) o, = 

Eine Charakteristik [fl], deren Elemente fl~, fl~ far  tt -~ i ,  2 , . . . ,  p 
durch die Congruenzen s  (mod. r), s =ga~ (mod. r), in denen g 
eine ganze Zahl ist, bestimmt sind, mSge mit  [fl] = [ga] bezeichnet werden. 

Es mSge endlich er laubt  sein, das frfihere Symbo l  { v - l - ] f l l ~  kfirzer 
k I IJ/~' 

dumb (v + t BI) z .  e~setzen. Fa~ d ~  Thet~produ~t O[~]((v)) be~t~ht a~nn 
auf Grund der Formel (A) des Art. I die Gleichung: 

~=pe=p ~Se I~=p , . -- 5?. Y~. a a#' --2 ~.,flg(v#+~=i+~=i) 
o[~]((, + lfl I)) = o[a + ~]((v))e .=1,.,=, ~ .=1 

die im Folgenden wiederholt zur Anwendung gelangen wird. 

o 

Es mOgen mit  [a~ [a(~)], . . . ,  [a (q)] q (q ~ p )  Charakteristiken yon 
der Beschaffenheit  bezeichnet werden, dass die Gleichung: 

(~) [a,~(') + a~(~) + . . .  + a~'~)] = [o], 

in der die g ganze Zahlen bedeuten, nur  (lurch g~ = g2 = " "  ~#q = o (rood. r) 
befriedigt werden kann, und dass weiter far  jedes x und ~ yon I b i s  q: 

/ t = p  

(2) ~ (a(~x)a; (~' a;(X)a(~a)) ~ o  (mod. r) 
B = I  

ist. Aus diesen Charakterist iken bilde man dann mit  I-Inlfe ganzer 
Zahlen g l ,  g2, " ", g~ die Charakteristik [gl a~ q- g2a (~) + . . .  q- gqa (q)] und 
lasse darin an Stelle des Systems der q ganzen Zahlen g der Reihe naeh 
die s~mmtliehen r q Variationen der Elemente o ,  I ,  . . . ,  r -  I zur qte, 
Classe mit  Wiederholung treten. Die r q so entstehenden Charakteristiken 
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[a (~ ----- [o] , [a(t'], [a(2)], . . . ,  [a (~-1~] sind dann alle yon einander ver- 
sehieden, und es besteht far  irgend zwei. unter ihnen die Congruenz (2). 

Man definite nun r q Grsssen w[ar , x - - - - - o ,  I , . . . , r  ~ i folgender- 

massen: 
~. Ist r ungerade, 

so setze man ft~r x = o ,  x , . . . , r  ~ I :  

r - - t  M ~-(X)a'(X) 

dabei ist, wio im Folgenden tiberall, im Exponenten ~ zur Abkt~rzung 
/x 

statt ~ gesetzt. Jede der so definirten Gr6~en bleibt dann, was zu ihrer 
l ~ = l  

Brauchbarkeit  unumgrmglieh ist, unget~ndert, wenn man die Zahlen a , a '  
um beliebige ganze Vielfaehe yon r gndert; aueh ist, wenn x,  2 irgend 

�9 . r q I bezeiehnen: zwei Zahlen aus der Reihe o ,  i ,  . , 

_ _  y: .  (_Cx) a .  aC~t)~ta,(,o a_ a' (~)~  

~[aCx)+.a(Z)] ~ e ~[aCx)+.a(Z)] ~ e 
-I - r ~ x  rrl ~ ,  (a(X)  a '(1) * a ' ( X ) . ( ~ ) ~  

~. --- / t  \ /* # - /, - / ,  1 
= W[a(x)] W[aCX)] e 

und man hat daher auf Grund der Congruenz (9) die Gleichung: 

_ 2 n / ~  _ (x ) . ,O)  

2. Ist r gerade, 

so setze man W[o ] ~ i, wahle w[a(,)], w[~( , ) ] , . . . ,  w[~(q)] 
dass: 

~(x) ~,(x) 

//)~a(z}] ~ e 

(x, Jt = 0 ,1 , . . . ,  ~'q--1) 

nach Belieben so, 

( x = l , ~  ... ,  q) 

ist, was auf 2q Weisen geschehen kann, und definlre die Gr0sse: 

W[a(~) + a(~) + a(O + ...] ' 

bei der z., 2,  v,  . . .  Zahlen aus der Reihe I , 2 ,  . . . ,  q bezeiehnen, die 
auch thei lwei~ oder Mle einander gleich sein ksnnen, dutch die Gleichung: 



( ~ b e r  l i n e a r e  R e l a t i o n e n  z w i s e h e n  T h e t a p r o d u c t e n .  

27~ ' ~ / _ ( x ) ,  t ( ) , ) _ _ ( x ) t ( v ) _ _ O , ) ( z t ( ' ~ ) ,  
- -  ~ (z a - F ~  {s163 --Fu z,~ -I- , , . )  

W[a(~) + a(~) + aft) + ..,] ~--- W[a(x)] W[a(Z)] W [ a f f ) ] ' "  ~ r t~ ~' t~ t* / ! ~ 
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Es ist dann wiederum f a r  i rgend zwei Zahlen x ,  2 aus der  Reihe o ,  I, 
. . .  ~ ? ' q ~  I'- 

_ 2m ~a(~  ) a , ( ) , )  
+ - ~ #  ~ # 

w[a(~)_+ a(~)] ---~ w[a(~)] w[a(~)] 6 (~, ~ = o, ~ . . . . .  ,.~-~) 

Man nehme nun  an, dass zwisehen den r ~ The taproduc ten  r t~ Graded 

----- . r q -  I bei denen [~] i rgend eine Charak- OEv + ~']((v)), 7. o ,  ~,  . . ,  , 
teristik bezeichnet, eine l ineare Relation:  

x = r q - - 1  

(3) X ~ o [ ~  + ~(~]((v)) = o 
~'~0 

bestehe, in der die c von v unabh~nglge  Gr0ssen bezeichnen, die nieht  

alle den Wer th  Null  besitzen. L~sst man dann das Var iablensys tem (v) 

in das System (v + [a(*')]) ~bergehen,  indem m a n  unter  x' i rgend eine 

Zahl aus der  Reihe o ,  i , . . . ,  r q ~  I versteht,  so geht  aus der Gleichung 

(3) die neue: 

X ~ r q - - 1  

(4) e - -  
x = O  

- 'r  g.,d ~ ~ 

hervor,  und aus dieser entsteht,  wenn man  mi t  Is] i rgend eine Charak- 
teris~ik bezeichnet, l inke und rechte Seite mi t :  

mul t ip l ic i r t  und  nach z' von o bid r q -  I summir t ,  die Gleichung:  

{x) , (y,) X ' ~ ' q - - 1  2 ~ i  ' p ' 

z=O z '~O 

A uf  der  reehten Seite dieser Gleiehung fohre  man  nun an Stelle des 
A c t a  m a l h e m a t @ a .  17. I m p r i m ~  le 27 octobre 1893. 37 
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Summationsbuchstabens x '  einen neuen Summationsbuchstaben 2 ein, in- 
dem man: 

[~(x')] = [~(;t) _ _  6[(v)] 

setzt und dabei unter  ~ eine Zahl aus der Reihe o ,  z, . . . ,  r q -  z versteht, 
fiber die sogleich verfiagt werden wird. Bei der Ausfiahrung der Sum- 
mation nach x' durchlauft  dann auch 2 die Reihe der Zahlen o ,  z, 
. . . ,  r q ~ z nur  in anderer Relhenfolge, und man erhMt, wenn man 
schliesslich noch u = x setzt und beachtet, dass: 

W[a(~)_a(~) ] ~ W[a(a)] W[a(~)] 6 r z ~ 

ist, aus (5) die Gleichung: 

t 
x = r q - - 1  2 r / ' g ~  ~(x) J _'(x). '~ / 

- - - -  r163 CLb t~  r 
(61 ~ e ~ .  (' ' " # ' ~ . .  Cx 

x =  0 WLa(x)J 

x e "  ,' (#  " " ' j  w[o(~)~o[~ + ~(~)]((~)) = o. 

Ftir jede der r ~p Charakteristiken, die man an Stelle yon [el setzen 
kann, muss daher, sobald nicht der erste der beiden die linke Seite der 
Gleichung (6) bildenden Factoren verschwindet, der zweite Null sein. 
Da nun aber aus dem Verschwinden "aller ersten Factoren das Ver- 
schwinden der sr~mmtlichen Gr0ssen c folgen wtirde, und dies ausge. 
schlossen ist, so ergibt sich als Resultat der bisherigen Untersuchung, 
dass immer,  wenn zwischen den r q Thetaproducten r ten Grades 0 [y/nu a~x)]((v)), 
x - ~  o ,  z , . . . ,  r q -  I ,  iaberhaupt eine lineare Relation (3) besteht, dann 
zwischen ihnen  auch mindestens eine, im Allgemeinen aber mehrere li- 
neare Relationen yon der speciellen Form: 

(7) ~ a;, ) [~ + ~'~)]((v)) = o 

existiren. Das Bestehen dieser Relationen (7) ist dann aber auch eine 
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zum Bestehen der Relation (3) hinreichende Bedingung, da sich die linke 
Seite der Gleichung (3) aus den linken Seiten der Gleiehungen (7) auf  
Gruncl der Gleiehung: 

x = r r  

(8) + 

x~rq - -1  2~ri~ ' , /  (• t i (x)_  \ 

---- ~ Z  w[~(.)] 

in der die Summation so auszufi;/hren ist, dass [~] die Reihe der r ~p 
Charakteristiken durchl~uft, zusammensetzen lassO. 

@ 

Es seien wiederum mit [ a ( ' ) ] , . . . ,  [a (q>] q (q < p) Charakteristiken 
yon der Besehaffenheit bezeichnet, dass die Gleichung: 

(i) + . . .  + = [o], 

in der die y ganze Zahlen bedeu~en, nur dutch yx ~ . . .  ~=yr  (rood. r) 
befriedigt werden kann, und dass fiar jedes x urfd ~ yon I bis q: 

(., '<~> (rood. r) 
# = 1  " 

ist, und es seien [a (~ = [o] ,  [a~ . . . ,  [a (r`-')] jene r r verschiedenen Cha- 
rakteristiken, die aus [glcz(1) A- �9 -. n t- gqa (q)] hervorgehen, wenn man darin 
an Stelle des Systems der q Buchstaben g l , ' " ,  g~ der Reihe nach die 
s~.mmtlichen Variationen der Elemente o ,  I ,  . . . ,  r - -  I zur qtOn Classe 
mit Wiederholung treten l~,sst. Es seien ferner mit [ ~ ' ) ] , . . . ,  [/~q')] q' 
(q q -q '  ~ v )  Charakteristiken yon tier Besehaffenheit bezeichnet, dass die 
Gleichung: 

09 [h,~" + . . .  + h~,g ~',] = [o], 
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in der die h ganze Zahlen bedeuten, nur durch h I ~ . . .  ~ h q , ~ o  (mod. r) 
befriedigt werden kann, und dass fi:tr jedes p yon I bls q' die Congruenz: 

0 3  

]L=p 

nicht fnr alle Werthe -con x besteht, und es seien [fi(0)] = [o ] ,  [ ] ' ] ,  
. . . ,  [fl("~'-~)] jene r q' versehiedenen Charakteristiken, die aus: 

[h,fl:') + . . .  + G, fl  'q 

hervorgehen, wenn man dar in  an Stelle des Systems der q' Buehstaben 
h ~ , . . . , h q ,  der Reihe naeh die srtmmtliehen Variationen der Elemente 
o ,  i ,  . . . ,  r ~  I zur q,te~ Classe mit  Wiederholung treten lasst. L~sst 
man dann in der Charakteristik [a(*)- t -]~]  x die Reihe der Zahlen 
o ~ I , . . .  , ) ' q  - -  I und unabh~ngig davon p die Reihe der Zahlen o ,  I, 
. . . ,  ~q'--  I durehlaufen, so gehen aus [a (~ -f- ]P)] r ~+r Charakteristiken 
hervor, yon denen keine zwei einander gleieh sind. 

Man nehme nun an, dass zwisehen den r q+q' Thetaprodueten r t~ 

Grades 0[~ 7 "4- ~(~) -t- fle)]((v)), x = o ,  I ,  . . . ,  r q -  I, p = o ,  I , . . . ,  r q ' -  I, 
bei denen [r]] irgend eine Charakteristik bezeiehnet, eine lineare Relation: 

(3) 

z=,'q--i p=rq'--i 

:c. %oD + + = o 
x=O p=O 

bestehe, in der die c yon v unabh~ngig e Gr(sssen bezeiehnen, die nicht 
alle den Werth Null  besitzen. L~sst man dann das Variablensystem (v) 
in das Systeln (v-4-la(~"]) ~bergehen, indem man unter x' irgend eine 
Zahl aus der Reihe o ,  I , . . . ,  r ~ ' ~  i versteht, so geht aus der Gleiehung 

(3) die neue: 

(4) 
x=r~--I p=rq'--I  2~g~)-~ (z')f i(z)_~l(p)~ 

x = O  p=O 

hervor, und aus dieser entsteht, wenn man unter Is] irgend eine Cha- 
rakteristik und unter w[,~(~,)] die nfunliehe GrSsse wie im vorigen Artikel 

versteht, linke und reehte Seite mit: 

9" ,J. \ ,u. , , , / ~c [~(~,~] e , 
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multiplicirt  und nach x' yon o bis r q -  I summirt,  die Gleichung: 

x = r q - - 1  x ' = r q - - 1  --~ '--- 

x=O x'=O p=O 

~ 0 .  

Auf  der rechten Seite dieser Gleichung fahre man nun an Stelle des 
Summationsbuchstabens x' einen neuen Summationsbuchstaben ~ ein, in- 
delu man:  

� 9  r q I v e r -  setzt und dabei unter v eine Zahl aus der Reihe o ,  I ,  , - -  
steht, fiber die sogleieh verf0gt werden wird. Bei der Ausfiihrung 
der Summation nach x' durchl,'iuft dann auch ), die Reihe der Zahlen 

. .  r q -  I nur  in anderer Reihenfolge, und man erh~lt, wenn man O~I~. 
schliessli~la noch v : x setzt und beachtet, d'~ss: 

2=s ~T" (~) _.,(x) 
' r  1~ P" /2 w[~(z)_a(,)] = w[a(~.)]w[~(~)] 

ist, aus (5) die Gleichung 

- - " ~  ) 
(6) 2 2  e~ ~ e ~ . - "  " " ' e  " . '~ '~ ~%,,.,j o[~+.('. '+s~(~)]((~)) 

p = O  

bei der zur Abkfrzung:  
O~ 

~=~-~ 2 ~ i  x ~(~) ,_..,(~)_ x 2 ~ v ,  (~),~,(p) [ : C~a 
e " ~ (~  ~ ~" w e v - ' ; %  ~,~ ~ 

~=o w[a(~)] 

gesetzt ist. 
Aus dem Bestehen der Gleichung (3) folgt das Bestehen der Glei- 

chung (6) fiXr eine beliebige Charakteristik [s]. W f r d e n  nun for jede 
der r2" Charakteristiken, die man an Stelle yon [s] setzen kann, die 
s~mmtlichen Grossen C'~ '1 ( p - ~  o ,  I ,  . . . , r e - - I )  den Werth Null be- 
sitzen, so wf rde  dies aueh das Verschwinden der s~mmtlichen Gr0ssen c 
nach sich ziehen, und d~ dies ausgesehlossen ist, so ergibt sich als Re- 
sultat der vorstehenden Untersuchung, dass immer, wenn zwischen den 
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r q+q' Thetaproducten ~.ten Grades 0[7/-I- aoo .1_/~)]((v)) (~:0~ t'tber- 
haupt eine lineare Relation (3) besteht, dann zwischen ihnen auch minde- 
stens e i n e ,  im Allgemeinen aber mehrere lineare Relationen von der 
specielleren Form: 

(7) ~ C['~( 2.., e "  " 1, ~ ~ '~'e r r w[,~(z,]O[rl_Fa(a,_{_t~,)]((v)) 
p 0 P \ ).=0 

= 0  

existiren. Das Bestehen dieser Relationen (7.) ist dann abet  auch eine 
zum Bestehen der Relation (3)hinre iehende Bedingung, da sieh die ]inke 
Seite der Gleichung (3) aus den linken Seiten der Gleichungen (7) auf  
Grund der Gleichung: 

(8) 

p = rq'--I = ZZ 
[~] p=0 

x=rq--1 p=rU'--I 

Z E c~, o [~ + ~(~) + #')]((v)) 
x=O p=O 

l ~=o/~=~-1 2ni~/a(~ ) , a,(~ ) ~ - - - - ~  v~i~(~)~'(P) )li '  

in der die Summation so auszufi~hren ist, dass [el die Reihe der r ~p 
Charakteristiken durchlauft,  zusammensetzen lasst. 

L~sst man endlich in der Gleichung (7) das Variablensystem (v) in 
das System (v- - I f f* ) t )  tibergehen, indem man unter a irgend eine Zahl 
aus der Reihe o , i , . . . ,  r q ' -  I versteht, so geht aus derselben die 
Gleiehung: 

p = ~ - - I  / / ~ - - I  2,-ci~,(aO.)$ t at(it) ~ ~ 2rc/~',f (),)~t(p) ~(a)j(),) 'q(r t. a- r . J x x - )  

(9) 2_  c~-~t 2.. e" ~ ' "  ~ '~ " e  
p=0 \ ),=0 

--"':- O 

hervoi'. Besitzen nun far  irgend eine Charakteristik [e] nicht die slimmt- 
lichen Grsssen C~ "~J den Werth Null," so folgt aus dem Bestehen der 
r q' Gleichungen, die aus der Gleichung (9) hervorgehen, wenn man a die 

.. r q' I durchlaufen lasst, das Verschwinden Reihe der Zahlen o ,  x , .  , - -  
der Determinante: 
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e ~ ~ '  ~ ~ �9 ~J e ~ ~ '  '~ '-~ '-~ ~ " '-~'-" " w ~ < ~ > ~ [ v + ~ ( ~ ) + # p ) - - f l , ~ ] C v ) )  I O )  i _ . ,  - -  --~Lr 
[ h=O 

und man kann daher das oben gefundene Resultat auch so aussprechen, 
dass immer, wenn zwischen den r q+q' Thetaproducten r ten Grades: 

o[~ + ~(~) + #p)]((v)) (~:~:l::::::::~) 

eine lineare Relation besteht, dann mindestens eine der Determinanten 
~,q'ten Grades (IO) verschwindet. 

Strassburg, den 9. December I89I .  


