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ZUR THEORIE DER LINEAREN SUBSTITUTIONEN

VON

E. NETTO

in GIESSEN.

Die Uberfithrung einer linearen Substitution
.X,\ = Zcmx# (Au=1,2,..,n)
M

in ihre Normalform
UA = p)‘u)_ (A=1,2,..,7)

ist ohne jede Schwierigkeit, sobald die charakteristische Gleichung

e —pe| =0  (en=1; e, =0 falls A= p ist)

nur verschiedene Wurzeln besitzt. Anders wird es, wenn man diese Be-
dingung fallen lasst. Ich habe im Folgenden die Frage behandelt, ob
es moglich ist, von der einfach herzustellenden Normalform einer nicht
singularen Substitution zu der einer beliebigen benachbarten iiberzngehen,
selbst in dem Falle, dass die charakteristische Gleichung der letaten
mehrfache Wurzeln besitzt.

1.

In den Paragrafen 147—157 seines Traité des substitutions giebt
Herr C. JorpAN eine »kanonische Form» der linearen Substitutionen von
n Veranderlichen. Dieselbe versagt aber, sobald die Determinante der

Substitution verschwindet. Eine leichte Abanderung der Methode fiithrt
Acta mathematice. 17. Imprimé le 21 octobre 1593, 84
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jedoch zu allgemeingiltigen Ausdriicken. Das Resultat, welches sich
dabei ergiebt, ist das folgende:
Es sei ‘

() Alp)=x(p—p)(p—p)"  (p—p)"  (0u=*ps 2o =n)

die charakteristische Function der Substitution
(2) X, = ZCA#xF A =1,2, ..., );
. © )

dann lasst diese sich durch die Einfithrung linearer homogener Verbind-
ungen der z, als neuer Verinderlichen auf die Form bringen

’ ' 7, ’ ’y HR) . g, (7—1) (7)
Ul = pyuy, U=u+pw, ..., U =u F o™,

7 ’ T, ’ (1) (my—1) (ry)
U, = p,u;, Uy =u,+puy, ..., UP=u™D4+pu™,

T ' r o ’ ’
(3) Lh’l = 0, Uy, Uh‘| = uhl+ Pl
r ’ 1 ’ - ko v—1) (7
Vx—“/o‘/”l, Vi =] + o0, ., Vi —v(x +P2vl)7

z+m+. ..+ =0,74+0,+...+10,=0,...)

Schreibt man jetzt die charakteristische Determinante der Substitution,
die ja durch die Einftthrung der ., v, ... keine Anderung erfahren hat,
in ihrer zu (3) gehorigen Form nieder, so enthilt sie nur in der Haupt-
diagonale und in der dazu parallelen, links benachbarten Reihe von Null
verschiedene Elemente. In der Hauptdiagonale steht zuerst o,-mal das
Glied p, — p, dann g,-mal p, —p, u. s. f. In der links benachbarten
Parallelreihe steht in allen zu U}, U/, ..., V.', V., ... gehorigen
Zeilen eine 1, sonst tiberall eine Null.

Die Glieder u, oder v, ..., die in (3) einer und derselben Zeile an-
gehoren, wollen wir einer Kette der Normalform zurechnen; die Anzahl
der Glieder einer Kette werde . als ihre Ordnung bezeichnet; die Aus-
driicke w, v, ... wollen wir die Normalcoordinaten nennen.

Erwahnt sei der besondere Fall, in welchem die charakteristische
Function die Form p" annimmt. Hier erhalt man

U = o, U, = ¢,u,, s My s ey U, =cu,_,,
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wobei die ¢ beliebig einen der Werte o, 1 annehmen kdnnen. Daraus
lasst sich dann, wie leicht zu sehen ist, die allgemeine Form von (2) an-
geben. Es sei

U, = %“m%’ z, = E:al,u“w Oy p=1,2, 00y m)

dann hat man, falls ¢, = o und u, = o gesetzt wird

Ay=1
'X/\ = %alle == %alﬂsﬂzt‘u—l = ‘uzual;l.a/l.——l,veftxw < n=1

als allgemeine Form derjenigen Substitutionen, die bei mehrfacher Wieder-
holung schliesslich alle Variablen zu Null machen.

2.

Wir behandeln jetat die Aufgabe, dic Elementarteiler bei der zu § 1,
(3) gehorigen Determinante der Normalform zu bestimmen. Sie sind nach
der Einfuhrung des Herrn WgigrstrAss folzendermassen zu definiren: Es
sei (p, — p)" die hochste Potenz von (o, — p), welche alle r*** Subdeter-
minanten, d. h. alle von der Ordnung » — r teilt, dann werden

(1) (pa— P, (p— " (pa—p) ",

die zu (p, — p) gehorigen LElementarteiler.

Um diese in unserem Falle zu bestimmen, bedarf es einiger Vor-
untersuchungen. |

Wir betrachten zuerst die Subdeterminanten der zu § 1, (3) ge-
horigen Determinante A, und bezeichnen sie durch

(2) Aa,,?,, O3y ony Crlfe

wobei die ersten Indices sich auf die Ordnung der weggelassenen Zeilen
(Zs 2,5y Z,), die zweiten Indices g sich auf die Ordnung der weg-
gelassenen Colonnen (C; , C,, ..., C,) bezichen. Dabei konnen wir na-
tirlich voraussetzen

o <o <a, <...; <P <B<....
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Dann erkennt man zunichst, dass (2) identisch verschwindet, falls B, < a,
ist. Denn tilgt man in unserer Determinante die Colonne C,, dann treten
in die zuriickbleibende Matrize von n(n — 1) Gliedern, welche fur den
Augenblick mit ¢, bezeichnet werden sollen, fiir die Elemente

dlyﬂn dl,ﬂd'l e dly"—l

d?,ﬁ. d2,5,+1 d?,n 1

(3)

..............

dﬂ]«ﬁl dﬂlsﬁx‘l*l e dﬁ,,n—l

nur Nullen ein; denn alle diese Elemente standen in A rechts von der
Diagonale. Tilgt man dann die weiteren Zeilen und Colonnen, so wird,
wenn a, > 3, ist, immer noch ein System von A [(n — r) — (5, — 1)]
Nullen zuriickbleiben, die in B, Zeilen zu je (n—1)— (5, — 1) ange-
ordnet sind. Das gentigt aber, um (2) zum Verschwinden zu bringen.
Soll also (2) von Null verschieden sein, so ist a, < 8, zu setzen.
Ferner verschwindet (2), wenn 8, > a, ist. Denn wenn o, <a, <pB
angenommen wird, dann entsteht aus A nach der Tilgung von Z,Z,"TZ,,_2

eine Matrize von n(n — 2) Gliedern, welche wiederum fiir den Augen-
blick mit d,, bezeichnet werden mogen. In ihr werden die Elemente

d

agl d’a;,? e da,,,az2

da2+1,l da,+l,‘2 daz-{:lag

(4)

...........

dn—?,l dn~2,‘2 e d

sammtlich gleich Null, da sich alle diese in A links von der ersten Pa-
rallelreihe zur Hauptdiagonale befanden. Tilgt man nun die tubrigen
Zeilen und Colonnen, so bleiben, falls 3, > «, ist, immer noch

[0 —7) — (2, — 1)]a,

Nullen in «, Colomnen zu je (#— v) — (a, — 1) verteilt zuriick, und
dadurch wird das Verschwinden von (2) bewirkt. Ist aber g, = a,, so
betrachten wir statt (4) das System von Nullen
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(5)

..............

dn——‘),l dn~2,2 L d

n—2,0,—1 9

und dies fithrt nach Tilgung der ubrigen vorgeschricbenen Zeilen und
Colonnen auf ein Systemn von [(n — ) — (a, — 2)] (2, — 1) Nullen in
(2). Diese Determinante verschwindet also auch hier.

Will man demnach das identische Verschwinden von (2) vermeiden,
o muss man o, < B, < a, annchmen.

Unterdriickt man darauf, um (2) zu bilden in A(p) die beiden
Reihen Z, , C,, so entsteht zunichst eine Matrix vom (n — 1)(n — 1)
Elementen, die fur den Augenblick wieder mit d,; bezeichnet werden
migen. In ihr ist jedes Element d,, bei dem 2<pu, > f, oder bei
dem a > B, p < f, ist, gleich Null. Folglich zerfallt A, , in das Product
aus einer Determinante (5, — 1) und einer solchen (n— f,)** Ordnung.
Jene erste bleibt bei den weiteren Reihenstreichungen, die auf (2) fihren,
unberithrt. Die zweite hat dieselbe Bildung wie A(p) und es gelten
daher fur den ﬁbergang zunichst zu A, .. dieselben Uberlegungen.
Somit erkennt man:

Damit (2) von Null verschieden sei, miissen die Bezichungen gelten
0 < <a, < B <a B <....

Findet dies statt, dann zerfallt, wie sich soeben gezeigt hat, (2) in
ein Product von Subdeterminanten, deren jede ihrem Hauptgliede gleich
wird, da bel dem einen Teile derselben rechts, bei dem anderen links
von der Diagonale nur Nullen stehen.” Das Erste findet bei dem ersten,
dritten, funften, ... Factor statt; diesen kommen die Gradzahlen (a, — 1),
(a, — 1 —ﬁl) y (¢, —1—4f,), ... zu. Das zweite findet bei dem zweiten,
vierten, sechsten, ... Factor statt; diesen kommen die Gradzahlen der
Determinanten (8, —a,), (8, — @), (f;-—2,), ... zu. Die Determi-
nanten der ersten Art haben in der Hauptdiagonale nur Elemente (o,—p)
und ihre Werte werden sonach Potenzen von solchen Differenzen. Die
Determinanten der zweiten Art haben in der Hauptdiagonale nur Grossen
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1 oder o. Eine Null tritt dann und nur dann auf, wenn eine der er-
wihnten Partialdeterminanten aus einer der Ketten in die folgende hin-
tber greift; denn die der Hauptdiagonale benachbarte linke Parallelreihe,
welche hier in die Diagonalreihe der zweiten, vierten, ... Partialdetermi-
nante geriickt ist, enthalt stets und auch nur bei Beginn einer Kette das
Glied o. Es ergiebt sich daher weiter:

Damit (2) nicht verschwinde, ist ferner nitig, dass Z, und Cj, ebenso
Z, und O, ... jedesmal solche Diagonalglieder aus A(p) ausschneiden,
2 72 e
welche derselben Ketie angelhiren.

Nach diesen Untersuchungen ist es leicht, die zu p, — p gehdrigen
Elementarteiler zu bestimmen. Dubei muss die Gesammtheit der nicht
verschwindenden A, ; betrachtet werden. Wahlt man Z, , C, so, dass
die Diagonalglieder, welche A, ;
horigen Kette entnommen sind, dann tritt fiir die zweite Partialdetermi-
nante der zweite, soeben erwahnte Fall ein. Es werden §, —«, von den
o, Elementen p, — p, die in der Diagonale von A(p) vorkommen, jetat
ausscheiden. Nimmt man also o = 1, §, = =, dann fehlt die i. A.
erste Determinante ganz; die zweite, hier an erster Stelle auftretende
gehort dem zweiten Typus an, und so fallt, als hochst mogliche Potenz
(o, —p)~ ' fort, und A, , enthalt (s, —p) nur noch in der Potenz
(6, —1)—(z—1) =0, — 7. Eine hohere Potenz kann nicht in Wegfall
kommen, ohne dass A,,; = o wird. Die Vergleichung mit (1) zeigt,
dass p, = o, , p, = 6, — 7 wird, und dass also 7 der Exponent des ersten
Elementarteilers ist. Diese Potenz von p, — p ist dic hochste, welche alle
Subdeterminanten A, , von A teilt. ‘

Um aus A, ;.. eine mdglichst hohe Potenz von p, — p ausscheiden
zu konnen, missen die beiden entsprechenden Partialdeterminanten zweiter
Art moglichst hohe Potenzen von p, — p enthalten; dies findet statt,
wenn man a =1, g =7x; a =7+ 1, f, =+ 7, setzt. Dann
erhalt man, da zwei Determinanten erster Art von den Ordnungen

weniger hat als A, einer zu p, ge-

a, — 1 = 0O, o, —1—f =0

1

vorhanden sind, (o, — p) in der Potenz ¢, — 7 — =,. Dies ist gemiss
(1) gleich p, zu setzen, und dann wird p, — p, = z,. Geht man in

2
dieser Weise fort, so erhalt man das Resultat:
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Die Determinante A (p) erscheint, in ihre Elementarteiler aufgeldst,
unter der Form

Ao) = + (o, — o) (o, — p)"(0, — )" - - .
(6) (s — 0) (0g — P)*(py — )™ - - -

so dass die Ordnungen der Ketlen, ihrer Grisse nach geordnet, als Expo-
nenten der aufeinanderfolgenden Elementarteiler auftrveten.

3.

Wir wollen jetzt von der Substitution’ (2) § 1 mit den Coefficienten
¢y, zu einer neuen Substitution dadurch ubergehen, dass wir jedem Ele-
mente ¢,, noch additiv y, .# hinzuftigen. Die y sollen dabei beliebige
endliche Constanten sein, wahrend ¢ eine unendlich kleine Veranderliche
ist. Hs folgt leicht, dass die Wahl der y so getroffen werden kann, dass

0(/0) =0 = ’Cxl+rxlt—pexll =0

far alle von Null verschiedencn, hinlanglich kleinen Werte ¢ nur ungleiche
Waurzeln besitst. Fihrt man die erste Substitution durch die Benutzung
der Normalcoordinaten w, = Za,x, in die Normalform tuber, so wird die
gleichzeitige Einfithrung der # in die zweite Substitution diese in eine
Form bringen, welcher jene Normalformn benachbart ist, und Coefficienten
besitzen, welche in ¢ linear sind.

Wir wollen die Wurzeln von 4 = o untersuchen, aber nicht gleich in
voller Allgemeinheit, sondern zunichst in dem Falle, dass A (p) = (p,—p)"
wird. Es ist fernér nur eine Erleichterung in der Bezeichnung, wenn
wir p, = o setzen. Wir wollen annehmen, dass in der zu § gehdrigen
Substitution k Ketten, bezw. von der Ordnungen

hy > hy>h,>...2> "

vorhanden sind; alle Diagonalglieder in # haben die Form 7,,¢— p;
ferner ist, wenn die Glieder in # mit d, bezeichnet werden,
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dyy =71y - t+ 1, oy = 71500+ 1, ooy &y =rnaa-t+ 1,
Qi = Tit,n - by Quso i1 = Intampr-t+ 4L, oo,
(I) dh,+h«z,hl+h2—l = Fathtn—1+t T 1y
sttt mtny = Thttttmth by Qrsngpontntr = Thdngomtnsit + I, ooy

wahrend die ubrigen d,, alle gleich den p,.7 zu setzen sind.

Entwickelt man nun 6(p) nach Potenzen von g, dann wird + p" ¢
mit der Summe aller der Subdeterminanten o' Ordnung von (o) mul-
tiplicirt werden, deren Hauptdiagonalen der Hauptdiagonale von ¢(o)
entnommen sind. Es kommt uns darauf an, die niedrigste, in dieser
Summe vorkommende Potenz von ¢ zu ermitteln.

Fir a — 1 finden wir sofort £'2y,,.

Fiar a = 2 betrachten wir, wenn k, > 1 ist, die Determinante

Tnt 712t
Tt + 1 7t

und sehen, dass auch hier ¢' das niedrigste auftretende Glied ist.
Fir a = 3 folgt, wenn k, > 2 ist, das gleiche Resultat, wie aus

Tl Tist Tt
Tal + 1 7,5t Tast
Tarl Tsal + 1 Fast

hervorgeht.

Das setzt sich so fort, bis zu a =5, wo in der entsprechend ge-
bildeten Determinante noch ¢' auftritt,

Nimmt man aber weiter a = h -+ 1, so sieht man unmittelbar,
dass #' nicht mehr auftreten kann. Denn dies ist nur mdoglich, wenn in
einer der als Coefficienten auftretenden Determinanten alle Glieder der
zur Hauptreihe links benachbarten Reihe den Summanden 1 enthalten;
das. geht hier aber nicht mehr, da keine Kette von hinreichend hoher
Ordnung ist. Andererseits erkennt man aus der Determinante |d,, |,
(x,A=1,2,...,h + 1), dass ein Glied mit ¢* auch wirklich erscheint.
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In gleicher Art folgt fir x,A=1,2,...,k + 2, dann fur
X, A=1,2,...,h +3, u. s f bis zu x,A=1,2,...,h +h,
dass jedesmal Glieder mit ¢* vorhanden sind.

Fur a="h + % + 1 bis a="h + h, + h, giebt es Glieder mit
£’ u s f.

Es wird daher die Entwicklung die folgende werden:
0(p) = + p" + Afp™"  + A"+ ...+ A"
(2) + Blt‘)‘on—hl—l + B2t2pn—h,—2 + . + thtQPn_.hl—-hz

+ F o 4 Fitp™? 4 ...+ F,t

die Exponenten der letzten Zeile folgen aus

ATy by e By =

Freilich ist bisher nur gezeigt worden, dass die angegebenen Po-
tenzen von ¢ die niedrigsten sind, die wberhaupt vorkommen konnen,
aber noch nicht, dass sie auch wirklich auftreten. Dies zeigen wir am

einfachsten an folgendem Beispiele: Es ist, wie man ohne Schwierigkeit
erkennt,

t—p &t ot ...
a, P
a o
(__ I)n 3 Io
- a4 —p
-0
= p"— " — a,tp" T — a,a,tp" — aaa,tp" Tt — . — a,a, .. @0

Setzt man hierin die @, gleich den d,, , aus (1), dann liefert diese De-
terminante ein Beispiel far 6(p), bei welchem die Form (2) wirklich
auftritt. Dieselbe Form muss daher fir unbestimmte y bestehen.
Nachdem diese erste Frage entschieden ist, wollen wir an zweiter
Stelle die Wurzelentwickelungen fiir 6(p) = o gemiss (2) vornehmen.

Dies gestaltet sich bei der Anwendung des sogenannten NEwToN'schen
Acta mathematica. 17. Imprimé le 23 octobre 1893. 35
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Parallelogramms* besonders einfach. Es handelt sich hierbei darum, die
Glieder zu bestimmen, welche auf der rechten Seite von (2) die niedrigste
Dimension erhalten, wenn man far p etwa ¢* einsetzt, und darum, die
passenden Werte von o« anzugeben. Dabei kommen ausser p* sicher nur
die Schlussglieder der einzelnen Zeilen in Frage, also

(3) tk , tk~l+ahk , tk—?{-a(hﬁ-hk_l) , tl:—3+a(’lk+’lk-]+hk—2) , - . tan.
Hier ist zu beachten, dass man hat
b <hy <y <...< s
daraus folgt, dass fur
1 . . "
@ = die beiden ersten Exponenten; fur
(23
1 . . "
(4) % =j5— der zweite und der dritte Exponent; far
br—1
1 . .
@ = der dritte und der vierte Exponent u. s. w.
k-2

die niedrigsten Werte annehmen. Dieses Verhaltnis wird auch dann nicht

gestort, wenn mehrere der & einander gleich werden; dann werden eben

nur die entsprechenden o und die Exponentén selbst einander gleich.
Nach dem NEwTtox'schen Satze ergeben sich dann die Entwickelungen

(¢m %) 1
=% thl)’ Py = $1(‘”}t"'/ R =5'B1(wi"#ll‘h'>,

1 1 1
Pu 1= $1<th2>a Or+e = $2 <w;th2) s vy Puyn, T SABQ <wg¥_‘th2>,

wobei B, B, ,... Potenzreihen bedeuten, die nach ganzen Potenzen der

' Vgl. BaLrzer: Analytische Geomelrie, 8. 305. Puisrux: Unlersuchungen iiber
die algebraischen Functionen, dargestellt von H. FiscHEr, S. 15 fI.
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Argumente fortschreiten, und die o,, w,, ... primitive k¢, by, ... Ein-
heitswurzeln sind.

Gleiches folgt fur den allgemeinen Fall, sobald die Potenzen (3)
auch bei der allgemeinen Determinante als diejenigen der niedrigsten
Ordnungen bestehen bleiben. Es ist auf die folgende Art leicht zu sehen,
dass dies tatsichlich eintrifft.

Wir wollen eine Substitution (# 4 m)** Ordnung in der Normalform
annehmen; o = o sei wie bisher die n-fache Wurzel; die ibrigen Wurzeln
mogen p,,p,,... heissen. Wir bilden wie vorher die Determinante
A (p) der benachbarten Substitution. Ihre ersten # Zeilen stimmen in
ihren ersten # Colonnen mit dem #(p), welches wir soeben untersucht
haben, tberein. Wir entwickeln nun A, (p) dem Laprracg'schen Satze
gemiss in eine Summe von Producten aus Determinanten, die den =
ersten Zeilen, und solchen, die den m letzten entnommen sind. Dabei
erhalt man zunichst 6(p) mit einer Determinante A,(p) der m** Ord-
nung multiplicirt. Diese beginnt it eciner Constanten bei ihrer Ent-
wickelung nach Potenzen von p; so dass also simmtlicbe in (2) enthaltenen
Glieder wieder auftreten; und diesc sind in #(p). A,(p) die der niedrigsten
Dimension, da jede Multiplication von (2) mit einem p7¢" nur die Di-
mension erhoht. Ausser dem'betrachteten Producte 8(p). A,(p) kommt
eine Reihe #hnlicher Glieder vor, die aus jenem durch Austausch von
Colommen entstehen. Hierbei fallen aber in jedem Factor hichstens Glicder,
die gleich 1 sind, aus der Diagonal-Parallelreihe fort, d. h. es treten allen-
falls hohere aber niemals niedere Potenzen von ¢ bei denselben Potenzen
von p auf. Die Dimension der Glieder vermindert sich daher nicht.

Ferner liefern die Annahmen (4) genau die # Wurzeln, welche fur
¢ =0 zu p = 0 werden; weitere Wurzeln und weitere, hicrher gehorige
Glieder niedrigster Dimension giebt es also mnicht.

Folglich gelten die iiber die Wurzelentwickelung gemachten Schlisse.

Ist eine Substitution mit den Coefficienten c,, gegeben, welche p = p,
als Wurzel der charakteristischen Gleichung besitzt, und bildet man eine
Substitution mit den Coefficienten c,, + y,-t, worin 7, unbestimmie Con-
stanten und t eine beliebig kleine Verdnderliche bedeuten, so mige es fiir

Aley + rat — peg) = 0
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die Entwickelungen

1

1 1
00 =T, (t hl)’ 0, =P, (w}th’>’ vy P 0, =P, (a’fl—.lth);

1
A,

: 1 1
I <t 2>’ Onrz— Py = P, <‘”;ﬁ2>, s Pigts, ™ P = Py <w§*_’th’);

geben.  Dann besitzt die wrsprimgliche Substitution, also die fiir welche t = o
geselzt ist, fir p = p, eine Kette der Ordnung h,, eine zweite der Ordnung
h,, w. s. . Die Entwickelungen der Wurzeln bestimmen also die Ordnungen
der Ketten, bezw. der Elementarteiler.

4.

Zum Zwecke unserer weiteren Untersuchungen betrachten wir, wie
auch schon im § 2, die Subdeterminanten A,; der Normalform unserer
Substitution mit den Coefficienten c,,. Dabei bedeuten wie oben a, j
die Indices der weggelassenen Zeile und Colonne. Um die Bezeichnung
zu vereinfachen, nehmen wir p = o als m-fache Wurzel von A(p)=o0 an
und setzen die zugchorigen Zeilen in der Determinante an die erste Stelle.

Aus § 2 konnen wir unmittelbar das Resultat ibernehmen, dass
A,; = o sei, wenn a > § wird.

I. Nun setzen wir zunichst g < m voraus.

Ist a=1,2,...,83, so zerlegt sich A, sofort in das Product
einer Determinante (m — 1) Ordnung, die den m ersten Zeilen, und
einer solchen (n — m)* Ordnung, die den (n— m) letzten Zeilen von A
entnommen ist. Die letzte sei

(1) A+ Ap+A4p"+.. .+ Ao =T(p), (4, * 0);

dass 4, # o sein muss, folgt leicht daraus, dass diese Hauptsubdetermi-
nante die Wurzel p = o nicht mehr besitzt. Der erste Factor ist aus
den m ersten Colonnen der m ersten Zeilen derart entnommen, dass in
ihnen Z,, C, unterdrickt wurden. Dabei sieht man sofort, wie aus den
Zeilen Z, ., Z,09y..., Zz_, die Glieder der Parallelreihe zur Haupt-
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diagonale, welche fur die Substitution charakteristisch ist, in die Diagonale
selbst riicken (vgl. § 2), und so folgt fir diesen Factor der Wert

+ p" 17+ oder o,

je nachdem Z,, C; in dieselbe Kette, die zu p = o gehort, einschneiden
oder nicht.

Ist @ > 8, so verschwindet A, nach § 2.

1L Ist B> m, so zerfallt die Determinante A,; wieder in das Product
zweier anderen, deren zweite von der Ordnung (n — m) ist und aus den
letzten (n — m) Zeilen entnommen wird. Da aber hier C, gestrichen ist,
so wird aus den ersten Colonnen, die nur Nullen innerhalb der betreffen-

den letzten Zeilen enthalten, eine solche herausgenommen werden miissen.
Es verschwindet daher A,;.

Dies ergiebt

Aaﬁ =+ A()lom~1 * Alpm .. (a = /’)i m’)’
(2) Ay =+ p" 7 . T(p) oder = o, (x < < m),
A= o0, (in allen anderen Fallen).

Geht man von dem eben betrachteten A zu dem im vorigen Para-
grafen untersuchten benachbarten 6 mit den um j,.¢ vermehrten Lle-
menten tber, so folgt modulo ¢

Os=+Ap" '+ 4" +..., (@ =g < m),
(3) 05 =+ o™ '7***. T'(p) oder =o, (@ < f < m),
0., = o, (in allen anderen Fallen).

Nun setzen wir

(4) 0laEl + 02(152 + e + 0na5n = ?a(5)7

dann folgt aus der Fundamental-Eigenschaft der Determinanten und der
Definition der Substitution mit der Determinante @



278 K. Netto.
2.(X) = pg.(z) + 2.0,
¢i(X) = ppo(r) + ¢.(2} + 2,0,
(s) ¢ (X) = pg, () + 2¢,(x) + .07,

(m—l)(X) _psﬁ(ﬂm—d)( ) + ("l - 1)95’;'"_2)(55) + xa(}(r:z-~l),

wobei die oberen Indices die Ableitungen der betreffenden Functionen
nach p bezeichnen sollen. ¢{*" enthilt als Coefficienten nach (4)

(m—1 -1 (m—1). -1
(6) 012’?%’: ),...,Ha';'),...,ﬂf,’z ),

Setzt man hierin fir ¢ und p jedesmal o ein, so verschwindet, wenn a > m
ist, nach (3) jedesmal die ganze Recihe. Ist dagegen a« < m, so zeigt (3)
dass A" sicher von Null verschicden ist, und mdglicherweise auch
noch die vorhergehenden Glieder der Zeile (6), wihrend die folgenden
verschwinden.

Fiur a<m ist also ¢ (z) nicht gleich Null. Da p = o eine
m-fache Wurzel von A = o ist, so verschwinden 6", ", ... Die
letzte Gleichung von (5) ergiebt also fur p = o, t =0

SI(am—l)( ) - (,n — 1)5;("‘—")( ) (=0, p=0)

Ist ¢"?(z) identisch gleich Null, so haben wir in ¢"~(z) eine zu p =o0
gehorige Normalcoordinate gefunden, wie dic letzte Gleichung von (5)
zeigt. Ist ¢ ?(x) dagegen nicht identisch Null, so liefert die in (5)
vorhergehende Gleichung

i (X) = (m — 2)¢""(w). =0, p=0

Ist hier ¢"®(x) identisch Null, so hat man eine aus ¢ ~¥(z) und
¢"P(x) bestehende Kette zweiter Ordnung crlangt, da der Factor (m— 2)
nur formal aber nicht im Wesen eine Anderung hervorruft. Ist dagegen
¢ ¥(2) nicht identisch Null, so kommen wir in gleicher Weise zu einem
dritten Kettengliede u. s. f.
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Da endlich fur ¢ =1, 2,...,m alle ¢ von einander verschieden
sind, weil ja ¢,(x) mit 62~ abbricht, so ergiebt uns das Schema (5)
fur £ = o, p = o alle zu der Wurzel p gehorigen Ketten.

Bemerken wir weiter, dass die ¢,(z) als Normalcoordinaten direct
aus der vorgelegten Substitution mit den Coefficienten c,, + ;¢ mit Hulfe
der 'Subdeterminanten (n — 1) Ordnung gebildet werden konnen, so
erkennt man Folgendes:

Ls sei eine Substitution mit den Coefficienten c,, vorgelegt; wir bilden
eine benachbarte Substitution mit den Coefficienten c,, + yat, wobei ¢ eine
beliebig kleine Variable und die r,, Constanten bedeuten, die so gewdhlt sind,
dass die zugehorige charakteristische Gleichung keine gleichen Wurzeln besitat.
Dagegen mag die charakteristische Gleichung der ersten Substitution die
Wurzel p = o gemau m-fach besitzen. Dann werden m Wurzeln der cha-
rakteristischen Gleichung der zweiten Substitution fiir t = o auch gleich o.

Wir bezeichnen nun mit

Oris Oy Oy oo vy O
die Adyuncten der Elemenie aus der o' Colonne in
lea + 70t —en.p|,
und mit ¢,(x) die lineare Function
0ra®y + 025 + .o+ 0,075
die Ableitungen derselben nach p sollen der Reihe nach durch

. ()
%

' Ppul@) _ o " u(®)
= (@) s;p’ =e(®), ..., Tt o V(2)
(a=1,2,...,n)

bezeichnet werden.
Dann wird fir t = o, p = o das letzte Glied ¢"~V(x) der Zeile (6)

verschwinden bei n — m Werten von a. Wdahlt man fir einen der tbrigen
Werte von a ausser dem letzten, nicht verschwindendem Gliede noch diejenigen
vorhergehenden, die gleichfalls nicht verschwinden, so bilden diese die Glieder

einer Keite der Normalform in der durch die Glieder von (6) angegebenen
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Reihenfolge; die -nicht wverschwindenden ¢V (z) geben also die einzelnen
letzten Kettenglieder.

Durch diese Darlegungen ist der Ubergang von der Normalform
einer nicht singuliren Substitution zur Normalform einer benachbarten

) . )
singuliren geliefert.

Giessen d. 25. September 1891.




