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ZUR T H E O R I E  DER LINEAREN SIJBSTITI3TI01qEbl  

VON 

E. NETTO 
in G I E S S E N .  

Die Uberfiihrung einer linearen Substitution 

,u 

in ihre Normalform 

(~,g ffi 1, 2, . . . ,n) 

(),= 1, 2, . . . ,n)  

ist ohne jede Schwierigkeit, sobald die charakteristische Gleichung 

] cz~ - -  p z~  I -=-- o (sz~ ~-- I ; r = o falls )t =4=/~ ist) 

nur verschiedene Wurzeln besitzt. Anders wird es, wenn man diese Be- 
dingung fallen lasst. Ich babe im Folgenden die Frage behandelt, ob 
es mSglich ist, von der einfach herzustellenden Normalform einer nicht 
Singularen Substigution zu der einer beliebigen benachbarten tiberzugehen, 
selbst in dem Falle, dass die charakteristische Gleichung der letzten 
mehrfache Wurzeln besitzt. 

0 

In den Paragrafen I 4 7 - - : 5 7  seines Trait~ des substitutions giebt 
Herr C. JORDAN eine ))kanonische Form)) der linearen Substitutionen yon 
n Veri~nderlichen. Dieselbe versagt abet, sobald die Determinante der 
Substitution verschwindet. Eine leichte Abanderung der Methode fahrt 
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jedoch zu allgemeingtiltigen Ausdrticken. 
dabei ergiebt, ist das folgende: 

Es sei 

Das Resultat, welches sich 

( i )  A (p) = _+ (p _ p~). , (p _ p , ) ~ , . . .  (p _ p ~ >  (po ~ p~; z , .  = ,,) 

die charakteristische Function der Substitution 

U'I ~ Pl U'l , 

U~ = p~u~,  

V'~ = p~ v'~ , 

,u 

dann lasst diese sich dutch die Einf(ihrung linearer homogener Verbind- 
ungen der x~ uls neuer Verhnderlichen auf die Form bringen 

. . . . .  Ui~) _-- u~- , )  + p,  uV ), U; ----u~-k-p~ul , �9 �9 �9 , 

U,i' = u; + p , u ; '  , . . . , U,?~' = u V  =-~) + p,  u V  ~, 

�9 �9 , . . �9 �9 . �9 . . . �9 . . . , �9 

g i :  = u'~, + p ,  , , i ,  , . . . 

v ; '  = v'~ + p~v ' /  , . . .  , W )  -_- C - , )  + p : v 7  ), 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 

( z + ~ + . . . + ~  = ~ ,  r + r ~ + . . . + r ~ 2 = ~ , . . .  ). 

Schreibt man jetzt die charakteristische Determinante der Substitution, 
die ja durch die Einfiihrung der u .  v , . . .  keine A_nderung erfahren hat, 
in ihrcr zu (3) gehsrigen Form nieder, so enthrdt sie nur in der Haupt- 
diagonale und in dcr dazu parallelen, links benachbarten Reihe von Null 
verschiedene Elemente. In dcr Hauptdiagonale steht zuerst ax-mal das 
Glied P l - - P ,  dann a~-mal p ~ - - p ,  u. s . f .  In der links benachbarten 
Parallelreihe steht in allen zu U',', U ' j ' ,  . . . ,  V : ' ,  V'~", . . .  gehSrigen 
Zcilen eine I, sonst tiberall eine Null. 

Die Glicder % oder v ~ . . . ,  die in (3) einer und derselben Zeile an- 
gehsrcn, wollen wit eincr Ket t e  der  N o r m a l f o r m  zurechnen; die Anzahl 
der Glieder einer Kette werde  als ihre O r d n u n g  bezeichnet; die Au~- 
driicke u ,  v , . . .  wollen wir die N o r m a l c o o r d i n a t e n  nennen. 

Erwhhnt sci der besondere Fall, in welchem die charakteristische 
Function die Form p" annimmt. Hier erhMt man 

~]1 = O ,  U 2  = ~ 2 U l  , ~ fa  = ~ 8 u 2  , " * �9 , U n  ~ -  ~ n U n - - i '  
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wobei die z beliebig einen der Werte o ,  I annehmen k0nnen. Daraus 
lasst sich dann, wie leicht zu sehen ist, die allgemeine Form yon (2)an-  
geben. Es sei 

U~, ~ ~ a ~ . t ~ x ~  ~ ~ ~ , ~ : ~ u ~ ,  (~',t'~, 2 ..... ") 
1.~ p .  

dann hat man, falls z~ = o und u o = o gesetzt wird 

{ ) , , v = l ~ 2 ,  . . , ~  

I �9 I.L f G  v v - -  , \ ~ 1 , ~ - 2 = 0 ~  1 / 

als allgemeine Form derjcnigen Substitutionen, die bei mehrfacher Wieder- 
holung schliesslieh alle Variablen zu Null  machen. 

. 

Wit behandeln jetzt die Aufgabe, die Elementarteiler bei der zu w i, 
(3) gehorigen Determinante der Normalform zu bestimmen. Sie sind nach 
der Einfi ihrung des t t e r rn  WmERSTRASS fo]gendermassen zu definiren: Es 
sei ( , o ~ -  p)W die hochste Potenz yon (p~ ~ p), welche alle r t"" Subdeter- 
minanten, d. h. alle yon der Ordnung n ~ r teilt, dann werden 

( , )  (p~. - -  z ? ~  (p~ - -  p ? , - ~ ,  (p~ - -  p ? ~ - ~ ,  . . .  

die zu ( m . - - P )  gehSrigen Elementarteiler. 
Uin diese in unserem Falle zu bestimmen, bedarf es einiger Vor- 

untersuchungen. 
Wir  betrachten zuerst die Subdeterminanten der zu w t, (3 )ge-  

hsrigen Determinante A,  und bezeichnen sie durch 

(2) A ~,..~ ......... ,~., 

wobei die ersten Indices sich auf die Ordnung der weggelassenen Zcilen 
(Z~,, Z ~ , . . . ,  Z,r), die zweiten Indices fl sich auf die Ordnung der weg- 
gelassenen Colonnen (C~,, Cz~, . . . ,  C}.) beziehen. Dabci kC)nnen wir na- 
tiirlich voraussetzen 

~1 < ~ 2  < ~  < . . . ;  f l , < A < A <  . . . .  
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Dann erkennt man zunachst, dass (2) identisch verschwindet, falls fl~< 0[ 1 
ist. Denn t i lgt  man in unserer Determinante die Colonne C~,, dann greten 
in die zurt~ckbleibende Matrize von n(n -  I) Gliedern, welche ffir den 
Augenblick mit d~,~ bezeichnet werden sollen, ftir die Elemente 

dl,p, d1,~,+1 �9 �9 �9 d l , n _ l  

( 3 )  

d~,,~, d~,,~,+ 1 . . .  d ~ , . _  1 

�9 �9 . * �9 o ~ . ~ �9 �9 �9 . �9 

nur Nullen ein; denn alle diese Elemente standen in A rechts yon der 
Diagonale. Tilgt  man dalm die weiteren Zeilen und Colonnen, so wird, 

wenn a, > fll ist, immer noch ein System von f l , [ ( n - - r )  - -  (fl, - -  I)] 
Nullen zurttckbleiben, die in fll Zeilen zu je ( n - - r ) - - ( f l , -  , ) a n g e -  
ordnet sind. Das genagt  aber, um (2) zum Verschwinden zu bringen. 

Soll also (2) yon Nul l  verschieden sein, so ist % < fl~ zu setzen. 
Ferner verschwindet (2), wenn fl, > % ist. Denn wenn a~< %<fl~ 

angenommen wird, dann entsteht aus A nach der Ti lgung von Z,,,, Z~ 
eine Matrize yon n(n--2) Gliedern, welche wiederum for den Augen- 
blick mit  d~.~ bezeichnet werden mt~gen. In ihr werden die Elemente 

(4) 
da2+ L l da~ + l ,~ . . .  da2-(-1,a~_ 

�9 �9 , �9 �9 �9 �9 �9 o o * �9 . �9 

d n - ~ , l  d . - ~ , 2  . . . dn_~,~, 2 

sgmmtlich gleich Null, da sich alle diese in A links yon der ersten Pa- 
rallelreihe zur Hauptdiagonale befanden. Tilgt man nun die tibrigen 
Zeilen und Colonnen, so bleiben, falls fl~ > a.~ ist, immer noch 

[ ( .  - -  , )  - -  - 

Nullen in % Colonnen zu je ( n - -  ,9 - -  (% - t) verteilt zur0ck, uncl 
dadurch wird das Verschwinden yon (2) bewirkt. Ist aber fl~----%, so 
betrachten wir statt  (4) das System yon Nullen 
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(s) 

(/a 11 ( l a  1 , 2  " "  ( t a .  l a 1 " 2 ~ -  ~ 2 -  " " 2 - -  ~ " 2 - - -  

d,~,~ d(,j. . . .  d ....... -1 

�9 . . ~ �9 . . ~ . . . ~ ~ ~ . . 

d n - - 2 , l  d ~ , - 2 , ~  �9 . . dn_ . . , a .~_  1 

and dies ftlhrt nach Tilgung der obrigen vorgeschriebenen Zeilen and 
Colonnen auf ein System von [ ( n ~  r) - -  (% - 2)] ( % -  ~) NuUen in 
(2). Diese Dcterminante verschwindet also auch hier. 

Will man demnaeh das identische Verschwinden yon (2) vermeiden, 
so muss man % </71 < % annehmen. 

UnterdrCtckt man darauf, um (2) zu bilden in A ( p ) d i e  beiden 
Reihen Z~,,, Q~,, so entsteht zun~chst eine Matrix yon ( a - -  ~ ) ( u - - I )  
Elementen, die fiir den Augenblick wider  mit d~,,~ bezeichnet werden 
mSgen. In ihr ist jedes Element d:,f, bei dem ) , < / , ,  /, > fl~ oder bei 
dem a >/~, , # < t91 ist, gleich Null. Folglich zerfMlt A,,~ in das Product 
aus einer Determinante ( t ~ , -  ,),or and einer solchen ( u - - ~ , ) ~  Ordnung. 
Jene erste bleibt bei den weiteren Reihenstreichungen, (tie auf (2)fi~hren, 
unber~hrt.. Die zweite hat dieselbe Bildung wie A( ,o )and  es gelten 
daher f~r den [Jbergang zun'achst zu &~,,~,,~r dieselben Uberlegungen. 
Somit erkennt man: 

Dami t  (2) yon Nul l  verschieden sei, miissen die .Beziehungen geiten 

(Xl s  < (Z, s  < (~3 ~ f l a  < . . . .  

Finder dies statt, dann zerfMlt, wie sich soeben gezeigt hat, (2) in 
ein Product yon Subdeterminanten, deren jede ihrem Hauptgliede gleich 
wird, da bei dem einen Teile derselben rechts, bei dem anderen l i nks  
yon der Diagonale nur Nullen stehen. Das Erste findet bei dem ersten, 
dritten, ffinften, .... Factor statt; diesen kommen die Gradzahlen (% - -  I), 
( % - - l - - f l , ) , ( % - - I - - f l ~ ) , . . .  zu. Oas zweite finder beidemzweiten,  
vierten) sechs~en, . . .  Factor statt; diesen kommen die Gradzahlen der 
Determinanten (fl~ - -  %) , (L - -  %) ,  (f13 --- %), "'" zu. Die Determi- 
nanten der ersten Art haben in der Hauptdiagonale nur Elemente (p , - -p)  
and ihre Werte werden sonach Potenzen von solehen Differenzen. Die 
Determinanten der zweiten Art haben in der Hauptdiagonale nur Grsssen 
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I oder o. Eine Null tritt dann und nur d~nn "~uf, wenn eine der er- 
whhnten Partialdeterminanten aus ether der Ketten in die folgende bin- 
fiber greift; denn die der Hauptdiagonale benachb;~rte linke Parallelreihe, 
welche hier in die Diagonalreihe der zweiten, vierten, . . .  Partialdetermi- 
nante geri~ckt ist, enthalt  stets und auch nur bet Beginn einer Kette das 
Glied o. Es ergiebt sich daher wetter: 

Damit (2) nicht verschwinde, ist fer,~er notig, d(~ss Z~, u~d C~,~ ebenso 
Z,~ u~d U ~ , . . .  jedcsmal solche Diagottalglieder aus A(p)  ausschneiden, 
welche derselben Ket/e angehb;e~t. 

Nach diesen Un te r suchungen  ist es leieht, die zu f l ~ - - p  gehsrigen 
Elementarteiler zu bestimmen. Dabei muss die Gesammtheit  der nicht 
verschwindenden A~,,~, betrachtet werden. W~thlt man Z~,, 6}, so, dass 
die Diagonalglieder, welche A~,~, weniger hat als A ,  ether zu p~ ge- 
hsrigen Kette entnommen sind, dann tritt ftir die zweite Partialdetermi- 
nante der zweite, soeben erwahnte Fall ein. Es werden fl~ ~ %  von den 
o"1 Elementen f l ~ - - p ,  die in der Dingonale yon A(fl) vorkommen, jetzt 
ausscheiden. Nimmt man also % = ~,  fl~-----z~, dann fehlt dig i. A. 
erste Determinante ganz; die zweite, bier an erster Stelle aufiretende 
gehort dem zweiten Typus an, und so fMlt, als hschst msgliche Potenz 
(p~ ~ p ) : - ~  fort, und A ~, enthMt (p~ ~ p )  nut  noch in der Potenz 
(a~ ~ ~ ) ~ ( ~  ~)=-o'1 ~ .  Eine h(~here Potenz kann nicht in Wegfall 
kommen, ohne dass A~,~, = o wird. Die Vergleiehung mit (I) zeigt, 
dass P0 = a~ , p~ ----- 6~ - -  ,'r wird, und dass also ~ der Exponent  des ersten 
Elementarteilers ist. Diese Potenz yon p~ - - p  ist dig hOchste, welche alle 
Subdeterminanten A~,~ yon A teilt. 

Um aus A~,~v,,,,:,~ eine moglichst hohe Potenz von p ~ - - p  ausscheiden 
zu konnen, mi~ssen die beiden entsprechenden P~rtialdeterminanten zweiter 
Ar t  msglichst hohe Potenzen yon p ~ - - p  enthalten; dies findet statt, 
wenn man % = I , ~1 == ~ ;  % = zr-}- I , fl~ -- ~-}- ,-r~ setzt. Dann 
erhi~lt ~nan, da zwei Determinanten erster Art  yon den Ordnungen 

Ot I ~ I = O ~  O ~  ~ I ~ f l l  = 0 

vorhanden sind, ( ,o~- -p)  in der Potenz (r~ ~ ~ - - ~ .  Dies ist gemttss 
(~) gleich p~ zu setzen, und dann wir(1 p ~ - - p ~  = ,-r~. Geht man in 
dieser Weise fort, so erhalt man das Resultat: 
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Die Determinante A ( p )  erseheint, in ihre Eleme~tarteiler aufgelSst, 
unter der Form 

A (p) = + (p~ - -  p)~(p, __ p) , (p ,  __ p)~, . . .  

(6) (p, _ .  ~,)~(p~ _ p)~ (p, _ p ) , . . .  

�9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 

so dass die Ordnungen der Ketlen, ihrer GrSsse nach geordnet, als Expo- 
nenten der aufeinanderfolgenden Elemenlarleiler auftrele~. 

o 

Wir wollen jctzt v o n d e r  Substitution (2) w I mit den Coefficienten 
c~,~ zu einer neuen Substitution dadurch fibergehen, dass wir jedem Ele- 
mente c~.r, noch additiv 7~,,~ .t hinzuf~igen. Die F sollen da.bei beliebige 
endliche Constanten sein, wi~hrend t eine unendlich kleine Veri~nderliche 
ist. Es folgt leicht, dass die Wahl der ~- so getroffen werden kann, dass 

o(p)  = 0 = I c,, + rx t- I =  o 

ffir alle yon Null verschiedencn, hinl~nglich kleinen Werte t nur ungleiche 
Wurzeln besitzt. Fiihrt man die erste Substitution durch die Benutzung 
der Normalcoordinaten u~-----~o,~x~ in die Normalform fiber, so wird die 
gleichzeitige Einfhhrung der u in die zweite Substitution diese in eine 
Form bringen, welcher jene Normalform benachbart ist, und Coefficienten 
besitzen, welche in t linear sin& 

Wir wollen die Wurzeln yon 8 ----- o untersuchen, aber nicht gleich in 
voller Allgemeinheit, sondern zunachst in dem Falle, dass A ( p ) =  (&- -p ) "  
wird. Es ist ferner nur eine Erleichterung in der Bezeichnung, wenn 
wit Pi ~ O setzen. Wir wollen annehmen, dass in der zu 6 gehorigen 
Substitution k Ketten, bezw. v o n d e r  Ordnungen 

h,, 

vorhanden sind; alle Diagonnlglieder in 0 haben die Form y . . t - - p ;  
ferner ist, wenn die Glieder in 0 mit d.a bezeiehnet werden~ 
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(1) 

d~l = ~'~l . t -{-  I, d.~, ~- 73~.t + , ,  . . . ,  dh,,h,_, = T h , , h , - , . t  + i, 

dh,+l,h, --~ 7h,+,,h," t ,  dh,+~,h,+, = rh,+2, h,+," t + I, . . . ,  

dh,+~,h,+h:_ , = r h l + t ~ 2 , / ~ l + ] 1 2 _  l �9 t + I, 

dh,+h~+l,a,+h2 ~ )'ht+h~+Lh,+h.," t, dht*l~2+-o,h,+~2+J ~--- Th,+h2+~,~,+h2+~'l -~- I,  . .~ 

wahrend die ~brigen d~ alle gleich den r ~ ' t  zu setzen sind. 

Entwickel t  man m m  6(/)) nach Potenzen yon p,  dann wird __+ p"-" 

mit  der Summe aller der Subdeterminanten a 'r Ordnung yon 0(o) mul- 

tiplicirt  werden, deren Hauptdiagonalen der Hauptdiagonale yon 0(o) 
entnommen sind. Es kommt  uns darauf  an, die niedrigste, in dieser 

Summe vorkommende Potenz von t zu ermitteln. 

Fiir a---- I finden wir sofor t  t ~ , 7 ~ .  
Ffir a - ~  2 betrachten wir, wenn h~ > I i s t ,  die Determinante 

T1, t 7,~ t 

721t + t 7 ~ t  

und sehen, dass aueh hier t ~ das niedrigste auftretende Glied ist. 

Ft'lr a ~ 3 folgt, wenn h, > 2 ist, das gleiche Resultat, wie aus 

hervorgeht.  

Y1, t 7,~ t 713 t 

T~,t + I r~2t r~3t 

7~it 7~2t + I 7~3t 

Das setzt sieh so fort, bis zu a ~ - h , ,  wo in der entspreehend ge- 

bildeten Determinante noch t 1 auftritt .  
Nimmt man aber welter a-----h, + i,  so sieht man unmittelbar ,  

dass t 1 nieht  mehr  auftreten kann. Denn dies ist n u t  mOglieh, wenn in 
einer der  als Coefficienten auftretenden Determinanten alle Glieder der 

zur Hauptreihe links benachbarten Reihe den Summanden ~ enthal ten;  
das  geht hier abet nicht mehr,  da keine Kette yon hinreichend hoher 

Ordnung ist. Andererseits erkennt man aus der Determinante Id~z I ,  
(x, 2 = i , 2 , . . . ,  h, + i), dass ein Glied ,nit t 2 auch wirklieh erscheint. 
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In gleicher Art  folgt fi'~r x ,  2-----x, 2 , . . . ,  h, + 2, dann ft'~r 
x , 2 = I , 2 , . . . , h ,  + 3 ,  u. s. s bis zu x , 2 = x , 2 , . . . , h , + h ~ ,  

dass jedesmal Glieder mit t 2 vorhanden sind. 
Far  a = h ~  q-h2 + I bis a = l  h -1- h 2 q-1 h giebt es Glieder mit 

t3, U. "S. f. 
Es wird daher die Entwicklung die folgende werden: 

O(p)  ~-- +__ p"  -a t- A ,  t p " - '  q -  A 2 t p  "-~ -1- . . .  + Ah, tp "-h' 

+ B,t~a .-,,,-, + Bj~a "-~r' + . . .  + B~t'a "-~'-~" 

+ F,t~p '~-1 + F~t~p ~- '  

die E~ponenten der ]etzten Zeile folgen aus 

+ . . .  + / ~ t ~ ;  

h~ q-  h 2 -q- h 3 -b  . . .  "Jr hk = n .  

Freilieh ist bisher nut gezeigt worden, dass dig angegebenen Po- 
tenzen yon t die niedrlgsten slnd, die 0berhaupt vorkommen k0nnen, 
abet noch nicht, dass sie auch wirklich auftreten. Dies zeigen wir am 
einfachsten an folgendem Beispiele: Es ist, wie man ohne Schwierigkeit 
erkennt, 

t - - p  t t t . . .  t 

i~ II n 

a~ -- p 

�9 a 3 - - / o  

�9 ~ a 4 ~ p �9 . . 

�9 �9 �9 ~ p  

= p"  - -  t p " - '  ~ a2tp "-~ ~ a~a~tp "-3 - -  a~a~a4tp "-4 ~ . .  �9 - -  % %  . .  �9 a~t! 

Setzt man hierin die a~ gleieh den d~,~_l aus (I), dann liefert diese De- 
terminante ein Beispiel ft~r O(p) ,  bei welehem die Form (2)wirklieh 
auftrittl Dieselbe Form muss daher ft~r unbestimmte F bestehen. 

Nachdem diese erste Frage entsehieden ist, wollen wir an zweiter 
Stelle die Wurzelentwiekelungen ft~r O ( p ) =  o gemi~ss (2) vornehmen. 
Dies gestaltet sieh bei der Anwendung des sogenannten NEWTOZ~'sehen 

Ac ta  ~nathematiea, 17. Imprim~ le 23 oetobre 1893. 95 
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Parallelogramms ~ besonders einfach. Es handelt sich hierbei darum, die 
Glieder zu bestimmen, welche auf der rechten Seite yon (2) die niedrigste 
Dimension erhalten, wenn man fiir p etwa t ~ einsetzt, und darum, die 
passenden Werte yon a anzugeben. Dabei kommen ausser p" sieher nut  
die Schlussglieder der einzelnen Zeilen in Frage, also 

(3) 

Hier ist zu beachten, dass man hat 

l,, < h , . ,  < h,_. < . . .  < h,;  

daraus folgt, (lass f~'tr 

I 

hk 
die beiden ersten Exponenten; fiir 

I 
(4) r --  hk--1 

der zweite und der dritte Exponent; ftir 

I 

hk~2 
der dritte und der vierte Exponent u. s. w. 

die niedrigsten Werte annehmen. Dieses VerhMtnis wird auch dann nicht 
gestOrt, wenn mehrere der h einander gleich werden; dann werden eben 
nut dic entsprechenden a und die Exponenten selbst einander gleich. 

Nach dem NEWTON'schen Satze ergeben sich dann die Entwickelungen 

(') 
Pl = ~ 1  t'-q' , P2 = ~ l  ~o , , Ph, := 1 t o ' - l t " '  

P,,,+I = ~ l  t"'~ , p , , , §  = ~)~ to , ' P ' , ,+ ' , ,~=  2 t~ ' ' - l th '  

wobei ! ~ ,  ~3~, , . .  Potenzreihen bedeuten, die nach ganzen Potenzen der 

1 Vgl. BALTZER: AnalyHsehe Geomelrie, S. 305. PuIsEux:  Untersuchungen iiber 
die algebraisehen Funetiouen, dargestell t  yon H. FISCriER~ S. 15 ft. 
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Argumente fortschreiten, und  die o~, ~o~,. . .  primitive h~ e, h.t,e, . . .  Ein- 
heitswurzeln sind. 

Gleiches folgt ft~r den allgemeinen Fall, sobald die Potenzen (3) 
auch bei der allgemeinen Determinante als diejenigen der niedrigsten 
Ordnunge n bestehen bleiben. Es ist auf die folgcnde Art lcicht zu sehen, 
dass dies tatsachlich eintrifft. 

Wir wolle'n eine Substitution (n + m) te, Ordnung in der Normalform 
annehmen; p ---- o sei wie bisher die n-fache Wurzel; dig tibrigen Wurzeln 
mSgen p~, p ~ , . . ,  heissen. Wit  bilden wie vorher dic Determinante 
Al(p) der benachbarten Substitution. Ihre ersten n Zeilen stimmen in 
ihren ersten n Colonnen mit dem 0(p), welches wir soeben untersucht 
haben, fiberein. Wit  entwickeln nun A t ( p ) d e m  LAI'Lhc]~'schen Satze 
gemass in eine Summe yon Producten aus Determinanten, die den n 
ersten Zeilen, und so]chen, die den m letzten entnommen sind. Dabei 
erh~lt man zun~ichst 0(p) mit einer Determinante A2(p) der m t~" Oral- 
hung multiplicirt. Dicse beginnt mit ciner Constanfen bei ihrer Ent- 
wickelung nach Potenzen yon p; so dass also sammtliche in (2) enthaltenen 
Glieder wieder auftreten; und diese sind in 0(p).  A2(p) die tier niedrigsten 
Dimension, da jede Multiplication yon (2) mit einem p' t  ~ nur die Di- 
mension erhSht. Ausser dem~betrachtete.n Producte O(p). A2(p) kommt 
eine Reihe ahnlicher Glieder vor, die aus jenem durch Austausch yon 
Colonnen entstehen. Hierbei fallen aber in jedem Factor h(~chstens Glieder, 
die gleich i sind, aus der Diagonal-Parallelreihe fort, d. h. kS treten allen- 
falls hshere aber niemals niedere Potenzen yon t bei denselben Potenzen 
yon p auf. Die Dimension der Glieder vermindert sich daher nieht. 

Ferner' liefern die Annahmen (4) genau die ~ Wurzeln, welche far 
t = o zu p - ~  o werden; weitere Wurzeln und weitere, hicrher gehorige 
Glieder niedrigster Dimension giebt es also nicht. 

Folglich gelten die aber die Wurzelentwickelung gemachten Schlt'~sse. 

Ist eine Substitution mit den Ooefficienten c,x gegeben, welche p ------Po 
als Wurzel der charakteristischen Gleichung besitzt, und bildet ma~ eine 
Substitution mit den Coefficienten c~x + Fx~..t, worir~ Fx~ unbestimmte Con. 
stanten und t eine beliebo kleine Verdnderliche bedeuten, so md'ge es far 
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die Entwickelungen 

(') ( ' )  ( ') 
P x ~ P o ~ - ~  t-g' , P 2 ~ P o  -~- ~ r176 t~' , . . . ,  Ph, - -Po ~ w~"-~t'-' ; 

Pl , ,~ l~Po ~ ~:  , P h , + ~ P o =  ~2 o~ t , ..., Ph,+~--Po ~ ~ eo ~-'t ~̂ ; 

geben. Dann besitzt die urspriingliche Substitution, also die fiir welche t - ~  o 

gesetzt ist, fiir p ~ Po eine Kette der Ordnung h~, eine zweite der Ordnung 

h:, u. s. f Die Entwickelungen der Wurzeln bestimmen also die Ordnungen 

der Ketten, bezw. der Elementarteiler. 

B 

Zum Zwecke unserer weiteren Untersuchungen betrachten wir, wie 

auch schon i m w  2, die Subdeterminanten A z der Normalform unserer 
Substitution mit  den Coefficienten cxz. Dabei bedeuten wie oben a ,  fl 

die Indices der weggelassenen Zeile und C010nne. U m  die Bezeichnung 

zu vereinfachen, nehmen wi t  [ = 0 als m-fache Wurzel yon A (p) ~ 0 an 
und setzen die zugehSrigen Zeilen in der Determinante an die erste Stelle. 

Aus w 2 k6nnen wir unmit te lbar  das Resultat  t ibernehmen, dass 

A3--~  0 sei, wenn a > / ~  wird. 

I. Nun setzen wit  zunachst / ~ m  voraus.  
Ist a = i ,  2 , . . . , / ~ ,  so zerlegt sich A Z sofort in das Product  

einer Determinante ( m - - - I )  re* Ordnung,  die den m ersten Zeilen, und 

einer solchen (n ~ m) tr Ordnung, die den ( n - - m )  letzten Zeilen yon A 

entnommen ist. Die letzte sei 

(~) ~0 + AlP + A~P ~ + + ,,_.~ = T(p), ( & .  o); 
dass A 0 4= 0 sein muss, folgt leicht daraus, dass diese Hauptsubdetermi-  
nante die Wurzel  p = 0 nicht mehr  besitzt. Der erste Factor  ist aus 

den m ersten Colonnen der m ersten Zeilen derart  entnommen,  dass in 
ihnen Z~, C~ unterdrt ickt  wurden. Dabei sieht man sofort, wie aus den 

Zeilen Z,+I ,  Z , + 2 , . . . ,  Zz_a die Glieder der Parallelreihe zur Haupt-  
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diagonale, welche fiir die Substitution charakteristisch ist, in die Diagonale 
selbst riieken (vgl. w 2), und so folgt ft~r diesen Factor der Wert 

+pm-l-~+~ oder o, 

je nachdem Z,,, ~ in dieselbe Kette, die zu p = o gehort, einschneiden 
oder nicht. 

Ist a > fl, so verschwindet A~  nach w 2. 
II. I s t / / >  m, so zerfi~llt die Determinante A~,~ wieder in das Product 

zweier anderen, deren zweite yon der Ordnung (n ~ m) ist und aus den 
letzten ( n - - m )  Zeilen entnommen wird. Da abet hier C~ gestrichen ist, 
so wird aus den ersten Colonnen, die nut Nullen innerhalb der betreffen- 
den letzten Zeilen enthalten, eine solehe herausgenommen werden mfissen. 
Es versehwindet daher A~.  

Dies ergiebt 

Ax~,,~ ------ +__ Aop ''-1 4- A l p "  +__ . . .  , (~ = fl < , , ) ,  

(~) A ~  = +_ pm-~-,~+,. T(,o) oder -~ o, (a < fl < m), 

(in allen anderen Fallen). 

Geht in~/n von dem eben betrachtetcn A zu dem im vorigen Para- 
grafen untersuchten benachbarten 6 mit den um Txa.t vermehrten Ele- 
menten Qber, so folgt modulo t 

(3) 

O,j~- +__ Aop "-1 +_ A l p "  -+_ . . . ,  

0,~ ~-- + p,n--t--,~+,~. T (p )  oder -- o, 

(~ = f l <  .,), 

(: < fl < m), 

t~afl --~ O; (in allen anderen Fallen). 

Nun setzen wir 

(4) 

dann folgt aus der Fundamental-Eigenschaft der Determinanten und der 
Definition der Substitution mit der Determinante 6 
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r  = pr  + zo6, 

(5) r  = pr + ~r + z~o,,, 

= ,.,-,> ~ (,,, , )#: , , - , ) (~)  + ~or ..... ,, r  p~ .  ( . )  + - 

wobei die oberen Indices die Ableitungen der betreffenden Functionen 
nach p bezeichnen sollen. V~'-" enthlilt als Coefficienten naeh (4) 

(6) a(, .- ,  ~.,-,) ~(,~-~> 0(~-, .  v i a  ' ~ 2 a  ) " ~ " , ~ a a  , " " " ' 

Setzt man hierin f~r  t und p jedesmal o ein, so verschwindet, wenn a > m 
ist, nach (3) jedesmal die ganze Reihc. Ist dagegen a < m, so zeigt (3) 
dass ~ : : - "  sicher yon Null vcrschieden ist, und m~glicherweise a uch 
noch die vorhergehenden Glieder der Zei le  (6), wahrend die folgendcn 
verschwinden. 

Far  a <  m ist also ~ " - ' ( x )  nicht gleich Null.  Da p = o eine 
m-fache Wurzel yon ~ - ~  o ist, so verschwinden 0 ( ' - ' ,  r . . . .  Die 
lctzte Gleichung yon (5 )e rg i eb t  also ft~r p = o, t ~ o 

r  6 , , - -  ~)r (t=0) p=0) 

Ist Cy-2)(x) identisch gleich Null, so haben wir in ~Z~y--1)(X)eine zu p = o  
gehSrige Normalcoordinate gefunden, wie die letzte Gleichung yon (5)  
zeigt. Ist ~:~-2)(x) dagegen nicht identisch Null, so liefert die in (5) 
vorhergehende Gleichung 

r = (m - -  ~ ) r  (t=0) p=0) 

Ist hier ~'_3)(x) identisch Null, so hat man eine aus V~'-~)(x) und 
f,~'-2)(z) bcstehende Kettc zweiter 0 rdnung  crlangt, da der Factor ( m - - 2 )  
nu t  formal aber nicht im Wesen einc Jknderung hervorruft.  Ist dagegen 
f,~'-~)(x) nicht identisch Null, so kommen wir in gleicher Weise zu einem 
dritten Kettengliede u. s. f. 
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Da endlich fiir a ~ t ,  2 , . . . ,  m alle ~, y o n  cinander verschieden 
sind, well ja  g~(x) mit  6~ -') abbricht,  so ergiebt uns das Schen, a (5) 
ftir t = o, p = o alle zu der W u r z e l  p geh(~rigen Ketten. 

Bemerken wir welter, dass die .~:,(z) als Normalcoordinaten direct 
aus der vorgelegten Substitution mit  den Coefficienten c~.,= + i%t mit  HQlfe 
der Subdeterminanten  ( n ~  I) t~ Ordnung gebildet werden konnen, so 
erkennt man Folgendes: 

Es sei eine Substitution mit den Coefficienten c~ vorgelegt; wit  bilden 
eine benachbarte Substitution mit den Coefficienten c,~-{-~',at, wobei t eine 
beliebig kleine Variable und die T,a Constanten bedeuten, die so gewdhlt sind, 
dass die zugeh6rige charakteristische Gleichung keine gleichen Wurzeln besitzt. 

Dagegen mag die charakteristische Gleichung der ersten Substitution die 
Wurzel p = o genau m-fach besitzen. Dann werden m Wurzeln der cha- 
rakteristischen Gleichunq der zweiten Substitution fiir t -~ o auch gleich o. 

Wir bezeichnen nun mit 

die Adjuncten der Elemente aus der atr Uolonne in 

[ c,~ + ~,~t - -  s,~.p l, 

und mit ~ ( x )  die lineare Function 

die Ableitungen derselben nach p sollen der Reihe nach dutch 

, a m - ~ , ~ ( ~ )  
= - c y ( x )  ' " ' '  a f , - ,  = 

( a= l ,  2, ...,n) 

bezeichnet werden. 

Dann wird fiir t = o, p ~ o das letzte Glied tr der Zeile (6) 
verschwinden bei n -  m Werten von a. W(ihlt man fiir einen der iibrigen 
Werte yon ~ ausser dem letzten, nicht verschwindendem Gliede noch diejenigen 
vorhergehenden, die ~qleichfalls nicht verschwinden, so bilden diese die Glieder 
einer Kette der Normalform in der durch die Glieder yon (6) angegebe~en 
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Reihenfolge; die "nicht verschwindenden V(~"-l)(x) geben also die einzelnen 
letzter~ Kettenglieder. 

Durch diese Darlegungen ist der 1Jbergang von der Normalform 
einer nicht singularen Substitution zur Normalform einer benachbarten 
singul'~ren geliefert. 

Giessen d. 25. September 189 i. 


