Uber das Verhalten einer Potenzreihe am Rande
des Konvergenzkreises

Henrik L. Selberg

Introduction

Es sei

f@) =2 M

eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 1. Fiir ein gegebenes reelles ¢ betrachten
wir die Funktion

Fo(z, 1) = M (ze*0) — f(2) = Z,_, ca(Ae®™m® —1) 2" @
Offenbar ist
Fpyi(z,2) = F,(z, %) 3
fiir alle ganze Zahlen k. Es besteht ferner die Bezichung
Fy 10,(2, A do) = A F,, (26292, 1))+ F,, (2, Ay). @

Ist der Konvergenzradius von (2) grosser als 1, so soll A einen Multiplikator
heissen. Der zu ¢ (oder €*™¢) gehorende Multiplikator A(g) ist, falls derselbe existiert,
offenbar eindeutig bestimmt. Es ist ferner

A =1

Mo +k) = A(p)

sowie

fiir jedes ganzzahlige k.
Der Bequemlichkeit halber fiihren wir die Funktion ¢ (¢) ein, die durch

o) = 2£2@)

Tt 0=0(p) <1

definiert sein soll. Dabei kénnen wir libereinkommen A(p)=1 zu setzen, wenn
kein Multiplikator fiir ¢ vorliegt.
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Setzen wir in (2) A=A(p), so ergibt sich

Fo(2) = Fy(z, M(@)) = 3=, c,(etmi@+nmo) 1), ©)

Mit R, bezeichnen wir den Konvergenzradius von (5), mit 4, die Menge der Werte
o, fiir welche R,=>¢ (¢=1) und mit }fa die zum Intervalle [0, 1[ gehérende Teil-
menge von A,. Die Multiplikatoren aller Werte @€ 4, bilden die Menge A4;. Die
Teilmenge von A4,, wo A(p) zu einer gegebenen Menge B*S A gehort, soll durch
A,(B*) angegeben werden.

Bevor wir weitergehen, bemerken wir, dass mit ¢ auch —¢ zu 4, gehort, und
dass

M=) = 1(9).

Wie man von (4) ausgehend leicht bestétigt, gelten ferner die Beziechungen

@1, 0€ Ay = 011 @€ 4, (6)
@1, 92€ Ay = A(P1+@2) = A(91) A(92) @)
Ais g€ AF = M 2nC AS ®
1€ 44, 02§ 4, = 110084, ®
ME AL, MG AY = Dy At AT (10)

2. Die Mengen 4, und 4} hingen offenbar nur von der Folge |¢,| (n=0,1,2, ...)
ab. Da der Konvergenzradius von (1) gleicht 1 ist, so gibt es eine Folge

m<mng<..., fir welche
1

lim [c, [~ =1 (n
Sei nun ¢€4, (¢>1). Dann ist

1
m lc (e21:i(a(¢p)+mp__1)l;< _L
ne>oo | 1 0

Fiir alle gentigend grosse v ist daher

o)

iez"i(”(¢)+""¢‘_1‘ < [—1—] .
e

Es folgt fiir ein passendes ganzzahliges 4,

n

N
2lo@ +mo—hl <2(1)

(3

nn, \ g

d. h.

)&

o () h,
nv + (p nv =

fiir alle geniigend grosse v.
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3. Wir wollen jetzt die Menge A, ndher untersuchen und beweisen zunéchst den

Satz 1. Hat f(z) eine regulire Stelle ouf |z|=1, so gibt es eine ganze Zahl
N=1, so dass A, aus den N Punkten
1 N-1

(on,ﬁ,..., N

besteht. Der zu ¢=% (v=0,1,..., N—1) gehorende Multiplikator ist
A (_]%) — e21:iv/q

wobei q ein von v unabhdngiger Teiler von N ist.

Beweis. Ist € A, und ist €™ ein singulirer Punkt der Potenzreihe (1), so ist

mO+kD (k oanzzahling) wie aus (5) zu erschen ist, singulirer Punkt von (1). Wire
A, keine endliche Menge, so miisste 4, beliebig kleine ¢ >0 enthalten. Die sin-
guldren Stellen von (1) wiren somit wegen (6) auf dem Einheitskreise iiberall dicht.
A, ist daher eine endliche Menge und enthilt, wenn man von dem Fall 4;={0}
absieht, folglich einen kleinsten Wert ¢,>0. Mit Hilfe von (6) schliesst man hier-
aus, dass ¢=ve¢,;, wo v eine ganze Zahl ist. Dies beweist den ersten Teil unseres
Satzes. Der zweite Teil ergibt sich miihelos aus der Tatsache, dass nach (7) A*(p)=
A(ng) fir jedes €A, und jede ganze Zahl n.

4. Im Folgenden bedeutet m das lineare Lebesguesche Mass, m das Bogenmass
im Sinne von Lebesgue. '

Hilfssatz. Jede Menge A7(¢=1) ist messbar mit dem Bogenmass mAy. Ist
B*C A} und hat B* ein Bogenmass mB*, so existiert das lineare Mass m}fe (B®).

Bemerkung. A(p) ist hiernach eine messbare Funktion.

Beweis. Die Reihen
2‘:":0 ¢, (eZni(a(¢)+mp) —1 ) z"
und
2'“’:0 ’Cnlz ,ezni(a(q>)+nqu)~ ”222:- — :3:0 4|Cn!2 sin? n(a(¢)+n¢)22n

n

haben denselben Konvergenzradius. Indem g,>g,>... und
lim g, = ¢
lassen wir Q) diejenige Menge in ¢(0=0<1) bezeichne, fiir welche die Reihe

2 o 4e,2sin? n(o+np) o
n=0
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fiir mindestens ein ¢ konvergiert. Diese Menge ist messbar und da

so folgt hieraus die Messbarkeit von 4.
Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, betrachten wir die Mengen

2,=U N{ol0=0=<1,30¢B IV 4l2sin® o+ np)e? = k}.
k=1 N=1
Die Mengen an der rechten Seite sind messbar, und da
Zé(B*) = U Qv
v=1
so folgt hieraus die Messbarkeit von 4,(B*).
Satz 2. Es ist mA;=0.
Beweis. Wir nehmen mA, >0 an. Wegen
md, = limmd,
gibt es ein @>1, fiir welches mA,>0. Wir betrachten die Summe
T(p) = :°=0 Icn|2'ezni(u(¢)+n¢)_ 1 |2Q2n.

Fiir jedes ¢ € A, ist die rechte Seite konvergent. Es gibt daher eine Tellmenge ES ZQ
vom Mass mE=0 sowie eine endliche Konstante K, so dass

Tp)=K
fur alle p€E. Die Schwarzsche Ungleichung gibt
VKmE

e

leal

[, (@)eie—1) do| =

Mit Hilfe des Riemann—Lebesgueschen Lemmas schliesst man hieraus, dass der
Konvergenzradius der Reihe (1)=g=>1 ist. Dieser Widerspruch beweist unsere
Behauptung.t)

Satz 3. Ist md,;>0 (¢=1), so ist A} identisch mit dem Einheitskreis |A|=1.

1) Dieser Beweis wurde mir von Herrn J.-E. Bjdrk mitgeteilt. Mein urspriinglicher Beweis,
der auch von T(g) ausging, war etwas linger,
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Beweis. Wir lassen K, den Kreisbogen

K,={A=¢""0=0 = o}
bedeuten und setzen
E,=A4;nK,.

Ist mA};=0, so gibt es auf A7 ein A,=e*, wo

(de"] =1 (13)

2rndo ,=,o—

Ist nun A,=e*™ 1€ 4¥, so folgt aus (8)

LEA] :%EQEAZ (n=0,1,..)
0
und aus (10)

N A 3%-15‘({4, (n=0,1,..).
0

Es ist folglich
MEq 11y, ~ME,,, = ME, .. —ME, (n=0,1,..).

Da o, wegen (13) beliebig klein =0 gewdhlt werden darf, so schliesst man mit
Hilfe von (13)
mAY = mE, = 2n. a4

Wiire nun 4; nicht identisch mit dem Einheitskreis, so wiirde es ein 6, (0=ag,<1)
geben, fiir welches

}’2 —_ e2ni¢r2¢A;“
Hat , dieselbe Bedeutung wie frither, und ist / beliebig in A4} gewihlt, so ist ge-
miss (10)

A
71;12&’4:

Es wire folglich

dﬁEa] _
(271: doJy—s, 0
was offenbar mit (14) im Widerspruch stehen wiirde.

S. Wenden wir (12) fiir v und v+1 an so erhalten wir (p€4,)

1 e (1) @
|°'((P)(nv+1—"v)_(hvnv+1“‘hv+1nv)] <?[nv+1 [—E) +mn, [‘5) ] 15)

fir alle hinreichend grosse v. Mit Hilfe dieser Ungleichung beweisen wir zunichst
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Satz 4. Erfillt die Folge ny,<ny,<... die Bedingungen

1
lim |c, [~ = 1

v+ oo

lim J08Mv+1 _ ¢ (16)

Vo0 nv
so besteht A,(1) aus lauter rationalen Zahlen fiir jeden Multiplikator

A — e21u'a

wo & rational ist.

Beweis. Setzen wir o(¢)=%, wo r und s ganze Zahlen sind (s=1), so folgt
aus (15) wegen (16)
3!}2 ((Shv—r)nv+1—(Shv+1'_r)nv) =0
und daher
h, r _ hu . r

n, sn,  Nyyy Shyy

fiirr alle geniigend grosse v. Wegen (12) folgt hieraus

h, r

¢ n, sn,

fiir alle geniigend grosse v. Der Satz ist hiermit bewiesen.

Satz 5. Geniigt eine Folge ny<n,<... den Bedingungen

1

lim |, ™ = 1 an
lim lognyy _ (18)
vo N,
so ist jedes A€A; von der Form
A= eznia

wo o eine rationale oder transzendente Zahl ist.

Beweis. Ist A€ A}, so gibt es ein g>1, so dass
A =emrc Ay,
Wegen (15) und (18) gibt es dann eine Teilfolge n, <n, <... der Folge {n},
mit der Eigenschaft
lim 108 Mut1 _ o

koo n,,
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fiir welche die Ungleichung

Pyp Byre+1

1 1Yz 1\ 2
lo(my,.+1— n,)— (hvknvk+1“‘hvk+1nvk)l =< - [nvk+1 (_Q—) +n,, ['E] ]

fir alle geniigend grosse k stattfindet. Fiir ein beliebig gross gewihltes o>0 gilt
demnach die Ungleichung

1
[G(nvk+1'— nvk) _(hvk nvk+1_ hvk+1nvk)l = n*
v+l

fiir alle geniigend grosse k. Wie man unter Anwendung eines bekannten Satzes

von Thue [2] leicht erkennt, ist das nur mdglich, wenn ¢ entweder rational oder
transzendent ist.

Satz 6. Gibt es eine Folge ny<n,<..., die den Bedingungen (17) und (18),
geniigt, so ist mAT=0.

Beweis. Wegen Satz 5 kann A7 nicht mit dem Einheitskreis identisch sein.
Nach Satz 2 ist daher mA;=0.

6. Der folgende Satz kann gewissermassen als eine Veraligemeinerung von
Satz 4 betrachtet werden:

Satz 7. Ist B* abzihlbar und SA45, so hat die Menge
Z = {z = | oc 4,(B")}
das innere logarithmische Mass Null.

Beweis. Es sei Q eine geschlossene Teilmenge von Z. Wir lassen die komplemen-
tairmenge von Q in Bezug auf den Einheitskreis |z{=1 bezeichnen. O.ist eine offene
Menge und infolge von Satz 2 gilt

mo = 2.

Indem g,=p,>... eine beliebig gewihlte reelle Folge ist, fiir welche

lim g, =1

V>0

lassen wir g, &, ... vorldufig fest zu haltende reelle Zahlen sein und wihien die
Zahlen
=0 (u=1,2,..;v=1,2,..)
derartig, dass
5(»

=

&, = v=1m.

/'3

Nach diesen Vorbereitungen lassen wir n;<n,=... eine Folge secin, fiir welche
(11) stattfindet. Indem wir
B* = {}»1, ]-2, ...}
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annechmen, betrachten wir fiir ein gegebenes fest zu haltendes p=1 die Bogen
Q(¢1, v, ) auf dem Einheitskreise definiert durch

ny

@)
nn, Ql

, 0=0,<1

argz o, h

2n n, n,
wo
_logi,
% = i
und £ die Zahlen 0, 1, ..., n,—1 durchliuft. Wir setzen v=v, und bestimmen v,

s& gross, dass mehr als
(1=6{")n,,

der Bogen Q(g;, vy, h) (h=0,1,...,n, —1) vollstindig in O gelegen sind. Die
ibrigen Bogen Q(g,, v1, #), deren Anzahl <5§“)nv1 ist, bilden eine offene Menge
S,. Sodann wiederholen wir die Konstruktion, indem wir ¢, durch g,, 8% durch
0 und v, durch v,>v, ersetzen. Dadurch erhalten wir die offene Punktmenge
S,, die aus weniger als 5%“)nv2 Bogen Q(g,, vo, 1) besteht. Fahren wir in dieser
Weise fort, erhalten wir eine Zahlenfolge v,<v,<... (von u abhingig) und eine
Folge von offenen Mengen S;, S, ..., wobei jedes S, aus weniger als 5{”n, Bogen
Q(oks Vi» B) besteht. Die Ungleichung (12) lasst erkennen, dass jedes

2€Q 0 {z = %) p€ 4,(4,)}
fir alle geniigend grosse k in S, enthalten ist. Es ist daher
Qn(z=eloe LGN € U S, = E,.

Uberdecken wir E, durch eine Menge von Kreisen

|lz—z,|<r, (v=1,2,..)
so ist folglich

5(11)
inf 37, ——= i 1—¢—=28u.
ry Sq log-—— > n, log g,
Da n, beliebig gross,
pe1 Eu

beliebig klein >0 gewihlt werden darf, so schliesst man hieraus, dass Q vom loga-
rithmischen Mass Null ist. Der Satz ist hiermit bewiesen.

Aus Satz 7 folgt mit Hilfe eines Satzes von Lindeberg [1] als Korollar, dass
Z die innere Kapazitat Null hat (d. h. jede geschlossene Teilmenge von Z hat die
Kapazitit Null).
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7. Es sollen schliesslich zwei weitere Mengen D, und D_ untersucht werden.
Von denselben besteht D, aus denjenigen reellen ¢, fiir welche ein A,(¢) existiert, das

. 2n N
lim [ [F, (re', 5(e))[2db

r—~1

endlich macht. Ist

: 2 812 70 = oo
lim fo lf (re®)|2do = (19)
s0 ist Ay(p), falls es existiert, eindeutig bestimmt und
[A2(9)| = 1

sowie
Aa(p+k) = A2 ()

fiir jede ganze Zahl k. Die zweite Menge D_ besteht aus denjenigen reellen ¢, wo
ein A_ () existiert, das F,(z, .. (¢)) zu einer im Einheitskreise [z|<1 beschréinkte
Funktion macht. Ist f(z) keine in |z]<1 beschrinkte Funktion, so ist i_ (@),
falls es existiert, wiederum eindeutig bestimmt und

A-(®)| =1
Aeo(@+K) = 2. (0)
fir jede ganze Zahl k. Offenbar ist 4,SD_ED,.

Satz 8. Ist f(2) keine in |z|<1 beschrinkte Funktion, so ist mb_=0. Geniigt
f(z) ausserdem der Bedingung (19), so ist mDy=0.

Beweis. Wir beweisen zuerst den letzten Teil.
Es ist (o reell)

lrin11 f:n |F,(re, e¥o)2dg = 8r 3o, |c,|? sin? n(c+ne)
und man erkennt hieraus miihelos (vgl. Nr 4), dass
D,=D,n 0, 1[

eine messbare Menge ist, und dass die Funktion A,(¢) auf D, messbar ist.
Die Reihe
Zco leal?Ae(p) i — 12

ist konvergent fiir jedes @ €D,. Wire nun mD,>0, so miisste es ein endliches M
sowie eine Menge ECD, vom Mass mE=0 geben, so dass

Zneo e Ae (@)~ 1P = M
fiir jedes @€ E stattfindete. Es wiirde folgen

Zinmoleal?

/ _ (Ga(@)ermime— 12 dgol = MmE
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und somit fiir ein gendigend grosses N
o 2M
Zu:N lcnlz é mE = oo

was mit der Bedingung (19) im Widerspruch stehen wiirde. Dies beweist den zweiten
Teil des Satzes.
Indem wir
D.=D_n[0, ][

schreiben, nehmen wir um die Richtigkeit der ersten Teiles einzusehen an, dass
mD_>0. Wegen D_CD, folgt mD,>0 und
— 1 2 i0y|2
L=lim [ "|f(re®)* b
ist somit nach dem soeben bewiesenen eine endliche Zahl. Wir bestimmen nun
die Konstante K(>0) und die Menge ESD. vom Mass mE=>0 derartig, dass
Flsi K{\/z in jz]<1
[ ‘P(Z’ e<>((p))|: V(PEE-

Es sei { ein beliebiger Wert im Kreise [z{<1. Aus

fj" lfre®Edd =L (O=r<1)
folgt

@) = |/ s

fiir mindestens ein @,€E. Wegen

1190 S —f (D = K

ergibt sich hieraus

) L
If Ol = K+Vm-

Da die rechte Seite nicht von { abhéngt, so ist hiermit auch der erste Teil unseres
Satzes bewiesen.

Literaturverzeichnis.

1. LINDEBERG, J. W.: Sur l’existence des fonctions d’une variable complexe et des fonctions har-
moniques bornées. Ann. Acad. Sci. fern. 11, Nr1. 6 (1918).

2. THUE, A.: Uber Anndherungswerte algebraischer Zahlen. J. f. die reine u. angewandte Math.,
135, 284—305 (1909).

Received November 16, 1977 Henrik L. Selberg
Stora Gramunkegrind 1
11 127 Stockholm
Sweden



