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Uber das Verhalten einer Potenzreihe am Rande 
des Konvergenzkreises 

Henrik L. Selberg 

Introduction 

Es sgi 

f (z)  = 2~'=o cn z" (1) 

eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 1. Ffir ein gegebenes reelles go betrachten 
wir die Funktion 

F~,(z, 2) = 2f(ze2"i*)-f(z) = .~'~=o c.( 2e~'a"*- 1)z". (2) 
Offenbar ist 

F~,+k(Z , 2) = F~,(z, 2) (3) 

ffir adle ganze Zahlen k. Es besteht ferner die Beziehung 

r,l+~,,(z, 2z;tz) = 22F~,,(ze'"'*,, 2~)+ F,,(z,  22). (4) 

Ist der Konvergenzradius von (2) gr6sser ads 1, so soil 2 einen Multiplikator 
heissen. Der zu go (oder e ~*)  geh6rende Multiplikator 2(go) ist, falls derselbe existiert, 
offenbar eindeutig bestimmt. Es ist ferner 

12(go)[ = 1 
sowie 

a (go+k)  = a(go) 
ffir jedes ganzzahlige k. 

Der Bequemlichkeit halber ffihren wir die Funktion ~ (go) ein, die dutch 

~(go) _ log2(go) 
2hi ' 0 ~ t r ( g o ) < l  

definiert sein soil. Dabei k6nnen wir fibereinkommen 2(go)= 1 
kein Multiplikator f/Jr go vorliegt. 

zu setzen, wenn 
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Setzen wir in (2) 2=2(~o), so ergibt sich 

= = 2 , = 0  c,(e - 1). (5) 

Mit R~, bezeichnen wir den Konvergenzradius von (5), mit AQ die Menge der Werte 
r ffir welche R~>Q (Q-->I) und mit "~a die zum Intervalle [0, 1[ geh6rende Teil- 
menge yon A e. Die Multiplikatoren aller Werte q)~AQ bilden die Menge A~. Die 
Teilmenge von .4~, wo 2(~p) zu einer gegebenen Menge B*C=A~ geh6rt, soll durch 
.~Q(B*) angegeben werden. 

Bevor wir weitergehen, bemerken wir, dass mit q~ auch -~o zu Aa geh6rt, und 
dass 

2(-~o) = )~(q,). 

Wie man von (4) ausgehend leicht besffitigt, gelten ferner die Beziehungen 

go1, g%E A~ =~ q~l• Ae (6) 

qh, cP2 E Ae =~ 2 (~Pl + go~) = 2 (~Pl) 2 (q~2) (7) 

q)l ~ Ao, ([92 r A~ :=> ~1 fi- q)2r Ao ( 9 )  

2. Die Mengen A~ und A~ h~ingen offenbar nut  yon der Folge ICnl (n=0,  1, 2 . . . .  ) 
ab. Da der Konvergenzradius von (1) gleicht 1 ist, so gibt es eine Folge 
n~<n2< .... fiir welche 

1 

lira [c,~["" = 1 (11) 

Sei nun ~oCAQ (Q>I). Dann ist 
a 1 li~ [Cn(e 2"i(a(~)+nq~- 1)[ ~ < - - .  

n ~  

Ffir alle genfigend grosse v ist daher 
n v 

Es folgt ftir ein passendes ganzzahliges h~ 
n v 

d.h .  
~ v  

/ l  v ~ 
(12) 

ffir alle genfigend grosse v. 
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3. Wir wollen jetzt die Menge A 1 nfiher untersuchen und beweisen zun~ichst den 

Satz 1, Hat f ( z )  eine reguliire Stelle ouf  Izl = 1, so gibt es eine ganze Zahl 

N>= 1, so dass A1 aus den N Punkten 

1 N - 1  
(p = 0, ~ -  . . . . .  N 

besteht. Der zu ~o= -~ (v=O, l, N - - l )  gehSrende Multiplikator ist 
N " " ~  

wobei q ein yon v unabhiingiger Teiler yon N ist. 

Beweis. Ist q~CA1 und ist e 2~i~ ein singul~rer Punkt der Potenzreihe (1), so ist 
e 2~(~ (k ganzzahling) wie aus (5) zu ersehen ist, singul~er Punkt yon (1). Wgre 
-all keine endliche Menge, so mfisste A1 beliebig kleine ~0>0 enthalten. Die sin- 
gul~iren Stellen von (1) w~iren somit wegen (6) auf dem Einheitskreise fiberall dicht. 
A1 ist daher eine endliche Menge und enth~ilt, wenn man von dem Fall AI=  {0} 
absieht, folglich einen kleinsten Wert (Pl >0.  Mit Hilfe yon (6) schliesst man hier- 
aus, dass ~o = v~ol, wo v eine ganze Zahl ist. Dies beweist den ersten Tei! unseres 
Satzes. Der zweite Teil ergibt sich miihelos aus der Tatsache, dass nach (7) 2"(q~) = 
2(ncp) ffir jedes goEA 1 und jede ganze Zahl n. 

4, Im Folgenden bedeutet m das lineare Lebesguesche Mass, ~ das Bogenmass 
im Sinne von Lebesgue. 

Hilfssatz. Jede Menge * > A o (Q= 1) ist messbar mit dem Bogenmass ~A~ .  1st 
B*C=A; und hat B* ein Bogenmass ~B* ,  so existiert das lineare Mass m.dQ(B*). 

Bemerkung. )~(go) ist hiernach eine rnessbare Funktion. 

Beweis. Die Reihen 

Z T :  o Cn (e~'i('(~) + "~) -- 1) Z" 
und 

Z L o  I .I le l = ZT=o 41 .1 si.  

haben denselben Konvergenzradius. Indem 01 > Qz > . . .  und 

lim Q~ : 0 

lassen wir O* diejenige Menge in a(O<=a<l)  bezeichne, ffir welche die Reihe 

z~~ 41c. [~ sin" 7c (a + nq~) O~ ~ 
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fiir mindestens ein q~ konvergiert. Diese Menge ist messbar und da 

A* = ~ ~: 

so folgt hieraus die Messbarkeit yon A~. 
Um den zweiten Tell des Satzes zu beweisen, betrachten wir die Mengen 

4 a~ = U N {~1o ~_ ~ < l, ~ B * :  Z.=o l~.l~i~(~+.~)Q~" <= k}. 
k = I  N = I  

Die Mengen an der rechten Seite sind messbar, und da 

v = l  

so folgt hieraus die Messbarkeit von ~o(B*). 

Satz 2. Es ist m.~ 1 = O. 

Beweis. Wir nehmen m,41>0 an. Wegen 

m-41 = lim mA~ 

gibt es ein e > l ,  fiir welches m.~Q>0. Wir betrachten die Summe 

Z(~o) = Z~=0 ]c.l~l e~"*(~ 112~ u". 

Ffir jedes ~oEAo ist die rechte Seite konvergent. Es gibt daher eine Teilmenge E~.~e 
vom Mass mE>O sowie eine endliche Konstante K, so dass 

T(q~) <_-- K 

ffir alle ~oEE. Die Sehwarzsche Ungleichung gibt 

Mit Hilfe des Riemann--Lebesgueschen Lemmas schliesst man hieraus, dass der 
Konvergenzradius der Reihe (1)->Q>I ist. Dieser Widerspruch beweist unsere 
Behauptung. 1) 

Satz 3. Ist mA~>0 (0=~1), so ist A* identisch mit dem Einheitskreis 121=1. 

x) Dieser Beweis wurde mir von Herrn J.-E. Bj6rk mitgeteilt. Mein urspriinglicher Beweis, 
der auch yon T(q~) ausging, war etwas 1/inger. 
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Beweis .  Wir lassen K s den Kreisbogen 

K, = {2 = e zni~ 10 <= 0 <= 0"} 
bedeuten und setzen 

E ,  = A * c ~ K , .  

Ist ~A*>O, so gibt es auf A~ ein 2o=e z~i'o, wo 

Ist nun 

( d m e . ]  
2--~-~-L = ~o= 1. 

2 _ _  2~ticr 1 . ~ *  : - - e  ~tQ.  so folgt aus (8) 

(13) 

und aus (10) 

Es ist folglich 

2 

2 c A~ --, To 2~ c Ag 

2" 2"r ~27r  

m E ( n + : ) . . - - m E . . x  = mE.o+~ x -  mE .o  

(n = O, 1 . . . .  ) 

(n =- O, 1 . . . .  ). 

(n = O, 1 . . . .  ). 

Da o I wegen (13) beliebig klein > 0  gew/ihlt werden daft, so schliesst man mit 
Hilfe von (13) 

~A~ = ~E :  = 2~. (14) 

W/ire nun A~ nicht identisch mit dem Einheitskreis, so wCirde es ein a2 (0<=a2 < 1) 
geben, ffir welches 

e z~:f/o . 

Hat 2 0 dieselbe Bedeutung wie friiher, und ist 2 beliebig in A* gew/ihlt, so ist ge- 
mass (10) 

Es w/ire folglich 

( d~E. 

was offenbar mit (14) im Widerspruch stehen wfirde. 

5. Wenden wir (12) ffir v und v + l  an so erhalten wir (gEAQ) 

n v  n v + l  

16(~)(nv+l_nv)_(hvnv+l_hv+lnv)]< 1 {/,iv+ 1 [ + ) L n  v (_~) z } (15) 

ftir alle hinreichend grosse v. Mit Hilfe dieser Ungleichung beweisen wir zun/ichst 



292 Henrik L. Selberg 

Satz 4. Erfiillt die Folge nx < n2<.. ,  die Bedingungen 

1 

lim Ic..[ "~ = 1 

lim log nv+l _ 0 (16) 
v ~  nv 

so besteht A1(2 ) aus lauter rationalen Zahlen f i ir  jeden Multiplikator 

}; = e 2~ir  

wo a rational ist. 

lY r Beweis. Setzen wir (q~):7,  wo r und s ganze Zahlen sind (s=>l), so folgt 
aus (15) wegen (16) 

lirn ( ( sh~-  r) n~ + t -  (shy+ 1 - -  r )  n v )  = 0 

und daher 
h~ r hv+l r 

n v s n v  n v + l  s n v + l  

fiir alle genfigend grosse v. Wegen (12) folgt hieraus 

h v r ~p= 
n~ snv 

fiir alle geniigend grosse v. Der Satz ist hiermit bewiesen. 

Satz 5. Geniigt eine Folge n~<n~<.. ,  den Bedingungen 

1 

lim Ic.~l "~ = 1 (17)  

lim log nv+~ _ 0 (18) 
v ~  n v 

so ist jedes  2 E A 1 yon der Form 
: e 2~ir 

wo a eine rationale oder transzendente Zahl  ist. 

Beweis. Ist 2CA~, so gibt es ein 0>1 ,  so dass 

= e CA o. 

Wegen (15) und (18) gibt es dann eine Teilfolge n v l < n , <  ... der Folge {%}~=1 
mit der Eigenschaft 

lim log nvk+l _ 0 

k ~  nvk 
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ftir welche die Ungleichung 
~v k fly k + I 

]a(nvk+l--nv~)--(hvknvk+l--hvk+lnv~)[ < --  nvk+l +nvk 

f/Jr alle genfigend grosse k stattfindet. Ffir ein beliebig gross gew/ihltes ~ > 0  gilt 
demnach die Ungleichung 

1 
[cr(n,.k+x--nvk)--(hvknrk+l--hvk+lnvk)] < 

n v k + l  

f~r alle genfigend grosse k. Wie man unter Anwendung eines bekannten Satzes 
yon Thue [2] leicht erkennt, ist das nur m6giich, wenn a entweder rational odor 
transzendent ist. 

Satz 6. Gibt es eine Folge nl<n~< .... die den Bedingungen (17) und (18), 
geniigt, so ist ~A~--0. 

Beweis. Wegen Satz 5 kann A* nicht mit dora Einheitskreis identisch sein. 
Nach Satz 2 ist daher ~A~=0.  

6. Der folgende Satz kann gewissermassen als eine Verallgemeinerung yon 
Satz 4 betrachtet werden: 

Satz 7. Ist B* abziihlbar und ~A~,  so hat die Menge 

Z : { z  : eZ'aelcPE.41(B*)} 

das innere logarithmische Mass Null. 

Beweis. Es sei Q eine geschlossene Teilmenge yon Z. Wir lassen die komplemen- 
t~irmenge yon Q in Bezug auf den Einheitskreis Izl = 1 bezeichnen. O ist eine offene 
Menge und infolge von Satz 2 gilt 

~ 0  = 2re. 

Indem 01>0~>.. .  eine beliebig gew/ihlte reelle Folge ist, f/Jr welche 

lira O, = 1 

lassen wir el, e~ . . . .  vorl/iufig test zu haltende reelle Zahlen seha und w/ihlen die 
Zahlen 

6(~') > 0 ~ = 1 , 2  . . . .  ; v = 1 ,2 , . . . )  
derarfig, dass 

~ = ~~ logo,"  

Nach diesen Vorbereitungen lassen wir nx<n2<.., eine Folge sein, ffir welche 
(11) stattfindet. Indem wir 

B *  = {;t~, ;t~ . . . .  } 
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annehmen, betrachten wir ffir ein gegebertes lest zu haltendes # ~ 1  die Bogen 
f2(01, v, h) auf dem Einheitskreise definiert durch 

n,) 

l h I 
WO 

log2u 0 <= au < 1 
o-u-  2zci ' 

und h die Zahlen 0, 1, ..., n~ 
s$ gross, dass mehr als 

- 1  durchl~iuft. Wit setzen 

(1 -~?~)n~ 

v = v~ und bestimmen v x 

der Bogen 12(Ql, vl, h ) (h=0 ,1 ,  ...,n~x--1 ) vollst~indig in O gelegen sind. Die 
fibrigen Bogen f2(Q1, vl, h), deren Anzahl <6~)n~1 ist, bilden eine offene Menge 
S~. Sodann wiederholen wir die Konstruktion, indem wir ~x durch Q~, 6~ ) durch 
6~ u) und vl dutch v2>vl ersetzen. Dadurch erhalten wir die offene Punktmenge 
$2, die aus weniger als 6~)n~2 Bogen f2(Qz, v2, h) besteht. Fahren wir in dieser 
Weise fort, erhalten wir eine Zahlenfolge v~<v2< ... ( v o n #  abh~tngig) und eine 
Folge yon offenen Mengen $1 $2, wobei jedes Sk aus weniger als 6(U)n Bogen ' " '" ~ k V k 

g2(Qk, vk, h) besteht. Die Ungleichung (12) I/isst erkennen, dass jedes 

ftir alle gentigend grosse k in Sk enthalten ist. Es ist daher 

•berdecken wir E~ 

so ist folglich 

Qn{z = e2"'~']q~E A~(2.)} ~ U Sk = E. .  
k = l  

dureh eine Menge yon Kreisen 

I z - z v l < r ~  ( v = 1 , 2  . . . .  ) 

1 6~ ~) n ~  = 2eu. 
i n f ~  ~ a ~ ~  1 1 

"v ~-- log - -  - -  nvk log ~k ,1 rv 2 
Da nx beliebig gross, 

ZL1 
beliebig klein >0  gew~ihlt werden darf, so schliesst man hieraus, dass Q vom loga- 
rithmischen Mass Null ist. Der Satz ist hiermit bewiesen. 

Aus Satz 7 folgt mit Hilfe eines Satzes yon Lindeberg [1] als Korollar, dass 
Z die innere Kapazit~it Null hat (d. h. jede gescb_lossene Teitmenge yon Z hat die 
Kapazit/it Null). 
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7. Es sollen schliesslich zwei weitere Mengen D 2 und D~ untersucht werden. 
Von denselben besteht D 2 aus denjenigen reellen (o, f/Jr welche ein 22 (tp) existiert, das 

lim f ~ [F~,(re i~ 22(tp))[ 2 dO 

endlich macht. Ist 

lim f2~ if(reiO)lz dO = co (19) 

so ist 22((0), falls es existiert, eindeutig bestimmt und 

122(~o)1 = 1 
sowie 

42(~ + k) = 42(e) 

fiir jede ganze Zahl k. Die zweite Menge D~ besteht aus denjenigen reellen tp, wo 
ein 2~ (~o) existiert, das F~,(z, 2~ ((o)) zu einer im Einheitskreise Izl< 1 beschrankte 
Funktion macht. Ist f(z) keine in [zl<l beschrankte Funktion, so ist 2oo((o), 
falls es existiert, wiederum eindeutig bestimmt und 

12=(~)1 = 1 

2_(q~+k) = 2~(cp) 

fiir jede ganze Zahl k. Offenbar ist AlC=D~D 2. 

Satz 8. Ist f(z) keine in Iz[<l beschriinkte Funktion, so ist mD~=O. Gen~tgt 
f(z) ausserdem der Bedingung (19), so ist mD2=O. 

Beweis. Wir beweisen zuerst den letzten Teil. 
Es ist (a reell) 

lim f2~ lF~,(reiO, e2~i0] 2 dO = 8re ~ ' = o  Ic,[ 2 sin2 ~(tr+ntp) 
r ~ l  d 0 

und man erkennt hieraus miihelos (vgl. Nr  4), dass 

/3~ = D2 r~ [0, 1[ 

eine messbare Menge ist, und dass die Funktion 42 (9) auf/32 messbar ist. 
Die Reihe 

Z,~=o Ic.] 2122(~) e ~ " ~ -  112 

ist konvergent ftir jedes ~0E/32. Ware nun m/32>0, so miisste es ein endliches M 
sowie eine Menge E~/32 vom Mass mE>O geben, so dass 

~= o Ic, I z ]42 (~o) e 2 ' ' ~ ' -  112 _~ M 

fiir jedes r stattfindete. Es w/irde folgen 

Z L o  Ic.I 2 (2z(~~ e2""~- 1) 2 dq~ I ~- MinE 
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und sornit ffir ein geniigend grosses N 

2M 
= m E  

was mit der Bedingung (19) im Widerspruch stehen wfirde. Dies beweist den zweiten 
Teil des Satzes. 

Indem wir 
/ ~  = D ~ n  [0, 1[ 

schreiben, nehmen wir um die Richtigkeit der ersten Teiles einzusehen an, dass 
m/3 >0.  Wegen D C=D2 folgt m/32>0 und 

L = lim f 2 ~  if(rdO)] 2 dO 
r ~ l  J O  

ist somit nach dem soeben bewiesenen eine endliche Zahl. Wir bestimmen nun 
die Konstante K ( > 0 )  und die Menge E ~ / ~  vom Mass m E > O  derartig, dass 

Vz in l z ] < l  

Es sei ~ ein beliebiger Wert im Kreise [z[<l. Aus 

o [f(rd~ <--L ( 0 ~ _ r < l )  
folgt 

If(fe'~~ <-- V 

1 

L 
2ninE [ 

ffir mindestens ein ~0o~E. Wegen 

12. ( % ) f ( f d n ) - f ( 0 ]  <-- g 
ergibt sich hieraus 

V If(ff)l < K +  2 n i n E "  

Da die rechte Seite nicht yon ( abh/ingt, so ist hiermit auch der erste Tell unseres 
Satzes bewiesen. 

Literaturverzeichnis. 

1. LINDEBERG, J. W.: Sur l'existence des fonctions d'une variable complexe et des fonctions har- 
moniques born6es. Ann. Acad. Sci. fenn. 11, Nr. 6 (1918). 

2. TrIUE, A. : l~ber Ann~iherungswerte algebraischer Zahlen. J. f .  die reine u. angewandte Math., 
135, 284---305 (1909). 

Received November 16, 1977 Henrik L. Selberg 
Stora Gr~munkegr~.nd 1 
11 127 Stockholm 
Sweden 


