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RIGIDITE DES PLONGEMENTS DES QUOTIENTS

PRIMITIFS MINIMAUX DE Uq(sl(2)) DANS I/ALGEBRE

QUANTIQUE DE WEYL-HAYASHI

J. ALEV AND F. DUMAS

0. Introduction

Ce travail est consacre aux groupes d'automorphismes de certaines algebres

quantiques de dimension 2 ou 3. Dans la theorie classique des algebres envelop-

pantes, si ί) designe Γalgebre de Lie de Heisenberg de dimension 3, U(ty admet

Γalgebre de Weyl Aλ comme seul quotient primitif de dimension 2, avec les pro-

prietes suivantes: d' une part tout automorphisme de Aλ se releve en un automor-

phisme de C/(ί)), d'autre part C/(f)) admet des automorphismes non moderes (cf.

[Al], [Dil], [ML]). On retrouve la meme situation pour les quotients primitifs mini-

maux de U(sl(2)) parametres par C (cf. [Di2], [Jo]). En outre, dans ce cas, on dis-

pose des plongements de Conze de ces quotients dans Aλ (cf. [Di2], [Co], [Ro]); bien

que les groupes d'automorphismes soient comparables, la restriction correspondant

a un tel plongement est seulement definie sur le sous-groupe des automorphismes

triangulaires de Aγ (cf. annexe).

Dans la suite, on etudie Γanalogue quantique de Γensemble de cette situation.

II en ressort que la rigidite entraίnee par la quantification est telle que, non seule-

ment les algebres en jeu n'ont que peu d'automorphismes, au point que leurs

groupes d'automorphismes ne different souvent que par des facteurs finis, mais en-

core que les ̂ -analogues des plongements de Conze s'en trouvent eux-memes rigi-

difies.

L'article est divise en quatre parties. La premiere est consacree a Γalgebre de

Weyl quantique A1 engendree par X et Y avec XY — qYX = 1, telle qu'elle est

etudiee par Goodearl et Morikawa (cf. [Go] et [Mo]). On note Bγ le localise de Aλ

par rapport aux puissances de Γelement normalisant Z = XY — YX (qui possede

sur le plan de la theorie des anneaux des proprietes comparables a celle de

Γalgebre de Weyl classique), et C1 le localise de Bγ par rapport a la partie de Ore

formee des puissances de Y. On explicite les groupes d'automorphismes des trois
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algebres Aq

ίf B[ et C{. Pour la suite, on suppose que le parametre q n'est pas

racine de Γunite.

Dans la deuxieme partie, on calcule d'abord le groupe des automorphismes de

Γalgebre de Heisenberg quantique Hq — U*(sl(3)), via une caracterisation de ses

elements normalisants, puis celui de Γalgebre de Hayashi Av, qui se realise, d'une

part comme un quotient simple de Hq pour v — q , et d'autre part comme une

extension quadratique normalisante de B\ pour qr = v~ cf. [Ha], [KS], [Ma]).

Dans la troisieme partie, on considere les quotients Bqλ de Uq(sl(2)) par les

ideaux (Ω — λ), oύ λ appartient au corps de base C et oύ Ω designe Γelement de

Casimir quantique. Tous les Bqλ se plongent dans Av pour v = q , ce que Γon

interprete comme un ^-analogue des plongements de Conze. La restriction relative

a ces plongements definit un isomorphisme entre un sous-groupe d'indice 2 de

Aut(Av) et un sous-groupe d'indice 2 ou 4 de Aut(Bqλ).

Enfin, par reference a la locale finitude de Γaction adjointe dans la situation

classique, on etudie dans la derniere partie la sous-algebre Fq des elements

ad-localement finis de Uq(sl(2)) (cf [JL]), et ses quotients Dqλ par (Ω — λ). Les

plongements de Conze correspondants se font cette fois dans une algebre de Weyl

de type A[ pour qr — q , et la determination des groupes Aut(i%) et Aut(Dqλ)

permet d'obtenir des resultats de rigidite de meme nature.

Dans tout ce qui suit, on peut prendre pour corps de base un corps commutatif quel-

conque, sans hypothese sur la caracteristique, algebriquement clos dans les parties II, III

et IV. Pour une commodite de notation, on notera C ce corps de base dans tout Varticle.

I. Algebre de Weyl quantique et localisations

Dans toute cette section, q est un element fixe de C , different de 1, eventuelle-

ment racine de Vunite.

1.1. DEFINITIONS ET NOTATIONS. Comme en [Go] et [Mo], on considere Γalgebre

Ax engendree sur C par X et Fsoumis a la relation:

(1.1.1) XY- qYX= 1.

C'est une extension de Ore iteree A\ — C[Y] [X σ, δ], oύ σ est le C-

automorphisme de C[Y] defini par σ(Y) — qY, et δ la σ-derivation "de Jackson",

definie par δ(Y) — 1. Comme q est suppose distinct de 1, Γalgebre Aι n'est pas

Γalgebre de Weyl classique Av II est connu qu'alors A\ n'est pas simple: Γelement

Z = XY — YX est normalisant dans A\, verifiant:
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(1.1.2) ZY=qYZ et ZX=q~ιXZ.

On note B[ le localise de A\ par rapport aux puissances de Z. D'apres le lemme

1.4 de [Go], Γensemble des puissances de Fest une partie de Ore dans A1 et B\y ce

qui permet d'introduire le localise C[ de B{ par rapport aux puissances de Y.

Comme, dans C1 ? on a:

(1.1.3) X = γ^-Y-\Z- 1),

Cγ apparait comme Γalgebre Cq[Z~, Y~] engendree sur C par Z et Y soumis a

la premiere relation de (1.1.2). C'est done un analogue multiplicatif de Γalgebre de

Weyl au sens de [Ja], cas particulier d'algebre de McConnell et Pettit (cf. [MP]). B\

et Cί sont de "bons" analogues quantiques de Γalgebre de Weyl Aλ au sens oϋ, par

exemple, pour q non racine de Γunite, Bλ et Cγ sont simples, de centre trivial C,

de dimension globale et de Krull egales a 1 (pour ces resultats, cf. [AW], [Go], [Ja],

[J], [MP]). Lorsque q est d'ordre p > 2 dans le groupe C , le centre de A\ est

C[XP, YP], le centre de C? est C[Z±P, Y±P], et C? est une algebre d'Azumaya

sur son centre (cf. [AW]), ce qui constitue une propriete comparable a la situation

classique en caracteristique premiere (cf. [Re]). Avant de calculer les groupes

AuUAj), AutCB*) et Aut(Ci), montrons que Γon a un enonce analogue pour

Γalgebre Bλ. On etablit tout d'abord un lemme technique general, probablement

bien connu, que nous incluons dans le texte pour la commodite du lecteur.

1.2. LEMME. Soient S un anneau commutatif integre et R une S-algebre quel-

conque; si x et y sont deux elements de R tels que xy — qyx — 1, avec q racine primi-

tive p-ieme de Vunite dans S (p ̂  2), et tels que Velement z — xy ~ yx soit

inversible dans R, alors les elements {x y }0<tj<p-ι sont S-lineairement indέpen-

dants.

Preuve. Pour tout r ^ R, posons: ad x(r) = xr — rx et ady(r) — yr — ry. On

verifie que: ^άy{χιyn) = — [i]qzχt~ιyn et adx(χιyn) = — [n]qχ
tyn~1z, pour tous

i, n e N, avec la notation [ίlq= Σo<;<*-itf;

Soit alors (#*,;•)0<*,;</>-i u n e famille d'elements de S tels que:

p-l p-l

(*) Σ Σ α , / V = 0.
ί = 0 ; = 0

Appliquons adx et simplifions a droite par z, en iterant n fois (1 < n < p — 1) :
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p-1 P-l (n-\

(*)„ Σ Σ aΛ π [j - i
f = 0 j=n Xf=0

Remarquons que, comme q est d'ordre />, tous les ^-entiers [j — t]q intervenant

dans ces sommes sont non-nuls. Supposons montree la S-independance lineaire de

la famille ΘC = {xί}0<i<P-1; on deduit de (*)/,_! que auP_x — 0 pour tout 0 < i

< p — 1. En reportant dans (*) / ) _ 2 , la S-independance lineaire de 9C, implique de

meme Oίip_2 = 0 pour tout 0 < i < p — 2. On reitere ainsi jusqu'a ( * ) pour eta-

blir que al} = 0 pour tous 0 < i, j < p — 1.

II suffit done pour prouver le lemme de verifier que 9C est une famille libre

sur S. On se donne {βi}0<ι<p-1 dans S tels que:

(* * ) Σ βtχ
ι = 0.

1 = 0

Appliquons ady et simplifions par z a gauche en iterant n fois (1 < n < p — 1) :

( * * ) » Σ? ftfπ [ί - tUx1'" = 0.
i=w V = 0 /

On tire de ( * *)^_i que jSi>_1 = 0, puis en remontant de proche en proche jusqu'a

(* * ) , on obtient β{ = 0 pour tout 0 < i < p — 1 ce qui acheve la preuve. D

1.3. PROPOSITION. Si q est une racine de I'unite d'ordre p > 2 dans C , le cen-

tre %(Bl) de B\ est le localise de 2Γ(Aj) = C[XP

f YP] par ZP e 3Γ(Aj), et B[ est

une algebre d'Azumaya sur son centre, avec [B1 :
 <ϊ£(Bι)'\ — p .

Preuve. Soit b = aZn ^ B\, avec a ^ A\ et n ^ Z notons n = m/) + r avec

m £ Z e t O ^ ^ ^ | ) - l . Comme Z est central dans β χ (car central dans C :), ft

— aZ Z appartient a XKBJ SI et seulement si α — αZ appartient a X\Aγ).

Ainsi 2f(βί) = ία'Z1"* α' e C [ ^ ' , F*], m e Z] est le localise de C[XP, YP]

par:

(1.3.1) Z* = qHP~1)/2[(q - l)PYPXP - ( - 1)*] e 2f(Aj).

D'apres le lemme 1.2, la famille ^XlY3)o<ij<p-\ est une base de B[ sur

2f(J5i). Par le theoreme d'Artin-Procesi (cf. [MR]), il suffit, pour etablir que B\ est

une algebre d'Azumaya sur T(Bq

λ), de montrer que ses representations irreducti-

bles de dimension finie sur C sont toutes de meme dimension. Cette dimension est

majoree par la racine p de [B1 '.TiB^]. Par ailleurs, si V est un C-espace vecto-

riel de dimension finie et p un homomorphisme de C-algebres de B{ dans 7? =



QUOTIENTS PRIMITIFS MINIMAUX DE UQ(sl(2)) 1 2 3

End cV, on a dans R, en posant x = p(X) et y = p(Y), Γegalite xy — qyx =

p(l) = 1. Comme Z est inversible dans le localise B[, Γelement z — p{Z) est in-

versible dans R. En appliquant le lemme 1.2, on conclut que dimci? > p . Ainsi

d i m c F > )̂, ce qui acheve la demonstration. EH

1.4. CERTAINS AUTOMORPHISMES DU CORPS DE WEYL QUANTIQUE. On n o t e Gq[Z, Y]

le plan quantique engendre sur C par Z et Y soumis a la loi de commutation

ZY — qYZ. Les trois algebres Aι £Ξ Bx <Ξ C[ et le plan quantique CQ[Z, Y]

admettent le meme corps de fractions. Comme en [AD], on notera Dι ce corps

gauche:

(1.4.1) Dl = C(mZ;σ),

corps de fractions de Γextension de Ore C(Y)[Z σ], avec σ le C-automorphisme

de C(F) defini par σ(Y) — qY. On introduit certains sous-groupes du groupe

k\xt{D[) des C-automorphismes de D[ :

On note G = {φafβ e AutiDf) a e C*, β e C*) - (C*) 2 avec:

(1.4.2) φa,β(Z) = aZ et 0α^(y) = jSF.

D'apres la proposition 1.1.4 de [AC], G est (du moins pour q Φ — 1) le groupe des

prolongements des C-automorphismes du plan quantique C 9 [Z, Y\ a son corps de

fractions Ό\. Un element φa β tel que α = 1 sera note plus simplement φβ, et Γon

pose GL = {φβ j j β ^ C } — C , avec done:

(1.4.3) φβ(Y) = βY9 φβ(Z) = Z, et φβ(X) = β~λX.

Pour toute matrice s = ( ^ ^ ) e SL(2, Z) et tout couple (α, β) de (C*)2,

notons φa>βtS le C-automorphisme de Dλ defini par:

(1.4.4) ΦasΛZ) = aYbZa φa>β,s(Y) = βYdZc

On pose H= {φa<β,s; (a, β) e (C*) 2, s e 5L(2, Z)} le sous-groupe de Aut(Z)')

ainsi construit, qui est un produit semi-direct de (C ) par 5L(2, Z). Dans

le cas particulier oua = β = lets={ ) avec m G Z, on note plus

simplement 0 W Γautomorphisme 0α)j8ί5 de sorte que:

(1.4.5) φJZ) = Z, φJY) = YZ~m = qmZ~mY, φJX) = ZmX = q~mXZm.

On introduit le sous-groupe Hγ = {φm rn ^ Z} — Z de H.

Enfin, il existe un automorphisme ξ de D[ tel que:
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(1.4.6) ξ(Z) = q~ιZ~\ ξ(Y) =X= ( q - \Y\qZ 1) Y~\ ξ(X) = ~ Z~ιY.

Par definition, on appelle K le sous-groupe de Aut(D^) engendre par Glf Hv et

ζ K apparaίt comme la reunion disjointe {G-^H^} U {G-fl^ζ, oϋ GγH^ designe le

produit direct dans AutCDj) des sous-groupes Gλ et Hlf qui est un sous-groupe

d'indice 2 de K. II est clair que A\ (resp. 5^, resp. C{) est stable sous Gλ (resp. K,

resp. H).

1.5. PROPOSITION. Si q Φ ± 1, α/ors AutG4j) = G : - C*. Si q = — 1, αfors

Aut(Aj) gsί ^ α / αu produit semi-direct de Gλ par (ω), avec ω Vinvolution de A\

e change ant X et Y.

Preuve. Supposons d'abord que q n'est pas racine de Γunite dans C . D'apres

le theoreme 8.4 de [Go], Γintersection des ideaux premiers non-nuls de Aλ est

Γideal principal ZAX engendre par Γelement normalisant Z. Done, pour tout θ £Ξ

Aut(Aj), on a: ZA\ = Θ{ZA\) = Θ(Z)A\, et il existe i ^ C * tel que Θ(Z) = λZ.

On a: ΘUΩΘffl ~ Θ(Y)Θ(X) = λZ = >i(^ - 1) FZ + ̂  en appliquant par ail-

leurs θ a (1.1.1), on deduit que: Θ(Y)Θ(X) = λYX + (λ - l)/(q - 1). Le degre

total en X et Y dans A\ de chaque facteur Θ(X) et Θ{Y) est 1; on ecrit: Θ(X) =

aX + βY+ γ et Θ(Y) = a'X + β'Y + γ\ avec α, /3, r, α', i8', r ' dans C. Par

identification dans la relation ci-dessus, on conclut que Θ(X) —a X et Θ(Y) =

αFavec a e C .

On suppose maintenant que # est d'ordre p > 2 dans C . Soit (9 ̂  AutCAp.

Notons α = Θ(X) et 6 = θ(ίθ, que Γon decompose dans A\ suivant la base

U i^0{Yi'ίX) 0 < < i) en: a = an + + a, + a0 et b = bm + + b, + b0,

avec αw Φ 0 # ftw. Explicitons an = Σ0<j<ranjY
n~;XJ et 6m = Σ0<j<sβmJ -

Ym~}XJ, avec anr et j8m>s dans C*. On a w > 0, n > 0, et la relation ab —
i -i i n r Πm-s) s(n-r) + l-ι Λ7-n+m-r—s -rrr+s ^ , w5-mr + l

qba—\ implique: anrβms[q —q \Y X = 0 ; done q
= 1. Par ailleurs, Θ(XP) = a = ar

nP + a'np-i + ' " ' + βo verifie:

r/)-l

a r -i \ / P υλτin-r)p vrp \ sr* / rrnp-j vj

.5.1) anP = anrq Y X + Σ, ocnPjY X ,
; = 0

avec y e Z e t a'nPj e C . De meme, 5 ( 7 * ) = bP = ^ + fc^_! + • • • + & £ , avec:

(1 .5 .z ) °mP - βmsq ϊ X + 2 . β w / , ) ; r A .
; = 0

La restriction de 5 au centre C[X , F ] de Aj determinant un automorphisme de

C[X , Y ] on a: ύ^ = ft[ = 0 si z ̂  0 modulo p, et dans les formules (1.5.1) et
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(1.5.2), a'nPtJ = β'mPJ = 0 si j ^ 0 modulo p. En appliquant le lemme 2 de [ML], (cf.

[AM]), trois cas seulement peuvent se presenter:

Premier cas: il existe ί ^ N et λ G C tels que #^, = λ(bf

mP) on deduit de

(1.5.1) et (1.5.2) que r = st et n — mt, d'oϋ ns = mr, ce qui, avec la relation

q = 1, contredit q Φ 1.

Deuxieme cas: il existe / ^ N et Λ ^ C tels que b'nP — λ(a/

mP)
t on conclut

de meme a une contradiction. On est done necessairement dans le:

Troisieme cas: Θ(XP) = ζXP + ξYP + ω et Θ(YP) = ζ'XP + ξΎP + ω\

avec ζ, ξ, ω, ζ', f', ωf dans C. En considerant le degre total en X et Y dans Λj,

on en deduit que: Θ(X) = aX + βY + γ et 0(JO = α r Z + ^ ' 7 + f avec α, i8, r,

α', jS', r ' dans C. On tire de (1.1.1):

α r = ββ' = 0,

f + α7r = iSr' + iS'r = 0

(1 - q2)βa' = 0

- q) =

Si p > 2, on a necessairement β' — a et ar — β — y — Y = 0, et done 0 ^ G Γ

Si p = 2, une autre solution est: a' = β~ et α = β' = 7 = 7' — 0, ce qui acheve

la preuve. EH

1.6. PROPOSITION. Si q Φ ± 1, alors Aut(C') = H - (C*) 2 x SL(2, Z). Si

<7 = — 1, alors AutiC^ est egal au produit semi-direct de H par <α/>, avec ωr Vin-

volution de Cγ echangeant Z et Y.

Preuve. Soit θ un C-automorphisme de C[. Les elements Θ(Z) et 0(10 sont

des unites de C\, done il existe α, β ^ C* et s = ί j a coefficients dans Z

telle que 0(Z) = aY Z et 0(10 — i8F Z . L'existence de Γautomorphisme reci-

proque 0 necessite: ad — be — ± 1 . Lorsque q n'est pas racine de Γunite, la

condition Θ(Z)Θ(Y) = qθ(Y)θ(Z) implique apres identification que 5 ^ SL(2y Z),

et done 0 = φatβtS ^ H. Si q est d'ordre p > 2 dans C , on obtient ad — be = 1

modulo p. Si p > 2, on a necessairement ac — be — 1, d'oϋ θ ^ H. Si p = 2 eί ad

- be = - 1, on a: 0 = ω'φa,ιβ,fS, pour α r = (— l) α *α, 0 ' = (— l)δc/3 et s' =

Ξ SL(2, Z). Π
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1.7. THEOREME. Si q Φ ± 1, alors Aut(βf) = K. Si q— — \} alors

Aut (2^) est egal au produit semi-direct de K par (co), avec ω Vinvolution de B\

echangeant X et Y.

Preuve. Soit θ e Aut(βj) 0(Z) etant une unite de B{, il existe ε e C* et n

G Z tels que 0(Z) = εZw. En utilisant θ~ , il vient n = + 1. On introduit le

sous-groupe Aut+CB*) = {θ e Aut(£*) 3 ε e C*, 0(Z) = εZ}. D'apres la

definition (1.4.6), Aut (2?*) apparaίt comme la reunion disjointe de Aut+(β1

ί) et de

son complementaire Aut+(Bl)ξ, avec Aut+(β*) d'indice 2 dans Aut(jBi). Ainsi, il

suffit de verifier que Aut (Bl) est egal au produit direct G1H1 si q Φ ± 1, et au

produit semi-direct de G1Hι par <ω> si q — — 1.

Fixons θ G Aut+(fiί) notons ^(Z) = εZ, ΘUQ = aZ~m et (9(K) = bZ ~\

*avec « 6 N , Λ G N , ε G C * , f l G A j , J e Λj. On decompose dans A\\a —

Σ auY
tXi et 6 = Σ βijY'X*, avec α l > ; e C e t j8It; e C. II resulte de (1.1.2) que:

(1.7.1) Za = q~'aZ et Zb = qbZ.

On separe la preuve en deux cas:

Premier cas: si # n'est pas racine de Γunite, on deduit de (1.7.1) que j = i +

1 pour tout au Φ 0, et a est de la forme: a — [ Σ ait+1Y
lXl]X. Or pour tout i G

N, on a:

"*(1.7.2) F 1 * 1 = ( ? - I ) " 1 Π ( ? " * Z - 1) e C[Z].

On obtient ainsi: 0 t f ) = P(Z)Z, avec P(Z) e C t Z * ] . De meme: 0(10 = Q(Z) F

avec Q(Z) e C t Z * ] . En appliquant θ a (1.7.2) pour ί = 1, on a dans

(1.7.3) ( ε Z - 1) = ( Z - \)Q{Z)P{q~ιZ).

En raisonnant sur le degre et la valuation en Z dans C[Z ], on en deduit que:

Q{Z)P(q~ιZ) = ε = 1. II existe done a e C* et n e Z tels que: P(Z) = α Z w et

O(Z) = a~ιqnZ~n. On conclut que (9 = (0α)"10» G GιHv

Second cas: si ^ est d'ordre p > 2 dans C , il resulte de (1.7.1) que: j — i

— 1 = 0 mod^ pour tout aitj Φ 0, et j — i + 1 = 0 mod/) pour tout βu Φ 0.

Avec (1.1.3), Θ(X) et Θ(Y) s'ecrivent alors dans Cl'.θ(Y) = R(YP,Z)Yet Θ(X)

= S(Y\ Z)Y~\ avec R(Y\ Z) et S(YP, Z) des elements de C [ Z ± , Y±P]. Done:

y ^ y (εZ - 1) = Θ(YX) = R(YP, Z)S(YP, q~λZ).

En raisonnant sur le degre et la valuation en Y dans C[Z , Y ] =
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t Γ ^ L on verifie que R(Y\ 2) est de la forme Q(Z)Ypt et S(YP

y 2) de la

forme T(Z)Y~pt avec 0(2) et 7(2) dans CfZ*], et t G Z. Finalement: 0(10 =

O(Z) F m i et 6>Q0 = Γ(2) F " ^ " 1 . De meme, pour l'automorphisme 0~\ on a

0~1(ϊO = F ( Z ) F ^ + 1 avec s ^ Z e t 7(2) G CtZ*]. De Γidentite: Y= V(εZ)

[0(2) κ " + 1 ] * s + 1

f on deduit que fos + 1) ( # + 1) = 1.

Dans le cas oύ p > 2, on a necessairement ί = s — 0, done 0(10 = 0(2) F.

En se plaςant, non plus dans C 1 } mais dans la localisation "symetrique"

C^[X~, 2 ] de B[ par rapport aux puissances de X, on montre de meme que

Θ(X) = P(Z)X pour un certain P(2) G C[2~] . On conclut alors comme dans le

cas oϋ # n'est pas racine de Γunite, que θ G G^^

Dans le cas oύ /> = 2. Une autre solution est s — t = — 1, pour laquelle on a:

0(10 = 0(2) F " 1 et 0 U ) = T(Z) F En notant ω Involution de B\ echangeant X

et Y,etp= θω, on obtient: p{X) = Q(Z) F " 1 et p(Y) = T(Z) Y. Dans le corps de

fractions D[, la premiere egalite se reecrit p(X) — U(Z)X, en posant U(Z) =

(ί - ϊ)Q(Z)/(qZ - 1) G C(2). Comme p(Z) G β ' c C J Z * , 2 * ] , on remarque

qu'en fait £/(2) G C [ 2 ]. On conclut comme dans les cas precedents que p G

Gx^x. G

1.8. Remarque. Soit i? = C[Π W ; σ, <5] une extension de Ore de C[F],

avec σ G Aut(C[Π) et 5 une σ-derivation de C[KI. II existe q <Ξ C* et r <^ C

tels que σ(K) — ̂ F + r. Si i? est de "type quantique" (i.e. q Φ 1), il resulte de la

classification de [AW] que R est isomorphe, soit au plan quantique, soit a

Γalgebre de Weyl quantique. Le groupe d'automorphismes d'une telle algebre

quantique R est done entierement determine par la proposition 1.5 ci-dessus et la

proposition 1.1.4 de [AC].

II. C//(5/(3)) et algebre de Hayashi

» Dans toute cette section, on designe par q un element fixe de C , non racine de

I 'unite.

2.1. ALGEBRE DE HEISENBERG QUANTIQUE. On note Hq la C-algebre U*(sl(3))

engendree sur C par eί et e2 avec les relations de Serre:

etej — (q + q~ )eιejeι + ejet = 0 pour i Φ j .

En posant X — eu Y — e2, et 2 = qeYe2 — q e2e1, on peut encore definir (cf. [AD],

[KS], [Ma]) Hq comme la C-algebre engendree sur C par X, Y, 2, soumis aux rela-

tions:
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(2.1.1) XZ = qZX, YZ = q~2ZY, qXY- q~ιYX = Z.

On peut considerer Hq comme 1'extension de Ore iteree Hq = C[Z] [Y σ] [X τ, δ],

avec σ le C-automorphisme de C[Z], r le C-automorphisme de C[Z] [Y σ], et <5

la r-derivation de C[Z][Y σ], definis par σ(Z) = #~2Z, r(Z) = ? 2 Z, r(F) =

q~2Y, δ(Z) = 0 et <5(F) = tf^Z On note Z l'element normalisant:

(2.1.2) Z = q~ιXY- qYX= (q~3 - q)YX+ q~2Z,

qui verifie:

(2.1.3) XZ = q~2ZX et F Z = ^ 2 Z F .

On montre facilement (cf. [AD]) que le centre de Hq est C[ί2], oύ Ω = ZZ. Si on

localise Hq par les puissances de l'element normalisant Z, on obtient une premiere

extension Hq = CtZ*] [Y σ] [X r, 5] de Z/̂ . Les puissances de Y dans //^ for-

ment une partie de Ore (cf. [Go], lemme 1.4.) suivant laquelle on localise de

nouveau pour obtenir Hq = Cq,[Z~, Y~][X;τ, δ], oύ Cq,[Z , Y ] est une

algebre du type de [Ja] avec ZY — q'YZ et q' = q , et oύ τ et δ designent les pro-

longements de τ et δ a Cqr[Z±, F * ] . Mais Ω = (q~ — q)ZYX + q~ Z , et done:

(2.1.4) i / ;= C,,[Z±, F^tfl] = CLOVtZ*, F i .

On trouvera en [KS] et [Ma] une analyse detaillee de Hq du point de vue de la

theorie des anneaux. En vue de calculer le groupe d'automorphismes de Hq, on in-

troduit le sous-groupe: A u t + ( ^ ) = {θ e Aut(Hq) 3 ε e C*, (9(Z) = εZ), ainsi

que Γinvolution ω de //9 definie par: ω(X) = F , ω(F) = X, ω(Z) = — Z. On

donne d'abord une caracterisation des elements normalisants de Hq. Une autre

preuve de la proposition 2.3 figure en [Ca].

2.2. LEMME. L'ensemble des elements normalisants de Hq est la reunion dis-

jointe: {PZn P e C[β], n e N*} U CLO] U { P f P e C W ] , w e N*}.

Preuve. Soit S un element normalisant non-nul dans i/? il existe U et V

dans fl, tels que SX = C/S, S F = F5 et 5Z - 75 pour Γ =

On deduit en raisonnant sur les degres en X et en Fnaturellement definis dans Hq

que Γ e C[Z], C/= aX+bet V= cY + d, avec a, b, c, d G C[Z], α ̂  0 ^ c.

On obtient

T = i'^flric) - cσ(a)]YX+ aVqτ(d) - q~'d]X + dqb - q~ισ{b)λY
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et done: τ{d) = q~2d, σ(b) = q2b, cσ(a) = aτ(c). Par definition de τ et σ dans

C[Z], il en resulte que d = b = 0, a ^ C , et c ^ C . Developpons alors 5 dans

Hq sous la forme: S = Σ EtJZ Y , la somme etant prise sur une partie finie

/ de Z2, avec EUj G C[Ω] pour tout (i, j) G /. On a:

0 = SY- cYS = Σ £ M ( 1 - ^ ~ 2 ; ' ) Z ; F ' + 1 ,

0 = SZ - αcZS = Σ E,j(q~2' - ac)Z1+1Y'.
i,J

On en deduit qu'il existe t et r pairs dans Z tels que c — q et a = q , avec S =

i?Z Y , en abregeant E = E_{t+r)/2ίt/2 ^ 0 dans Cfβ]. L'egalite SX ==

q Aύ implique alors: XY = q Y X. Quitte a multiplier a droite et a

gauche par Y , on peut supposer t + r > 0 pour utiliser la relation:

XY = q Y X + q [Σ q jZY pour tout I G N ,

et conclure que t + r = 0, d'oύ S = ^Z 1 ", avec M ; = ί/2 e Z et £ e C [ β ] . Si

M; £ N, on obtient 5 sous la forme voulue. On suppose done dans la suite que

w < 0. Notons v ^ N la valuation de E dans C[β], et E — Σv<j<najΩ
J

1 avec

fz > v > 0 et Oίj ̂  C. Si Γentier — w — υ — 1 appartenait a N, Γanneau Hq con-
w = £Z y = aZvZ + Σ Z zZ z y

tiendrait Γelement SZ w = £ Z y = avZ
vZ + Σ y + i < 2 < w Z z Z z y , d'oϋ

avZ°Z ^ i/9. L'ideal Zi/^, qui est completement premier, contiendrait Zv et done

Z. En appliquant ω, on aurait aussi Z ^ Ziί ? , et finalement Z = αZ pour un a ^

C , ce qui est impossible. Ainsi: v > — w, et done S = \_Συ<^ι<nociΩ
ι W]Z est

le produit d'un element de C[Ω] par une puissance de Z d'exposant — w ^ N . Π

2.3. PROPOSITION. St 61 e Aut+(i/,), α/or5 i/ msίβ α, β G C* ίe/s ŵe 6>(Z)

- α Z , 6>(F) = βY et Θ(Z) = α^Z, ^ sorte M̂e Aut+(/ία) ^ ί isomorphe a (C*)2.

De />iws, Aut(Hq) est le produit semi direct de Aut+(Hq) par <ω>.

Preuve. Soit /9 G Aut(Hq). La restriction de <9 au centre de Hq etant un auto-

morphisme de C[Ω], il existe λ G C* et 77 e C tels que Θ(Z)Θ(Z) = λΩ + 77. En

appliquant le lemme 2.2 a 0(Z) et Θ(Z), on en deduit que Θ(Z) = εZ et Θ(Z) =

μZ, ou Θ(Z) = εZ et Θ(Z) = μZ, avec ε et μ dans C ce qui demontre la seconde

assertion de la proposition.

Pour la premiere, fixons θ G Aut+ (Hq), avec Θ(Z) = εZ et (9(Z) = μZ. On a:

( ^ " 3 - ^ ) ^ ( } θ e ( Z ) + ^ ~ 2 ε Z = Θ(Z) = μ(q~3 -q)YX + μq~2Z,

d'oϋ: Θ(Y)Θ(X) = μYX + rZ, avec la notation γ = (ε - μ)/(tf3 - tf"1) G C. On
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en deduit, en utilisant le degre total en X et Y dans Hφ qu'il existe P , Q, M, P',

Q\ A Γ d a n s C [ Z ] tels que Θ(X) = PX + Q F + M e t Θ(Y) = PfX + QΎ + M'.

On applique θ aux relations (2.1.1) pour verifier que Θ(X) = P X et 0(K) = O'F,

avec P et Q' dans C*, et ε = P C D

2.4. ALGEBRE DE HAYASHI. Par analogie avec la situation classique, on peut

considerer comme ^-analogue de l'algebre de Weyl A^C) le quotient de Hq par

Γideal principal (Ω — l)Hq de Hq. L'algebre Av obtenue (avec v — q , cf. plus

loin en 2.6) est celle introduite par T. Hayashi en [Ha], et etudiee sur le plan de la

theorie des anneaux en [KS] et [Ma]. Conformement au lemme 1.3 de [KS], on defi-

nira ici Av comme l'algebre engendree sur C par x, y, t~ soumis a:

tx = v~ιxt, ty — vyt;

Λ - 2 , - 2 Λ ,-2

1 — v t 1 — t
(2.4.1)

- y X = i1 — v 1 — v

Av est une C-algebre simple integre noetherienne, de centre C, de Gif-dimension

egale a 2 et de if-dimension egale a 1 (cf. [KS]). Les elements x et y de Av verifiant

la relation:

(2.4.2) xy - v~2yx= 1,

la sous-algebre 5 de Av engendree par x et y est une algebre de Weyl quantique

Aγ du type etudie precedemment en 1.1, pour qf = v . De plus, on a:

(2.4.3) xy- yx= Γ 2 ,

de sorte que Av admet aussi pour sous-algebre le localise T de S par rapport aux

puissances de Γelement normalisant z = t . Une base de Av sur C est

( Γ . r m ) w e Z m ( Ξ N U (tnym)n<=z,meN*> e t t o u t element de Av admet une ecriture unique

sous la forme: a = b + ct, avec b, c ^ T. L'algebre T est une algebre de type B[

(cf. plus haut §1.1), et Av est une extension quadratique normalisante de T.

Afin de decrire le groupe Aut(Λy), on introduit certains automorphismes evi-

dents de Av a partir de ceux des sous-algebres 5 — A\ et T — B[ . Un premier

sous-groupe de AutCA,,) est Gλ = {φβ β ^ C ) — C , avec:

(2.4.4) φβ(x) = β~ιχ, φβ(y) = βy, φβ(t) = t.

Un second sous-groupe est Hι = {φm m ^ Z) — Z, avec:

(2.4.5) φjx) = tmχ, φjy) = yt~m

y φjt) = t.
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On introduit aussi dans AutiAJ) les deux involutions ξ et τ definies par:

(2.4.6) ξ(x) = yt, ξ(y) = - vxt, ξ(t) = - v~ιfι

(2.4.7) τ(x) = xy τ(y) = y, τ{f) = - t.

On note enfin: Aut+(Au) = {0 e Aut(A,) 3 ε e C*, 0(0 = εf}.

2.5. THEOREME. Si θ ^ Aut+(Au), il existe a e C* et m ^ Z tels que θ(x)

= a~ tmχ, θ(y) — ayfm, et θ(t) = ± t, de sorte que Aut+ (Au) est egal au produit

semi-direct par <r> du produit direct G1H1 — C ~xZ.De plus, Aut(Av) est egal au

produit semi-direct de Aut (Av) par <ξ>.

. Le groupe des unites de Av est {at a £= C , ^ ^ Z}. II en resulte

que, pour tout (9 ̂  Aut(Ay), ^(ί) est de la forme εt ou εί~ pour un ε dans C .

Done Aut(A^ = Aut+(AV) x (ξ>. Fixons 61 e Aut+C4v), avec θ(t) = εί. Decompo-

sons β(x) = b + ct, oϋ b, c ^ T. En appliquant 0 a la premiere relation de

(2.4.1), II vient:

ίφv(b) - v~ιb\t + [φu(c) - v~ιc\t2 = 0.

Comme t e T on a: ΦV(W = v~ b et 0y(c) = v~ c. On decompose 6 dans T en:

ό = ( Σ f > ; ̂ ,j ̂  ?/ )^ , avec w G N et α^ j ^ C en appliquant φv, on obtient que

i — i = — 1 pour tout aitj Φ 0, d'oϋ: b — x(Σj aj+ljχ
jy})z~n. On rappelle (2.4.2),

(2.4.3), et (1.7.2) pour en deduire qu'il existe P(z) G C[z*] tel que b = xP(z).

De la meme faςon, c = xQ(z), et il existe done U(t) e Cf/*] tel que θ(x) =

[/(Ox. On etablit de meme que 0(#) = yV(t) pour un certain V(0 e C t ^ ] . On

applique 0 a la troisieme identite de (2.4,1):

1 - v~2ε~2f2 = (1 - v~2)θ(xy) = U(f)(l - v"2Γ2)K(if),

ce qui implique en raisonnant sur le degre et la valuation en t dans C[t ], que

U(t)V(f) = 1 = ε~ . On conclut a Γexistence de α ^ C et w ^ Z tels que

θ(x) = α~Vmχ, 0(z/) = m/Γw, et 0(0 = ± t ce qui acheve la preuve. G

2.6. REMARQUES. Reprenons pour Hq les notations de 2.1. Designons par x,

y et t les images canoniques respectives de X, q YZ et qZ dans Hq/ (Ω — l)Hq,

de sorte que Hq/(Ω — l)Hq — A^ en prenant v = q . D'apres les enonces 2.3 et

2.5, les automorphismes 0 de Aut (i/ρ) qui induisent par passage au quotient des

automorphismes de Av sont du type: Θ(X) = aX, Θ(Y) = ± a~lY", Θ(Z) = ± Z,

avec α ^ C , et le sous-groupe de Aut(Av) obtenu est le produit direct de Gx par
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<r> definis en (2.4.4) et (2.4.7). L'involution ω de Hq induit par passage au quo-

tient l'involution ξ de Av definie en (2.4.6).
2

Par ailleurs, en reprenant les notations de 2.4 et avec qr = v , on a:

S - A{' c_> T - B( C_> AV C_> c j ί * . y*]

f + J
et les enonces 1.5, 1.6, 1.7 et 2.5 permettent de preciser les restrictions et les

prolongements de tous les automorphismes dans chacun des plongements.

III. Quotients primitifs de Uq(sl(2))

Dans toute cette section, on designe par q un element fixe de C , non racine de

I'unite.

3.1. AUTOMORPHISMES DE Uq(sl(2)). On note Uq Γalgebre Uq(sl(2)), qui est

engendree sur C par E, F, K~, soumis aux relations de commutation:

K2 - K~2

(3.1.1) EK=q~ΔKE, FK = qKF, EF - FE =
q - q

On regarde Uq comme Γextension de Ore iteree C[K ] [F σ] [E r, 5], avec σ le

C-automorphisme de Ct-K"*], τ le C-automorphisme et δ la τ-derivation de

CίK^ίF σ] definis par: σ(iί) = q2K, r(K) = q~2K, τ(F) = F , δ(A) = 0, et

δ(F) = ( i ί 2 - K'2)/(q2 - q'2). Le centre de C/β est C[fl], oϋ:

(3.1.2) fl = FE + χ en notant χ = ^ — i

 >L

Ύ—
(q -Q )

Rappelons la structure du groupe Aut(£/?), telle qu'elle est decrite en [AC]. On in-

troduit d'abord l'involution α> de Uq definie par:

(3.1.3) ω{E) = F, ω(F) = E, ω{K) = K~ι.

Pour toute racine quatrieme de Γunite ε, il existe rε ε Autίiy,) tel que:

(3.1.4) τε(E) = E, τε(F) = zF, τε(K) = eK.

Le sous-groupe Aut++(C/g) de Aut(ί7g) forme des θ fixant K est isomorphe au

produit direct C* x Z, tout θ e Aut+ +(ί7 ί) verifiant:

(3.1.5) Θ(E) = a~ιKmE, Θ(F) = aFK"", Θ(K) = K,



QUOTIENTS PRIMITIFS MINIMAUX DE UQ(sl(2)) 1 3 3

pour un certain couple (α, m) e C* x Z. Le groupe Aut(Uq) est le produit

semi-direct: [Aut++(ί/ρ) x <Γ2>] x <ω>, avec <r, > et <ω> cycliques d'ordre 4 et

2 respectivement. Tout 0 e Aut(ί79) verifiant 0(12) = ± 12, on introduit le

sous-groupe d'indice 2:

Aut+(C/β) = « e Aut(C/9) 0(12) - Ω)

= Aut++(Uq) x <r_x> x <ω>

- (C* X Z) x F, avec Vie groupe de Klein.

On aura besoin plus loin du lemme suivant de divisibilite dans Uq.

3.2. LEMME. Soient λ <Ξ C fixe, et I Videal bilatere de Uq engendre par

(13 - λ). SiP e Uqetm^TSί tels que PEm ^ I ou EmP e /,

Preuve. On peut supposer m = 1 et P Φ 0. Soit Q ^ Uq tel que (13 — /0 Q

= EP. En notant 7? = CVK*} [F σ], il en resulte que degE(P) = deg£(Q) > 0

dans R[E τ, δ]. Done: P = Σ 0 < 2 < w ^ ^ ? et Q = Σ o ^ , ^ ^ ' , avec ŵ  et f2
dans i?, n e N* et un Φ 0 Φ vn. Developpons £ P = ( F £ + χ - λ) Q et identi-

fions; il vient:

,,) =Fr(t ; , , ) ,

«,_!) + δ(u,) = Fτiv,^) + (x - ^)«; + Fδ(vj) pour 1 < < n,
( * ) 0 δ ( « 0 ) = ( χ - χ ) V ΰ + Fδ(v0).

D'apres ( * ) κ + 1 : un = FϋB ) d'oύ δ(un) = Fδ(vn) + δ(F)vn. On reporte dans ( * )„;

on deduit: un^ = Fυn_x + σ[χ — λ — δ(F)]σ(vn). On rέapplique δ en remar-

quant que δσ([χ - λ - δ(F)]) = 0 puisque [χ ~ λ - δ(F)] e Ct/Γ*1]; il vient:

v^) + δiFjv,,^ + [χ - λ - δ(F)]δσ(vn).

DΌΰ, avec (*)n-ι.

Un-2 = Fvn-2 -σ[χ-λ- δ(F)]σδσ(vn) + σ[χ - λ - dUOlai

On reitere de proche en proche jusqu'a ( * ) j pour obtenir:

u0 = Fv0 + σ[χ - λ - δ(F)] Σ {-l)'~ισ<,δσ)'~\υ^,

ce qui implique avec (*) 0 :

( * * ) v,= Σ (-
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Definissons une famille {^}0<;<w-i d'elements de R en posant: tn_γ — (j(vn), et

tj = Σ'T1 ( - 1) W ) W ; + ί + 1 ) = σ[υj+1 - δ(tj+1)] pour tout 0 < j < n - 2.

Ainsi, d'une part: vt = τ{tt_^) + δ{tt) pour tout 1 < i < n — 1, d'autre part ( * * )

implique: δ(t0) = t>0. Des lors, Γelement T= Σ z = 0 ttE de C/? verifie:

w - 1

Σ
ί=0

ET=δ(t0) + Σ [δ(tt) + r(i i_1)]£ ! + τ(tn_x)En = Q,

d'oύ P = ( β — /ί)T ^ /. Si P £ ^ /, on se ramene au premier cas par Γantiauto-

morphisme π tel que π(E) = £ , 7r(F) = F, π{K) = iΓ~ . D

3.3. DEFINITION. Les notations sont celles de 3.1. Pour tout λ de C, on

designe par Bqλ Γalgebre quotient de Uq par Γideal principal (Ω — λ) Uq. Si e, f,

k sont les images respectives de E, F, K par la surjection canonique de Uq

vers Bqλ, on a les relations suivantes (avec v — q ):

(3.3.1)

ke = v ιeky kf= vfk;
j 2 i - 1 ; - 2 - 1 , 2 , , - 2

vk -r v k ^ „ v k ~r vkef=λ ——, fe = λ-- K 2 ' J" f - K 2 '

3.4. PROPOSITION. Pour tout i e C , Bqλ est integre.

Preuve. Notons ici / Γideal bilatere (Ω — λ) Uq et S = {En}n^il qui est une

partie de Ore dans Uq (cf. [Go] lemme 1.4). D'apres (3.1.2), le localise (Uq)s est

R[Ω], oϋ R est Γalgebre engendree par K et E soumis a EK = q~~ KE. Le lem-

me 3.2 permet d'appliquer le proposition 3.6.15 de [Di3]: Γimage canonique T de

S dans Uq/I = Bqλ est une partie de Ore dans Uq/I, et (Uq/flτ est isomorphe a

(Uq)s/Is, avec Is — its' i ^ I, s ^ S) Γideal bilatere engendre dans (Uq)s par

(Ω - λ). Le quotient Uq/I se plonge dans (Uq/I)τ - R[Ω] /(Ω - λ) - R, qui

est integre. Π

Le point (i) du lemme suivant est un analogue pour Uq des remarques 1.5 et

1.6 de [Di2].

3.5. LEMME.

(i) Tout element b de Bqλ admet une έcήture unique sous la forme:

b = Σ"=1P,.(/c)e! + Σ * o Q,(k)f\ avec: n <= N*, m e N, P,(k) et Qt{k) dans

(ii) Le groupe des unites de Bqλ est (ak a ^ C , n ^ Z}.
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Preuve. L'image (/cV/ ;)* e N, ; e N,m ez de la base (KmEιFJ)ieN,;-eNfWeZ de Uq

est une famille generatrice de Bqλ. Par ailleurs, d'apres (3.3.1), tout monόme e f

avec i, j e N est de la forme P(k)f3~ι si > ί, et Q(k)e~J si t > , avec P(/c) et

Q(/c) dans C[/c± ]. La famille: 28 = (k* fJ) ieZjξ=N U (&y) i e Z > ;- e N i i i engendre done

5 ^ Considerons par ailleurs la graduation (Tn)n(ΞZ de 5 ^ definie par Tn= {b ^

£ ^ A6/Γ1 = Λ } . Comme kifi e Γ; et AV e Γ_; pour tous l e Z e t j ' G N, il

suffit, pour montrer que 58 est libre, de verifier que dj = (kιfJ)iGZ et ^ =

(kte)tGZ sont libres pour tout ^ N. Or si P est un polynόme non-nul a coeffi-

cients dans C tel que P(k)e3 = 0 dans Bqλ, il existe μv μ2f. . ,μn dans C tels que

(k — μj (k — μ2) - - (k — μn)e — 0. Par integrite de Bqλ, Γun des k — μt est nul,

e'est-a-dire K — μt e (Ω — λ) Uqy ce qui est absurde en considerant le degre en

£ dans Uq. L'assertion (i) est ainsi prouvee.

Soient i et c dans Bqλ tels que be = 1. En decomposant ί et c suivant

(Γ w ) w e Z , il existe m e Z tel que i e ^ e t c e 7m. Done: 6 = P(k)en et c =

Q(k)fn avec n = ± m ^ N. L'egalite P(k)Q(vnk)enfn = 1 fait apparaϊtre # n / n

comme une unite de Cίk ]. II en resulte par recurrence a partir de (3.3.1) que

n = 0 et b = P(k) est une unite de Ct/c*]. D

3.6. PROPOSITION.

(i) Soient λ et λr deux elements de C. Si λr = i /ί, α/ors -β?/j, e£ -β?/j sonί

C-isomorphes. Si X Φ ± >l, α/or5 i/ n existe aucun homomorphisme de C-algebres de

Bqλ, dans Bqλ.

(ii) Pour tout λ ^ C, il existe un plongement de C~algebre de Bqλ dans Av (avec

v — q ), et Bqλ nest pas isomorphe a Av.

Preuve. Soient e, f, k [ resp. e',f'f kr\ les images c a n o n i q u e s de E, F, K

dans Bqλ = Uq/(Ω - λ)Uq [resp. dans Bqr = Uq/{Ω - λ')Uq]. Si λ' = - λ, il

existe un C-isomorphisme θ de Bqλ, dans Bqλ defini par: θ(e') — e, θ(ff) = — f

et θ(kf) = ik. Soit reciproquement θ un homomorphisme de C-algebres de Bqλ,

sur Bqλ. Posons: ^ = θ(e'), Λ = θ ( / 0 , ^ = (̂A O. D'apres le lemme 3.5, il exi-

ste ε ^ C e t s ^ Z tels que kx — εks, et e1 se decompose en:

n m

(3.6.1) ^ = Σ P f(A)^ + Σ

avec w G N*, m e N, Pf(A) et Q;(/c) dans C l V ] . On deduit de kxex = v 1e1A1

que 1 = 5ί = — s; pour tous ί, j tels que P^/c) # 0 Φ Qj(k). Quitte a composer

par le C-automorphisme ω de Bqλ tel que ω(g) = /, ω(f) = e, ω{k) = k~ι, on

peut supposer s = 1, et done eλ = Pλ(k)e. On montre en decomposant fx qu'alors/i
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= fR1(k) avec R,(k) e Ct/c*]. On a:

2 , 2 , - 1 -2j - 2

vεk Λ- v ε k_ 1 2 =θ(e'f) =eιf1 = Pί(k
(v — v )

En considerant le degre et la valuation en k dans Cίk ], on en deduit que:

Pλ (k) Rλ (k) est un scalaire γ ^ C tel que: X = γλ et γ = ε — ε~ ce qui

demontre Γassertion (i).
- 2

Posons v — q et plaςons-nous dans Au en reprenant les notations de 2.4.

Soient λ ^ C, et μ ^ C une solution de Γequation: μ — λ\>(\> — v ) μ + v =
±

0. La sous-algebre de Av engendree par e, f et k definis par:

(3.6.2) k = μt; f=y, e=
~2

est isomorphe a β ? / ί . La non isomorphie de Bqλ et Aυ decoule alors de (i). •

3.7. NOTATIONS. Les automorphismes de Uq qui induisent par passage au

quotient un automorphisme de Bqλ sont les elements du sous groupe Aut (Uq) si λ

Φ 0, et tous les elements de Aut(Uq) si λ = 0. Soit:

Aut+CBJ = {Θ(Ξ Aut(BJ 3 ε e C*, ff(fc) = εft}.

Notons Aut°(59/ί) le sous-groupe de Aut (Bqλ) forme des automorphismes θ de

Bqλ induits par passage au quotient par un element de Aut (Uq) X <r_x) [cf.

(3.1.5)], c'est-a-dire, pour a e C*, m G Z et ε = ± 1, de la forme:

(3.7.1) θ(e) = a~ιkme θ{f) = α//c"m <9(/c) = ε/c.

On considere Γinvolution ω de 5 9 / ? definie [cf. (3.1.3)] par:

- 1
(3.7.2) ω(e) = / ω(/) = e ω(/c) = /c \

3.8. THEOREME. Aut(BqJ) est le produit semi-direct de Aut (Bqλ) par

Si λ Φ 0, A\xt+{Bqλ) = Aut°(BqJ) et Aut(Bq>λ) est isomorphe a Aut+(Uq). Si λ =

0, Aλλt°{Bq^) est d'indice 2 dans Aut+ (Bqλ) et Aut(Bqλ) est isomorphe a Aut(Uq).

Preuve. Pour tout θ ^ Bqλ, il resulte de 3.5 que θ(k) = εk~ pour un ε €=

C , d'oύ la premiere assertion. Fixons θ ^ Aut (5^^) et reprenons la preuve de

3.6 pour X = /ί, e' — e, f = f et kf = k. On obtient: 0(e) = P(k)e et

fR(k), avec P(A) et R(k) dans Ct/c*] tels que P(k)R{k) soit un element 7 de

C* verifiant λ = λγ et γ = ε = ε~2. Si λ Φ 0, alors γ = 1 = ε il existe α ^
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C* et m e Z tels que: θ(e) = a~ιkme, θ(f) = afk~m, θ(k) = ± k, DΌύ:

Aut+(BJ = Aut°(BJ - Aut++(Uq) x ( r ^ ) , et Aut(BJ - Aut+(Uq). Si Λ =

0, on obtient: 0(e) = α ~ W θ(f) = aε2fk~m, θ(k) = εk avec a e C*, m <= Z

et ε4 = 1. On conclut que AutCB^) - Aut(ί7β). D

3.9. COROLLAIRE. Pour tout v ^ C now racine de Vunite:

(i) Aut+(Ay) est isomorphe a Aut°(Bqλ).

(ii) Lgs groupes A\it(Av) et Aut(Bqλ) ne sont pas isomorphes.

Preuve. Soit # ^ Aut (Av) comme on Γa vu dans la preuve 2.5: il existe α ^

C*, m G Z, et ε = ± 1 tels que:

(3.9.1) 0(z) = α"Vmχ θ(y) = αz/Γm 0(0 - εf.

La premiere assertion s'en deduit. Pour la seconde, remarquons que le sous-

groupe de Aut(Bqλ) engendre par ω et les quatre automorphismes definis par

(3.7.1) pour m = 0, a = ± 1 et ε = ± 1 est isomorphe a (Z/2Z) 3 . Un tel

sous-groupe n'existe pas dans Aut(Av). En effet, en utilisant la proposition 2.5,

les elements d'ordre < 2 dans AutG4y) sont d'une part les quatre elements θaε

definis par (3.9.1) pour m = 0, a = ± 1, ε = ± 1, et d'autre part toutes les in-

volutions ξa definies pour a ^ C par: ξa(x) = ayt, ξa(y) = — va~ xt, et

ζa(fi ~ ~ v t ^ n verifie que deux involutions ξa et ξβ ne commutent entre

elles que si a = ± β, et qu'aucune involution ξβ ne commute avec les quatre θaε a

la fois. On deduit qu'il n'existe dans AutiAJ) aucun sous-groupe abelien d'ordre 8

forme d'elements d'ordre < 2. Π

3.10. THEOREME. Pour v = q~~ et θ G Aut(Ay), les assertions suivantes sont

equivalentes:

(i) il existe λ ^ C tel que la restriction de θ a la sous-algebre Bqλ de Av definie

par (3.6.2) soit un automorphisme de Bqλ

(ii) pour tout λ G C, la restriction de θ a la sous-algebre Bqλ de Av definie par

(3.6.2) est un automorphisme de Bqλ

(iii) θ appartient au sous-groupe Aut (Av).

En outre, la restriction dέfinit alors un isomorphisme de groupes de Aut (Av) sur

Aut°(BJ.

Preuve. Soit θ e Aut+(AV), defini par (3.9.1). Pour tout λ ^ C, les elements

e,f, k definis en (3.6.2) verifient (3.7.1), ce qui montre que (iii) implique (ii).

Donnons-nous maintenant λ verifiant (i). Si θ tέ Aut (Av), il existe d'apres la
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proposition 2.5 un automorphisme rj G Aut (Av) tel que θ = ηξ, avec ξ Γinvolu-

tion de Av definie en (2.4.6). En utilisant la premiere partie de la preuve, ξ — θϊ]

se restreindrait en un automorphisme de la sous-algebre Bqλ definie par (3.6.2).

On aurait en particulier — vxt = ξ(y) = ξ(f) ^ Bqλ. Comme Bqλ contient deja

t~ — μ~ k~ et y = / on aboutirait a Bqλ — Av, ce qui contredit 3.6. (ii) et acheve

la preuve. •

IV. Sous-alg ebre des elements ad-localement finis de Uq(sl(2))

Les donnέes et hypotheses sont celles de la partie III, dont on reprend toutes les

notations.

4.1. ACTION ADJOINTE DANS Uq. Par analogie avec la situation semi-simple

classique, on peut ne prendre en compte pour les plongements de Conze que la

partie des elements localement finis sous Γaction adjointe determinee par la struc-

ture d'algebre de Hopf de Uq. Le coproduit Δ : Uq^> Uq® Uψ Γantipode S : Uq—
>

Uq et la co-unite ε : Uq-+ C sont definis par:

Δ(E) =E®K~ι + K®E,Δ(F) =F®K~ι + K®F, Δ(K±ι) =

S(E) = - q~2E, S(F) = - q2F, SiK*1) = (K'Y1

*1)ε(E) =e(F) = 0 , εiK*1) = 1.

Pour tout u ^ Uq, on note (ad u) le C-endomorphisme de Uq defini par:

(ad u)v — Σ u{ι)υS(u{2)) pour tout υ ^ Uq,

avec la notation habituelle: Δ(u) = Σ M ( 1 ) 0 % Le centre de Uq est alors:

{v G Uq; V u e Uq, (adu)v = ε(u)v}, et on introduit (cf. [JL]):

Fq= {v<Ξ Uq;dimcUdUq)v< + oo}.

D'apres Γetude de [JL] (en particulier les §2.2, 2.3 et 3.11), Fq apparaϊt comme la

sous-algebre de Uq engendree par EK~ι, FK~ι', K~2 et Ω. On a dans Fq:

(4.1.1) (FK~ι){EK~ι) = q~2ΩK~2 - (q2 - q'Y'il + q~4K~4).

Remarquons que le localise de Fq suivants les puissances de K est egal a la

sous-algebre de Uq engendree par EK, FK et K± . On notera Vq ce localise, qui

est une sous-extension de Ore et une sous-algebre de Hopf de Uq.

4.2. NOTATIONS. Soit Aut°(ί/J le sous-groupe forme des θ e Aut++([/J de
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la forme: Θ(E) = a~ιE, Θ(F) = aF, Θ(K) = K, avec a e C*, et Aut°(Fq) le

groupe des restrictions a Fq des elements de hλ\t(Uq). Soit enfin τ ^ Aut(Uq)

defini par: τ(E) = iE, τ(F) = z'F, r ( i θ = zif, de sorte que:

rCEiT1) = EK~\ τ(FK~ι) = FK~\ τ(K~2) = - K~\ τ(Ω) = - Ω,

determine une involution de Fq.

4.3. PROPOSITION. On a la suite exacte:

f/,) x <r>

Preuve. On commence par decrire les elements normalisants de Fq. Soit S G

Fq un tel element. Notons U'q le localise de Uq suivant les puissances de F (cf. [Go]

lemme 1.4). D'apres (3.1.2):

Uί=C[Ω]q, [K*, F*] = Cq,[K\ F*][Ω] avec q' = q~\

Developpons S dans Uq sous la forme Σ Stj(Ω)K F , avec StJ(Ω) ^ C[Ω] pour

(z, j) decrivant une partie finie de Z . II existe T ^ Fq tel que SK~ = 75. En

considerant le degre et la valuation en K et F des deux membres dans Uq, on a T

de la forme R{Ω)K~2 avec i? G C[i3]. En considerant ensuite le degre en Ω, on

peut preciser: i ^ C on note R = γ. Par ailleurs, il existe V ^ Fq tel que

SFK = FS, et le meme type de raisonnement montre que V= βFK~ avec β e

C . En developpant les deux membres de: SK — γK S = 0 = SFif

^S dans C/; on obtient 5 = P(Ω)KaFb avec a, b e Z tels que r = ^" 4 ' et

β — q , et P ^ C[Ω]. En plongeant ί/g dans sa localisation suivant les puis-

sances de E, on etablit de faςon parallele que 5 = Q(Ω)KCE . Le calcul de

KSK~ι prouve que b = - d. Supposons ft > 0 done Q(Ω)Kc~a = P(Ω)FbEb.

D'apres (3.1.2), FbEb est dans C t f i ] ^ * ] de valuation - 26 et de degre 26 en

if done 6 = 0 et c = a. On conclut de la meme faςon si d > 0, que S = P(Ω)Ka.

Comme de plus S ^ Fq, a = — 2m pour un m ^ N.

Ceci etant, soit θ e Aut(F,). D'apres ce qui precede, 6K#~2) = P(Ω)K~2m

de meme Θ~\K~2) = Q(Ω)K~2n. Le centre de F, etant C[fl], fl"1^) = 7̂ ,0 + ^

avec η e C* et μ e C. On tire de X" 2 = P(τ?β + μ)Q(Ω)mK~2mn que m = n =

1 et que P et Q sont des scalaires. Ainsi Θ(K~ ) = λK~ , ou /I G C . II en resulte

)que θ se prolonge en un automorphisme θ' du localise V̂  de Fq par ^(iί ) =

λ K . Comme Uq est une extension quadratique normalisante de Vq avec {1, K)

base de Uq sur Vq, θ
f se prolonge en un automorphisme θ" de ί/β par

0"CK) = ε̂ Γ, avec ε G C tel que i = λ. En utilisant la description de Aut(f/J
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rappelee en 3.1 et le fait que θ stabilise Fq, on a ε = 1, et il existe a ^ C tel

que: θ"'(£) = a~ιEy Θ"(F) = ε2aF et Θ"(K) = eK. DΌύ le resultat. G

4.4. QUOTIENTS DE Fq. Pour tout λ e C, on a: (Ω - λ) Uq Π Fq = (Ω -

λ)Fq, par definition de Faction adjointe. Designons done par Dqλ la sous-algebre

Fq/(Ω — λ) de Bqλ. En reprenant les notations du §3.3 et avec (4.1.1), Dqλ est

engendree par: u — (1 — q )ek , v = fk et w — k avec les relations:

• uw =

™=

0 WU,

(i

4

q

q

qA

vw
4

- 1
- 4

- 1

=

2

w

w

q

+

+

wυ
4

, ?

q-'λ

- l

4

2

(4.4.1) ""

w — 4 -
0 - 1

Tout element de Aut° (Fq) induit par passage au quotient un automorphisme θ de

Dqλ de la forme θ(u) = α" 1 ^, θ(v) = αv et θ(w ) = w. Designons par

Aut°(Dqλ) le sous-groupe de Aut(Dqλ) ainsi defini; Aut°(Dqλ) est encore le groupe

des restrictions a Dqλ des elements de K\xt{Bq^) definis en (3.7.1) pour m — 0.

Dans le cas oϋ λ = 0, Γinvolution r de Fq introduite en 4.2 induit aussi une in-

volution de Dqλ verifiant τ(u) = u, τ(v) = v, τ{w) — — w. En vue de decrire

Aut(Dqλ), on etablit d'abord un lemme.

4.5. LEMME. (i) Tout element de Dqλ admet une ecήture unique sous la forme:

n m

Σ Pt(w)uι + Σ Q}(w)v, avecm, n^N, Pt, Q} e C M .
ί=0 ι=l

(ii) Les elements normalisants de Dqλ sont ceux de la forme aw avec n €Ξ N et

α e C.

Preuve. II resulte des relations (4.4.1) que tout monόme en u, v, w, est de la

forme P(w)u\ P(w)v* ou P(w), avec P ^ C[w] et i e N . Done tout element d de

Dqλ s'ecrit: Σn

t=QPt(w)u + Σ Qj(w)v\ Notons: d_t = P^u^u si 0 < i < n, et dt

= Qiiuήv1 si 1 < i < m. On a ainsi decompose d en Σ _ w < , < m d,- dans Dqλ ^ 5 ^

suivant la graduation (Tj)j(=z de β ? / ? introduite precedemment en 3.5, ce qui

assure Γunicite.

Considerons maintenant d non-nul normalisant dans Dqλ. Decomposons d en:

d= Σ di avec a, b G Z, α < 6, d,. e Γf, rfα ^ 0 Φ d
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II existe 5 G Dqλ tel que wd = ds en ecrivant de meme que:

s = Σ st avec c, e ^ Z, c < 0, s, e T1., sc =£ 0 Φ se,
l-C

on en deduit que c = e = 0, w<4 = dαs0 et wrf̂  = dfts0. Mais comme da ^ T"α, on a:

wdfl = /c da — q daw. En raisonnant de meme avec db €= 7 ,̂ on conclut que

a — b, et done d = da ^ Ta. II existe ί ^ D ^ tel que wd = dt et done ί ^ Γ_x

notons ί = Q(w)u oύ Q G C[w]. Supposons d'abord a > 0, et posons: d =

P(w)va. On obtient:

P(q4w)(uv)υa~ι = uP(w)va = P(w)vaQ(w)u = P{w)Q{q~Aaw)R{w)υa~\

oύ i? designe le polynόme de degre 2 dans C[w] defini par: va~ (vu) = R(w)va~ .

On deduit que le degre de Q dans C M est nul; on note Q = γ ^ C et il vient:

4

Pig w) - w + λ w - -J
L q ~ 1 q q - V

- — - w + ^ 9 2 w - - 1.

q -\ q q -V

En designant par n le degre de P ^ C[w] et par m sa valuation, on obtient par

identification: 8α + 4(n — m) = 0, ce qui est impossible. En utilisant Γantiiso-

morphisme u—*v, υ—*u, w^>w, on deduit que de meme, on ne peut pas avoir

a < 0. On conclut que: d = P(w) e C M . L'egalite ud = Λ s'ecrit alors:

P(q4w)u = P(w)Q(w)u, d'oύ Q e C * e t P monόme de C M . D

4.6. THEOREME. Si λ Φ 0, Aut(D^) = Aut(Dqλ) est isomorphe a ^

qui est d'indice 2 dans A\λt(Fq). Si λ — 0, h\λt{Dq?) est le produit direct de

Aut°(Dqλ) par <r>, et est isomorphe a Aut(Fq).

Preuve. Soit θ ^ Aut°(Z)9/(). D'apres Γassertion (ii) du lemme 4.5, θ(w) est
• > , *

d e la f o r m e εw a v e c ε ^ C . E n u t i l i s a n t Γ a s s e r t i o n (i) d e 4 . 5 , o n d e d u i t a l o r s d e

l ' e g a l i t e θ ( u ) θ ( w ) = q4θ(w)θ(u) q u e θ(u) = P(w)u p o u r u n ? e C M . D e l a

meme faςon, θ(v) = Q{w)υ avec Q ^ C M . On applique # aux deux membres de

la troisieme relation de (4.5.1):

P(w) Q(q4w) \- -4—
1 q — 1

w2 + λ ^ - ^ - w -
q — 1

2 2 , , (q - 1)
εw7 ε ^ + λ 2 ε w

4 -, I 4

- 1 q q
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d'oύ par identification: 1 = P(w)Q(q4w) = ε et λP(w)Q(q*w) = λε. Ainsi Q est

un scalaire a ^ C et P = a~ si λ Φ 0, ε = 1 de sorte que: θ(u) = a~ιu,

θ(υ) = aυ et θ(w) = w. Si λ = 0 une autre solution est ε = — 1. D

On a enfin:

4.7. THEOREME. SΌtί λ ^ C on considere le plongement de Bqλ dans Valgebre

de Hayashi Av pour v = q defini precedemment en (3.6.2).

(i) L'image par ce plongement de la sous-algebre Dqλ de Bqλ est incluse dans une

algebre de Weyl quantique A\ au sens du §1.1 avec qr = v — q .

(ii) Dans ce plongement, la restriction definit un isomorphisme de AutG^) sur

Aut°(DJ.

Preuve. On reprend les notations de 3.6: dans Av engendree par x, y, t

avec les relations (2.4.1), les elements e, f, k definis par (3.6.2) engendrent une

sous-algebre Bqλ, contenant elle-meme une sous-algebre Dqλ engendree par: u —

(1 — q~ )ek~ , v = fk~ι et w = k~ . On calcule dans Av:

w = μ~2Γ2 v = μ~lyt~ι u = (μ - μ~*Γ2)v~ιχt.

Les elements x' = v~ xt et yf = yt~ verifient les relations x'yr — v~2y'xf = 1, et

xyf ~~ yxr ~ t . L a sous-algebre qu'ils engendrent dans Av est une algebre de

Weyl quantique Aγ pour q' = v — q , qui contient Dqλ. Le point (ii) du theoreme

decoule alors de la proposition 1.5. Π

4.8. REMARQUES. (i) Le plongement des quotients Dqλ dans des algebres de

Weyl quantiques etait deja observe en remarque au §3.11 de [JL].

(ii) Le localise Vq de Fq suivant les puissances de K est egal a la

sous-algebre de Uq engendree par EK, FK et K~ (qui est une sous-algebre de

Hopf de Uq). Notons Wq (resp. Wq) la sous-algebre de Vq engendree par EK, FK

et K (resp. K ). L'algebre Wq° est celle introduite dans un autre contexte par

S.L. Woronowicz (cf. [MS], [Wo]). On a les plongements suivants (oϋ les fleches

verticales designent des localisations et les horizontales des extensions quadrati-

ques):

W° F

On peut, par des methodes comparables a celles utilisees dans les paragraphes
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precedents, expliciter les groupes Aut(Fρ), Aut(WQ), Aut(Wq°), et tous les resul-

tats de restriction et de prolongement qui s'en deduisent. Sans donner ici les

preuves, enonςons pour memoire: (i) AutCV )̂ est isomorphe a un produit semi-direct

par Z/2Z du produit direct C X Z (ii) Aut(Wq) est isomorphe an produit direct C

x Z, (iii) Aut(W°) est isomorphe a C*.

Annexe. Automorphismes de Aι dans les plongements de Conze classiques

Le but de cette annexe est de justifier que, comme cela est affirme dans Γin-

troduction, seuls certains automorphismes triangulaires de Γalgebre de Weyl clas-

sique A^C) se restreignent dans les plongements de Conze en des automorphismes

des quotients Bλ = U(sl(2))/(Ω - λ).

A.I. NOTATIONS. Aλ est Γalgebre engendree sur C par p et q soumis a la re-

lation pq — qp — 1. Un premier sous-groupe 5 de Au^G^) est constitue des

automorphismes θ de la forme:

θ(p) = ap+ bq + c, θ(q) = a'p + b'q + c\

avec a, b, c, a!, b\ c' dans C tels que abf — a'b — 1. Un second sous-groupe /

est forme des σ ^ Autc(i41) du type:

σ(p) = ap + c, σ{q) = a~ιq + F(p), avec a e C*, c e C et F e C[p].

Notons / le sous-groupe des σ de / tels que c = 0. Le theoreme 1.7 de [Al] decrit

^ A i ) comme somme amalgamee des sous-groupes S et J suivant leur intersec-

tion. Designons enfin par τ Γautomorphisme τ(p) = — q et τ(q) = p.

A.2. LEMME. Pour tout θ e S\J, il existe ε, η e / Π 5 fe/s que θ — ητε.

Preuve. Avec les notations ci-dessus, b Φ 0 car θ &J. On definit alors ε et

vυzrl£(p)=P ίη(p) = -b~1p rη
P ' lε(?) = « + (6VW^ + c' ~ cb/b {rj(q) = - bq - ap - c

A.3. NOTATIONS. Soient λ e C et jtt une racine dans C de: ̂ 2 + 2μ — λ —

0. La sous-algebre β^ de A1 engendree par: e = — μq — pq , / = p, et h = μ

#, est isomorphe a U(sl(2)) /(Ω — λ), (cf. [Di2]). Notons G le sous-groupe:

G= {γ e AutciAJ r(Bλ) <^Bλ).

Par ailleurs, designons par 8 Γensemble des γ e Au^CA^ tels que le degre en q
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de γ(p) soit un entier m > 1, et tels que le coefficient de qm dans le developpe-

ment de γ{p) comme polynόme en q a coefficients dans C[p] appartienne a C . On

a:

A.4. LEMME.

(i) Tout γ e g verifie γ £ G de plus: J Π G = /* .

(ii) Pour tout γ e g et tout σ ^ J, on a: σγ & 8.

(iii) Si σv σ2,. . . σM designent n elements de j\S, alors les produits

τσίτσ2τ - σn_1τσnτ et τσ1τσ2τ on_ιτσn appartiennent a 8.

Preuve. Soit γ ^ 8, notons 7^) = Σ ^ o

 UΆ a v e c m > lf ut ^ C[q]f um ^

C*. Supposons 7^) G β^ comme p = f ^ Bλ, on a: adJl~1(7'(/>)) = (ml)umq G

5^, et done q ^ Bλ On aurait alors B^ = Ax ce qui n'est pas le cas (cf. [Di2]). En

conclusion, γ £ G. Soit ensuite σ e /, oύ σ(/)) = fl/) + c et σ(^) = α ^ + F(^).

II est clair que σ(p) = σ(f) ^ Bλ, On calcule:

σ(h) = μ + 2pq + 2apF(p) + 2cF(p) + 2a~1cq.

Or: p ^ Bλ, q & Bλ, et pq ^ β^, done: σ(h) e £^ si et seulement si c = 0,

e'est-a-dire a ^ / . Enfin, si c = 0, on verifie par le calcul que σ(e) ^ Bλ.

Les points (ii) et (iii) sont de simples verifications techniques basees sur le

fait que si σt ^ / \ 5, σ{(q) est de la forme σt(q) = a~ιq + F{(p) avec ^j ^ C et

Ft e C M de degre > 2. D

On peut maintenant enoncer:

A.5. PROPOSITION. G est έgal a J

Preuve. Soit φ ^ Autc(Ai) tel que ψ £ J. D'apres le theoreme 1.7 de [Al]

rappele ci-dessus en A.I, on a une decomposition de φ sous la forme:

(*) φ = ωθrfAΦz. ..θnφn ou (* *) φ = ωθxφxθ2φ2.. A-i0«-A.

avec n > 1, ω ^ J, θt ^ S\J et 0, e / \ 5 . Utilisons le lemme A.2 pour ecrire

chaque θ{ sous la forme θt — T}ιτεi avec ryz et εf dans / Π 5. Posons:

σ0 = ωr?! e /,
σi = £iΦιrIι+ι G J\S pour tout 1 < i < n — 1,
σn ~ ε«0w e / \ 5 dans le cas (*), et σn = εn e G dans le cas (* * ) ,

de sorte que: φ = σ0τσ1τσ2 on_{rσn. On deduit alors du lemme A.4 que φ £ G.
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On a ainsi etabli que G ^ /, d'oύ le resultat voulu d'apres le (i) de A.4. D
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