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Abstract, The normalized form of the amputated vertex functions of an unstable
particle is derived from the requirement that the general Ansatz (1) for the scatter-
ing amplitude of two stable particles with a resonance in the energy-variable is
unitary in the energy interval below the threshold for three particle production. A
Klein-Gordon equation for the unstable particle associated with the resonance is
derived. The results a re applied to the creation of #+ and 7#° mesons in inelastic
scattering processes.

1. Einleitung

Um den mathematischen Aufwand auf das Wesentliche zu beschréin-
ken, betrachten wir die Wechselwirkung spin- und ladungsloser Teilchen
(A-Teilchen). Bei der Streuung zweier A-Teilchen mit Masse m, kann
ein B-Teilchen als instabiles Zwischenteilchen entstehen, sich fort-
pflanzen und wieder zerfallen. Wir sind der Ansicht, daf diese kausale
Folge von Vorgéngen durch eine Produktzerlegung

i T (&, ) = “™pyps| B(0)|0) Ay (&, B) {O|B(0)| psps)*™ I'(8) (1)
E=(p+p)? n=(ps—m)?
des T-Matrixelements in

ein(Plpz [ D3Py )™ = em(l’ﬂ’z | P3P4>ein +i0Y (P pe—ps—2) T(&,m) (2)

beschrieben werden kann, wobei die Ausbreitungsfunktion des B-Teil-
chens durch

45(8, B) = @m)t [ d(0|T B(z) B(o)| Oy %, &=y

definiert ist. Die reelle Funktion I'(¢) wird eindeutig durch die Unitari-
tétsbeziehung fiir winkelunabhéngige Streuung (oder ,,s-Streuung‘)

ImT=%]/1+f’§”—21T|2 —Om? < &= —dm? 3)

festgelegt.
Unsere Annahme iiber die Zerlegung (1) muf im folgenden Sinne ver-
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standen werden: Beim Ubergang zu lokalisierten Wellenpaketen fiir die
stabilen A-Teilchen ergibt die Amplitude (1) fiir eine Ausbreitungs-
funktion mit dem bekannten Pol im zweiten Blatt der Energievariablen
genau das makroskopische Verhalten, das man als Erzeugung, Aus-
breitung und Zerfall des instabilen B-Teilchens bezeichnen kénnte [1],
[2]. (Siehe auch die Erlduterungen iiber die Lokalisierung der stabilen
Teilchen im néchsten Abschnitt.)

Auf Grund des TCP Theorems folgt im Intervall —9m? < & <
=< —4m? die Eigenschaft

V (§) = “(p,py| B (0)| O)
aus(f’ﬂ’le(o)] O>*
(O|B(0)| pypa )™

I

Il

I

—&—dm?
1
= O B ein 1 P ——— T 3 d 4:
= (O[B(0)| p1ps) [ +T 4 VEE + 4m?) 6[ 1T(&, n) 77] (4)
fiir den hermiteschen Operator B ().
Die Substitution von (4) in (1) ergibt eine algebraische Gleichung
fir 7. Die Losung 148t sich sofort hinschreiben:

V2 A T

1T = — (5)
1— |V|M;F%V1 + =
Die Substitution von (5) in (2) ergibt, mit
’ 1 3 e(®
A B =g [ Wit ®)
4m?
= nV1+— |V2 fir 9m?> vy =4m?
das einfache Ergebnis
I'= 4{|45[* . ™

II. Die Wellenfunktion eines instabilen Teilchens

Mit der unitédren Naherung (7) kann die Streuamplitude (1) auch als
Integral iiber das topologische Produkt zweier Minkowskischen Réume
geschrieben werden :

ein<Pl PZIP3P4>aus —_ ein(P P !P P4>em

+ (52? f dta d*y* (P Py| B(2)|0Vamp X (8)

X (O[T B(z) B(y)|0) O|B)| P3Py Yamp »
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wobei die amputierten Vertexfunktionen durch
P, Py| B (@)| Oy = (P Py B(2)|0) {[20i A7 (&, B)I*)~
und
O|B(2)| Ps Pyyamp = O|B ()| Py Py)*™ [2midp(&, B)]?

definiert werden. Im kanonischen Modell mit der unrenormierten
Lagrange-Dichte

= ————(HP‘A z) 0,4, (x) + m2 ,A%(x)) 2n)~3
—g, 4% (%) B, () 27)~3

wobei 0, = 7‘1—; = 0, 0" g** (—1)%«éur, kann die Ausbreitungsfunktion
als
A5 (9% B) = 2mi)~ [p* + mf , + g2 1T (p¥)]!
mit
—4m

o)
() =+ W5 f dv(v——p2+is)(v+l)2

geschrieben werden, wobei A eine fir die Renormierung erforderliche
Konstante ist [3]. Weiter hat o die Gestalt
4m?, .
= l/l + —,*= [1 + Glieder der Ordnung g7] .

Die renormierten Massen im Quadrat werden durch

'mg r= m% wt dmyg, mg,rzz = ml%,u + Omy,

Omg = Zyg} X(—mZ ), Omy = Zyg2II (—2) + AZyg7 11" (— 1) ,

Zl 1=1 '_"972 i (_mz%,r)

und
Zyt=1—g}I'(—4)
mit
I() = e [ 72(0IT 43 (z) 43(0)| O i
209 = =5 [ ¢7=(0IT 4, (2) B,(@) 4,(0) B, ()| 0y &'z,
wobei 4, ( VZ A, (x), B, (x)= VZBu (x) definiert. Die nackten Mas-

sen ma,u, mb,u werden durch Regularisierung so definiert, daf§ Am > S,
Am =mg,—4mZ ,,
—4m?2,

9 ye o(u)
S= _g?(l—4ma,r)2 2—‘/‘ d:u (v + 4

m2,) (1 -+ A)?
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Hieraus folgt dann:

1. Die gleichmiBige Konvergenz der Dampfungsreihe, die zur sto-
rungstheoretischen Konstruktion des Propagators des instabilen Teil-
chens fithrt [4].

2. Die Instabilitdt des B-Teilchens oder die Existenz einer Nullstelle
fiir [A%(p%; B)]~! im zweiten Blatt an der Stelle p? = — M2 + 7 y. Hier-
bei ist M die experimentelle Masse des B-Teilchens (die Differenz
zwischen mZ , und M2 ist die ,,Selbstmasse®, die infolge der Instabilitdt
zustande kommt) wihrend y—! sich proportional zur Lebensdauer des
Teilchens verhalt.

Die [27i45]"' Anwendung auf die Vertexfunktionen instabiler
Teilchen entspricht hier der bekannten K, = 0,0*— m{, Anwendung
auf die Vertexfunktionen stabiler B-Teilchen im Konfigurationsraum.

Das Feynman-Diagram einer in dieser Weise amputierten Vertex-
funktion hat kein Bein Ap(p®) mehr, d. h. die Vertextunktion
{O|B(0)| psps )™ = V (&) verliert ihren Pol [& + M*— i p]~! im zweiten
Blatt.

Wenn die A-Teilchen im StreuprozeB keine scharfen Impulse be-
sitzen, sondern rdumlich lokalisiert sind, lautet die Verallgemeinerung
des S-Matrixelements (2):

8 (kyky; ksky)

= [ &P, d*P,d* Py d* Py O, (Py) Df, (Ps) Py, (Ps) Dy, (Py) X (9)

— 00

X (P, Py| Py Py

Der Ausdruck (9) entsteht aus (2) durch ,,Lokalisierung‘‘, d. h. durch die
Substitutionen e?%® — [ d®p @y, (p)ei?® = Wy, (x); po = )/p* + m§ wobei
k, der mittlere Impuls des lokalisierten i-ten Teilchens ist [5]. Der Uber-
gang von (2) zu (9) ist leicht versténdlich, wenn man beachtet, daf3 eine
Streuvamplitude wie (2) oder (9) ipso facto als lineares Funktional tiber
die Wellenfunktionen e!?® bzw. ¥} (x) definiert wird [6]. Auf diese
Weise entstehen die lokalisierten Vertexfunktionen (oder Formfaktoren)

V(@) = [ d® P, d® P, @}, (P,) Df (Py) (P, Py| B(2)| 0amp
und -

Vylx) = fd3P3 P, q)k,(P:s) qjk,(P4) <OIB(95)|P3P4 Zﬁfp
in dem Ausdruck
Sk kys kg k)= [ APy P, OE(P)... By, (Py) (P, Py| PyPy —

—

4 [ ’
— gy [ B dy Vi@ dp@—y, B) Vo) (10)
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Die Wellenfunktionen im Impulsraum @ (p), Dy, (p), Dy, (p), D, (p)
sind so ausgeschmiert zu denken, dal ¥}, () nur in einer endlichen Um-
gebung der Minkowski-Weltlinien

X = Vigy; t=1,2
wesentlich von null verschieden sind [1], [2] wihrend ¥y, (z), i = 3, 4,
nur in einer endlichen Umgebung der Linien

X=Vi(r,—1); 1=3,4
ungleich null sind*. Bei Vorwértsstreuung kénnte man

Dy, (p) = P, (p) €F 27, Dy (p) = Py, (p) €F 77, po = |/ + m§
ansetzen. Diesen MeBproze8 sieht man in Abb. 1. Unter den erwihn-
ten Voraussetzungen fir die Wellenpakete sind die Tridgergebiete der
Funktionen V; und ¥V, mit den Uberlappungsgebieten 4 und B in
Abb. 1 identisch. Dies 148t sich etwa in der Storungstheorie, wo
¢ind Py Py | B(0)| O gy fiir ein kanonisches Modell als Potenzreihe in der
Kopplungskonstante geschrieben werden kann, nachweisen.

Abb. 1. Erzeugung und Zerfall eines instabilen Teilchens als ein im Konfigurationsraum beobachtbarer
Streuvorgang

Die Lokalisierung der Erzeugungs- und Zerfallspunkte implizieren
also, daB in (10) die volle Ausbreitungsfunktion
Ap(@—y) = A (x—y) 02— yo) + A~ (x —y) 0(yo— )
durch A’ (x—y) ersetzt werden kann. Fiir raumzeitlich kausal ge-
trennte Erzeugungs- und Zerfallspunkte kann (8) daher formal als

WPy Py | Py Pyy™s = (P Py | Py Py + ‘(2_;1,’)? fd4x f dty X (1)
X (P, P3| B@)| 0) - K, A" (w—9) K,(O|By)| PyPay™
geschrieben werden, wobei
Py Py| B(x)|0) K, = " Py Py| B (x)| ODamp
= (P, P,y | B(2)|0) [(27i Ay (§)*)] %, &= (Py+ Py)?
= [+ mf, + g2 II* (&)] $2(Py Py|B(x)|0) .
1 Wir konnen hier nicht naher auf das Problem der statistischen Deutung der

Klein-Gordon-Losungen eingehen. Siehe hierzu u. a. die Artikel von BreNiG u.
Haae [5] sowie WANDERs [1].
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Wenn der Ausdruck (11) mit dem allgemeinen Ergebnis (7' ist der
»,chronologische Operator)
OTA@) ... A@x) TA(x;4,) ... A,)0)

= OITA() ... A@)|0)O|TA(@1y) - .. A,)|0)+

+ fdx [ay01T 4 @) ... Aw) B(2)|0) x

X (OF —mp) Ad-(@—y) (@F — m}) O|TB@) ... A®)|0) +

+ Beitrage mit Mehrteilchenzwischenzusténden
verglichen wird (hier ist das B-Teilchen stabil), sieht es so aus, als ob
man in (8) (als Ersatz fiir stabile Zweiteilchenzustinde) im S-Matrix-
element ®0(p; p,| p;p,)* iiber asymptotisch nicht freie auslaufende
B-Teilchen-Zwischenzustinde summiert hétte. Das instabile Teilchen
wird daher formal durch die verallgemeinerte Klein-Gordon Gleichung

[—6”6 + mb r+ 9r ﬁ(_a”au)] Q(x)
oder durch die Wellenfunktion

D () = fd4p6(p + mg, + g211 (p¥) B (p)eir®

beschrieben, wobei der Integratlonsweg der Verdnderlichen p* = péip,
durch die Nullstelle z =—M? 4 ¢y im zweiten Blatt der Funktion
F(z) =2+ mi, + g2 2]1 (z) geht. Komplexe Distributionen sind in diesem
naheren Zusammenhang von NAKANISHI [7] untersucht worden, sie
sind aber auch den Mathematikern schon lingst bekannt [8].

I11. Einige realistische Fille

a) Betrachten wir nun den Vorgang in Abb. 2. Die Baryonen und
Leptonenzahlerhaltungssitze sind erfiillt. Dann hat (8) die Form

ein<ppr lDe+v>aus — (;‘n‘; fd4x d4y ein<ppl ]QD'*' (x)]D>amp X
X (O|T &+ (x) P+ ()| 0) (01D ()| &, Yamp

wobei

mpp’ |D+ ()| DDymp = (pp’ |D+ ()| D) (27 Ap (§)*]7
und

01D+ (y) e, vYamp = O|D* (y)| &, v)** [27i AR (£)]%, £ = (p+ p'— pp)*
b) Photonenerzeugung eines m°-Mesons. Das S-Matrix-Element fir

den Vorgang in Abb. 3 mit asymptotisch stabilen Teilchen hat in diesem
Fall die Gestalt

ein<yK1[ylle2>a (2 )s fd4 fd4 em(VK l@ lK2>amp X

X <0|T¢ )10) 0P )] y172)amp
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mit
ein<7’-K1 I@(x)l K2>amp

=y K, | @)| K, [[27i Ap((py + Pr, — Pr,)%; 7°)]*]?
und

QODW)| y172 :g:p = (0D )| y1 7)™ [27i A ((y1 + y2)%; n°)]2

Kern 7 Hern 2

Abb. 2. Erzeugung und Zerfall Abb. 3. Photo-Erzeugung und
eines positiven Mesons Zerfall eines neutralen Mesons

Die Vertexfunktionen (O |®P+(y)|e,»)*"s und (O|D(y)| y;ys)*" sind mit
dispersionstheoretischen Methoden von GOLDBERGER und TREIMAN [9]
untersucht worden, wihrend u. a. GLASER u. FERRELL [10] die letzt-
genannte Funktion im Rabhmen eines einfachen kanonischen Modells
explizit berechnet haben.

IV. SchluBbemerkungen

Unsere Ausfithrungen in den Abschnitten IT und III zeigen, welche
Rolle instabile Teilchen in einer S-Matrix Theorie spielen. Bei rdumlich
stark getrennten Erzeugungs- und Zerfallsprozessen von instabilen Teil-
chen kann ihr voller Propagator im Sinne der Methode mit Feynman-
diagrammen benutzt werden. Bei der oben diskutierten Amputierung der
Scheitelfunktionen bleiben die Néherungen unitir. Wir sind hierbei
lediglich von den folgenden drei Eigenschaften ausgegangen:

(1) Der kausale Zusammenhang zwischen Erzeugung und Zerfall des
instabilen Teilchens, oder ,,Makrokausalitat®.

(2) Die Unitaritdt des S-Operators.

(3) Die Invarianz gegeniiber eigentlichen Lorentztransformationen.
Bei der Ableitung der Wellenfunktion des instabilen Teilchens war es
jedoch wichtig, dal man ein kanonisches Modell mit Wechselwirkungs-
glied zu Hilfe nimmt. Aus der Wellengleichung des B-Teilchens folgert
man, dafBl die Wechselwirkung des instabilen Teilchens mit seinen Zer-
fallsteilchen in der renormierten Kopplungskonstante bilinear ist, und
nicht linear, wie aus einer einfachen de-Quantisierung des B-Feldes zu
erwarten wire.
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Anhang

Uber die Bildung von Operatoren fiir instabile Teilchen aus den Operatoren
der stabilen Zerfallsteilchen

Eine reine S-Matrix-Theorie wird vollstdndig durch die Vakuums-
erwartungswerte von Produkten von lokalen Operatoren gegeben. In
diesen Funktionen treten nur die Operatoren der stabilen Elementar-
teilchen auf. Es ist jedoch zweckméBig, in vielen Féllen (wiez. B. in den
zwei Beispielen in Abschnitt III) Operatoren fir instabile Teilchen in
die Theorie einzufiihren. Es wére heuristisch sehr wertvoll, diese Opera-
toren durch Produktbildung aus den lokalen Operatoren der stabilen
Zerfallsteilchen zu gewinnen. So konnte man fir das Neutron (als
instabiles Teilchen) den Operator

W, (@) =y () (¥, (@) 7, ¥, () (12)
bilden, wobei ¥, (x), ¥, (z), ¥,(x) die Operatoren fiir Proton, Anti-
neutrino und Elektron sind. In dem Ausdruck (12) benutzen wir die
Bezeichnungsweise von JavcH u. RomrricH [11] fir die Bispinoren
Y (x), ¥ (x). Die Lebensdauer des Neutrons kann dann [3], [12] aus der

Stelle des Pols in der analytischen Fortsetzung der Spektralfunktionen
in der Lehmannschen Darstellung

OIT y. ¥, () (¢v (@) y*¥, (@) VGWp (0) (Te (0) 75 ¥,(0))|0)

=) =S 5 " R .
_ f d4p f da 0. (o) ;Eyﬁj@:) 02(a?) o—Dx
— 0 (1 + Mp)
bestimmt werden.
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